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Préface de la seconde édition

Cette édition différe de la premidre par les points suivants:

Un certain nombre de passages ont été récrits, notamment le § a
du Chap.II , le Chap.III, le § B du Chap.IV et le § C du Chap.V.

Ont été ajoutés: une Introduction, deux Appendices et une Biblio~

graphie.

Le travail de dactylographie a été fait par les soins de l'Institut

des Hautes Etudes Scientifiques. Je lui en suis trés reconnaissant.

Jean~-Pierre Serre
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INTRODUCTION

]

Les multiplicités d'intersectionsde la géométrie
algébrique sont égales & certaines "caractéristiques d'Euler-
Poincaré" formées au moyen des foncteurs Tor de Cartan-~
Eilenberg. Le but essentiel de ce cours est d'établir ce
résultat, et de l'appliquer 4 la démonstration des formules

fondamentales de la théorie des intersections.

Il a fallu d'abord rappeler quelques résultats
d'algébre locale : décomposition primaire, théorémes de Cohen-
Seidenberg, normalisation des anneaux de polyndmes, dimension
(au sens de Krull), polyndmes caractéristiques (au sens de

Hilbert-Samuel).

L'homologie apparaft ensuite, lorsque l'on considére
la multiplicité eq(E,r) d'un idéal de définition
q = (x1,...,xr) —A'un anneau local noethérien A par
rapport a un A-module E de type fini. Cette multiplicité
est définie comme le coefficient de nr/r! dans le poly-
ndéme caractéristique ja(E/g?E) [on note [;(F) la
longueur d'un A-module Ft] . On démontre alors la formule

suivante, qui joue un rdle essentiel dans la suite :

(*) o (Br) = S (D)4 (mx) )
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ot les Hi(E,g) désignent les modules d'homologie du
complexe de l'algébre extérieure construit sur E au
moyen des X, -

Ce complexe peut d'ailleurs &tre utilisé dans d'autres
questions d'algebre locale, par exemple pour étudier la codi-
mension homologique des modules sur un anneau local, les
modules de Cohen-Macaulay (ceux dont la dimension de Krull
coincide avec la codimension homologique), et aussi pour
montrer que les anneaux locaux réguliers sont les seuls anneaux

locaux dont la dimension homologique soit finie.

Une fois la formule (%) démontrée, on peut aborder
1'étude des caractéristiques d'Buler-Poincaré formées au moyen
des Tor. Lorsque l'on traduit dans le langage de l'algébre
locale la situation géométrique des intersections, on obtient
un anneau local régulier A, de dimension n, et deux A-
rnodules E et P de type fini sur A , dont le produit
tensoriel est de longueur finie sur A {cela signifie que
les variétés correspondant a E et ¥ ne se coupent qu'aun

point considéré). On est alors conduit & conjecturer les énon-

cés suivants :

i) On a dim.(E) + dim., (F) § n ("formule des dimensions"),

=3 i A
ii) L'entier X;(E,F) = jg: (-1) JA(Tori(E,F) ) est ) 0.
i=0

iii) On a ~yA(E,F) = 0 si et seulement si l'inégalité i)

est stricte.
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La formule (*) montre que ces énoncés sont en tout
cas vrais si F = A/(x1,...,xr), avec dim (F) =n - r .
Gréce a un procédé, utilisant des produits tensoriels complé-
tés, et qui est l'analogue algébrique de la "réduction a la
diagonale", on peut en déduire qu'ils sont vrais lorsque A
a méme caractéristique que son corps des restes, ou bien
quand A est non ramifié, A partir de la, on peut, en se
servant des théorémes de structure des anneaux locaux complets,
démontrer la formule des dimensions i) dans le cas le plus
général, Par contre, je ne suis parvenu, ni a démontrer ii)
et 1iii) sans faire d'hypothéses sur A, ni & en donner
des contre-exemples, Il semble qu'il faille aborder la ques-
tion sous un angle différent, par exemple en définissant di-
rectement (par un procédé asymptotigue convenable) un entier 3 O

dont on montrerait ensuite qu'il est égal a XA(E’F) .

Heureusement, le cas d'égale caractéristique est
suffisant pour les applications & la géométrie algébrique (et
aussi a la géométrie analytique). De fagon précise, soit X
une variété non singuliére, soient VvV et W deux sous-
variétés irréductibles de X , et supposons que c=vNw

soit une sous-variété irréductible de X , avec

dim. X + dim. ¢ = dim. V + dim. W (intersection "propre").
Soient A, Av’ Aw les anneaux locaux de X, V et W en C,.
Si i(Vv.w,c;X) désigne la multiplicité d'intersection de

V et W en C {au sens de Weil, Chevalley, Samuel), on a
la formule :

(=)  i(V.W,C3X) = ‘XA(AV,AW) .
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Cette formule (la "formule des Tor") se démontre
par réduction & la diagonale, en se ramenant a (%) . En fait,
il est commode de prendre (%*%) comme définition des multi-
plicites. Les propriétés de celles-ci s'obtiennent alors de
fagon naturelle : la commutativite resulte de celle des Tor ;
l'associativité résulte des deux suites spectrales qui expri-
ment l'associativité des Tor ; la formule de projection ré-
sulte des deux suites spectrales reliant les images directes
d'un faisceau cohérent et les Tor (ces derniéres suites spec-
trales ont d'autres applications intéressantes, mais il n'en
a pas été question dans le cours). Chaque fois, on utilise le
fait bien connu que les caractéristiques d'Euler-Poincaré

restent constantes dans une suite spectrale,

Lorsque l'on définit les intersections au moyen de
la formule des Tor, on est conduit a4 étendre la théorie au
dela du cadre strictement "non singulier" de Weil et de
Chevalley., Par exemple, si f i@ Xe=> Y est un morphisme
d'une variété X dans une variété non singuliére Y , on
peut faire correspondre a4 deux cycles x ety de X et de Y
un "produit" X. 5y qui correspond au point de wvue ensem-
bliste a xl\f—1(y) (bien entendu, ce produit ntest défini
que sous certaines conditions de dimensions). Lorsque f est
l'application identique, on trouve le produit ordinaire. Les

formules de commutativité, d'associativité, de projection,

peuvent s'énoncer et se démontrer pour ce nouveau produit.
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’
CHAPITRE I. - DECOMPOSITION PRIMAIRE DES MODULES

/ /
4) GENERALITES

Ce paragraphe a pour but de rappeler un certain nombre de
notions qui seront supposées connues, et de démontrer quelques lemmes
préparatoires. Nous désignerons par A un anneau commutatif, & élément
unité, par M wun A-module unitaire. Un idéal p sera dit premier, si

D#A et si A/p est intégre.

1) Radical de Jacobson de A.

Nous utiliserons cette notion seulement pour les anneaux com-

mutatifs.

Définition et proposition 1. — On appelle radical de Jacobson de

A , et on note r(A) , 1'idéal de A défini par 1l'une ou l'autre des

conditions éguivalentes :

1) r(A) est l'intersection des idéaux maximaux de A .

2) x€fr(A)&—1-xy est inversible dans A pour tout yE€A .

1) =2): En effet, pour tout idéal maximal m , x€ém et donc
xy€Em et 1-xy ¢g .

1-xy ntappartient & aucun idéal maximal de A , et est donc inver-
sible.
2)=)1): Supposons que 1-xy soit inversible pour tout y€A , et que
x ¢ m , ou m est un idéal maximal de A . Il en résulterait qu'il

existe y€EA et m€m tels ques

1 =n+xy (car m et x engendrent A ).
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Dioi m = 1-xy et le second membre ne serait pas inver-

sible, ce qui est absurde.

Nakayama a trouvé une autre caractérisation du radical que

nous utiliserons couramment par la suite:

Lemme 1 (Nakayama): Si q est un idéal de A , les propositions sui-

vantes sont équivalentes:

1) g < z(4).

2) Pour un A-module de type fini(1) My, M = g.M entraine

M=0 .

1)==)2): Supposons en effet gue X4 X2’°"’xp engendrent M et
qutaucun d'eux ne soit combinaison lindaire des autres.
De M =g.M , on déduit l'existence de 0(1,...,0<p , tels

= oo e i . 'ot
que  x_ 0(1x1+ +0(pxp , et O(i g pour 1L i gp . Dlol,

(1—O(p)1cp =0(1x1+...+ O(p_1 X y et comme 0<p61‘_(A) , on a
oK1 O(p-‘l . s 19 5
xp = o x1+...+ T xp 1 contrairement & l'hypothése.
Y p

2)—)1): Sinon, soit m un idéal maximal tel que gq ¢ m . Alors

g-A/_IR =A/m# O et il y a contradiction.

Corollaire 1. Si g € r(4) , et si N est un sous-module

de M tel gue M/N soit de type fini et que M=N + q.M , alors M =X .

(1) (i.e. admettant un nombre fini de générateurs).
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En effet, g.(M/N) < (N+qM)/N = M/N; d'olr le résultat.
Nous nous servirons de ces résultats surtout dans le cas ol A
est local , (c'est-a-dire ne pamsdde qu'un seul idéal maximal, qui
est alors maximum) ou aussi semi-local (c'est-a-dire ne posside

qu'un nombre fini d'idéaux maximaux).

Corollaire 2: Si M et N sont des modules de type fini

sur un anneau local A , on a l'égquivalence:

M®N- 0 & (M= 0 ou N=0 ) .

=»: Soit m 1l'idéal maximum de A . On a alors, pour tout couple de
A-modules M et N , une surjection canonique de M@AN sur
(M)/mM) ®A/ (N/mN). On en déduit que ce second produit tensoriel
est égalemen% nul, c'est-a-dire que 1l'on a soit M/mM = O s S0it
N/mN = 0 (car A/m est un corps). Comme enfin M et N sont
de type fini, il en résulie que soit M = O y Soit N = 0
(Yakayama) .

&=: Clair .

2) Lemmes sur les idéaux premiers .

Proposition 2: 1) Si a,,...,a, sont des idéaux de A et

P un idéal premier de A , on a l'éguivalence:

R >a, O .. N a &> p contient 1'un des a; : (1€ ig€n) .

2) 81 p,y+-.,p, sont des idéaux premiers de A et a un

sous—anneau (sans élément unité) de A , on a 1l'équivalence:

a< Iy U ... U B, ¢&—> & est contenu dans l!'un des p; (‘l{ién).
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La seule assertion non triviale est la suivante:
acp U... U}_)nz_—} a est contenu dans l'un des p,-

Si elle n'était pas satisfaite, nous pourrions toujours
supposer que: a n'est contenu dans aucune réunion de n-1 d'entre
les p, : soit alors, pour tout i (1gig n)xi un élément de a
n'appartenant pas & la réunion \\~/J2j et soit

JFi
Yy = XqXpeeoX, Xy geeeX o Alors yiéfgj pour Jj #1i ,
et v ¢Ei « D'ou y1+y2+...+yn€ a , ot y1+...+yn n'appartient

a aucun P; qui est absurde.

Corollaire: 1) Si Pyre+esBy &b RiseccsBy sont deux

ensembles finis d'idéaux premiers de A , si aucun 1 (resp. Bl'c )

n'est contenu dans un Ej pour j 74 i (resg. dans 21') pour p xf k ),

si enfin 21U...Ugn=_121' U"’ng;x’ alors m=n et il exisgte

une permutation s de (1,...,n) telle gue gs(i)=p.' .

2) Sous les hypothéses précédentes, la conclusion reste

satisfaite si l'on remplace le signe réunion U par le signe

intersection ﬂ .

1) En effet, de p! < P, U...U p, » on déduit l'existence
d'un s(i) tel que p! C Es(i) 3 le m@me raisonnement, appli-
qué & Pa(1) montre qu'il existe un +t(i) tel que Bs(1) C 1_)_%(1) .

Y = = ' it.
D'ou p} P-%(i) Es(i) , et le résultat s'ensuit

2) La démonstration est analogue.



3) Foncteurs additifs en théorie des modules .

On sait que certaines parties de la théorie des idéaux
gs'étendent aux modules et méme que la théorie peut s'en trouver
simplifiée. La raison en est essentiel-lement que les A-modules

unitaires forment une catégorie abélienne.

Nous aurons souvent & considérer la situation suivante:
Soient Q'D ¢t A—-—3 B un homomorphisme d'anneaux commutatifs &
é1ément unité, M un A-module (bien entendu unitaire); N un
B-module et \F un homomorphisme des groupes abéliens sous Jjacents

5 M et N , tel que Y(?\x)--\f('?\),\[)(x), ou T &M, N eéA

Alors l'image par \f/ d'un sous-module M' de M engendre
dans N un B-module que nous noterons abusivement (Mv) .

Soit F 1lt'ensemble ordonné par inclusion de ces modules.

Lt'image réciproque Lf’-‘l (N*) d'un B-sous-module de N
est un A-module. Soit E l'ensemble,ordonné par inclusion, de ces

images réciproques.

Alors on a les équivalences:

DO ICOBES IR L
YF'm - e F

=

et P induit sur E un isomorphisme d'ensembles ordonnés de

sur F .



Exemples.

a) Soit a un idéal de A, B=4/a , N = M/a.M, et P (resp.P)
les applications canonique de A sur B (resp. de M sur N ).
N peut 8tre congidéré indifféremment comme A-module ou comme
A/a-module. F est formé de tous les sous-modules de N, E des

sous-modules de M qui contiennent aM .

Enfin on a un isomorphisme naturel:

N =NaMZa/a@M .

Le foncteur M +— M/a.M est additif, exact & droite, défini
sur la catégorie des A-modules, & valeur dans celle des A/a-mo-

dules.

[Ses foncteurs satellites sont les Torﬁ (4/a,M) :.]

b) Soit toujours a un idéal de A, B=A,N={( O : a),
ctest-d~dire le sous-module des x de M tels que A x=0
pour tout o(,eg;

P et ~p sont les applications évidentes:
YA — 4
i N -_—) N .
Ici E et F sont formés de tous les sous-modules de N .
On a un isomorphisme naturel:
F=( 0 :3a)~= HomA(A/z_a_,M) .

Ce dernier module est en effet isomorphe au module des homo-

morphismes de A dans M qui sont nuls sur a . Le foncteur M+ N

s

est exact & gauche . [Ses satellites sont les ExtK(A/g,M).]
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Au lieu de ( O : M) nous écrirons aussi Ann M(annulateur de M) .

Plus généralement, si P et Q sont deux sous-modules de M ,

on note (P:Q) , transporteur de Q dans P , 1'idéal de A formé

des o tels gue « Q&P .

De meme (P :g) désigne le sous-module de M formé des x

tels que a xCP .

On notera les reégles suivantes, dont la signification est
évidentes
((P1ﬂ...l’\Pn):Q)=(P1:Q)ﬂ... ' (Pn:Q)
(P:(Q1+...+Qn)) = (P:Q1) O ... " (p P )
((P1f\... f\Pn):g) = (P1:§._) Moo MNP

(P’(i1 tooot gn)) = (P:Q1)f\... ﬂ(P:gn)

c) Soit S wune partie multiplicativement stable de A(i.e.
si s€S et t€&S , alors s.t e S), (Xs)ses une famille de
variables indépendantes, paramétrée par S , soit A EXsl SE€S
ltalgebre des polyndmes en les Xs & coefficients dans A , a
1'idéal de cette algébre engendré par les éléments

(s Xx—1)ses, et B= A [XS] /g le quotient de cette algébre par a

(on le notera aussi AS ou S—1A au lieu de B ).

Soit \F l'application canonique de A dans AS s composée
des applications canoniques de A4 dans A [XS] et de A [XS]
dans AS .« Alors \f) définit sur AS une structure de A-module,

pour la loi:

KLea =P(XL).a, o KeAu, a €Ay .
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¥ = . ' . . .
Posons XN MS ASQDAM y Soit ‘f’ ltapplication canoni

que de M dans MS et admirons la situation:

P A - Ag
VM — Mg

Si Xs désigne 1'image de X  dans Ay , on a l'habitude
de noter m/s au lieu de isﬁbnx s et on démontre que tout élément
de MS peut s'écrire sous cette forme, et que:

n/s = m‘/s'é:::?jl.existe s" e S, tel que s" (ms'-m's) =0

dans M .

En outre, les rdgles habituelles sur les fractions sont

valables.

Signalons gu'on peut tout aussi bien prendre ce '"calcul

de fractions"™ pour définition de As et de MS .

On déduit en particulier de ceci, gque le foncteur M }—) .S

est exact, ou que "A est A-plat".

S
Dans ce cas, F est formé de tous les As-sous—modules de

» . ' _1

My . Si M' est un sous-module de N , ¥ (\k(M')) stappelle

la S-composante de M! et sera notée dorénavant S(M/M') , ou

S(M') si aucune confusion n'est & craindre: c'est le sous-module
des x @M , tels qu'il existe s € S avec s.xEM' .

L'ensemble E est formé des S-composantes contenues dans M .

51 M = A, ¥ induit une bijection des idéaux premiers de
4 qui ne rencontrent pas S , sur les idéaux premiers de AS .
Par exemple, si ByreresP, sont des idéaux premiers de A ,

s =M (A—gi) est multiplicativement stable dans A et les idéaux
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premiers de AS sont les images des idéaux premiers de A contenus
dans 1l'un au moins de gi; a fortiori As n'a qu'un nombre fini
d'idéaux maximaux (les images des idéaux maximaux de la suite

21""’2n) et A est un anneau semi~local .

31 8 =A-p , ou p est un idéal premier, nous noterons AP

‘o

et M2 au lieu de Asp et Msp .

[?; fait que Ay est A-plat, ou que Tor?(AS,M) =0 on

tire que la suite suivante est exacte:

0 —) TorJ;'(AS/A,M) — X -i-) Mg — (AS/A)®AM — 0 ,

et 1'on a un isomorphisme naturel:

s(m/ {o} ) = Ker !\\y)/ Tor‘?(AS/A,M) J

Enfin, on notera les formules suivantes dont la signification
est évidentes

s(u/x, N...Nx ) = s(M/N,) N ... NS(/N) (2)

Si N est un sous-module de M , a un idéal de A de

type fini, P un sous-module de type fini de M , on a:
5((N: a)) = (8(F): a) et S((N:P)) = (S(N):P) . (3)

En effet, ces deux dernidres formules sont évidentes si a
ou P sont monogénes et se prolongent au cas général i ltaide

des formules (1) et (2) .

4) Modules noethériens:

Nous nous contenterons de rappeler des définitions et des

résultats classiques:
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Un A-module est dit noethérien s'il satisfait aux trois
conditions équivalentes:t
1) Tout sous-module de M est de type finij
2) Toute suite croissante de sous-modules est stationnairej

3) Toute famille de sous-modules admet un élément maximal.

On en déduit que, si 0 —3) N 3 M < M" — 0 est
une suite exacte de A-modules, on a l'équivalence:
M noethérien&—3 M' noethérien et M" noethérien.

En particulier, toute somme directe finie de modules
noethériens et noethérienne. De méme:

Lt'anneau A est dit noethérien, s'il est noethérien en
tant que module sur lui-m8me. Si A est noethérien, et si X est
une indéterminée, l'anneau des polyn8mes en X & coefficients

dans A, A [K] s st noethérien.

Si A est noethérien, et si M est un A-module, on a
1'équivalence
M est noethérien &—» M est de type fini.

Nous supposerons toujours dorénavant, sauf mention expresse

du contraire, que A est noethérien et que M est un A-module

de type fini.

On notera qu'avec les notations ci-dessus les modules

M/aM , (O :g)M et M, sont noethériens si M 1l'est.

S
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. /
B) DECOMPOSITION PRIMAIRE ET THéORﬁMES D'UNICITE

Si M est un A-module (A étant noethérien et M de type fini
bien entendu) et N un sous-module de M , nous noterons gM(N) 1'idéal
de A formé des éléments a dont une puissance ad appartient &

(N:M) , autrement dit est telle que al.MCN .

S1 M =4 et N est un idéal a, r_(a) est formé des éléments
de A dont l'image dans A/a est nilpotente. Ainsi
EM(N) = EA((N‘M)) s ot il résulte directement des définitions que, si
N et P sont deux sous-modules de M , et a wun idéal de A , on

as

g8 P)= ny (M)A £y (P) et ry(a.M)or,(a)a (M) .
De m8me, si a et b sont deux idéaux de 4 ,
r,(aNd) = r,(a.2) = r,(a)Nz, () .
On aura soin de ne pas confondre EA(E) y Ou gM(N) avec

z(A) qui désigne le radical de ltanneau A , cf. paragraphe A,

n°1 ,

Proposition et définition 3+ Un A-module M est dit coprimaire,

s'il est différent de 0 et stil satisfait aux deux conditions

égquivalentes:

1) Pour tout a€A , l'homothétie A de M déterminée par a

(\Fa(x)=ax) y €St _soit nilpotente, soit injective; i.e. on a

soit a™M = O opour n assez grand, soit a.xf 0 si x £0 .

2) Si S est une partie multiplicativement stable de A , l'appli-

cation canonigue de M dans MS est soit injective, soit nullej
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i.e. on a soit S(M/ 0) = 0 , soit S(M/ 0) =M .,

1)=—=2): En effet, si S ne rencontre pas EM( 0) ,

s.x #0 pour tout x # 0 de M et tout s€S .

Si au contraire S rencontre EM( 0 ) ona alors pour
n grand a"€S et a"€Am(M): pour tout x de M , il
existe donc S €S tel que s.x =0 .
2)==}1): En effet, si a€A , soit S = 1,3,8%,...,8%,... . Si
alors S( 0 )=0 , a est injectif. Si au contraire
S(0 ) =M et si X,ye+09X ~ ongendrent M , il existe un n tel

ques anxi= 0 pour tout i 3 dtou anM =0 , et a est nil-

potent.

Si donc M est coprimaire et si a et b sont des 8léments
de A qui n'appartiennent pas & EM( o) , %; et tfb sont
injectifs et il en va de m@me de (?ao‘fb = (eab . Autrement dit
a.bé EM( 0) et g_M( O ) est un idéal premier p .

On dit que M est p -coprimaire.

Définition: Un sous-module N de M est dit p-primaire si M/N

est p-coprimaire.

Avec cette terminologie un module p—-coprimeire est un
module tel que O soit p-primaire dans M .

L'intérat des notions que l'on vient d'introduire provient
essentiellement des deux propositions qui vont suivre (et de leurs

corollaires)s
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Proposition 4: 1) Si N est un sous-module de M , 5 une pariie

multiplicativement stable de A on a l'éguivalence:

5(N)=N si 3np = ¢

N ¢st p-primaire @ st

5(N)=M si Snp # ¢

7]

2) 8i ¥ ye++sN sont des sous-modules p-primaires de M , alors

1

N=N1;ﬂ Nzlﬂ see F\Nr est un sous-module p-primaire.

3) S8i P est un sous-module de M , et N un _sous-module

p-primaire ,

4 si PCHN
(N:P) =
idéal p-primaire sinon.

4) Si a est un idéal de A et N un sous-module p-primaire

de ¥ ,
(M si a < (N:¥)
(N:a) =

1- sous-module p-primaire de M sinon.

1): La premidre assertion est une nouvelles formulation de
la proposition précédente;

2): Résulte de 1) et de 1'égalité:
S(N1 MN...ON ) = S(N1)n cen OS(N,)

3): I1 est clair que: (N:P)=A si PCN . La seconde partie de
ltassertion résulte de la formule: S(N:P) = (S(N):P) .

4): Démonstration analogue.
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Proposition 5 (E.Noether): Un sous—module non primaire N

de M , distinct de M , est intersection de deux sous-modules

strictement plus grands.

En effet, si N est non primaire, il existe aé&A tel que
1'homothétie LPa définie par a dans M'= M/N ne soit ni injecti-
ve, ni nilpotente. En outre, la suite Ker kPa s Ker ‘?a2,...,
Ker ‘f;n,... est une suite croissante de sous-modules de M' .
Cette suite est donc stationnaire, par exemple pour npyp 3
soit \? = LPap: ¥> n'est pas injectif et n'est pas nulsy autre-
ment 4it KerLP% 0 # In'¥ ; en outre Ker (Yo P)=ker ¥
donc Ker kP N Im‘P =0 , et O est intersection de deux
sous-modules non nuls dans M/N , c.q.f.d.

Ainsi, 8i N est non primaire, et distinct de M , il est
intersection de deux modules N et N2 plus grands. Si N1 ou

1
N2 n'est pas primaire, en recommence pour ces modules, et ainsi
de suite: on construit de cette manidre un '"arbre généalogique™
de modules au-dessus de N , et la construction s'arréte au bout

d'un nombre fini de pas (car dans un ensemble ordonné ou toutes

les suites croissantes s'arrétent, tout "arbre généalogique" a un
nombre fini d'éléments). Autrement dit, au bout d'un nombre fini de pas,
tous les modules atteints sont primaires et N est intersection de ces
modules primaires.
Soit maintenant N =!,;?& Ni la décomposition obtenue
de N comme intersection finie de primaires et soit J un sous-

ensemble de I tel que: N= I‘if:.'L et pour tout ié&d

EJ
wi [ )

jed- i} N

"
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Méprisons les éléments de I-J , et supposons que les

(N;). s correspondent aux idéaux premiers Dysessly - Soit
i
pour 1 £k £, Nk l'intersection des Nj" (iéJ) qui correspon-

dent a Ek et admirons:

- .. O\ _ . ;
N N1 ,/WNZ/\ . Nr , N. est p;~Primaire,

1
1_317!123' pour i # j et N%,jQi N, Dpour 1\(j<r y

On appelle décomposition réduite de N toute représentation

de N comme intersection de sous-modules primaires satisfaisant

aux conditions précédentes.

Théoréme et définition 1: Tout sous-module N de M admet une

décomposition réduite. En outre, les idéaux premiers gqui inter-

viennent dans une telle décomposition ne dépendent gque de N

et de M et non pas de la décomposition. Ce sont les idéaux

premiers essentiels de N dans M . On apvelle idéal premier

associé &a M tout idéal premier essentiel de 0 dans M

1l'ensemble de ces idéaux est noté Ass(M) .

Il nous reste &4 montrer que les idéaux premiers essentiels
de N ne dépendent pas de la décompositionj comme ce sont
les idéaux premiers associés a M/N , i1 suffit de prouver l'uni-
cité des idéaux premiers associeds & un module M . Cette unicité
va résulter de, et 8tre précisée par, les deux propositions qui
suivent:

La premiére proposition étudie les liens entre les décompo-

sitions réduites de N et le foncteur MS:
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Soit N un sous-module de M , N = N14f\... [\N% une dé-
composition réduite de N ol Ni est Qi—primaire, et I 1llensemble
d'indices (1,25...y7) . Si S est une partie multiplicativement

stable de A , soit I' 1'ensemble des i € I tels que Eifw s= ¢

et soit, pour i &I' , q. 1l'idéal premier BiAS' Alors:

Proposition 6: 1) (Ni)S est g,-primaire dans Mg si i eI

sinon. De plus, N = {’Q\ (Ni)s est une décomposi-

et (W), =M
1S S ie1

3

tion réduite de NS dans MS «

2) De méme S(M/N) = S-composante de N = //_\ N, et la dé-
iel!
composition est réduite. En particulier, il y a dans M seulement

un nombre fini de BS-composantes de N (guand S wvarie). On les

appelle les composantes isolées de N dans M et elles ne dépendent

pas de la décomposition de N .

En effet:

S(N)=S(ic;\I Ni) = {r\ S(Ni)= fﬂ\ ,Ni et la décomposition est
iel iel

manifestement réduite.

I1 résulte alors de la bijection canonique des S~composantes
de M sur les sous-modules de MS s que:
Ng = !;1[' (Ni)S et qu'il n'y a pas de termes superflus dans

cette intersection.

Corollaire 1. Les idéaux premiers p g9+ 9B, ne dépendent pas

de la décompositions il en va de méme des composantss primaires

Ni dont les idéaux premiers sont minimaux dans 1l'ensemble

(Ryseenrpp)e



I-17

En effet, si pour p premier Sp désigne l'ensemble A -p ,

on a ltéquivalences

SE(N) ¥# Sg(N) pour tout

]
(:_——> p est l'un des p; -

idéal premier q C p

Si d'autre part p, est minimal, N, = Sp (») .
=i

Corollaire 23 Si P est un sous-module de M , tout idéal premier

asgsociéd & P est associé & M .

En effet, si 0 = N1ﬁ ...f\Nr est une décomposition
réduite de O dans M , on a aussi O = (N1ﬂP)/\ cee m(NrnP) 3
et, si Ni:bP ’ Nim P est Ei-primaire dans P : en effet
P/P(\I\Ii est un sous-module non nul du module p,-coprimaire P/Ni

et est donc Bi—coprimaire.

Corollaire 3: Avec les notations ci-dessus, si P est un sous-

module p-coprimaire de M , p est associé & M 3 P est

p,-coprimaire si et seulement si PN Ni =0 . En particulier,

pour tout i , il existe des sous-modules de M qui sont

p,—coprimaires. Enfin, si i £3 ,et PN (Ni+Nj) =0 , alors

P‘O .

En effet, 1'idéal premier associé & P est associé & M .
Dire que P est gi—coprimaire signifie que la décomposition
réduite obtenue aprés le '"nettoyage" de O = (I\T1 NP N ...f\(Nr N P)

contient le seul terme I\Tiﬂ P , c'est-a-dire que PN, =0 .



Ceci est le cas pour tout sous-module non nul de
M, = mNj . Enfin, si P(\(Ni+Nj)=O et si P £ 0 ,

J#F1i
P est & la fois gi-coprimaire et gj—coprimaire, ce qui est

Proposition 7:¢ Si N est un sous-module de M , les idéaux pre-—

miers essentiels de ( O : N) dans A sont associés & M . Les

idéaux premiers p de la forme p={ 0 : N) , pour N convenable,

sont les idéaux premiers associés &8 M et on peut m@me se restreindre

aux_sous-modules monogénes N de M .

En effet, (0 :N) = (N LA N) = f\(NiaN) , oll, avec les
notations du corollaire précédent, (Ni:N) =A si NC N, , et

(Ni:N) est p.-primaire si N¢Ni .

En particulier, (0 : N) est p-primaire dans A si N est
p-coprimaire, et la proposition sera démontrée si 1'on montre
que, pour tout module p—coprimaire N , p est ltannulateur
d'un sous-module non nul de N . Pour cela, nous aurons besoin
du lemme:

Lemme. Si N est un module noethérien sur un anneau noethérien A ,

il existe un entier n tel que ry (0 )nN =0 .

En effet, si EN( o) esz engendré par BysecesBy s
soient Dygeeesny tels que: ailN =0 pour 1€igp .11
suffit alors de prendre n >/'n1+...np -p+1 , d'aprds la for-

mule du bindme.

Soit donc n tel que Bn.N =0 , gn_1N # 0 (N étant
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n—1'N ,

de nouveau supposé g—coprimaire). S5i alors x € p
et x#0 ,ona pD(0:(x)) ,car (x) est p-coprimaire,

et p.(x) =0 .D'ob p=(01:(x)) , c.q.f.d.

Corollaire 1: Les éléments o de A qui annulent un élément non

nul de M , forment la réunion p, UEQU ces Ugn .

En effet, tous les éléments de 21(J "'k‘JEn divisent
zéro dans M .,
D'autre part, ce sont les seuls, car si S = (n\(A-gi) ,

s M/ 0)=0 .

Corollaire 23 Si M=N , on en déduit gue les idéaux premiers es—

sentiels de (0 : M) dans A sont associés & M .

Corollaire 3: Si N est un sous-module de M , tout idéal premier

associé & M est associé & N ou a M/N .

En effet, dire que p est associé & M , c'est dire que M
contient un sous-module Ax isomorphe au module p-coprimaire
A/p . Si p n'est pas associé & N , il en résulte que
Ax N ¥ = 0 (sinon ce serait un sous-module p-coprimaire de N )y

et donc p est associé & M/N .

Corollaire 4: M admet une suite de composition

0 = MOCM1C...CMn=M ,

telle que M / M. soit isomorphe 2 un module A/gi ol p.

— =]

est premier dans A . En outre l'ensemble (Eo’ Byseo9By_q )

contient tous les idéaux premiers associés & M .
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Ceci résulte directement des corollaires précédents.

Proposition 8: Si N est un sous-module de M , 1, (N) est

lt'intersection des idéaux premiers essentiels minimaux de N dans

En effet, si r est cette intersection, il est clair que
r Dr,(N) . D'autre part, si a€A et a.¢_1;M(N) , soit
2 n
S = (1,3,,3, ’ooo,a ’o-o) °
Alors, par hypothése, S(M/ O ) #M , et donc S ne

rencontre pas tous les idéaux premiers associés &8 M , c.q.f.d.

Corollaire 1: Les idéaux premiers minimaux associés & M/N

sont les idéaux premiers (essentiels) de gA(N:M) dans A .

En effet, EM(N) = EA(N‘M) et cet idéal est intersection
réduite de deux familles d'idéaux premiers. Ces deux familles

coincident donc.

Corollaire 2: Pour qu'un idéal premier de A contienne gM(N) ,

il faut et il suffit qu'il contienne l'un des idéaux premiers

minimaux associés & M/N .
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C. = QUELQUES APPLICATIONS

1) Variété associée & un module

Soit, comme toujours, A un anneau noethérien, M un A-module
de type fini. On définit alors:

Définition et proposition 9: S5i p est un idéal premier de A ,

les assertions suivantes sont équivalentes:

1) P est idéal premier essentiel d'un sous-module de M .

2) MB = APCZiM £ 0 .

3) p DAnn (M) .

4) p contient un id4éal premier associé de M .

On appelle vari été associée & M , et on note V(M) (ou Supp(M)) ,

l'ensemble des idéaux premiers satisfaisant & ces conditions. Si a
est un idéal de A , on écrira aussi W(a) au lieu de V(a/a) .

La variété associde au module nul est vide.

1)=—=2): En effet, ceci est vrai si M = 4/p (alors Mp s'identifie

au corps des fractions de 4/p ).

Il en résulte que la propriété est vraie si p est associé &8 M ,
car M contient un sous-module N isomorphe & A/g 3

dtol 0 —3 Np ——ﬁrMp et comme Np £ 0 , on a bien Mp £ 0 .

Enfin, si p est premier essentiel d'un sous-module P de M ,

p est associé & M/P ; de K, — (M/P)P -—3 0 et (M/P)p £ 0 ,

on tire donc M =#= 0 .
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2)=z=%3): En effet, si Mp,l 0 , il existe xEM tel que

8.x # O pour tout 8€ A -p et A -Dp ne rencontre pas Ann(M) .

3)==>4): Déja vu .

4):1): Supposons en effet que p contienne q , idéal premier
associé & M . Alors M contient un sous-module N isomorphe

a A/g s et N contient alors un sous-module N' isomorphe a g/g .
Il en résulte que MN/N' contient un sous-module XN/N! isomorphe &
A/g et donc que p est associé a M/N’ ou est un idéal premier

essentiel de Nt dans M .

Corollaire: Si p&V(M) , il existe une suite de composition de ¥ ,

0=MCMC...CM =M telle que Mi+1/Mi soit isomorphe & un

module A/gi s Pj premier, ol 1l'un au moins des B est égal & p .

En effet, avec les notations de la démonstration précédente il
suffit de mettre bout & bout une suite de composition de N! et une
suite de composition de M/N' qui satisfait aux conditions du Coro}-

laire 4 de la proposition T.

Par exemple, si M =4A , V(A) = W (0) est l'ensemble de tous
les idéaux premiers de A . De m8me, si a est un idéal de A et

n un entier positif, on a les égquivalences:
p€i(a)= V(4/a) &= pDa=p € V(") .

La proposition suivante sera souvent utile dans les calculs:
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Proposition 10t 1) Si 0 —F M' —9 M — M" —) O est une

suite exacte de A-modules, V(M) = V(M')\U v(M") .

2) Si P et Q sont deux sous-modules de N ,

v(M/PNQ) = V(M/P) U v(M/Q)

3) S8i M et N sont deux A-modules (de type fini),

vu®, ) = vi)N vw)

lLa premiére assertion résulte trivialement de l'existence
H

pour tout idéal premier P de A , de la suite exacte:s

0 —) W' —y N —pN" —) O .

La seconde n'est qu'une qutre formulation de 1'égalité:
£, (PNQ) =z, (A)N 5, (3) .
Enfin, pour la dernidre assertion, on note que:

(M GAN)I_, = AB®A(M®AN) = ((AE®AM) ®AP Ag) ®,N = ME@AP N,

On est ainsi ramené au corollaire 2 de la propmsition 1.
Corollaire: Si M est un A-module et a un idéal de A ,
v(i/aM) = v(M)NW(a) .

En effet, M/aM =X M B, Ala .

Enfin la démonstration des propriétés suivantes exigera du
lecteur un travail insignifiant:
Si (gi) est une famille d*idéaux de A , a 1l'idéal

iet

qutils engendrent, on a:

m Wa,) = wa) .

iel
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De m@me si a et b sont deux idéaux de A ,
w(a) U W) = wa.p) =Wy .

Les W(g) satisfont donc, quand a parcourt le treillis des
idéaux de A , aux axiomes des fermés d'une topologie. Cette topo-
logie est la topologie de Zariski de V(&) . Si M est un A -module,

la topologie de Zariski de V(M) sera la topologie induite dans

V(M) par la topologie de Zariski de V(4) .

Dans V(M) toute suite décroissante de fermés est stationnaire.
Si p est un idéal premier de V(M) , W(p) est un fermé de
V(M) et n'est pas réunion de deux fermés plus petits: on dit que

W(p) est irréductible. Tout fermé irrédductible est de la forme w(p)

et tout fermé F est réunion d'un nombre fini de fermés irréductibles
ne satisfaisant & aucune relation d'inclusion entre eux et déterminés de
maniére unique par F . Si F = W(a) , ces fermés irréductibles sont

les W(Ei) ol 1 parcourt les composantes premidres minimales de a

les W(Ei) sont les composantes irréductibles de W(a) . (Ces

propriétés ne sont qulune traduction de quelques lemmes, déja démontrés,

sur les idéaux premiers).

Remarquons aussi au tout fermé de V(M) a un nombre fini de
composantes connexes: car tout irréductible W(g) est _connexe
(cela résulte de la définition de ltirréductinbllité). Dfautre
part, W(p) {J W(g) est connexe si et seulement si W(p) et
W(g) ne sont pas disjoints, c'est-i-dire si p et g sont conte-

nus dans une m&me idéal maximal.

Si p et g appartiennent & V(M) , p et g appartiennent
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a4 la m8me composante connexe si et seulement gi il existe une suite

d'idéaux premiers: Bo "R » Ryre-sl, =4 telle que

piGV(M) et que W(pi) v W(pi_1) soit connexe.

2) 1Idéaux étrangers

Nous allons d'abord rappeler briévement quelques résultats
élémentaires:

Deux idéaux a et b de A sont dits étrangers si 1l'idéal
a+b qu'ils engendrent est A tout entier, autrement dit s'il
existe a dans a et b dans b +tels aue:

1=a+bd .

Si Byrecerd, et 31,...,‘2111 sont deux familles d'idéaux

telles aue 2, et hj sont étrangers pour tout couple (i,j) ,

alors PRLPEERS: ) et Db, .D, sont étrangers, et il en est

1°2p By
a fortiori de m8me de g._1ﬂ §-2"°n2n et 31ﬂ92...ﬂ_bm .

Enfin, si a, et a; sont étrangers deux & deux, pour
11, i{n , alors 510 _a._2...n§._n = 8 e850008, -
Avec ces définitions deux idéaux a et b sont étrangers si

et seulement si W(z_a._) et W(E) sont disjoints.

Le but de ce paragraphe est alors la démonstration de la

Proposition 11: Tout module M admet une décomposition unique

comme somme directe de modules B/L',....,Ms ’

dont les annulateurs sont étrangers deux & deux et qui n'admettent

plus eux-m&mes de telle décomposition. Les wariétés V(M1),...,V(MS)

sont les composantes connexes de V(M) .
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_S_j__ i’ _a_,_1’ 12,."’28 Sont leS a:nnula,teurs de M,M1 ’Mz’oaa’Ms ’

ona a = gqfw ggf\...(wgs = a,+8,++-8, &t on obtient ainsi la

seule représentation de a comme intersection d'idéaux étrangers

deux & deux et qui n'ont plus eux-mémes de telle représentation.

Nous allons monter au ciel en nous tirant par nos lacets
de chaussures (la démonstration est celle du théordme chinoisj
on peut l'ignorer sans préjudice):
Supposons d'abord donné une décomposition M = M1{\...r7Ms ol
les Mi ont des annulateurs étrangers deux & deux, soit Byyeresdg o
Alors: a = (0:M) = (0:,)M) ... () (0m)
caN...Na

Biq Zi4q°r08g T //—\ &y o ot

soit donc Db. = a,...a
-1 N .
J# i
Ni = B{1®...@Mi—1 $Mi+1..’$MS ) pOU.I‘ 14 i é 8 .

On a alors les formules, suivantes:

Lemme 1: 1) a, = (OzMi) 2) b, = (O:Ni),
3) M, = (0:a,) = b,M = /,\\ N, , 4) XN.= (o:pi) =a M .
i =i P % i J i =i

En effet, la formule 1) est claire.

(0:( M) = ffw
J%i 3 i

£ i

Formule 2): (O:N,) (O:Mj)

Formule 3): de = (O:Mi) on tire (O:Qi):D M, .

Dlagutre part 21

Ax = (gi + pi) x=0 , d%0% x=0 et (O:gi) =M, .

a,
Ni =0 et 8i xel\Tiﬂ(O:gi) ’

it
—

Enfin, b,M = by M, & b,N, = Db, M
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FPormule 4): La démonstration est analogue.

D'autre part, V(Mi) = W(gi) et dire que, pour i # j ,

a; et a; sont étrangers, c'est dire que V(Mi) et V(Mj) sont

disjoints.

Lemme 2: La donnée des V(M1),...,V(%4) détermine M,, My,..,M_

et Bgyeeerdy f

Soit en effet Si = A - L } P. X ol
.j % i Js 9
1$k$tj
1 i, J ] et ol . seeypP. ,. désignent les idéaux pre-
£1i, 3] £ ’ 23;1’ ’EJ,tJ & P

miers associés & M et appartenant a V(Mj) = W(éj) .

Comme, pour i # j , aucun p. o n'est contenu dans un
’

Piy o P, n'est pas contenu dans la réunion des et
Jds ’

2,k

S, rencontre tous les p. et donc aussi a, . La S,-composante
i =i, = i

de O dans M contient alors Mi et coupe Ni suivant 0 . On

a ainsi:

s, (/0) = M,

Réciproguement  supposons donnée une décomposition
i=_a_1ﬂ..-nis ]

ou les a; sont étrangers deux a deux.

Soit alors b, = ﬂ a; et Mi = EiM, I\Ti = 2 Mj H
Ifi 143
Alors M est somme directe des Mi et = (O:Mi) y et 1'on est

a.
=1

dans la situation précédente:
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Bn effet, les Mi engendrent M : car pour tout 1 il existe

o(ieg,_i et ﬂ i egi tels que o<i+ﬁi = 1., On en déduit

1tggalité:

1=p,+ “l( @G, + “2(@3 + eee * e(s-l( G, + «S) cee))

qui est du type l=bl+...+bs+0< y OU bi(gi et x¢ a.

1 AT -
D'ou M=bM+ ...+ DM C byM+ ...+ b M.

D'autre part la somme est directe caret i ;! j entralne

b, =0 et BN, =0 .S5idonc xe€M,(M, , alors

+b.) x =Ax =0 , et x=0 .

Reste & montrer que a. = (0:M.): mais de a, K M, =0
= i =

on tire que %D(O:Mi) y et 1'on vient de voir gque si

= t » = 2 Py
€N, , x #0 , alors ax (_a_,_l + p_i)x £0 . Dlod a; (O.Mi)
Supposons finglement que V‘],...,Vs soient les composantes

connexes de V(M) = W(a) et soient B qr0e0By o les primaires

intervenant dans une décomposition de a et dont les idéaux

premiers associés g'-i,k appartiennent & Vi .
i = o eed . té i 8 = . .n
Si alors & 'a‘iﬁ gl’s. on a l'égalité g 2y m a,

et a; et a'j sont étrangers pour i;‘,j : car

W(g_i)=W(§i’1)ﬂ cee ﬂW(gi,s.)= W(g_i’1)ﬂ N W(gi,s.) =V,

et N(g,_i) et W(é-j) sont disjoints.

On détermine ainsi une décomposition de M en somme directe
M1 @...@Ms et Mi ne peut &tre décomposé davantage, car
V(Mi)=Vi est connexe. De m&me pour la décomposition de a qui

lui correspond. Enfin ces décompositions sont uniques car déter-
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minées par V1,...,Vs .

Corollaire 1: Avec les notations ci-dessus, désignons par 'I'i le

complémentaire de la réunion des idéaux premiers de V(Mi) . Alors

Mi est isomorphe au A-module sous Jjacent au AT ~module MT .
i i

i

tels que: aij+aji = 1, aij &y

Dtabord T, rencontre a; pour j #1i , car si les 8y 5 sont

’ aji .a;j ]

Alors T. contient a.. .
i Jji

Il en résulte que My = (M1$ e @ M), =(Mi)T .
i i i

D'autre part, Mi s'envoie injectivement dans MiT et il
i

suffit de montrer que cette application est surjective.

Soit donc m/s un élément de MT. y Ol meMi et seTi .
Comme s nt'appartient & aucun idzal premier contenant 2,
il existe a dans a; et b dans A tels gque atbs =1 . On en
déduit que m = ma + mbs et que m/s et mb/1 sont confondus
dans MT. y Ceq.fod.
i

Corollaire 2: Si_ M =4/a , M., =b./a et N. =a./a . Alors
= R U T

A/a est composé direct des anneaux pi/g y isomorphes & A/gi .

En effet, A/g_ est somme directe, comme A-module, des
Ei/i + Mais, comme Ei.bj =0 pour i#j , Afa est mme

composé direct en tant gqutanneau.



I-30

Il en résulte en particulier gque le treillis des idéaux

de A/a est composé direct des treillis des idéaux des A/gi .

3) Modules de longueur finie.

Nous supposerons connus les résultats de Bourbaki, Algébre,

chapitre I.

Proposition 12: Les modules simples sur A sont les quotieds A

A/m ot m est un idéal maximal.

En effet, tout module simple est monogéne, i.e. de la forme
Afa ol a est un idéal de A ; les sous-modules de A/a corres—
pondent bijectivement aux idéaux de A contenant a 3 donc A/g

est simple et seulement si a est maximal.

Il en résulte que les modules semi-simples sur A sont les

sommes directes de corps isomorphes & A/gi y By maximal.

Définition 2: On appelle module de longueur finie un module M

possédant une suite de Jordan-H8lder. Nous noterons par {A(M) )

la longueur de M .

On a alors la proposition:

Proposition 13: Les modules nons nuls de longueur finie sont

ceux dont tous les idéaux premiers associés sont maximaux, ou

encore ceux dont la variété est formée d'idéaux maximaux.

La condition est nécessaire: On =sait en effet que tout sous-

module N d*un module M de longueur finie est de longueur finie,

et quer £(M) = () + €(M/N) .



I-31

Doncy 81 p est associé & M , soit N un sous-module de M
isomorphe & A/g « 51 p n'était pas maximal, il y aurait un
idéal maximal m contenant p , et la suite n/(pn") serait
une suite de composition infinie de A/g ¢t N ne serait pas de
longueur finie.

Réciproquement, on a vu que tout module de type fini M admet-
tait une suite de composition: O = MOCM1 C ...C.Mn =M ,

ol Mi/Mi—1 est isomorphe & A/I_)i et ol _p_ieV(M) .

Si V(M) n'est formé que d'idéaux maximaux, M est donc
extension d'un nombre fini de modules simples et est de longueur

finie.

Corollaire: Tout module de longueur finie M est somme directe

de modules coprimaires associés & des idéaux maximaux de A

En effet, les idéaux premiers associés & M sont maximaux

et donc étrangers deux & deux.
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CHAPITRE II - OUTILS ET SORITES

Conventions : les anneaux considérés sont supposés commutatifs &

élément unité, et les modules sont supposés unitaires.

A - FILTRATIONS ET GRADUATIONS
(Pour plus de détails, le lecteur se reportera & BOWBAKI, Alg.

Comm., Chap.III.)

1. Anneaux et modules filtrés.

Définition 1¢ Nous appellerons anneau filtré un anneau A muni d'une

famille (An)nez d'idéaux vérifiant les conditions suivantes:

A = A, An+1CAn R AP.AqC Ap+q .

Nous appellerons module filtré sur l'anneau filtré A un A-mo-

dule M muni d'une famille (Mn)neZ de_sous-modules vérifiant les

conditions suivantes:

n q

ZTNoter que ces définitions sont plus restrictives que celles

de BOURBAKI, loc.cit._/

Les modules filtrds forment une catégorie additive FA s les
morphismes étant les applications A-linéaires u : M 3 N telles
que u(Mn) =N .S8i P est un sous-A-module du module filtré M |,

n

on appelle filtration induite sur P par la filtration de M , la

filtration (Pn) définie par la formule P = PN M. De m&me, on

appelle filtration guotient sur N = M/P la filtration (Nn) ou

= LB
N, (Mn+P)/P est l'image de M _ .

Dans FA y les notions de morphismes injectifs (resp. sur jectifs)
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sont les notions habituelles. Tout morphisme u : M 9 N admet un
noyau Ker(u) et un conoyau Coker(u) : les modules sous-jacents
4 Ker(u) et Coker(u) sont les noyau et conoyau habituels, munis
de la filtration induite et de la filtration quotient. On définit
également Im(u) = Ker(N—3 Coker(u)) et Coim(u) = Coker(Ker(u)- M).
On a une factorisation canonigue :

Ker(u)=r M - Coim(u)——gi In(u) = N— Coker(u) ,

o © est bijectif. On dit gque u est un morphisme strict si © est

un isomorphisme (de modules filtrés); il revient au méme de dire que
u(Mn) = Nn/\ u(M) pour 4out neZ . Il existe des morphismes bijec-

tifs qui ne sont pas des isomorphismes ( F ntest pas une catégorie

A

abélienne au sens de Grothendieck).

Exemples de filtrations:

a) Si m est un idéal de A , on appelle filtration m-adique de A
(resp. du A-module M) 1la filtration pour laguelle An = g? pour

n 21 (resp. Moo= g_nM pour n)1).

b) Soient A un anneau filtré, N un A-module filtré, et M wun

A-module. Les sous-modules HomA(M, Nn) de HomA(M, N) définissent

sur HomA(M, N) une structure de module filtré.

2. Topologie définie par une filtration.

3i M est un A-module filtré, les Mn forment une base de filtre,
et définissent sur M une structure uniforme (donc une topologie)
compatible avec sa siructure de groupe (Cf'BOURBAKI’,EBE’géE:’ Chap.III).
Ceci vaut en particulier pour A lui-m@me qui devient ainsi un anneau
topologique 3 de méme, M est un A-module topologique.

Si m est un idéal de A , on appelle topologie m—adigue sur un
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A-module M 1la topologie définie par la filtration m-adique de M .

Proposition 1: Soit N un sous-module d'un module filtré M .

L'adhérence N de N est égale & /M) (N+Mn) .

En effet, dire que x n'appartient pas & N signifie qu'il existe
neZ tel que (x + Mn)f\ N=¢g , d'oh le fait que x n'appartient

pas a N+Mn .

Corollaire: M est séparé si et seulement si ﬂ Mn = 0 .

3. Complétion des modules filtrés.

Si M est un A-module filtré, nous noterons M son complété-—
séparés clest un A-module. On vérifie tout de suite qutil stidentifie
a  lim . M/Mn - Si 1'on pose M = Ker(M 5 M/Mn) , M devient un

A-module filtré, et M/M_ s'identifie & M/M_ 5 M est le complété

de Mn y muni de la filtration induite par celle de M .

Proposition 2¢ Soit M un module filtré séparé et complet. Une série

Exn ’ xnéM y converge dans M si et seulement si son terme géné-

ral xn tend vers zéro.

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si
X, 3 0 , il existe pour tout Pp un entier n(p) tel que

n ) n(p) X, EMP - On aalors x +x teet x € Mp pour

n+1

tout k20 , et le critére de Cauchy s'applique.

Proposition 3: Soient A wun anneau et m un idéal de A . Si

A est séparé et complet pour la topologie m-adigue, l'anneau de

séries formelles A[[X]] est séparé et complet pour la topologie

(m, X)-adinue.
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L'idéal (m, X)® est formé des séries a, +a X+ aka +eas

%

1

telles que ap egf’ pour O £p £n . la topologie définie par ces
idéaux sur AE[X]] est donc la topologie de la convergence simple des
coefficients a.i $ en d'autres termes A[[X]J est isomorphe (comme

groupe topologique) au produit A-I-I s qui est bien séparé et complet.

Proposition 4: Soient m1,...,_r_n_k des idéaux maximaux deux & deux

distincts de l'anneau A , el soit = = g1n...n o, - On a alors

un isomorphisme canonigue

-~ -~

A= Am ’
1£i &k -

~

ou A est le complété de A pour la topologie r-adigue, et ol

A est le complété -~-séparé de A pour la topologie m.A -adique.
n, B My

[ On a un résultat analogue pour les modules. /

Comme les m, 4 1Ligk , sont deux & deux étrangers, on a

&/z% = &/(mN...0p)) = l ] A /o4
1gign &R

L1i4k

(1a démonstration donnée au Chap.I dans le cas noethérien s'applique

sans changement au cas général). On en déduit:

> X n . N
A= in.A/r" = l i lim(a /ma ) = ] ] A .
= =i —i

1€1i4k
Remarque: La proposition s'applique notamment au cas d'un anneua
semi-local A , en prenant pour m, 1l'ensemble des idéaux maximaux

de A j l'idéal r est alors le radical de A .

4. Anneaux et modules gradués.

Définition 2: Nous appellerons anneau gradué un anneau A muni d'une
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décomposition en somme directes

telle que A = {O} i £0 t A WA A .
=22 AR By 8 n A e

Nous appellerons module gradué sur l'anneau gradué A un

A-module M muni d'une décomposition en somme directe?

M= 2 u

n !
M = i . .
telle que LIn {O% 8i ng0 et AP Mq [ Mp+q

Soit maintenant M un module filtré sur un anneau filtré A .

Nous noterons gr(M) ou G(M) la somme directe S Mn/Mn+1 des

groupes abéliens grn(M) = Mn/Mn+1 . Les applications canoniques de

Ap X Mq dans M définissent, par passage au quotient, des appli-

prq

cations bilindaires de grp(A)‘x grq(M) dans gr_, (M) , d'ol une

p+q
application bilindaire de gr(4) x gr(M) dans gr(M) .
En particulier, pour M = A , on obtient sur gr(A) une structure

dtanneau gradud j; c'est l'anneau gradué associé & l'anneau filtré A .

De méme, l'application gr(A) ¥ gr(M) — gr(M) mnunit gr(M) d'une

structure de gr(A)-module gradud . Si u : M=y X est un morphisme

de modules filtrés, u définit par passage au quotient des homomorphis-
mes grn(u) 3 Mn/Mn+1'-9 Nn/Nn+1 y d'ol un homomorphisme (homogéne de
degré 0) gr{u) : gr(M) - gr(N) .

Exemple . Soit k un anneau, et soit A = k[[xl,...,XrT]la
k-algébre des séries formelles. Soit m = (Xl,...,Xr) , et
munissons A de la filtration m-adique. Le gradué associé gr(A)
s'identifie & 1l'algébre de polynbmes k[Xl,...,XrJ , graduée par

le degré total.

les modules M, ﬁ et gr(M) se "ressemblent" beaucoup. Tout
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d'abord:

Proposition 5. Les applications canoniques M- M et A A

induisent des isomorphismes gr(M) = gr(M) et gr(a) = gr(4) .

C'est immédiat.

Proposition 61 Soit u : M 9 N un morphisme de modules filtrés.

Cn suppose gue M est complet, N séparé, et que gr(u) est sur-

jectif. Alors u est surjectif, c'est un morphisme sirict, et N

est complet.

S0it w»n un entier, et soit y € Nn . On va construire une suite

1214 =
(xk)k)o d'éléments de M telle que x,,,= x, mod.M et

[l
o

u(xk) =y mod.N . On procéde par récurrence & partir de x_

k

8i x,_ est construit, on a u(xk)- y&N .. et la surjectivité de

k

gr(u) montre L'existence de t €M . tel que u(tk) s u(xk) -y

k k
mod.l\Tn_'_]ﬁ_1 $ on prend alors Xppq = F T tk « Soit x 1lfune des
limites dans M de la suite de Cauchy (xk) $ comme Mn est fermé,
ona x&M , et u(x) = 1im.u(xk) est égal &4 y . Donc u(Mm)zNn ,
ce qui montre bien que u est un morphisme strict surjectif. La topo-

logie de N est quotient de celle de B , et c'est donc un module

complet.

Corollaire 1: Soient A un anneau filtré complet, M un A-module

filtre séparé, (xi)ieI une famille finie d'éléments de M , et
(ni) une famille finié d'entiers tels que x;€M . On note J_[i
i
l'image de x; dans gr (M) . Siles Ei engendrent le gr(A)-module
i

gr(M) , les X engendrent M , et M est complet.
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. I .
Soit E = A~ , et soit En le sous—groupe de E formé des
(ai)i 7 tels que a e An_ni pour tout i€I . On définit ainsi
une filtration sur E , et la topologie associée est la topologie

produit de AI e« Soit u :t E > M l'homomorphisme donné par:
u((a.l)) = Z aixi *

C'est un morphisme de modules filtrés, et l'hypothése faite sur les
Ei équivaut & dire que gr(u) est surjectif. D'ol le résultat

dtaprés la prop.b.

/[ La démonstration montre en outre que M, =2 A %, pour
i

tout entier n .:7

Coroliajre 23 Si M est un module filtré séparé sur l'anneau filtré

complet A , et si gr(M) est un gr(A)-module de type fini (resp.

noethérien), alors M est un module complet de type fini (resp.

noethérien, et tous ses sous-modules sont fermés).

Le corollaire 1 montre directement que, si gr(M) est de type
fini, M est complet et de type fini. D'autre part, si N est un
sous-module de M , muni de la filtration induite, gr(N) est un
sous-gr(A)-module gradué de gr(M); si donc gr(M) est noethérien,
gr(N¥) est de type fini, et N est de type fini et complet (donc

fermé puisque M est séparé); on en conclut bien que M est noethérien.

Corollaire 3! Soit m wun idéal d'un anneau 4 . Supposons gque

A/g soit noethérien, que m soit de type fini, et que A soit

séparé et complet pour la topologie m—-adique. Alors A est noethérien.

En effet, si m est engendré par XygeeesX, gr(4) est

quotient de l'algébre de polyndmes A/gﬁk1,...;&J y donc est
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noethérien. Le corollaire ci-dessus montre alors que A est noethérien.

Proposition 7: Si 1l'anneau filtré A est séparé, et si gr(A) est

intégre, A est intégre.
En effet, soient x et y deux éléments non nuls de A . On

peut trouver n,m tels gque stn—An+ yeAm—Am+ $ les éléments

1 ? 1
x et y définissent alors des éléments non nuls de gr(A); puisque
gr(A) est intégre, le produit de ces éléments est non nul, et a

fortiori ona xy # 0 , d'ou etc.

On démontre de fagon analogue, mais un peu plus compliquée, que
si A est séparé, noethérien, si tout idéal principal de A est
fermé, et si gr(A) est intégre et intégralement clos, alors A4 est
intégre et intégralement clos (cf. par exemple Zariski-Samuel, Commu-

tative Algebra, vol.II, p.250). En particulier, si k est intégre,

noethérien, et intégralement clos, il en est de mdme de k X et
de k X .

Signalons aussi que, 8i k est un corps valué complet non

discret, l'anneau local noethérien factoriel (cela peut se voir au

moyen du "Vorbereitungsatz" de Weierstrass).

5. Ou _tout redevient noethérien - filtrations g-adigues.

A partir de maintenant, les anneaux et modules considérés sont
supposés noethériens. On se donne un tel anneau A et un idéal gq

de Aj; on munit A de la filtration g-adique.

Soit M wun A-module filtré par des (F&) . On lui associe le

groupe gradué M somme directe des Moo, n)0 3 en particulier,
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£=2_"3" . Les applications canoniques A X M M s

q bp q P a w4 p+a €
prolongent en une apllication bilindaire de A x M dans M 3 on
définit ainsi sur K une structure de A-algdbre graduée, et sur

M wune structure de A-module gradué [en géométrie algébrique,

bt

correspond & l'operation d'"éclatement le long de la sous-variété
définie par gq"_/.
Comme q est de type fini, L est une A-algdbre engendrée par

un nombre fini d'éléments, et c'est en particulier un anneau noethérien.

Proposition 8: Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) Ona Moy = q.M pour n assez grand

(b) Il existe un entier m tel que M .. =2 M pour k2O .

(¢) ¥ est un A-module de type fini.

Ltéquivalence de (a) et (b) est triviale. Si (b) est vérifié
pour un entier m , il est clair que M est engendré par Z Mi ’
donc est de type finij dtoi (c) . Réciproquement, si M e;f anendré
par des éléments homogénes de degrés n, il est clair que 1l'on a

M., =¢gM dés que n 7Sup(ni) 3 donc (c) ==» (b).

Définition: La filtration (M ) de M est dite gq-bonne si elle

vérifie les conditions équivalentes de la proposition 8.

(Autrement dit, on doit avoir M ,,<a.M pour tout n , avec

égalité pour presque tout n .)

Théoréme 1 {Artin-Rees): Si P est un sous-module de M , la

filtration induite sur P par la filtration c_l_—adique de M est

g-bonne. En d'autres termes, il existe un entier m 1el gue

P ) gm+k1v1= gk(Pr\gmM) pour tout kO .

On a évidemment FC N ; comme M est de type fini, et que A
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est noethérien, P est de type fini, ofd.
/ Cette présentation du théordme d'Artin-Rees est due 3 Cartier;

elle est reproduite dans Bourbaki, Alg.comm., Chap.III, § 3._7

Corollaire 1¢ Tout homomorphisme u : M 9 N est un homomorphisme

de groupes topologiques lorsqu'on munit les modules M et N des

topologies g-adigues.

Il est trivial que la topologie q-adique de u(M) est quotient
de celle de M , et d'autre part le théoréme 1 entraine gu'elle est

induite par celle de N .
Corollaire 2 ¢ L'application canonigue A.Bk M M est bijective,

~

et l'anneau A est A-plat.

La premiére assertion est évidente si M est libre. Dans le
cas général, on choisit une suite exacte :
L1-) LO-QM—) 0
ou les Li sont libres. On a un diagramme commutatif 3 lignes exactes:

A &AL1 - 4 GALO -—) Ai&AM - 0
eV %V P

L, = L, — M 3 0 .

Comme Y4, et 1% sont bijectifs, il en est de méme de xf . Comme
en outre le foncteur M est exact & gauche, il en est de m8me du
foncteur A SEM (sur la catégorie des modules de type fini - donc

aussi sur celle de tous les modules), ce qui signifie bien que A

est A-plat.

Corollaire 3: Convenons dl'identifier le complété—séparé d'un sous-

module N de M avec un sous-module de M . On a alors les
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formules:

~

= = Vv =
N AN , N, +X (1\1+N2) y NN W, (N1(‘\ Nz) .

1 2
On laisse au lecteur le soin de faire la démonstration; elle ne
fait d'ailleurs intervenir que les hypothéses noethériennes et le fait
que K est plat. En particulier, le corollaire 3 reste valable lorsgue

1l'on remplace le foncteur M par le foncteur "localisation” MS ’

oi S est une partie multiplicativement stable de A .

Corollaire 4: Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) q est contenu dans le radical r de A .

(ii) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie

g-adigue.

(iii) Tout sous-module d'un A-module de type fini est fermé pour

la topologie g-adigue.

(i):=:?(ii). Soit P 1l'adhérence de zéro; la topologie g=-adique
de P est la topologie la moins fine, d'ol P=g.P et comme
Q&cr, ceci entraine P =0 (lemme de Nakayama).

(ii) :::?(iii). Si N est un sous-module de M , le fait que
M/N soit séparé entraine que N soit fermé.

(i1i) ==y (i). Soit m wun idéal maximal de A . Puisque m est
fermé dans A , on a nécessairement g ecm , d'oh aussi g < r .
Corollaire 5: Si A est local, et si g est distinct de A , on

iﬂgn=0 .

Cela résulte du corollaire précédent.

Définition: On appelle anneau de Zariski un anneau topologique

noethérien dont la topologie peut 8tre définie par les puissances

d'un idéal q contenu dans le radical de l'anneau.
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[ Cette condition ne détermine pas qQ en général; mais si gq'
la vérifie on a gn<:.g* et g'mc: q pour des entiers n et

m convenables./

Si M est un anneau de Zariski, et si M est un A-module de
type fini, la topologie g-adique de M ne dépend pas du choix de g
(pourvu bien entendu que les puissances de q définissent la topolo-—

gie de A)j; on l'appelle la topologie canonique de M . Elle est

séparée (cor.4) y ce qui permet dtidentifier M & un sous-A-module
de M . Si N est un sous-module de M , on a les inclusions
NCYNCM et NCMCM et méme N = NANM (puisque N est

formé dans M ).
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COMPLEMENT : Modules différentiels filtrés

Soit C wune catégorie abélienne. On rappelle qu'un complexe
(de degré s) K® de C consiste en la donnée d'une suite de mor-
phismes de C , soit s k" 4 Kn+S y o s est un entier donné,
et ol n parcourt E « On suppose en outre que, pour tout n ,

A" 8ea™ = 0 .

En particulier, soit K°' un complexe de degré + 1 de la
catégorie FA des modules filtrés sur un anneau filtré A (les
hypothéses sont celles du paragraphe 1). On notera toujours par

G(A) 1l'anneau gradué associé et par G la catégorie des modules

A
gradués sur l'anneau gradué G(A) y le degré d'un morphisme étant

arbitraire (u:(Mn) s | (Nn) est dit de degré s si u(Mn)c::Nn+s ).

A un tel complexe K® on a lthabitude d'associer une sui-
te de complexes E; y © \< T $ + @ , dont nous allons rappeler
la construction (Voir Godement, Théorie des faisceaux, Suites

spectrales, I, parag.4):

Le module K2 étant muni de la filtration

K* = (k%) D (Kn)1D...D(Kn)sj...D(Kn)m =0 ,

n n
On désigner r 2 et B les sous-modules:
n désigners pa r,p 2D

zy o = Ker ((K") an 1ty

et
Typ )

p+r

n n-1 n-1
Br’p=(Kn)pnd &N, s 0&r o -
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Dans ces conditions, on posera:

n n
zr,p/ (B

Typ

E r-1,p ¥ %r-1,p+1

Si 1l'on fixe r et n 1le module E: R =€1}E? D est muni natu-
b b

rellement d'une structure de module gradué sur l'anneau gradué
G(a) . (Considérer Eg p comme quotient d'un sous—groupe de K- ).
b

Si ¢ + ® , les dérivations d" de X° induisent des mor—

hismes:
P n _.n n+1

Typ EI‘:P i Er’P"'r ’

et ces dn font des En
T,p T

., un complexe de degré T .

b

n

En outre, Er+1,‘

g'identifie au n-iéme groupe de coho-

s )s

mologie de complexe (Eg

Le module Eﬁqp s'identifie & Zn(K)r\KP/Bn(K)(\Kp . (On

supposera E26 D muni de la dérivation nulle). Le module grgdué
H

n . . . .
E . n'est donc que le gradué associé au module de cohomologie
©

A (K) , filtré par les sous-modules
" (K ), = Im(Hn(K;) ) — E*X*))

On construit de fagon analogue, la "suite spectrale" lorsque

K® est un complexe de degré -1 . Nous nous proposons de montrer

ici que 1'étude de la suite spectrale E; D se fait en deux pas
’

bien distincts:

1°) Etudes des liens entre EO et E° pour r <+ ® .

@ 4P T'yP

2°) Etude de la filtration de H™(K*) .

Les résultats seront simples si A est noethérien et est
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muni d'une filtration g—adiQue, et si les K° sont des A-modules

de type fini munis d'une filtration g-bonne.

Théoreéme: Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Pour tout n il existe un r(n) { + ©® , 1el que:

n n ’ n
Ba(m),s = Fr(n)+1,. = o0 T Ep e (r(n)gs & @) .

2) Pour tout n il existe un entier s(n) tel gque:

md(K)Cd(K DI 0p &+ ®

p+S

(Condition du type Artin-Rees: compare une filtration guotient

et une filtration image).

Si ces conditions sont satisfaites on dira que la suite

spectrale converge.

On va faire la démonstration dans le cas oli le complexe
est de degré +1 . Pour cela on note d'abord les inclusions sui-

vantes:

z" DZ?’P:D.. D D Dz

SERY 00 P
et
n n n
B B . B Z
o,p & B1,p C CIOop ©,p -
. =n =n P .
Si donc Z et B désignent pour r ;} s les images de
TyDp r'yp
z? et B2 dans 2 y alors l'image de Zn dans En
T'yD T,p S,p r-1,p+1 s
est nulle et En = zn P/ﬁn « En outre on a les inclusions:
T'yP T, sD

C‘n C...C3® C® C..c?® -

s+1,Dp @ ,p @ 4P S,p Sy .
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Autrement dit on aurs E En 81 et seulement si

0 4P S,P
sn n =N . s
= F et B = 0 et ces égalités entraineront toutes
® 4P SyP 00 ,D

les égalités "intermédiaires".

Mais Z“ . signifie
® 4D S,P
P n n n _ o0 n
Zs pC Zm ) * Zs-1,p+1 + BS—1,p Zoo,p + Zs—1,p+1 '

ow (@)D & < 2 e @7 x

P+ sP p+1

Un calcul sans difficulté et sans poésie montre que cette

condition équivaut & K*T1 () ) < &FED

“pr1 pr1) o

qui est la condition cherchée.,

D'autre part, B = 0 signifie
® 4P

n n
B ,p & Bactyp * Dot ,p+1
n-1 .. n-1 n—1 el n n
ou (@@ N ) < (Ko asq) N KD+ Zg_y suq -

Cette condition sera satisfaite si

WA Rl

p - s+1) , et on retrouve la condition du

théoréme, c.q.f.d.

Corollaire: Si A est un anneau commutatif noethérien, & élément

unité, muni d'une filtration g-adique, si fA désigne la caté-

gorie des modules de type fini sur A munis d'une filtration

g-bonne, alors toute suite spectrale associée & un complexe (de

degré + 1) de f, converge.

Il va sans dire que la condition (2) du théoréme est tou-

jours trivialement satisfaite toutes les fois ol la littérature
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se sert d'une suite spectrale. Le seul souci du littérateur est

donc la filtration de H(K°*) .

Proposition: Sous les hypothé&ses du corollaire précédent, la

filtration de H(K®) est q-bonne. (Elle est donc séparée si

e C z(4)) .

En effet, Hn(K')p est l'image de 2z"[) (Kn)p , et la filtra-
tion de Hn(K°) est donc la filtration quotient de la filtra-

tion que ' induit sur 2" .

Terminons sur un exemple de complexe de degré -1: Soient

M et N deux A-modules de type fini que nous munirons de la fil-

tration g-adique. Appelons module libre de gA tout module fil-

tré somme directe de modules filtrés isomorphes & A ou & un
translaté A(p) de A (A(p)k = gp-k) . On voit alors facilement
qu'il existe des résolutions de M ,

a a é
n N
—_—) Xn ——) Xn—1"' %7X1 v Xo —_) M — 0 ,

ol les Xi sont des modules filtrés libres de type fini et ol

les di sont des morphismes stricts. Munissons X,®AN de
la filtration somme évidente, on a un complexe de £, dont le
terme E, n'est autre que Tori(A)(G(M),G(N)) , dont le terme
EOD est le gradué associé & une filtration g-bonne de

Torﬁ(M,N) . Cette suite spectrale est utile en géométrie algé-

brigque "pour passer du cbne des tangentes d'une variété & cette
q g

variété".
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Exemple:

Si A=k [x,y] y q = (x,¥), k = corps commutatif; on prend

M= 4A/(y) :N=A/(ys-xt) y st . Ona:
0o— a() Ty s —y w—y 0
Les résultats sont résumés dans les diagrammes suivants:

9|

0 —= 1 == 2 == 3

82 === 8= == 8§ — § -

—1 =234 81 —mmr

(ot le nombre indiqué au point de coordonnées (pyn) est la di-

mension sur k de l'espace vectoriel Eg p)
’
n
0 == 0 —-0 0 mem 1 == 1 == 1 —

L A R ]

t—s+1>r)1 cesces

— 1 e ] =1 ! e 1 e 1 1 ey
(0) (1) (2) +eve(s=1) (8) (5+1) euv.

T

0 —=-0 —= 0 0 === 0 == 0 —

LR B

x ) t-s+1
! === 0 == 0 ———m——— N

(0) (1) (2) eevea(t=1) (%) (t+1) ....p
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B) POLYNOMES DE HILBERT-SAMUEL

1. Rappel sur les polyndmes & valeurs entiéres

Soit X 1l'ensemble des applications de 2 dans Z (ensemble
des nombres entiers), Q bﬂ l'ensemble des polyndmes en X &
coefficients dans @ (ensemble des nombres rationnels) et P
l'ensemble des fonctions de X qui sont définies par des polyndmes de

Q [ﬁ] (auxquels nous les identifierons).

Soit A 1l'endomorphisme de groupe abélien de X défini par:
(Af)(n)= £f(n+1)- £f(n) , ot f€X . Les propositions suivantes
sont alors équivalentes:

a) fe&Pp
v) Arfep
r fois
¢) Il existe un entier r tel que A f= (AeNe...o A)(£)=0 .

Le plus grand entier s tel que /NFf # 0 est le degré de f

(si £ #0 , sinon on prend -1 pour degré de O ). Ce degré s

est tel que le terme dominant de f soit du type aXS/s! y o ae€d

si k) 0 ,

x) _R(X=1). .0 (Xkt1)
k k!

et (g) = 1 , forment une Q-base de g,[X] et le groupe abélien

En outre, les polyndmes (

qu'ils engendrent coincide avec g .

Revenant au cas général, on définit dans X la relation d'équi-

valence Rg, que voici:

f e~ g (Rog )&= I1 existe n €% tel que f(n)= g(n) si n)/nc> .

Nous identifierons dans la suite E avec son image canonique
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dans Y =X /Rco (image qui est isomorphe & P ) et on dira

gqutune fonction f de X est polynomiale si elle est Rgg —€quiva-

lente & une fonction de P . On remarquera que l'endomorphisme
passe au quotient dans Z y €t ceci permet la traduction des cri-
téres précédente; les conditions suivantes sont équivalentes:

a) f est polynomial.

b) Ar est polynomial.

c¢) I1 existe un entier r tel que ATE soit Regs =-6quivalent & O .

2. Fonctions additives sur les catégories de modules

Soit C une catégorie abélienne (voir Grothendieck, T8hoku Math.

Jour., August 1957). Une fonction additive sur C est une application

)C des objets de C dans un groupe abélien r- telle que:

Si la suite O > M N 3P >0 de C est exacte,
alors X (N)= X(M) + X(®) .
De 1la définition on déduit sans difficulté les deux propositions

suivantes:

Si M est un module de C , et OCMOCM1....CMn=M

une suite de composition de M formée d'objets de C , alors
i=n

X(M) = j_Z= ] -X (Mi/Mi—1 ) i

> M Y 0 est une suite
n

exacte de C , alors
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Exemples: a) C est la catégorie des groupes abéliens finis, r le
groupe multiplicatif des nombres rationnels positifs et j{(M) y pour

M€C , est l'ordre de M (nombre d'éléments).

b) A est un anneau (noethérien, & élément unité), C est
la catégorie des A-modules (unitaires) de longueur finie et (M) |,

pour M €C , est la longueur {(M) de M (ici r =2 ).

¢) A est un anneau gradué, C est la catégorie des modules

gradués sur A de longueur finie, | = 2 , et pour M= (M)

)L(M) = 22,(—1)p‘[(MP) (Caractéristique d'Buler-Poincaré).
P

d) A est un anneau gradué réduit & son premier élément
(i.e. A =0 si nYy0 )y C est la catégorie définie dans c),
D 1la catégorie des complexes X = (Kp, dp) de longueur finie sur A .

On définit alors comme dans c):
) = 22 (-1)P L)
P

En outre, si H désigne le foncteur homologique et si K€D ,
alors H(K)E C et il est bien connu que:
WK = 25 (P L&) = 3 (NP LE (K) = WEE) .
P P
Dans le cas ou A est un anneau noethérien et € = £, 1la
catégorie des A-modules de type fini, tout objet M de C admet

une suite de composition dont les facteurs sont isomorphes a des

A/E , ou p est un idéal premier de A . Il en résulte que toute
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fonction additive X sur iﬂ est connugdés que l'on connait les

7( (&/p) . Cette remarque nous servira par la suite.

3. Le polyndme caractéristigue de Hilbert.

Dans ce paragraphe nous désignerons par H (H= Hilbert) un
anneau gradué commutatif (Hn) ne€ Z tel que:
a) H est un anneau dUArtin (i.e. de longueur finie).
b) L'anneau H est engendré par Ho et un nombre fini d'éléments

de H1: XygeeosX, o

Alors H est le quotient de l'anneau de polyndmes
H_ [k1,...,X;] par un iééal homogéne (i.e. un idéal qui, avec
tout polyndme contient les composantes homogénes de ce polyndme).

En particulier H est noethérien et nous désignerons par la

€x

sous—catégorie de Gy (cf. § A, n°4) dont las objets sont les
H-modules gradués de type fini, et dont les morphismes $>= M— N

coincident avec ceux de QH s 81 M et N sont des objets de 8g

Tout module gradué M = (Mn) de est quotient d'une somme

€1
directe finie de modules gradués isomorphes & A (ou de modules ob-
tenus & partir de A par translation de la graduation). En parti-
culier tous les Ho—modules Mn sont de longueur finie et on peut

définir la fonction caractéristique de Hilbert de M , )( (Myn) , &

ltaide des formules:

X(M,n)=0 si n<0 , et 'X(M,n)=ZH(Mn) si n>/O .

(o)

La fonction )((M,n) définit une application de g dans

X et cette application est manifestement une fonction additive
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SUT gy & valeur dans le groupe additif de X .

Lt'image Q(M,n) de AUM,n) dans Y= §/Roo définit
encore une fonction additive sur gg s en fait Q(M,n) est un

polyndme:

Théoréme 2 (Hilbert): a) @(Myn) est un polyndme en n , de degré

inférieur ou égal &4 r-1 .

b) Si en outre M engendre M comme A-module, £§-1 Q(M,n)

+r-1

{Z(Mo) . Enfin 1'égalité n'a lieu que si Q(M,n) = Z(MG).(nr_,I

et alors l'application canonigue de Ho [}1,...,Xr] sur

= i i i i o~ [
H Ho[X1 yooun ,XIJ induit un isomorphisme M &M ®Ho Ho [X1 §oes ’Xr]

et réciproquement.

a) La propriété est vraie si r» =0 : en effet, M est alors
un module de type fini sur AO et est donc de longueur finie. Il en

résulte que Mn =0 pour n assez grand.

Supposons denc la propriété démontrée pour les modules gradués
de type fini sur Ho EX1,...,Xr_{] et démontrons la pour M , mo-
dule gradué de type fini sur Ho[k1,...,x;] . Soient N et R 1le
noyau et le conoyau de 1'homothétie P définie par X, dans M ;

ce sont des modules gradués, et on a pour tout n :

00— N, — Mni) Mg =2 Fpg — O
D'ol1 1'égalité:

Q(M,yn+1) - QM,n) = A Q(,n) = (R,n+1) - Q(N,n)
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Mais Xr appartient aux annulateurs de R et N . Les mecdules
R et N sont donc des modules gradués de type fini sur

Ho [X1,...,X et le dernier membre de 1'égalité est un polyndme,

r—1
il en va donc de méme du premier et aussi de Q(M,n) . Si Q(R,n)
et Q(N,n) sont de degré inférieur & r-2 , le degré de Q(M,n)

est inférieur &3 r-1 .

b) L'application de M [x1,...,xr] = M0®H0 Ho[x1,...,xr]
dans M est surjective. Si R est son noyau (gradué), on a donc

la suite exacte:

O——)Rn-—)(MO[X1,...,Xr] ), —— M 5 0

r-1

D'ol f(Mn) £ {((Mo [X,‘,.--,XI] )n ) = Z(Mo).(n"'r—‘]) ’

r-—1
ot AT Q(Myn) & f(u) .
Il est clair d'autre part que 1'égalité a lieu si R =0 .

Supposons donc R £ 0 : Comme €M) = £ [x,...,x]) ) - 4R ) ,

tout revient & montrer que pour tout sous-module gradué R non nul
r-1
de M [x,...,x] ,oma AT a®m) >0 .

. o 1 2 8
Pour cela, soit O = MOCMOCMO c ... C M =M une

suite de Jordan-Holder de Mo et soit Ri= Rﬂmi[x1,...,x;] .
R P
Alors Q(R,n) = ((Rn) = § ‘C(Rn/Rn ) . Mais si i est

tel que R* 74 Rl-1 ’ RJ‘/RI-1 est un sous-module gradué différent
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de O de (Mz/Mi_1) !%1,...,X;] y et ce dernier module est
isomorphe & k[x1,...,X£] y O k est le corps Ho/g (g = gnnu-

lateur de Mz/Mz_1 dans H_ ). Il en résulte que si Rl/R]'—1

contient 1'élément f # O et homogdne de degré t Rl/l’ll_1 con-
tient (f) = f.k [X1,...,Xr] . Dol

A Net+r-—1
(R ) Yy L)) - k ) 8ion Yyt .

r=1

Finalement,

Q (Ryn) )/(

n~t+r-1
si nyt , d'ou le résultat.

r-1

4. Les invariants de Hilbert-Samuel.

Soit A un anneau (noethérien, commutatif, & élément unité),
M un A-module (unitaire, de type fini) et gq wun idéal de A tel
que M/gM goit de longueur finie, c'est-&-dire tel que V(M)f)w(g)

soit composé d'idéaux maximaux. Soit enfin une filtra-—

(mn)n €32
tion g-bonne. Alors M D g M et V(M/g" M) = VONW(") =

v N W(q) est composé d'idéaux maximaux. Donc M/gn M et, a
fortiori, M/Mn sont des modules de longueur finie. Pour M fizé,

f(M/Mn) est une fonction & valeurs entidres, définie sur 2 .

En fait, on a le théoréme:

Théoréme 3 (Samuel): La fonction «f(M/Mn) est polynomiale et ne

dépend que du gradué G(M) associé & (Mn) .
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En effet, soit a 1l'annulateur de M dans A , soit
B =4/a , et soit p l'image de g dans B . Si nous munissons 3B
de la filtration p-adique, le gradué H = G(B) associé & B satisfait
manifestement aux hypothéses du théoréme de Hilbert. En outre, si
M .4 =aM, pour n ) n, le gradué G(M) associé au B-module M

est engendré par Mo/M1 & ... @Mn /M , et est donc de type fini.
o

n +1
o
On a donc les relations:

Acm,) = fm/m, ) - €/m) = L0 /o) = X(6),m) et
-e(M/Mn) = L(a(),1)+ X(GM),2) +.our Yla(),n) .

D'oiy le théoréme.

En fait, nous nous servirons surtout du théoréme précédent dans
le cas ol la filtration de M est la filtration g-adique.

Nous noterons alors Pq (Myn) le polyndme qui est Ryo=-équivalent &

((M/gn M) . 8i P (Mn),n) désigne de m8me le polynBme défini par
une g-bonne filtration de M , la proposition suivante étudie les

liens entre Pq(M,n) et K(My),n)

Proposition 9: a) ‘Pq (Myn) = P((Mn),n) + R(n) , ot R(n) est un

polyn8me dont le terme de plus haut degré est positif et dont le

degré est strictemeut inférieur & celui de Pq (M,n) .

b) Si a est l'annulateur de M et si p = (a+q)/a

est engendré par r é&léments, le degré de Pq (M,n) eet in-
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férieur ou égal & r et A Pq (M,n).< (ata)/a . En outre,

1'égalité n'a lieu que si G(M) T (M/qM) . [?1,...,X;] .
(L'isomorphisme est défini par l'application canonique ¥ de
(BAE) [?1,...,X;] sur G(B) déterminée par \F(Xi) = image de X

dans G(B) , ol les (X1""’Xr) engendrent p . )

o . _ . \
a) En effet si nest tel que M, =M. si ngn

a pour n grand, les inclusions:

ntn o _.n n
E Onl\llC: ;"Ln+n0 - g oMnoC g .IVI CMn -

Dot 1'on déduit.-

P, (ymeny) ¥ P ((M) , o) ) 7y () )P ((n),n) .

Il en résulte que, pour n grand, Pq (Myn)- P((Mn),n) est
positif et que les deux polyndmes ont m@me terme de plus haut
degré.

b) Cette assertion n'est gqutune traduction de la deuxiéme partie
due théoréme de Hilbert, si l'on remargue que le gZradué

@ (gnhi/gn+1M) est engendré par M/él M.
n

Une bonne partie de la suite du cours sera consacrée & 1l'étude
du terme de plus haut degré du polyndme Pq(M,n) . Nous aurons pour

cela, besoin d'en connaitre guelques propriétés:

Proposition 10 (Additivité): Si O N 3 M 3y P 30 est

une suite exacte de A-modules de type fini et si M/gM est de longueur

finie, alors N/QN et P/gP sont de longueur finie et ocn a:
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Pq(M,n) + R(n) = Pq(N,n) + Pq(P,n) y ot R(n) est un polyndme dont

le terme de plus haut degré est positif et dont le degré est stricte~

ment inférieur a celui de Pq(N,n) .

En effet, soit Nn -xN gnM y la filtration ainsi définie sur

Nn est g-bonne, et l'on a évidemment:

L1/a") = f(p/¢"P) + {(v/¥) .

Dol Pg(M,n) = Pg(P,n) + P((Nn),n) .

Ltassertion résulte alors de la comparaison entre P((Nn),n)

et Pg(N,n) .

On a vu d'autre part gque Pq(M,n) ne dépendait en fait que du
gradué G(M) associé & M . Si donc G(g) désigne 1'idéal que g
engendre dans G(A) , si M et § sont les complétés de M et g ,

on a:

Py (4,m) = Py(flyn) - Pa(q)(@(M),m) et
Az (w,n) = Q(a(),n)

De m8me si a désigne l'annulateur de M et si b est un
idéal contenu dans a, bCa , alors

(¢t )" C " +bc g™a et

(Myn) .

Lt}

u/(g+D)™M = W/g" M, clest-a-dire P _(M,n) = P

gtk

I1 en résulte la propridté suivante que nous utiliserons par
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la zuites

Lemme: Le degri du polyndme RI(M,n) ne dépend que de M et de

v i) .

Autrement dit, si V(M){) W(q) = V(M) N W(q!) , alors

T
P (I‘i,n) = a EC_I_._ +ose e‘t P '(M’n) = a'o Xr +one
1 r! 1 ']

ont m8me degré: r = r' .

En effet,
V(M) N W(g) = W(gta) = W(q'+a) et g + a contient une puissance
(g'+g)p de g + a (cela résulte du lemme & la proposition 7, chap.I).
Dol

(%'+é)p C a+ta et (g'+ a)P (g + a)’ , clest-a-dire

]
Pq'+a (M,pn) V4 Pq+a (M,n) , et a'gp?}r >, a gf_ pour n assez
= = == T !

H

grand, c'est-a—-dire :r'} r .

En échangeant les r8les de q et ¢q' on trouverait de m@me

r'\{ r , g.e.d.

Portons maintenant nos derniers efforts sur la localisation:

soient Myy Mopevecey O les idéaux premiers (maximaux) de
. n
v wig) , et T,=A-m ,1£igs . Alors N = M/q" M est

somme directe de sous-modules isomorphes & NT (Prop.11 et Cor.1,
i

chap.I).
Mais,

n n n .
(M/q M)Ti = MTi/(g M)Ti = MTi/ gTi Mo, et finalement:

1
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4(M/g™) = 2:' £/ M), = Zs_,: {’(MT./g;iMT.) ’
i= i i= i i

oul

S
Pg(M,n) = 2 Pq (MT_ y n) .

Il va de soi qu'aucun des polyndmes Pq (MT , n) n'est nul.

2T i i

Par contre, si m est un idéal maximal de A distinct des P

et si T=A4A-m , T rencontre l'annulateur de M/gnM et

PqT (M‘I‘ ,n) est nul.

D'ol:

Proposition 11: a) P (M,n) = Z : P (MT,n) ol m par-
2 T = A-m p

court les idéaux maximaux de A . Le polyndme Pq (MT,n) est
=T

nul si et seulement si m ¢ v(M) M w(qg) .

b) Si S est une partie multiplicativement

stable de A , on a:

P (M,n)=§ P (M,,n) avec T =A-m .
i 4 T

e X

La seconde partie reste seule & démontrer. Mais, si Mygeeeym,

sont les idéaux maximaux de V(M)/\ W(g) qui ne rencontrent pas S ,

et My, g9+l cCeux qui rencontrent S , on a:

1:1 t
P (Me,n) = SN p (M n) = S P (M )
qQ s? ST, ? Lo B
=5 = sy i T, N
1
car: (lST. = q et MST. = M’I‘. .

i i i i
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CHAPITRE III -  THEORIE DE LA DIMENSION

A - DIMENSION DES EXTENSIONS ENTIERES

1. Définitions.
Soit A un anneau (commutatif, & élément unité). On appelle

chaine d'idéaux premiers dans A toute suite finie croissante

(1) p,C By C ++- C B,

d'idéaux premiers de A , telle que 1N % B; 44 pour 0 £igr-1 .
L] 3 ] ° 145 2
L'entier r s'appelle la longueur de la chafne; 1'idéal p_ (resp. Br)
s'appelle son origine (resp. son extrémité); on dit parfois que la
chaine (1) joint B, & p. -
Les chaines dtorigine P, correspondent bijectivement aux chaines

de 1'anneau A/go d'origine (0) ; de mBme, celles d'extrémité Pr

correspondent & celles de l'anneau local AP d'extrémité 1'idéal maximal
=r

de cet anneau. On peut ainsi ramener la plupart des questions relatives

aux chaines au cas particulier des anneaux locaux intégres.

On appelle dimension de A , et l'on note dim.A , la borne
supérieure (finie ou infinie) des longueurs des chalines d'idéaux pre-
miers dans A . Un anneau artinien est de dimension zéroj; l'anneau 2
est de dimension 1 . 3i k est un corps, on démontrera plus loin que
l'anneau de polyndmes k[X1,...,Xn] est de dimension n j§ il est clair
dés & présent que sa dimension est ¥y n , puisgu'il contient la

chaine de longueur n :

0 C(x1) C (x1,x2) < ... C (x1,...,xn) .

Si p est un idéal premier de A , on appelle hauteur de p la
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dimension de l'anneau local Ap $ c'est la borne supérieure des
longueurs des chaines d'idéaux—premiers de A d'extrémité p .

51 a est un idéal de A , on appelle cohauteur de a la dimension
de A/a , et hauteur de a la borne inférieure des hauteurs des

idéaux premiers p contenant & . Si l'on note W(a) 1l'ensemble de

ces idéaux (cf. Chap.I), on a donc:

(2) nt(a) = Inf (ht.p) , coht(a) = Sup (coht.p) .
pe W(a) pe W(a)

En particulier, on a ht.A = dim.A , et coht.A = -1 (on convient en
effet que le Sup d'une famille vide est égal & -1 , c'est la convention
la plus commode ici).

3i p est un idéal premier, on a évidemment:

(3) ht(p) + coht(p) ( dim.A ,
mais 1'égalité n'est pas nécessairement vraie, méme si A est un
anneau local noethérien intdgre (Nagata).

La proposition suivante est immédiate:

Proposition 1: Si aca' , ona ht(a) {ht(a') , coht(a) )y coht(a’) .

Si a' n'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux de a ,

on a

coht(a) 3 coht(a') + 1

2. Le premier théoréme de Cohen-Seidenberg.

Soit B un anneau contenant A et entier sur A . Cela signifie
que tout élément x de B vérifie une "équation de dépendance inté~
gralJ:

n n-1
(4) X+ ax +...ta =0 ,avec a, €4 .
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Lemme 1: Supposons B intégre. Pour gue ce soit un corps, il faut et

il suffit que A en soit un.

Si A est un corps, tout x&3B est contenu dans une A-algebre
intégre de type fini sur A (celle engendrée par les puissances de x),
et l'on sait qu'une telle algébre est un corps (Bourbaki, Alg.V, § 2,
prop.1), d'ol le résultat.

Supposons que B soit un corps, et soit a un élément non nul
de A . Boit x son inverse dans B . L'élément x vérifie une
équation (4), d'ou

n—1)

X = =\a + a2 + .o + a_a
( 1 2 : n ’

et l'ona x€A , cqfd.
Soient maintenant p et p' des idéaux premiers de A et B

respectivement. On dira que p' est au-dessus de p si 2'/\ A = D -

Proposition 2: (a) Pour tout idéal premier p de A , il existe un

idéal premier p' de B gqui est gqu-dessus de p .

(b) si p' C p" sont deux idéaux premiers de B au-dessus dj; méme

idéal premier p de A , ona p'=p" .

(c) 8i p' est au-dessus de p , pour que p Soit maximal, il faut

et il suffit gue p 1le soit.

L'assertion (c) résulte du lemme 1, appliqué & A/p C B/p' .
L'assertion (b) résulte de (c¢) , appliquée & Ap C Bp (on note
BP 1'anneau de fractions de B pour la partie mul;iplic;tive A-p ).
L; m8me argument montre qu'il suffit de démontrer (a) lorsque A est

local et p maximalj; dans ce cas, on prend pour p' n'importe quel

idéal maximal de B , et on applique le lemme 1.
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Corollaire: (i) Si gé C ...C:.E; est une chaine d'idéaux premiers

de y les p; = Bi(\ A forment une chaine d'idéaux premiers de A .

(ii) Inversement, soit p, T ..o C p. une chaine d'idéaux premiers

de A , et soit gé au—-dessus de B, Il existe alors une chaine

1 C ... C p, dans B , d'origine P! » qui est au-dessus de la

chaine donnée (i.e. on a gifﬁ\A = p; pour tout i ).

La partie (i) résulte simplement du (b) de la prop.2. Pour (ii)
on raisonne par récurrence sur r , le cas T = 0 étant trivial.

Si P-oC C'Er_ est relevée en E(',C "'C'Ez"—‘l , la prop.2,

1
appliquée a A/gr_1 (- B/gé_1 , montre qu'il existe 2% contenant

' -
Br—1 et au-dessus de Er .

Proposition 3: On a dim.A = dim.B . Si a' est un idéal de B , et

si a=a'(VA , ona ht(a') ¢ ht(a) et coht(a') = coht(a) .
L'égalité dim.A = dim.B résulte du corollaire ci-dessus. On en déduit,

en divisant par a' et a , 1'égalité coht(a') = coht(a) . Quant &

1'inégalité sur les hauteurs, elle est immédiate dans le cas ou p' est

premier, et le cas général se raméne tout de suite & celui-la.

3. Le second théoréme de Cohen-3eidenberg.

Proposition 4: Soit A un anneau intégre et intézralement clos, soit KX

son corps des fractions, soit L wune extension guasi-galoisienne de K

(l,g. "normale" dans l'ancienne terminologie de Bourbaki, Alg. V, § 6),

goit B 1la cl8ture intégrale de A dans L , soit G le groupe des

K-automorphismes de L , et soit p un idéal premier de A . Le

groupe G opére transitivement dans l'ensemble des idéaux premiers de B

au-dessus de p .
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Supposons d'abord que G soit fini, et soient q et q' deux
idéaux premiers au-dessus de ? . Les g€-4 sont au-dessus de p
( & parcourant G ), et il suffit de montrer que q' est contenu
dang 1'un d'eux (prop.2), ou m8&me seulement dans leur réunion
(cf. Chap.I, prop.2). Soit donc xeq' . L'élément y = [ g(x) est
invariant par G , donc radiciel sur K , et il existe une puissance
q de 1l'exposant caractéristique de X , telle que yqu e« On a
alors y*eKNB = A (puisque A est intégralement clos). D'autre

Q

part yqe g'ﬂA =D , ce qui montre que Yy est contenu dans q -

I1 existe donc g€G tel que g(x)eg , d'od xeg—19= , cqfd.

Cas général. Soient q et g.' au-~dessus de P . Pour chaque
sous-corps M de L , contenant K , quasi-galoisien et fini sur K ,
gsoit G(M) 1le sous-—ensemble de G formé des g€&C qui transforment
gnM en g_'ﬂM . C'est évidemment un sous-ensemble compact de G ,

non vide d'aprés ce qu'on vient de voir. Comme les G(M) forment une

famille filtrante décroissante, leur intersection est non vide, cqfd.

Proposition 5: Soit A un anneau intégre et intégralement clos. Soit B

un anneau intégre, contenant A , et entier sur A . Soit

P, C ene C‘Er une chaine d'idéaux premiers de A , et soit 21" au-

dessus de P, - On peut alors trouver une chaine _13(') C .o Cg}"

dans B , au—dessus de la chaine donnée, et d'extrémité gI'_ .

(En fait, la proposition est valable si l'on remplace l'hypothése
" B est intégre" par la suivante '"les éléments non nuls de A ne

sont pas diviseurs de zéro dans B ").
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Le corps des fractions de B est algébrique sur le corps des
fractions K de A . Plongeons-le dans une extension quasi-galoisien-
ne M de K , et soit C 1la cldture intégrale de A dans M . Soit
g, un idéal premier de C au-dessus de p'! , et soit g C e Cgy
une chaine d'idéaux premiers de C au-dessus de P, C... C_}_)_r .
8i G désigne le groupe des K-automorphismes de M , la proposition 4
montre qu'il existe g€G tel que 84, = g_I'. 3 si 1'on pose alors
q! = ggi , et 2{ = Bﬂgj'_ s il est clair que la chaine ;_Qc')C...CBI'.

=1

répond & la question.

Corollaire: Soient A et B deux anneaux vérifiant les hypothéses

de la proposition précédente; soit b un jdéal de B , et soit

ht(a) = ht(db) .

Lorsque b est premier, cela résulte immédiatement de la propo-
sition. Dans le cas général, soit p' premier contenant b , et
soit p = g'n A . D'aprés ce qui précdde, on ht(p') = ht(p) yht(a) .
Comme ht(b) = Inf.ht(p') , on a ht(d) )y ht(a) , et, en comparant

avec la proposition 3, on obtient 1'égalité cherchée.

B - DIMENSION DANS LES ANNEAUX NOET@RIENS

1. Dimension d'un module.

Soit M un A-module, et soit A, = A/Ann(M) 1'anneau des

homothéties de A . On appelle dimension de M , et on note dim.M

la dimension de 1l'anneau A.M . Lorsque M est de type fini, les
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idéaux premiers p de A contenant Ann(M) sont ceux qui appartien—
nent & la variété V(M) de M (cf. Chap.I, prop.9). On en conclut

que dim.M est la borne supérieure des longueurs des chaines d'idéaux
premiers de V(M) [ee que nous écrirons encore dim.M = dim.V(M)/ ,

clest-a-~dire:

dim.M = Sup.coht(p) , pour pev(M) .
Dans cette derniére formule, on peut évidemment se borner & considérer

les idéaux premiers minimaux de V(M) .

2. Le cas semi-local noethérien.

A partir de maintenant, nous supposerons que A est semi-local
noethérien; on notera r(A) , ou seulement r , son radical. Un

idéal q de A est appelé un idéal de définition de A s'il est

contenu dans r , et s'il contient une puissance de r (ce qui
équivaut & dire que A/g est de longueur finie).

Soit M un A-module de type fini. Si g est un idéal de définition
de A , M/gM est de longueur finie, ce qui permet de définir le
polyndme de Hilbert—Samuel Pq(M,n) de M 3 8i g2g',ona
Pq(M,n) < Pq,(M,n) pour n ;ssez grand; comme g':;gm pour m con-
venable, on en tire Pq(M,n).g Pq(M,nm) pour n assez grand, ce qui

montre que le degré de Pg(M) ne dépend pas de g . On le notera d(M) .

Enfin, nous noterons s(M) 1la borne inférieure des entiers n tels

qu'il existe x1,...,xn€£_(A) avec M/(x1,...,xn)M de longueur finie.

Théoréme 1: Si M est un module de type fini sur un anneau semi-local

noethérien A , on a dim.M = da(M) = s(M) .
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Etablissons d'abord un lemme:

Lemme 2: Soit x€r , et soit XM le sous-module de M formé des

éléments annulés par x .

a) Ona s(M) g s(u/xM) + 1 .

b) Soient p; les idéaux premiers de V(M) +tels gue

dim.A/p; = dim.M . 3i x¢p, pour tout i , onma dim.H/xM { dim.M - 1

c) Si g est un idéal de définition de A , le polymdme

Pg(xM) - Pg(M/xM)

est de degré d4a(M) -1 .

Les assertions a) et b) sont triviales. L'assertion c¢) résulte

des suites exactes
O——a M — N —xM — 0
X

O xM — M —M/xM—3 0
auxquelles on applique la proposition 10 du Chap.II. On va maintenant
démontrer le théoréme 1 par un raisonnement "en cercle" :

i) On a dim.M  d(M) .

On raisonne par récurrence sur d(M) , & partir du cas d4(M) = O
Qui est trivial. Supposons donc d(M) > 1 , et soit goeV(M) tel
que dim.A/go = dim.M 3 on peut supposer P, minimal dans V(M) ,
et M contient un sous-module N isomorphe & A/Eo $ comme
a(m) p d(N) , on est ramené & prouver notre assertion pour N .

Soit alors QOC P4 Ceea & p, une chaine d'idéaux premiers dans A .
On doit montrer que n € a(N) . C'est clair si n =0 . Sinon, on

peut choisir xep,r , avec 1-142c> . Comme la chafne g1C - Cp,
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appartient & V(N/xN) , le lemme 1 montre que dim.N/xN = dim.N-1 ,
et que 4(N/xN) £ d(N)~1 , d'ol notre assertion en vertu de 1'hypo-

thése de récurrence appliquée & XN/xN .

ii) On.a 4a(M) £s(M) .
Soit a = (x1,...,xn) ,avec a Cr , et M/aM de longueur finie.
L'idéal g = a + ¢ {)Ann(M) est alors un idéal de définition de A ,

et Pa(M) = Pq(M) . D'aprés la proposition 9 du chapitre précédent,

le degré de Pa(M) est § n , d'od a(M) ¢ s(M) .

iii) On a s(M) ¢ dim.M .

On raisonne par récurrence sur n = dim.M [Epi est fini,
d'apreés 117'. Supposons n»1 , et soient p. les idéaux premiers
de V(M) tels que dim.A/gi =n § ces iddaux sont minimaux dans
V(M) y donc en nombre fini. Ils ne sont pas maximaux puisque ny 1 .
Il existe donc x&€r , tel gque x¢ p; pour tout i . Le lemme 1
montre que s(M)s(M/xM) + 1 , et dim.Mydim.M/xM + 1 . Par hypo-
thése de récurrence, on a s(M/xM) { dim.M/xM , d'ou le résultat
cherché, cqfd.

Le théoréme ci-dessus est le principal résultat de la théorie de la

dimension. On en tire notamment:

Corollaire 1t On a dim.M = dim.M .

I1 est en effet clair que d(M) ne change pas par complétion.

Corollaire 2: La dimension d'un anneauw semi~-local noethérien A est

finie. Cette dimension est égale au nombre minimum d'éléments de E(A)

engendrant un idéal de définition.

Clest 1'égalité dim.M = s(M) pour M =4 .

Corcllaire 3: Les idéaux premiers d'un anneau noeth érien vérifient
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la condition des chaines descendantes.

Par localisation, on se raméne au cas local, ol notre assertion

résulte du corollaire 2.

Corollaire 4: Soit A un anneau noethérien, soit P un idéal premier

de A , et soit n un entier. Les deux conditions suivantes sont

équivalentes:

(1) nt(p)¢ n .

(ii) I1 existe un idéal a de A , engendré par n éléments, tel

gue p s0it un élément minimal de W(a) .

Si (ii) est vérifide, 1'idéal _Ap est un idéal de définition

de Ap y d'od (i) . Inversement, si (i) est vérifié, il existe
un idéal de définition b de Ap engendré par n éléments

xi/s y SE€A-p . L'idéal a engendré par les x, vérifie alors (ii) .

ZGPour n = 1 on retrouve le "Hauptidealsatz" de Krull.i]

Corollaire 5: Soit A wun anneau semi-local nocethérien, et soit M un

A-module de type fini. Soient p, les idéaux premiers de V(M) tels

que ht(gi) = dim.M . Si xer(d) , ona dim(M/xM) ) dim.M-1 et

il y a égalité 8i et seulement si x n'appartient & aucun des

By -
Cela résulte du lemme 1, combiné avec les égalités dim.M = s{M)

et dim(M/xM) = s(M/xM) .

3. Systémes de paramétres.

Soit A un anneau semi-local noethérien, et soit M un A-module

de dimension n . Une famille (x1,...,xs) d'éléments de r(A) est

appelée un systéme de paramétres pour M si M/(x1,...,xs)M est de
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longueur finie, et si s = n . D'apres le théoréme 1, il existe

toujours de tels systémes.

Proposition 6: Soient Xyyeesyx, des éléments de r . On a alors:

dim.M/(x1,...,xk)M + k p dim.M .

Pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que x1,...,xk

fassent partie d'un systéme de paramdtres de M .

L'inégalité résulte du lemme 2, itéré k fois. S'il y a égalité, et
Si Xy g9eeesX, (n = dim.M) est un systdme de paramétres de
M/(x1,...,xk)M y le quotient M/(x1,...,xn)M est de longueur finie,
ce qui montre que TygeeesXy est un systéme de paramdtres de M .
Inversement, si XypeeesXy est un systéme de paramétres de M , on

a n-k ) dim.M/(x1,...,xk)M , cqfd.

Proposition 7: Soient x1,...,xk¢.£1A) . Les conditions suivantes

sont équivalentes:

(a) Les x; forment un systéme de paramétres de M .

(b) Les x; forment un systéme de paramdtres de M .

(¢) Les x; forment un systéme de paramdtres de 4 = A/Ann(M) .

C'est évident.

C - ANNEAUX NORMAUX

1. Caractérisation des anneaux normaux.

Un anneau A sera dit normal s'il est noethérien, intégre, et
—— 9 ,

intégralement clas (dans son corps des fractions). Par exemple, tout
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anneau principal est normal; si K est un corps, 1l'anneau de séries
formelles K[[X1,...,Xn]] et l'anneau de polyndmes K[X1,...,Xﬁ]
sont des anneaux normaux.

On rappelle d'autre part qu'un anneau A est appelé un anneau de

valuation discréte s'il est principal, et s'il posséde une seule classe
P pal, D

d'éléments extrémauxj c'est un anneau local.

Proposition 8: Soit A un anneau local intégre noethérien, d'idéal

maximal m . Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) A est un anneau de valuation discréte.

(ii) A est normal et de dimension 1 .

(iii) A est normal, et il existe un élément a # O dans m

qui engendre un idéal m-primaire.

(iv) L'idéal m est pricipal et non nul.

(1) = (ii) est trivial.

(ii) == (iii) car si a est un élément non nul de m , 1'idéal
m est le seul idéal premier de A contenant aA , et aA est donc
bien m-primaire.

(iii) —=) (iv). Puisque m est un idéal premier "essentiel" de
ah , il existe xe€A , x¢aA , tel que mxC aA . On a done
r_n_xa,dc A et xa—1¢A . 3i 1'idéal _xg_xa.—1 était contenu dans m ,
comme m est de type fini, on en conclurait que xa-1 est entier
sur A , ce qui serait contraire & 1l'hypothése de normalité. Il existe
donc tem tel que txa'1 s0it un élément inversible u de A .

Si y est un élément de m , ona y = (yxa_1)u_1t s ce qui montre

que m = tA , d'ou (iv) .
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(iv)#(i). Si m=tA ,ona m =t"A , et comme mg_n=0 R
pour tout élément non nul y de A il existe n tel que ye gn
et 3r¢gfﬂ4 . On a donc y = t™u y aVvec u inversible dans A ,
d'ou YA = t7A $ comme tout idéal de A est somme d'idéaux principaux,
on en conclut aisément que tout idéal de A est de la forme 7 ’

dtou (i) .

Proposition 9: Soit A un anneau intégre noethérien. Pour gue A

80it normal, il faut et il suffit qu'il vérifie les deux conditions

suivantes:

(a) Si p est un idéal premier de hauteur 1 de A , l'anneau

local Ap est un anneau de valuation discréte.

(b) Les idéaux premiers essentiels de tout idéal principal non

nul de A sont de hauteur 1 .

Si A est normal, il en est de m@me de ses localisés AP 3 si p
est de hauteur 1 , on a dim(Ap) =1 , et la proposition g montre
que AP est un anneau de valua.;ion discréte. De plus, si a 74 o ,
et si —geAss(A/aA) , la proposition 8, appliquée & Ap y montre que
Ap est un anneau de valuation discréte, et c'est en pa.;ticulier un
a,;neau de dimension 1, d'ol ht(p) =1 .

Réciproquement, supposons (a) et (b) vérifids, et soit K le
corps des fractions de A . Soit x = b/a. un élément de X § suppo-
sons que x appartienne a4 tous les Ap s Pour ht(g) =1 4§ ona
donc be aAp pour ht(p) =1 , et d.';prés (b) ceci entraine b eaA ,
d'ol x €A _. Ainsi, ona A =ﬂAP y pour ht(p) = 1 . Comme les

Ap sont normaux, il en est de m@me de leur intersection, cqgfd.
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Remarque: La démonstration précédente montre que la condition (b)

équivaut a la formule A = (R‘Ap pour ht(p) =1 .

Corollaire: Si A est normal, et si p est un idéal premier de

hauteur 1 de A , les seuls idéaux primaires pour p sont les

(n)

"puissances symboliques" P , définies par la formule

g(n)= gnApﬂA (ny1).

En effet, les idéaux p-primaires de A correspondent bijective-

ment aux idéaux BAp-primaires de Ap s lesquels sont évidemment

de la forme 'EnAE y n )1 , puisque Ap est un anneau de valuation

discréte.

2. Propriétés des anneaux normaux.

Pour un exposé systématique (dans un cadre un peu plus large, celui

des '"anneaux de Krull" ), on renvoie a 1'Idealtheorie de Krull, ou

4 l'Algébre commutative de Bourbaki. On va se borner & résumer les

principaux résultats.

Soit A wun anneau normal, et soit K son corps des fractions. Si

p est un idéal premier de A de hauteur 1, on notera vp la valuation

discréte normée associée & 1l'anneau Ap 3 les éléments xe&A tels
que vp » n forment 1'idéal E(n) . 51 «x f 0 , 1'idéal Ax n'est

contenu que dans un nombre fini d'idéaux premiers de hauteur 1 § on a

done Vp(x) = 0 pour presque tout p , et cette relation s'étend
aussit®t aux éléments x de K* . Les valuations vp vérifient en

outre le théoréme d'approximation suivants

Proposition 10: Soient B, » 1441 {k , des idéaux premiers de
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bhauteur 1 de K , deux & deux distincts, et soient niég y 11k

Il existe alors xeK* tel que:

vgi(x)zni (1€ 1 k) et vB(x))O pour 27421,...,21{ .

Supposons d'abord tous les n, ) 0 , et soit S = ﬂ (A - I—)i) .
Soit B = AS « I1 est clair que l'anneau B est un anneau semi-local,
dont les idéaux maximaux sont les giB , et les anneaux locaux
correspondants les A . Comme ces derniers sont principaux, il en

=i
résulte facilement que B est lui-m@me principal; si x/s sy BE€ES
o n’k.B
est un générateur de 1l'idéal Py e Py sy on voit tout de suite
que X 7répond a la question.

Dans le cas général, on choisit d'abord un yeK* tel que les
entiers m, = v
i Py
premiers de hauteur 1 de A , autres que les B; tels que vq (¥)

=J

(y) soient ( n, . Soient g, ,..., 3 les idéaux

soit ¢ 0 , et posons 8 = =V, (y) . D'aprés la premidre partie
=J

de la démonstration, il existe un z €A tel que v_ (2) = n, -m
i

o o

et 4 (z) = sy - L'élément x = yz répond alors
=J
cqfd.

la question,

Un idéal a de A est dit divisoriel si ses idéaux premiers
essentiels sont tous de hauteur 1 § en vertu du corollaire i 1la
proposition 9, il revient au méme de dire que a est de la forme
ﬂ Ei(ni , avec n, y 0 et ht(l_ai) =1 j; onadonc x€a si et
seulement si xe€A et Vgi(x) »n; pour tout i . On étend immé-
diatement cette définition aux idéaux fractionnaires non nuls de K
par rapport &4 A . Les idéaux divisoriels correspondent bijective-—

ment aux diviseurs de A , c'est-a-dire aux éléments du groupe

abélien libre engendré par les idéaux premiers de hauteur 1 . Tout
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idéal principal est divisoriel, et le diviseur correspondent est

dit principal (ce qui permet de définir un groupe de classes de

diviseurs).

Un anneau A est appelé un anneau de Dedekind s'il est normal

et de dimension K 1 . Ses idéaux premiers de hauteur 1 sont alors

(n)

maximaux, et l'on a p = gn . Tout idéal non nul est divisoriel.

Un anneau noethérien A est dit factoriel s'il est normal et
si ses idéaux divisoriels sont tous principaux (il suffit d'ailleurs
que ses idéaux premiers de hauteur 1 le soient); il revient au
méme de dire que deux éléments de A admettent un pged. Tout élément
de A se décompose & la fagon habituelle:

n
1 "
X=uTr1 ...Trk [}

oi. u est inversible et les TQ_ irréductibles; cette décomposition

est essentiellement unique.

3. Fermeture intégrale.

Proposition 11: Soit A un anneau normal, de corps des fractions K ,

et soit L wune extension finie séparable de K . La fermeture

intégrale B de A dans L est un anneau normal, gqui est un A-module

de type fini.

Soit Tr(y) la trace dans l'extension L/K d'un élément y de L .
On sait que Tr(y)eA si yeB 7 de plus, puisque L/K est séparable,
la forme A-bilindaire Tr(xy) est non dégénérée sur L . Soit B¥
l'ensemble des yel tels que Tr(xy)e & pour tout yeB ; du fait

que B contient un sous-module libre E de rang EL:K] ’ B® est
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contenu dans E¥* qui est libre, et comme B C B* s, B est égale-
ment un A-module de type finij en particulier, B est un anneau

noethérien, donc un anneau normal, cqfd.

Remarques:

1) L'ensemble B* est un idéal fractionnaire de L par rapport

& B , que 1l'on appelle différente inverse de B par rapport & A .

Il est facile de voir que c'est un idéal divisoriel de L , et on

peut donc le déterminer par localisation en les idéaux premiers de
hauteur 1. On est ainsi ramené au cas des anneaux de valuation dis-
crdte, pour lesquels on définit en outre discriminant, groupes de
ramification, etc.

2) Lorsque l'extension L/K n'est plus supposée séparable, il
peut se faire que l'anneau B ne soit pas noethérien (et a fortiori
ne soit pas un A-module de type fini): on en trouvera un exemple dans

Nagata (Note on integral closures of Noetherian domains, Mem. Kyoto,

£.28, 1953).

D - ANNEAUX DE POLYNOMES

1« Dimension de 1'anneau .AEK1,..., X#] .

Lemme 3: Soit A un anneau, soit B = A[X] s Soient p'cC p"

deux idéaux premiers de B , distincts, tels que E'(j A et p'MN 4

soient égaux au méme idéal premier p de A . Alors p' = pB .

En divisant par pB , on se raméne au cas ou p =0 . En localisant
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ensuite par rapport & S = A - {Q} , On Se raméne au cas ou A est

un corps, et le lemme est alors évident, A(?] étant principal.

Proposition 12: la dimension de A[XJ est comprise entre dim(A) + 1

et 2 dim(4) + 1 .

Si 20(: see C:Er est une chaine d'idéaux premiers de A , on

pose 2{ =p.B , p!

= ! i
B Priq giB + XB , et 1'on obtient une chaine

d'idéaux premiers de B de longueur r+1 . Donc dim(B) ) dim(4) + 1 .
Si maintenant Eé<: ...C:.gé est une chaine d'idéaux premiers
de B , et si 1l'on pose Bi = g{l\ A 4, le lemme ci~-dessus montre

que l'on ne peut pas avoir p;, = « On peut donc extraire

Pi+1 = Ri42
de la suite des p; une chaine comprenant au moins (s+1)/2 éléments,
c'est-4-dire de longueur au moins (s-1)/2 ; d'ou (s-1)/2 ¢ dim(4) ,

cqfd.

Remargue:

Il y a des exemples de Seidenberg montrant que dim(B) peut
effectivement prendre toute valeur intermédiaire entre dim(A) + 1

et 2 dim(A) + 1 . Voir également P. Jaffard, Théorie de la dimension

dans les anneaux de polyndmes (Memorial Sci. Math., n°146, 1960).

Toutefois, dans le cas noethérien, nous allons voir que l'on a néces-
sairement dim(B) = dim(A) + 1 .
Dans les deux lemmes ci-dessous, on pose B =.AE&J . 51 a désigne

un idéal de A , on note a' 1l'idéal aB = a® B .

Lemme 4: Soit a un idéal de A , et soit P un idéal premier

de A minimal dans W(a) . Alors p' est un idéal premier de B

minimal dans W(a') .
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On peut évidemment supposer a =0 . Si p' n'était pas minimal,
il contiendrait strictement un idéal premier g . Comme g’fa\A =P
est minimal dans A , on a nécessairement g(] A=p , et l'on

obtient une contradiction avec le lemme 3.

Lemme 5: Supposons A noethérien. Si p est un idéal premier

de A , ona ht(p) = ht(p') .

Soit n = ht(g) « D'aprés le corollaire 4 du théoréme 1, il existe
un idéal a de A , engendré par n éléments, tel que p soit
élément minimal de W(a) . D'aprés le lemme précédent, p' est
élément minimal de W(a') , et le corollaire 4 du théoréme 1 montre
que ht(g')‘g n . L'inégalité opposée résulte de ce que toute chafne

2y 14

{p.} d'idéaux premiers d'extrémité p définit dans B une chaine

{p!} de mdme longueur et d'extrémité p' .

=1

Proposition 13: Si A est noethérien, ona dim(A[X,,...,X ]) =dim(4)+n.

I1 suffit évidemment de prouver ce résultat pour A[?] . On sait
déja que dim(A[X]) Yy dim(4) + 1 , et il s'agit de prouver la réci=-
progue. Soit donc gé Cc ... C 2} une chaine d'idéaux premiers
de B = A[{] s et soient p;, = gi N & . siles B sont distincts,
ona r ( dim(4) . Sinon, soit j le plus grand entier tel que
Bj = Byjeq ° Vu le lemme 3, on a 23 = ng , d'0o1 (lemme 4)
ht(ES) = ht(gj) , et comme ht(g:j) Y3 4 ona ht(gj) y J ¢ Mais
d'autre part, Ej C: Ej+2<:"'° (-l P. est une chaine d'idéaux premiers
dans A . On a donc r-j-1 + ht(gJ.)\( dim{(A) , d'olt r-t £ dim(4)

cqgfd.
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2. Le lemme de normalisation.

Dans tout ce qui suit, k désigne un corps. Une k-algébre A est

dite de type fini si elle est engendrée (comme k-algébre) par un

nombre fini d'éléments X3 il revient au m8me de dire qu'il existe

un homomorphisme surjectif
k[X .., xn] — 4.

Théoréme 2: Soit A une k-algébre de type fini, et soit 2, C ...(:.QP

2

A , algébriquement

une suite croissante d'idéaux de A , avec

a
—p
de

Il existe alors des éléments Xygeeey X

indépendants sur k , et tels que:

a) A soit entier sur B = kEx1,..., xﬁ] .

b) Pour tout i , 1 §1gp , il existe un entier h(i) y ©

tel que gi[fﬁ B soit engendré par (x1,..., xh(i)) .
Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer le théoréme lorsque A

est une algébre de polyndmes k[?1,..., Ym] . En effet, on peut écrire

A comme quotient d'une telle algébre A' par un idéal gé $ notons
a! 1l'image réciproque de a. dans A' , et soient x! des éléments
=i —t i
de A' vérifiant les conditions du théoréme vis-a-vis de la suite

1 1] 1 s 3
a; (:gq C e O 2? « Il est alors clair que les images dans A

des x! , ou i > h(0) , vérifient les conditions voulues.

Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que A = k[Y1,..., Y;] ’
et nous raisonnerons par récurrence Sur D .
A) p =1 . Distinguons deux cas:

A1) L'idéal a

1 est un idéal principal, engendré par X, ék .
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Ona x, = P(Y1,..., Ym) , o P est un polyndme. Nous allons

voir que, pour un choix convenable des entiers Ty Y 0, 1l'anneau 4

est entier sur B = k[;1, Xpyeeey x;] y avec:

T

xi=Yi-Y11 (2€i ¢ m).

Pour cela, il suffit évidemment que Y1 soit entier sur B . Or Y1

vérifie l'équation:

r r

2 m
+Y1 geeegy Xm+Y1 )—X =Oc

(*) P(Y1’ x 1

2

i
™M
o]
'-sd
(e}
(ol

Si l'on écrit P sous forme de somme de mondmes P
p = (p1,..., pm) s 1'éguation précédente s'écrit:

P r D
2 my m
LA (Xm + Y1 ) - X1 = O .

S, 1 T2
apY1 (x2 + Y1 )
Posons f(p) = P, TPy toeee rPn s et supposons les Ty choisis
de telle sorte gque tous les f(p) soient distincts (il suffit par
exemple de prendre ri = ki y O k est un entier strictement plus
grand que tous les pj). Il y aura alors un systdme p = (p1,...,pm)
et un seul tel que f(p) soit maximum, et 1'équation s'écrira:

apr(P)+ Z Q,(x) Y? =0 ,

i< £(p)

équation qui montre bien que Y1 est entier sur B .

Ceci montre gue k(y1,...,ym) est algébrique sur k(x1,...,xm) ,
donc les x, sont algébriquement indépendants, et B est isomorphe
3 k[x1,...,xm] . De plus, a,( VB = (x,) ;5 en effet, tout élément
qE:_a,_1mB s'éerit q = x,9' , avec q'e Amk(x,',...,xm) , et 1'on
a A(N\k(x1,...,xm) = kEx1,...,xﬁ] puisque cet anneau est intégrale-—

ment closj donc q'&B , ce qui achéve de démontrer les propriétés a)

et b) dans ce cas.
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A 2) Cas général.

On raisonne par récurrence sur m , lecas m=0 (ou mBme m= 1)
étant trivial. On peut évidemment supposer a, f 0 . Soit donc X,

un élément non nul de a, 3 ce n'est pas une constante puisque a, f A .
D'aprés ce que l'on vient de voir, il existe tz,...,tm s tels que
Xy s t2,...,tm soient algébriquement indépendants sur k , que A
soit entier sur C = k[?1 ’ t2,...,tm] y et que x1A.(\C = x1C .

D'aprés l'hypothése de récurrence, il existe des éléments xz,...,xm
de k[ﬁz,...,téj satisfaisant aux conditions du théoréme pour 1l'al-
gébre k[tz,...,tm] et 1'unique idéal g_1f\k[t2,...,tm] . On voit

alors tout de suite que Xy9XpyeengX répondent & la question.

B) Passage de p-1 & p .

Soient t1,...,tm des éléments de A satisfaisant aux conditions

du théordme pour la suite a, C ... C:§ﬁ) , et soit r = h(p-1) .

-1
. . . 1z

D'aprés A 2), il existe des éléments X, qr00e9X, de k[}r+1,...,t¥]

satisfaisant aux conditions dv théoréme pour k[§r+1,...,té] et pour

tiaz . - .
1tidéal g’-pnk[trﬂ’”"tm] + En posant Xy ti pour i r , on

obtient la famille cherchée, cqfd.

3. Applications. I. Dimension dans les algdbres de polyndmes.

Notation: Si A est une algébre intégre sur un corps k , nous
noterons dim.alkA le degré de transcendance sur k du corps des

fractions de A .

Proposition 14: Soit A vune algdbre intégre de type fini sur un

corps k . On as
dim(A) = dim.al & .

D'aprds le lemme de normalisation (théoréme 2), il existe une sous-al-~
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gébre B de A qui est isomorphe & une algébre de polyndmes
k[k1,...,Xn] et qui est telle que A soit entier sur B . D'apres
la proposition 3, on a dim(A) = dim(B) , et d'aprés la proposition 13
ona dim(B) = n 3 d'autre part, si l'on désigne par L et X les

corps des fractions de A et de B , on a

dlm.alkL = dim.ale =n |,

puisque L est algébrique sur X . D'oll la proposition.

Variante. Au lieu d'appliquer la proposition 13, on peut appliguer
le lemme de normalisation & une chaine d'idéaux premiers de A . On
en déduit tout de suite que la longueur de cette chaine est inférieure

ou égale & n (avec B = k[?1,...,Xﬁ]) et on conclut comme ci-dessus.

Corollaire 1: Soit A wune algébre de type fini sur un corps k , et

soit p un idéal premier de A . On a coht(p) = dim.alk(A/g) .

Ctest évident.

Corollaire 2 ("Nullstellensatz"): Soit A une algébre de type fini sur

un corps k , et soit m un idéal maximal de A . Le corps A/m  est

algébrigue sur k .

En effet, puisque m est maximal, on a coht(g) =0 , et l'on

applique le corollaire 1 .

Proposition 15:¢ Soit A une algébre intégre de type fini sur un

corps k et soit n = dim(4) . Pour tout idéal premier p de A

on a:

ht(p) + coht(p) = n , i.e. dim(Ap) + dim(4/p) = dim(4) .

D'aprés le lemme de normalisation, il existe une sous-algeébre B de A ,
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isomorphe a k[k1,...,X;] , telle que A soit entiére sur B , et
que

pB = (x,...,x) .

Posons p' = BIF\B . Comm p' contient la chaine

0C (X)) Ceee C(XpyeeesX)
on a ht(g}) »h o, et 1'inégalité opposée résulte de ce que p'
est engendrée par h éléments; donc ht(p') = h . D'autre part
B/E'n kEkh+1""’XA] ce qui montre que coht(g') = n-h . Comme A
est entier sur B , et que B est intégralement clos, les théoremes
de Seidenberg montrent que ht(p) = ht(p') et coht(p) = coht(p') .

Dtou la proposition.

Corollaire 1: Les hypothéses étant celles du théoréme 2, on a

ht(g,d) = h(i) .

C'est en fait un corollaire de la démonstration.

Nous dirons qu'une chaine d'idéaux premiers est saturée si elle
n'est contenue dans aucune autre chaine de mémes extrémités (autre-
ment dit si 1l'on ne peut intercaler aucun idéal premier entre deux
éléments de la chaine); nous dirons qu'elle est maximale si elle
n'est contenue dans aucune autre chafne, ou, ce qui revient au méme,
si elle est saturde, si son origine est un idéal premier minimal et

8i son extrémité est un idéal maximal.

Corollaire 2: Soit A une algébre intégre de type fini sur un

corps k . Toutes les chaines maximales d'idéaux premiers de A

ont m8me longueur, & savoir dim(4) .
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Soit Eoc P, c ... C p, une chafne maximale d'idéaux premiers.
Puisqu'elle est maximale, ona p =0 , et Py est idéal maximal de A.
On a donec

dim(A/go) = dim(A) et dim(A/Bh) =0 .

D'autre part, puisque la chafne est saturée, on ne peut intercaler

-1 =i

aucun idéal premier entre p. et p. 3 on a donc dim(A/gi_1)p =1,
=i

et la proposition 15 permet donc d'écrire:

dim(A/_p_i_1) - dim(A/}_)i) =1 .

Comme dim(A/go) = dim(A) et dim(A/gh) =0 , on en déduit

bien h = dim(A) , cqgfd.

Remargues:

1) On peut décomposer le corollaire 2 en deux parties:

a) Pour tout idéal maximal m de A , on a dim(Am) = dim(4) .
b) Toutes les chaines maximales d'idéaux premiers d; Am ont
mé&me longueur. -

Nous verrons au Chapitre suivant que la propriété b) est vraie,

plus généralement, pour tout anneau local qui est guotient d'un anneau

de Cohen-Macaulay (et en particulier d'un anneau local régulier).

2) Le corollaire 2 peut, lui aussi, se déduire directement du

lemme de normalisation.

4. Applications. II. Permeture intégrale d'une algébre de type fini.

Proposition 16: Soit A wune algdbre intégre de type fini sur un

corps k , soit K son corps des fractions, et soit L wune extension

finie de K . La fermeture intégrale B de A dans L est alors

un A-module de type fini (et en particulier c'est une k-algébre de
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type fini).

[TOn comparera ce résultat & celui de la proposition 113 nous
ne supposons plus que A soit un anneau normal, ni que L/K soit
séparable~;7

D'apreés le lemme de normalisation, A est entier sur une sous-—
algébre C isomorphe & kEk1,...,X;] y ¢ B est évidemment la

fermeture intégrale de C dans L . Il suffira donc de faire la

démonstration lorsgque A est une algébre de polyndmes. De plus, quitte
a4 augmenter L , on peut supposer que l'extension L/K est quasi-ga-~
loisiennej si l'on note M 1la plus grande extension radicielle de X
contenue dans L , l'extension L/M est séparable. Soit D 1la
fermeture intégrale de A dans M 3 si l'on sait que D est finie
sur A , la proposition 11, appliquée & L/M , montrera que B est
finie sur D , donc sur A . Finalement, nous pouvons donc supposer
que l'extension L/K est radicielle. L'extension L est engendrée
par un nombre fini d'éléments Yi s et il existe une puissance ¢
de l'exposant caractéristique de k , telle que
ﬁeK=k&“.nﬁﬁ.

Soient CpaeeesCpo les coefficients de tous les y? , exprimés

comme fonctions rationnelles en les Xj . L'extension L/K est alors
contenue dans L'/K , avec:

-1 1 1 ~1
L' = k'(x? ,...,xg ) , k' = k(c% ,...,cg ) .

La fermeture intégrale de A dans L' est visiblement égale &

o -1
- I S S I

et B' est un A-module libre de base finie. Donc B est fini sur A4 ,

qud.o
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Remarque: Dans la terminologie de Grothendieck (EGA, Chap.0, 23.1.1)
la proposition 16 signifie que tout corps est "universellement Jjaponais".
D'aprés Nagata, tout anneau de Dedekind de caractéristique zéro

(en particulier Z) , tout anneau local noethérien complet, est

universellement japonais (cf. EGA, Chap.IV, 7.7.4.)

5. Applications. III. Dimension d'une intersection dans 1l'espace affine.

Il s'agit de démontrer que, si V et W sont deux sous-variétés
irréductibles d'un espace affine, et si T est une composante irré-
ductible de V(YW , on a 1'inédgalité:

codim(T) ) codim(V) + codim(W) .

En langage algébrique, cela s'énonce ainsi:

Proposition 17: Si p' et p" sont deux idéaux premiers de 1'algibre

des polyndmes A = k[x1,...,Xn] sy ou k est un corps, et si p est

un élément minimal de W(p' + p") , on a:

ht(p) ) bt(p') + ht(p")

Démontrons d'abord deux lemmes:

Lemme 6: Soient A! et A" deux algébres intégres de type fini

sur k . Pour tout idéal premier minimal p de A't&kA“ y On a:
coht(p) = dim(A" ® A") = dim(aA") .

(En langage géométirique: le produit de deux variétés k—irréductibles
de dimensions r et s se décompose en variétés irréductibles qui

ont toutes pour dimension rT+s )

Soient B' et B" des k-algébres de polyndmes dont A' et A"
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soient extensions entiéresj soient KXK', K", L', L" les corps des

fractions de A' , A",. B', B" ., On a le diagramme d'injections:

0 —3L'@® L' —> K'®, K"

! T

o_ﬁB'Qk - __9 Al@k AN

f I

0 0

Comme KXK' eost L'-libre et K" est L"-libre, KXK' Qk K" est
L @k L" -librej en particulier, c'est un module sans torsion sur
l'algébre de polyndmes B! q{ B" . L'idéal premier p coupe donc
B! @k B" guivant O , et le théordme de Cohen-Seidenberg montre
que

coht(p) = dim(B' ® B") = dim(B') + dim(B") = dim(A') + dim(A") ,

cqfd.

Lemme 7: Soit A une k-algdbre, soit C = AQk A , et soit

: C—34A 1'homomorphisme défini par Lp(a.@b) =adb .

(i) Le noyau 4 de Y est 1'idéal de C engendré par les éléments

1®a ~a@®1 , pour ael .

(ii) Si p' et p" sont deux idéaux de A , l'image par P de
1'idéal p'® A+ A @p" +d est égale & p' + p" .

Il est clair que 1 ® a -—a ® 1 appartient & d pour tout ae€ 4 .

Inversement, si Z a’ibi = 0 , on peut écrire:
Ya, @b = J(a.@1-1@3a.)(1@0D,)
197 L\%4 i i’

ce qui montre que z a; ® bi appartient & 1'idéal engendré par les
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(a,i@ 1 -1@ ai) . L'agssertion (ii) est triviale.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition. Posons
C=~AGA , D= 4a/p'® A", r=p'@ A+AGD" .

On a la suite exacte:

0—3r—3C —3D—30 .

Soit P =KP—1 (E) 3§ c'est évidemment un idéal premier minimal de
W(_c_i_ + 3) y et son image Q dans D est donc un idéal premier
minimal de W(d') , en notant 4' 1l'image de 4 dans D . Mais
le lemme 7 montre que d est engendré par les n éléments Xi®1 - 10Xi;
on voit donc que ht(g) £ n . Soit 9*0 un idéal premier minimal de
D contenu dans Q 3 on a a_ fortiori ht(ygo) {n . Mais, d'aprés
le lemme 6, on a
dim(D/Q ) = dim(a/p') + dim(4/p") 3
comme
nt(Q/Q.) = dim(D/Q ) - dim(D/Q)

on trouve:

n),ht(g/@o) = dim(4/p') + dim(4/p") - dim(4/p) , cafd.

Remargue: La méthode de démonstration a consisté, grosso modo, &

remplacer le couple (g', g") par le couple (g, 1_') . C'est ce

que l'on appelle la réduction & la diagonale (c'est l'analogue

algébrique de la formule VW = (VxW)N A ) . Nous verrons au
Chap.V que cette méthode s'applique & des cas sensiblement plus géné-
raux, et permet notamment d'étendre la proposition précédente & tout

anneau régulier.
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CHAPITRE IV -  DIMENSION ET CODIMENSION HOMOLOGIQUES

~
A - LE COMPLEXE DE L'ALGEERE EXTIRIEURE (KOSZUL)

1« Le Cas Simple .

La plupart des résultats des paragraphes 1 et 2 sont valables
sans hypothése noethérienne § soit donc A un anneau commutatif,
a élément unité, et x un élément de A . Nous noterons alors
KA(x) le complexe suivant: Kﬁ(x) =0 si nfgo, 1 et
KA(x) = Kg(x): L.

En fait, nous identifierons A et Ko(x) et nous choisirons
une fois pour toutes un isomorphisme de A sgur K1(x) , défini
par 1l'image e de 1 dans K1(x) . La dérivation 4 : Ky—> K

du complexe K(x) sera définie par la formule

a(a ex) = a.X , si a e A .

Si M est un A-module unitaire, nous noterons K(x,M)
le complexe produit tensoriel K(x)@AM . Alors K(x,m)n =0
si nfgo, 1 K(x,M) = Ko(x)QAM = ¥  (nous identifierons
ces modules), K(x,M)1 = K1(x)OAM et la dérivation
d : K(x,m)1_..>x(x,m)o est définie par la formule 3

d(exa m) =x.m ou mé€MN . Les modules d'homologie de

K(x,H) sont tout simplement
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M/X'M

Ho (K(x,M) )

H1(K(XQM)) (0 : (X)) = Ann(x) .

Plus généralement, si L est un complexe de A-modules, les
modules d'homologie du complexe  K(x) OAL sont reliés simplement

aux modules d'homologie de L

Proposition 1 ¢ Sous les hypothéses ci-dessus, on a pour tout entier

P des suites exactes 3

0 —> Ho(K(x)GA HP(L)) - Hp(K(x)@AL)

— H1(K@AHP_1(L)) —s>0 .

En effet, pour tout entier p |, (K(x)@AL est une

p-1)p
somme directe :

KoL), = K (He,L) + (Kol ) -

Si 1'on considére Ko(x) et K1(x) comme des A-modules,

on obtient ainsi une suite exacte de complexes :

'd
et la suite exacte correspondante des modules d'homologie

det
K, ®, HP(L) — K &, HP(L)_> HP(KQAL)—_.9

deo 1
—> K0, up_1(L) — >k ®, Hp_1(L) .
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La proposition en résulte, car

HO(K oHp(L)) = Coker [(K1®Hp) ——;(KOQHP)]
H1(K¢Hp_1(L)) = Ker (K,0 HP_1).___,(K°@HP_1) .
Corollaire : Si £ Y-—>1u est un complexe acyclique sur M,

et si x n'est pas divigeur de O dans M , alors K(x)@A_'I

est un complexe acycligque sur M/xM .

En effet, il suffit d'appliquer la proposition au complexe

L=U¥= (Mn) . On obtient alors Hp(K(x)® AE) = 0 si p>t1 , et

H1(K(x)aAg)2 H1(K(x)®A H (1)) = H1(K(x)®AM)= (0« (x))u .

2. Acyclicité et propriétés fonctorielles du complexe de

l'algébre extérieure .

Si maintenant x,,...,x, sont r éléments de A nous

désignerons par KA(x1,...,xr) le complexe produit tensoriel :

KA(x1,..-.,xr) = KA(X1)®AKA(:{2)@A QAKA(xr) .

Alors Kp(x1,...,xr) ~ est un A-module libre engendré par

les ei1®...®ei ’ 11<12<...<1P y OU e:.L=.eXfL ,

et en particulier est isomorphe & AF(A") , produit extérieur

&
eme r P
P de A , d'od le nom de complexe de 1l'algébre extérieure

donné & KA(X“...,xr) .
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Si M est A-module , on note K(x1,...,xr 3 M)  ou
K(z,H) 1le complexe produit K(x“...,xr)@AM = K(E)QA;I
(x désigne la famille {x“...,xr} ) « Le module KP(_:E,M)
est ainsi somme directe des modules ei1 QA v ®A e:.L @AM ,
3 i i see i 3ri i 4 I&i
ol  i,<i,< <i, , et la dérivation 4/ KP(;_:_, ) —
— Kp_1(5,M) est donnée par la formule

d(e. ® o e ® e Qm) = Z (-—1)k+1e, o see @ é. XD oo @ e. @(X. m) .
i i k i, 1 i i
P k D k

Dans la suite nous désignerons par H;(_JE,M) le peme module

d'homologie du complexe KA(E,M) . On a manifestement
HO(?E!M) = M/(x1,...,xr)M et Hr(EaM) = (0 (XT"”’XI‘))M .

Les deux propositions suivantes étudient le cas od les modules

d'homologie sont nuls pour Pp>»0 .

Proposition 2: Si, sous les hypothdéses précédentes, et pour tout i

?

Tgigr , x; nlest pas diviseur de 0 dans M/(xo,x1,...,xi_1).LI ,

<

od x =0 , alors HP(E,M) =0 our p>O0 .

La proposition est vraie si r = 1 , car dire que
H1(x1,M) = (C (x“)) est nul, c'est dire que x, n'est pas

diviseur de 0 .

Supposons donc T > 1 ot la propriété démontrée pour le

complexe K(x1,---,xr_1;M) et prouvons la pour K(xv...,xr;M) :
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alors l'application canonique de Ko(x1,...,xr_1;M) dans
B (xq5eeeyX,_q3H) = 3/ (xyyeee,x ) Qéfinit  K(xy,ee0,x,_3H)
comme complexe au-dessus de M/(x1,...,xr_1)lu1 y et le corollaire

& la proposition 1 s'applique & notre cas.

Proposition 3¢ Si, en plus des hypothdses précédentes, on suppose

A noethérien et M de type fini, et gi les > PR lgigr

appartiennent au radical r(A) de A , alors, les assertions

suivantes sont équivalentes ¢

a) HP(E,M) = 0 our P> 1 .
b) H1(E’M) = 0

c) Pour tout i, 1«eigr , x; n'est pas diviseur de zéro

d.ans M/(xo,x1,...,xi_1)M .

I1 reste & montrer que b)=¢) , ce qui a déja été fait

ai r=1 .,

On peut donc supposer que la démonstration a §té faite pour

K(x1,...,xr_1;M) et la faire pour K(x‘l""’erM) .

Or la suite exacte @
0 ~—>HO(K(xr) ® H1(x1,...,xr_1;M)) —>H,(z,id) —>
—9H1(K(xr) ® Ho(x1,...,xr_1;M)) —>0

entraine que H1(x1,...,xr_1;I=~I)/xr.H1(x1,...,xr_1;IJ) et

H1(K(xr) ® Ho(x1, coe ,xp_1;h1)) sont nuls , donc que
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H1(x1,...,xr_1;M) et H1(xr;Ho(x1,...,xr_1;M)) le sont
(Na.ka.ya.ma.) et, module d'hypothése de récurrence, ceci entrafne

le résultat cherché.

Corollaire: La condition ¢) ne dépend pas de l'ordre de la suite

x = fapenm ) -

La correspondance entre M et K(x,M) est évidemment

fonctorielle pour x donné, et le foncteur U —> K(x,4) est
exact. Si C——m " -—Y{— " —> 0 est une suite exacte,

on obtient une suite exacte de complexes :
0— K(x,M') —s K(x,M)}——> K(z,M")—> O

et une suite exacte d'homologie

o‘_§ Hr(._x.’M' ) > Hr(E,M) —éHr(E,M")—-% Hr-1(£,M') —_—p + e

vec —5H1(£9M")——> Ho (E’M')———> Ho (E:M) _—> Ho (EsM")—%O

En outre Hg(E,M) est naturellement isomorphe & HomA(A/gc_,M)
et Hﬁ(E,M) i (4/3) ®,f (od x désigne, par abtus de notation,
1'idéal engendré par x1,...,xr) . Ces isomorphismes naturels de
foncteurs se prolongent de maniére unique en des transformations

naturelles ? et qj (Cartan~Eilenberg, Chap. III)

¢ Brty(A/z,M) —> HE (z,M) et

Y H: (z,¥) ——aTorf_‘( Afx,M)
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Si les hypothéses de la proposition 2 gont satisfaites pour
M =A , l'application canonique de K‘;(_:g) sur A/x fait alors

de KA(E) une résolution projective de A/E et devient un

isomorphisme § en particulier A/:_z; a pour dimension homologique =

(voir le paragraphe C) .

Nous laissons au soin du lecteur de démontrer que sous les mémes
hypothéses C/ est un isomorphisme (Il existe un isomorphisme de
Hom(Ki(E),M) sur Kr_i(:_z)QM qui commute avec les

opérateurs bord) .

Dans le cas général, soit B 1'anneau des polynomes en

indétermindes  X;,.ee,X. &4 coefficients dans A , i.e.

B = A EX1,...,X] » Définissons sur A et M des structures
T

de B-modules par les égalités : XiQ = 0 si Q€A et

X;m = x;m gi meg# . Alors KB(X1,...,XI_) fournit une

résolution projective de A et K‘A(E,M) = KB(-X“...,Xr;M) $
on a donc l'isomorphisme naturel : H'é(é,M) = Tor?(A,M) -~ Extll;-i(A,M).

Dtod la

Proposition 4% L'annulateur de H‘?(E,M) y —ooLiL 4o |

contient x et Ann M .

On sait en effet que AnnB('I'oriB(A,M))  AnnpA + Anngl

mais A.nnBA = (X.],...,Xr) at An.nB:M > .AnnA:M -+ (X1 - x.l,.c.,Xr-Ir)l
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Enfin, on démontrererait sans difficulté que si S est une
partie miltiplicativement stable de 4 , K(x,Mg) == K(x,U)q
ot H(;_,MS) = H(ZaM)s . De méme si A est noethérien et
¥ de type fini, et si 1'on munit les A-modules de la filtration
- N ~ ~ZN
x-adique on &  K(xz,M) = K(x,M) , H(x,M) = H(x,M) ;
les relations entre K(x,M) et K(G(x), G(X)) vont faire

l'objet du paragraphe suivant :

3. La suite spectrale associdée au complexe de l'algébre extérieure.

Munissons, sous les hypothéses ci-dessus, le module M de la
filtration x-adique et désignons par G(1I) et G(A) 1les
gradués associés & M et A, par §1,..., ¥, les images de
Xqseee,X, dans gc/_:_:_z et par 5_ la suite ;1”"’§r ou
1'idéal engendré par cette suite dans G(A) lorsqu'il n'y aura

pas de confusion.

Le complexe KG(A) (?) ® 6(4) a(M) est manifestement
somme directe des modules Kp(;_,;_iM)/Kp(lc_,g_iHM) que nous
noterons Kp(g . Gi(M)) « En outre, la différentiation d de
K(x,M) applique Kp(z,ziM) dans KP_1(3_,£ 1M) et induit donec

une application

3K (8, o) —s K, (F, 0p,,00) .

Cette application d définit sur X( ;, (M) une

structure de complexe, somme directe des complexes

B - B o, em) .
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En fait, la graduation de  K( § , G(M)) définie par les
E;(E,M) est associée g une filtration de K(:_:_,M) compatible
avec d : désignons en effet par F K(x,M) la somme directe

i>»o .
FK(x,M) = @ KP(E’?}.]-M) , od U=

p+i=n
Alors 4 applique FK(x,M) dans FK(x,M) , on a
menifestement  FK(x,M)/F° 'K(x,M) = Ex(x,M) et I est

induit par d dans ce passage su quotient.

Nous nous trouvons ainsi dans la situation du Complément au

Chapitre II,A , et il existe une suite spectrale dont le terme

"E " ntest autre que €D ED(x,M) et qui sboutit & Hi(x,H) .
n
Le terme "E1" de cette suite est donnéd par la formule
El(x,M) = H(E(z,M))
n ! n -9
et est somme directe (pour p+i=n) des modules
B (x,M) = H (K(? G, (M) ue nous noterons H (f G.(M)).
p, it “p 297 y 4« p 2V

Le terme "Epe" peut étre construit de la manidre suivante
si FnHD(E,M) désigne l'image de Hp(F‘n'K(E,M)) dans

1% +i i+ 14y
Hp(lc_,M) , ona Ep,i(z,M) = ™ HP(E,M)/F PHP(E,M).



Iv=-10

On sait que la filtration de HP(E’M) est x-bonne et que

la suite spectrale converge au sens du Chepitre II .

Pour 1'étude plus précise de cette suite spectrale,

nous allons nous restreindre au cas suivant ¢ A est

noethérien, M est un A-module de type fini, M/_{M est

de longueur finie st _X_C._I_‘(A) .

Alors pour tout entier p , Hg(lc_,M) est annulé par
x + AnnM . A fortiori V(Hg(E,M)) TN Wx) et
mA(
P

x,M) est un A-module de longueur finie.

De méme, Hp(§ , G(M)) est un G(A)-module gradué de
longueur finie, et comme _§_ appartient & son annmulateur,
clest méme un  G(A) /§ = A/x-module de longueur finie :

en particulier Hp<§’ Gi(M)) = 0 si i est grand.

Ceci va nous permettre de calculer la caraciéristigne

d'Buler—Poincaré X,(H(g_, G(M)) = x(g_, o(M)) =
- S (-0PAE(F, )
p=0 =

En effet, comme Hp(g, Gi(M)) = 0 pour i grand, on a

X(F, 0) = 33 23 (=0 & (F,0,m)

i=0 p=0

si s est assez grand (la ‘"caractéristique d'un complexe vaut

celle de son homologie"),



Iv-11

J=3 1 j=8 o
- X - S %)
) i=g- T D .

5 2 (07 (0 00)

T T

(-1)P &K (x,M)/% (x,5°77* ')

(-0P(E) A/ )

T

L

{
p=0

-1)p(;) PX(M,t-p) pour t grand (t=s+1).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette derniére
T
quantité n'est autre que APX(M,S) (avec les notations du

Chapitre II), quantité que nous noterons désormais ex(M,r).

Ainsi ’)(,(3, a(x)) = eE(M,r) .

La convergence de la suite spectrale :

EI: i(E,M)@Eg (@M= ... =5 (x,X) entrafne les égalités :
’ ’ byl

YE, o) = X(E(zm) = X(F(zW) =eem X(EMzM)
et cette derniére quantité vaut Svidemment ¢

2(A(x,M)) = Zr: (=1)P {(HP(E,M)) , parce que la filtration de
p=0

HP(E,M) est séparée (x cz(a)) .
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Nous pouvons résumer les résultats dans le

Théoréme 13 Si 1'idéal x = (xg,ess,x,) de 1'anneau noethérien

A est contenu dans le radical de A, si M est un A-module de

type fini tel que M/_X_M soit de longueur finie, alors :

a) Les modules Hp(_:g,M) sont de longueur finie, soit h_p(_;_:_,M) .

iy
b) Si (z,H) = (-1)% n (z,M) , alors (x,4) = e_(M,r) .
X 1‘; D 2 X x0T

Le calcul de X (x,M) peut encore se faire 4 1'aide des

modules HP(K/F:LK) isomorphes & HP(EaM) si i est assez grand.

4. La codimension homologique d'un module sur un anneau semi-local.

Si M est un module sur 1l'annean semi-local A , et si =

désigne le radical de A , on appelle M-suite de A toute suite

a = {8‘1""’31)} d'éléments de r qui satisfont aux condi-

tions équivalentes :

a) Pour tout i , 1£ip - n'est pas diviseur de O

dens  M/a, M, ol a =0 et g ;= (agyeee,a q).
b) K(a,M) est un complexe acyclique (en dimension > 0 ) .

c) Hi(a,k) = 0 .
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L'équivalence de ces trois assertions a déja été démontrde 3
en particulier, css conditions ne dépendent pas de l'ordre de
la suite. Si 1'on désigne par M, le module  H/ail , et

31

)

Une telle suite b existe (et poss@de au moins un élément) si

{b“...,b83 est une Mp-suite, la suite

{31’”"&p’ b?""’be} est une Iil-suite.

et seulement si r contient un élément qui n'est pas diviseur de
0 dans MP y c'est—d-dire si et seulement si r n'est pas

associé & Mp .

Cette derniére condition équivaut encore & 1'égalité
Bomf(k,M ) =0 of k = A/ ffet, si 1d8al

m(k, M) = od k = A/r (en effet, si aucun idé
maximal de A n'est associé & M , r n'annule aucun élément
de M et réciproquement), et ne dépend que du nombre p , et non

de la suite a ', comme il résulte de la

Proposition 5! Sous les hypothéses ci-dessus, Hom(k,hflp)::'_Extp(k,M) .

La proposition est vraie si p=0 . Supposons la donc démontrée
pour tous les A-modules N et les N-suites de moins de p
éléments, et montrons la dans notre cas Comme {az,...,ap}
est une M ,-suite, on a Hom(k,Mp) >~ Extp_1(k,m1) , et il reste
- P-1 ~ p . rys
& montrer que Ext (k,M1) ~ Ext"(k,M) 3 mais lthomothétie
définie par a, dans M donne naissance aux suites exactes :

a4
00— i > I —> M, > 0 et
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a
coo—y Ext? (k1) —3 mxtP! (,b, ) = Bxt®(k, M) Ly ExtP(x,M) .

or, Ext® (kM) = Hom(k,M__,) = 0 et l'annulaceur de

Ext®(k,M) contient Ann(k) = L et a, : l'homomorphisme de

Extp—1(k,M1) dans ExtP(k,M) est donc un isomorphisme, g.e.d.

Supposons maintenant M # O . La suite d'idéaux 24 C:.§1...(:‘§1C: oo
étant strictement croissante, il est clair qu'il existe une M-suite maximale
i: {a1,...,ap} .

On a alors Ext®(k,M) # 0 et p est le plus petit entier ayant
cette propriété; en particulier p ne dépend pas de la suite maximale

choisie. D'ou la

Proposition et définition 6: Toutes les M-suibtes maximales ont le

m8me nombre d'éléments, soit p . Toute M—suite peut 8tre prolongée

en une M-suite maximale. L'entier p est la borne inférieure des n

tels gque Extn(k,M) f O et s'appelle la codimension homologigue codhA M

de M . (On l'appelle aussi la profondeur de M .)

Corollaire: Avec les notations ci-dessus, codhA Mi = codA M-i .

La codimension homologique de M s'interpréte aisément & ltaide
de la variété V(M) associée & M . En effet, toute M-suite de A
peut &tre construite de -1z manidre suivante: soit do la plus petite de

cohauteurs des idéaux premiers associés & M et a, un élément quelcongue

1

de r qui n'appartient & aucun de ces idéaux premiers (a1 existe si

aucun idéal maximal de A n'est associé & M ). Alors a est le premier

1
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€lément d'un systéme de paramétres de M et ntest pas diviseur de O

dans M ; par suite, si M, = M/a1M s Oon a les égalités:

codh, M, = codh,M - {1 et dim, M

1 My n y My = dimM -1

Désignons maintenant par d1 la plus petite des cohauteurs

des idéaux premiers associés & M $ on a évidemment do £ dim, ¥

1 A

et d, R dim, M, . Je dis qu'en outre:

s, =d -d -1)0 .

1

En effet, si p est un idéal premier associé & M , il suffit
de prouver que p + (a1) est contenu dans un idéal premier q as-
socié & M1 » Ou comme a, annule M1 y Que P annule un élément de
M, , c'est-a~dire que Hom(4/p, M1) £0 .

Mais on a la suite exacte:
a
1
O -— Hom(4/p, M) -— Hom(A/p, M) ——3 Hom(4A/p, M1) —) e

et Hom(A/g,M1) contient le module non nul Hom(A/E,M)/a1 Hom(A/p,M)

(lemme de Nakayama) et n'est donc pas nul, c.q.f.d.

Si d1 % 0 , s0it a un élément quelconque de r qui n'appar-

2
tient & aucun idéal premier associé & M1 « Alors [a1, azi appar-
tient & un systéme de pmmmetres et est une M-suite; soit M, = M1/a2.M1...
On construit ainsi de proche en proche des modules M,M1,M2 see AUX~
guels sont associés les nombres do’ d1, d2,..., gy Spyecey et la

M-suite {a1, a2,...,} . Le procédé s'arréte lorsque dp =0 et

fournit les égalités:
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dlmA M= dlmA Mp +p, codhA Mp =0 et

0

La proposition précédente affirme que le nombre p et la
somme des "sauts", 8y teeot sp s ne dépend pas de la construction
faite. En outre, si l1'on compare le raisonnement fait avec la con-

struction d'un systéme de paramétres, on voit que toute M-suite peut

8tre prolongée en un systéme de paramétres:

Proposition 7: Si p est un idéal premier associé &8 M , codhAM

( dim A/g o Toute M-suite peut &tre prolongée en une suite de

paramétres.

Reste & établir quelques propriétés fonctorielles de codhAM .
La définition & l'aide des "Exit" permet d'en étudier gquelques-unes.
Par exemple, si O —3} M’ —3 M —3J M" ——5 0 est une suite exacte,

on a l'inégalité: codh,M ) Inf(codhA M', codh, M")....

De mBme si l'on munit M de la topologie r-adique, on a
/n\ R » iy
Bxt, (k,M) = Exty (k,M) , donc codh,M = codhiM et la

a

Proposition 8: Toute M—suite maximale de A est une M-suite

LY
maximale de A4 .

En effet: si avec les notations ci-dessus, a = {51,...,ap}

est une M-suite de A on a les suites exactes:

a,
i N N .
0 — Mi-1 -_ Mi—1 - Mi >0 et donc aussi

<3
=2

a a. ~
1 \
0 = Mi—1 _— Mi—‘l Y0 .
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~

La suite a est donc une ﬁ-suite de A . Si en plus a est
maximale pour M , elle est maximale pour ﬁ (égalité des codimen—
sions).

La codimension homologique est une notion locale, comme

le montre la proposition:

Proposition 93 codhAM = Inf codhA . Mm sy O m parcourt les
m m =

idéaux maximaux de l'anneau semi-local A .

On peut le démontrer & l'aide des "Ext" , ou de la construc-
tion précédente, ou encore en remarquant qu'on peut supposer A
complet; mais alors A est somme directe d'anneaux locaux (com-
plets) et M somme directe de modules sur ces anneaux locauxs; le

résultat est trivial.

B) MODULES DE COHEN-MACAULAY

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau local noethérien,
d'idéal maximal r(A), et E désigne un A-module de type fini. On
note Ass(E) 1l'ensemble des idéaux premiers de A associés & E (cf.

Chap.I).

1. Définition des modules de Cohen-Macaulay .

On sait (prop.7) que, pour tout peiss(E) , on a dim(4/p) ) codh(E).
Comme dim.E = Sup.dim(4/p) pour pedss(E) , on a en particulier

dim.E }» codh.E.
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Définition 1: On dit que E est un module de Cohen-Macaulay

si l'on a codh(E) = dim(E) .

On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si c'est un mo-

dule de Cohen-Macaulay lorsqu'on le considére comme module sur lui-m@me.

Exemples. 1) Un anneau local d'Artin, un anneau local intégre
de dimension 1, sont des anneaux de Cohen-Macaulay.
2) Un anneau local intégre et intégralement clos de dimension 2
est un anneau de Cohen-Macaulay. En effet, si x est un élément non
nul de r(A) , les idéaux premiers p de Ass(A/xA) sont de hauteur 1,
donc distincts de r(A) puisque dim.A = 2. On en conclut que
codh(A/xA) » 1 d'ol codh(A) )2 , ce qui montre bien que A est

un anneau de Cohen-Macaulay.

Proposition 10: Pour que le A-module E soit un module de

~

Cohen-Macaulay il faut et il suffit que le A-module complété E

soit un module de Cohen-Macaulay.

Cela résulte des formules codh(E) = codh(E) et dim(E) = dim(E) .

Proposition 11: Soient A et B deux anneaux locaux noethé-

riens et soit \Fz A =23 B un homomorphisme qui fasse de B un

A-module de type fini. Si E est un B-module de type fini, alors E

est un A-module de Cohen-Macaulay si est seulement si c'est un B-module

de Cohen-Macaulay.

Cela résulte de la proposition plus générale suivante:

Proposition 12: Soient A et B deux anneaux locaux noethé-

riens, et soit Lf: A —3 B un homomorphisme gui fasse de B un
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A-module de type fini. Si E est un B-module de type fini, on a

alors:

cod.hA(E) = cod.hB(E) et dimA(E) = dimB(E) .

Lthomomorphisme  applique r(A) dans r(B) puisque B est
un A-module de type finij soit 8yyeeeya, uUne E~-guite maximale de E
considéré comme A-module. Si l'on pose bi = tP(ai) s les bi forment
une B-suite. De plus, cette B-suite est maximale; en effet, puisque
(ai) est maximale, il existe un sous-A-module non nul F! de
F = E/(a1,...,an)E qui est annulé par r(A) , et F' engendre un
sous-B-module de F qui est de longueur finie sur B , ce qui montre
bien que b1,...,bn est une suite maximale. On a donc
codhA(E) =n = ooth(E) . La formule sur la dimension se démontre

immédiatement.

2. Diverses caractérisations des modules de Cohen-Macaulay.

Proposition 13¢ Soit E un A-module de Cohen-Macaulay de

dimension n . Pour tout pegAss(E) , ona dim.A/p=n , et D

est un élément minimal de Supp(E) .

On a en effet dim(E) ) dim(A/p) ) codn(E)  (cf.n°2), d'ol
dim(4/p) = dim(E) = n , puisque les termes extr2mes sont égaux.
De plus, p contient un élément minimal p' de V(E) , et
p'€Ass(E) , on le sait; ce qui précdde montre que dim(4/p')=n=dim(4/p)

d'oi}. E' = B ] C-q.f.d..

Proposition 14: Soit E un A-module de Cohen-Macaulay de

dimension n , et soit =xezr(A) tel que dim(E/xE) = n-1 . Alors
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1'homothétie définie par x dans E est injective, et E/xE est

un module de Cohen-Macaulsey.

Soient p,y...,p, les éléments de Ass(E) . Si x appartenait &
l'un des p, , disons p, , on aurait p, & V(E/xE) , d'ol
dim(E/xE) Yn .« Donc x ntappartient & aucun des p; s ce qui signi-
fie que lthomothétie définie par x dans E est injective. On a
alors codh{E/xE) = codh(E) - 1 (corollaire de la pmp. 6), d'ol le

fait que E/xE est de Cohen-Macaulay.

Théoréme 2: Si E est un module de Cohen-Macaulay, tout systéme

de paramétres de E est une EBE-guite. Réciproguement, si un systéme

de paramétres de E est une E-suite, E est un module de Cohen-Ma~—

caulay.

Supposons que E soit un module de Cohen-Macaulay de dimension n
et soit (x1,...,xn) un systéme de paramétres de E . Nous allons
montrer par récurrence sur k que (x1,...,xk) est une E-suite et
que E/(x1,...,xk)E est un module de Cohen-Macaulay. Pour k =0 |,
ctest dvident. On passe de k & k+1 en utilisant la prop.14, et en
remarquant que dim(E/(x1,...,xk)E) = n-k puisque les x; forment
un systeéme de paramétres de E .

La réciproque est triviale. .

Corollaire: Si E est un module de Cohen-Macaulay, et si a

est un idéal de A engendré par une partie & k éSléments d'un systéme

de paramdtres de A , le module E/aBE est un module de Cohen-lacaulay

de dimension égale & dim(B) -k .
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Cela a été démontré en cours de route.

La condition du th.2 peut se transformer en utilisant les résultats
de (A) . Soit E un A-module de dimension n , et soit
x = (x1,...,xn) un systéme de paramétres de E ; on note également

1'idéal engendré par les X, . On désigne par en(EJE) la multi-

plicité de x par rapport & E (cf. théoréme 1), par Hq(z,E) les
groupes d'homologie du complexe de l'algébre extérieure défini par
x et E , par GX(E) le module gradué associé & E filtré par la

filtration Zx-adique. Avec ces notations, on a:

Théoréme 3¢ Soit E un A-module de dimension n . Si E est

un module de Cohen-Macaulay, pour tout systéme de paramétres

X = (x1,...,xn) de E , on a les propriétés suivantes:

i) e (x,E) = {(B/xB), longugur de E/xE .
ii) 6 (B) =  (8/xB) E(1,...,Xr] .
iii) H:(gc_,E) =0

iv) Hq(g,E) =0 pour tout qy 1 .

Réciproquement, si un systéme de param@tres de E vérifie 1l'une quel-

conque de ces propridtés, E est un module de Cohen-MNacaulay.

Chacune des propriétés i), ii), iii), iv) est équivalente au fait

que x est une E-suite: pour 1iii) et iv) , c'est la prop.3 ;
d'autre part i) et ii) sont équivalents (Chap.II, th.2); iv) en-
traine i) d'aprés le théordme 1; enfin 1ii) entralne que les

Hi(g ,G(E)) sont nuls pour i » 1 et que HO(S ,G(E)) = E/xE , ce
qui entratne (cf. suite spectrale de 4), n°3) que Hi(EJE) = 0 pour

iy 1 .« Le théoréme résulte de la.
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3. Variété dtun module de Cohen-Macaulay.

Théoréme 4: Soit E un module de Cohen-Macaulay de dimension n ,

et soient X y...,X €& r{(A ) tels que dim.E/(x1,...,xr)E = n-r .

Tout élément p de Ass(E/(x1,...,xr)E) est tel que dim(4/p) = n-r .

L'hypothése signifie que XyyeeesX, forment une partie d'un
systéme de paraméires de E . D'aprés le corollaire au th.1, le
module guotient E/(x1,...,xr)E est un module de Cohen-Macaulay de

dimension n-r , et le théordme s'ensuit en appligquant la proposition 13.

Le th.4 caractérise les modules de Cohen-Macaulay. De fagon pré-

cise:

Théoréme 5% Soit E wun module de dimension n . Supposons gue,

pour toute famille (x1,...,xr) d'éléments de r(A) tels gque

dim.E/(x1,...,xr)E = n-r , et pour tout ;36Ass(E/(x1,...,xr)E)

on ait dim(4/p) = n-r . Alors E est un module de Cohen-Macailay.

On raisonne par récurrence sur n , le cas n = 0 étant trivial.
Supposons donc ny1 . En appligquant l'hypothése & la famille vide
d'éléments x, , on Voit que dim(4/p) = n pour tout peAss(E) ;

comme dim(E)»1 , il y a donc x,€r(A) qui n'appartient 3 aucun des

1
p€Ass(E) . Lthomothétie défire par x, dans E est alors injective,
et 1l'on a:

codh(E) = codh(E/x1E) +1 , dim(E) = dim(E/X1E) + 1 .
De plus, il est clair que le module E/x1E vérifie les hypothéses du

th.5 avec n-1 au lieu de n 3 d'aprés l'hypothése de récurrence

c'est donc un module de Cohen-Macaulay, et il en est de méme de E .
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Théoréme 6% Soit E un module de Cohen-Macaulay de dimension n

et soit B(ESupp(E). Il existe alors un entier r , et une partie & r

éléments XyyeensX, d'un systéme de paramétres de E , itels gue

ge:Ass(E/(x1,...,xr)E) . On a alors dim(4/p) = n-r, dim(Ep) =r |,

et Ep est un Ap—module de Cohen-Macaulay.

Soit Xy3e-+yX, une partie d'un systéme de paramétres de E con-
tenue dans p et maximale pour cette propriété. Soient B; les élé-
ments de Ass(E/(x1,...,xr)E) ; d'aprés le th.4, on a

dim(A/gi) = n-r pour tout i .

I1 en résulte en particulier que les D; sont les éléments minimaux
de V(E/(x1,...,xr)E) . Comme pe&V(E) , et que les XyyeeerX,
sont contenus dans p , on a geV@/&1“.”;JE) , e p con-
tient 1'un des B soit Py - Je dis que p = Py - Sinon, en

effet, on aurait dim(A/p) < dim(4/p,) = dim(4/p;) , d'ol p # p;

pour tout i , et on pourrait trouver dans p un élément xr+1

n'appartenant & aucun des p; le systéme TypeoerX g ferait alors

partie d'un systéme de paramétres de E , contrairement au caractére

maximal du syst@me X, gese4X .
1? L

On a donc D= 21

condition de 1l'énoncé, et prouve en m8me temps que dim(A/g) = n-r .

s ce gui montre que les X5 vérifient la

De plus, les x5 forment une Ap—suite de E

, qui est en m&me

temps un systéme de paramétres, puisque p est élément minimal de

V(E/(x1,...,xr)E) . Ceci prouve bien que Ep est un module de Cohen-

Macaulay de dimension T , c.q.f.d.
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Corollaire 1¢ Tout localisé d'un anneau de Cohen-Macaulay est un

anneau de Cohen-Macaulay.

Corollaire 2¢ Soit E un module de Cohen-Macaulay, et soient Py P!

deux éléments de Supp(E) y avec pc E’ . Toutes les chafnes saturées

d'idéaux premiers joignant p & p' ont alors m8me longueur, & savoir

dim(4/p) - dim(a/p') .

Il suffit de considérer le cas ou p et p' sont consécutifs,

cl'est-a-dire ou dim.AP,/BAp, =1 5 il faut alors montrer que

dim(4/p) - dim(4/p') =1 . Or, en appliquant le th. 5 au module E ot

on trouve:

dim.E = dim.B , - dim.AE,/gAE, = dim.E, -1 .

Fn Mappligquant & E , on trouve:

dim.E = dim.E - dim.A/p

dim.E_, = din.E - dim.4/p' .
En éliminant dim.Ep et dim.Ep, de ces trois équations, on obtient

bien dim.A/p - dim.4/p' =1 , c.q.f.d.

Corollaire 3: Soit A un anneau quotient d'un anneau de Cohen-—

Macaulay, et soient PC 2' deux idéaux premiers de A . Toutes les

chaines saturées d'idéaux premiers joignant p & p' ont alors méme

longueur, & savoir dim.A/p - dim.A/p' .

On se raméne aussitdt au cas d'un anneau de Cohen-Macaulay, qui est

un cas particulier du cor.2 .

Corollaire 4: Soit A un anneau local intégre, quotient d'un

anneau de Cohen-Macaulay, et soit p un idéal premier de A . On a

dim.A = dim.A_ + dim.A/p .
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Cela résulte du cor.3 .
Remarque. L'intér8t des corollaires 3 et 4 provient du fait que tous
les anneaux locaux de la géométrie algébrique (ou analytique) sont

des quotients d'anneaux de Cohen-Macaulay - et en fait m8me des

quotients d'anneaux réguliers, cf. § D).

4. Idéaux premiers et complétion.

A

Soit A un anneau, et soit A .sa complétion. Si p est un
~
idéal premier de A , 1'idéal pA n'est plus en général premier
dans A 3 a priori , il se peut m@me que sa décomposition primaire
fasse intervenir des idéaux premiers immergés . On se propose de
montrer dans ce qui suit gque ce phénoméne désagréable ne se produit

pas lorsque A est un anneau de Cohen-Macaulay.

On va tout d'abord démontrer une proposition générale:

Proposition 15 ¢ Soient A et B deux anneaux noethériens,

B étant une A-algebre. On suppose gue B est A-plat. Scit E un

A-module de type fini. On a alors:

ss (E & -= ss .
(%) 4ssy(E®,3) pgAj%A(E) Assy (B/pB)

Soit pe& Ass(E). On a une suite exacte 0 —3 A/p —E ,
dtoli, puisgue B est A-plat, une suite exacte 0 —3 B/BB ———)IEQ?&B s
et on en déduit que AssB(B/EB) - AssB(E]QQ&B) « On a donc prouvé
que le membre de droite de la formule (3% ) est contenu dans le
membre de gauche.

Pour prouver l'inclusion en sens inverse, soient PyseesByp
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les éléments de Ass(E) y €%t soit O =m Qi une décomposition
primaire réduite correspondant aux B, - Le module E se plonge
dans la somme directe des E/Qi y €t E &AB se plonge donc aussi
dans la somme directe des E/Qi ®AB ’

On en déduit : AssB(E ®AB) < U AssB(E/Qi @AB) ,

et 1'on est ramené & voir que AssB(E/Qi @AB) = ASSB(B/EiB) qutrement

dit, on est ramené au cas ot Ass(E) est réduit & un seul élément P -

Plagons nous donc dans ce casj on sait que l'on peut trouver une
suite de composition de E formée de modules du type A/g,( ’
ol c_lo( est un idéal premier qui contient P - En passant &

B @AB s on en conclut que :

Assy(E ®3B) < AssB(B/l_)B) U (S(j AssB(B/go( B) ,
ol les Ay contiennent strictement p . Soit S = A-p 3 les
homothéties définies par les éléments de S sont injectives dans E ,
donc aussi dans E @AB puisque B est A-plat; on a donc p! n S = ¢
A contient siric-
tement p , on a (A/g,o( )S =0 , d'oh (B/gO(B)S =0 , et 2![] S£g

pour tout p'e AssB(B/go( B) . On a donc AssB(E @AB) N AssB(B/go(B) =g,

pour tout p'é€ Ass(E ®AB) . D'autre part, puisque

ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 7: Soit A un anneau de Cohen-Macaulay, et soit P un

idéal premier de A . Tout élément p'€ Assi(A/EA) vérifie alors

1'ézalité dim.A/j_p_' = dim.A/g (1'idéal pA n'a donc aucune compo-

aante immergée).

Soit r = dim.A = dim.A/p . D'aprds le théordme 6, il existe une

partie &2 r &léments XygeeesXy, d'un systéme de paramétres de A
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telle que peAss(E) , ou B = A/(x1,...,xr)A . De plus, d'aprés le
the4 4, le module E est un module de Cohen-Macaulay de dimension

~

dim.A/g . I1 en est donc de mé&me du module complété E . Dlaprés la
prop.5 (qui s*applique puisque A est A-plat), on a Ass(A/pA) <
<< Ass(E) . Mais, d'aprds la prop.3 appliquée & E , tout g'e;Ass(E)

vérifie dim.A/p' = dim.E , d'olt le résultat.

Corollaire: Soit E wun module de type fini sur un anneau de

Cohen-Macaulay, et soit =n un entier » 0 . 3i tout EzeAss(E) est

tel que dim.A/p =n , il en est de mBme de tout p'e4ass(E) .

Cela résulte du th.7, combiné avec la prop.15 .

Remargue. On serait encore plus content si l'on avait g£= r\g' ’
avec les notations du th.7. Malheureusement, c'est faux en général
(m8me si A est régulier, cf. Nagata); c'est toutefois vrai pour les
anneaux locaux de la géométrie algébrique (théoréme de Chevalley), et
plus généralement pour les anneaux "universellement Japonais" de

Grothendieck (EGA, Chap.IV, §1) .

/
C) DIMENSION HOMOLOGIQUE DES MODULES NOETHERIENS

1) La dimension homologigue d'un module .

Nous allons d'abord rappeler les définition d'Eilenberg-Cartan.
Si A est un anneau commutatif, & élément unité différent de O
(noethérien ou non) et si M est un A-module non nul (de type fini

ou non), on appelle:

dimension homologie ou projective de M , la borne supérieure

(finie ou infinie) dh,M des entiers p tels que Ext® (M,N) # 0
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pour au moins un A-module N |,

dimension injective de M , la borne supérieure diAM des entiers

p tels que Exti (N,M) # 0 pour au moins un A-module N ,

dimension homologigue globale de A , la borne supérieure gldh A

des entiers p tels que Exti (M,N) % 0 pour au moins un couple
de A-modules.

Dire que dhA(M) =0 (resp. di M = 0 ) c'est dire que M est
projectif (resp. injectif).

Les inégalités qui suivent sont des conséguences directes

des propriétés des foncteurs Exti (M,N)

Si la suite O ~3) M'—— M —3 M" —5 O est exacte, alors:

dh, M § sup(d.hAM', d.hAM") et si 1'inégalité stricte a lieu,

. n o ] .
on a: dhA M dhA M'+1 3

di,M LY sup(diAM', diAM") et si 1'inégalité stricte a lieu

. 3 [ — : " .
on a: d1A M dlA M" + 1 3

dh,M" sup(dhAM, dhAM'+1) et si 1'inégalité stricte a lieu

° = ]
on at dhA M dhA M .

De m8me, si O = M (- M.1 < ... C Moo= M est une suite de

composition de M , dh,M £ sup dn, (M. /M, ,) ,
A il ANTiM i1
1 L1 4n

Proposition 16: Pour tout A-module M , di,M est la, borne supé-

rieure des entiers. p tels que Extz(N,M) % 0 pour au moins un

A~module de type fini N .
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Soit en effet dM cette horne supérieure. On a manifestement
1'inégalité diAM Yl et lt'égalité a lieu aussi manifestement
81 dM = + o0 . Supposons donc dM fini:
Si a4 =0 , Ext; (4/a,M) = 0 pour tout idéal a de A et tout
homomorphisme de a dans M se prolonge & A : donc M est injectif
(Cartan-Eilenberg, Chap.I) et di Q= =0,

Supposons maintenant le résultat prouvé si 4 M€n et montrons

le si dA M n (n)oO ) « il existe alors une suite exacte du type

0 3 M Y Q >N > 0
o Q est un module injectif et diAM = diA N+1 .+ On a manifeste-

ment aussi d M = 4d N+1 , et diAN = d N (hypothése de récurrence).

D'oh 4 M = diAM .

Corollaire (Auslander)! gldh A = sup dh M, oo L parcourt les

A
A-modules de type fini.

En effet, si l'on désigne par d (M,N) 1la borne supérieure des
entiers p tels que Exti (M,N) # 0 , on a les égalités:

gldh A = Sup d(M,N) = Sup (Sup 4(M,¥)) = Sup di, ¥ =
M,N N M N

= Sup(Sup A (M) = Sup (Sup 4 (MIN)) = Sup dh, M' ,
Ny oo M' N

ou M et N parcourent les A-modules, M' les A-modules de type
fini .

2. Le cas noethérien.

A partir de maintenant, A sera de nouveau supposé noethé-
rien et M sera un A-module de type fini:

Alors dhA M est la borne supérieure des entiers p tels que
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Exti (M,N) # 0 pour au moins un A-module de type fini N (Cartan-
Eilenberg, Chap.VI, prop.25). Or, tout N admet une suite de

i i = C e = A-"
composition O = N_ CNn N telle que Ni/Ni—1 A/gi y

-~

ou ps est un idéal premier de A . Il en résulte avec les nota-—
tions du paragraphe précédent que, d(M,N) s Sup d.(M,A/_p_i) et que
i

dh, M & Sup 4(M,A/p) o p parcourt les idéaux premiers de A
Y

La proposition 21, Chapitre VI, d'Eilenberg-Cartan peut ainsi

s8'énoncer:

Proposition 177 Les assertions suivantes sont égquivalentess

a) dh, ¥ & n.

b) ExtEH(M,A/E) = 0 pour tout idéal premier p de A .

¢c) Pour toute suite exacte O N, — e N, — U —)0

telle gue Mo,...,Mn_1 sont projectifs, Mn est projectif.

d) Il existe une suite exacte O YE, —> ... M, —m N —0 ,

otx les M, sont projectifs, ogin .

Bien entendu ExtP(M,N) et Tor™ (M,N) sont des A-modules de
; A ’ P

type fini si M et N 1le sont: en eitfet, si M est de type fini, il

existe une suite exacte:

Mn—’ LRI ;1\11 ;M

JM —30 ,

ou les Mi (i ), 0) sont des modules libres de type finij; les modu-
les Extz(IvI,N) et ‘1'61‘%(1’1,1‘7) sont donc des quotients de sous-mo-
dules de HomA(MP,N) et MP®A N , et ces derniers sont évidemment
de type fini.

Par un raisonnement analogue, on établit la
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Proposition 18 ¢ Si M et N sont des modules de type fini sur

1'anneau noethérien A , si Y3 A —9)B est un homomorphisme de

A dans un anneau B , si enfin B , muni de la structure de A-modu-

le déterminée par \P sy €st A-plat, alors en a des isomorphismes

naturels:
Tor® (M,N) &, B~ Tor® (ME,B,N® B) ; ot
go) ’ A ho) A’ A r =4

Y ~ Y
Ext, (M,N) GQA B = Bxty (M QQA B, N & B) .
Faisons, par exemple, la démonstration pour les 9Ext":
(Noter que celle pour les "Tor" vaut sans hypothése de finitude).
S3i avec les notations ci-dessus, M est le complexe défini

par (E)n =M, et 4 =Y , M @k B est B-libre et le complexe

y;_&A B , muni de l'augmentation €@&1 , fournit une résolution

projective de Mﬁ B . On a doncs
Ext? M®, B, &, B) < B°(Hom, (M®, B, ¥®, B)) =~ B°(Hom, (M,N)& B )
B A0 A B ‘=S4 ! A A LN)E B )

(car M est un module libre de type fini).

Mais B étant A-plat, on a évidemment:
Hp(HomA (M,1) @, B) ':)HP(HomA(M,N) )®, B = Exti(M,N) ® B, g.e.d.
Cette proposition s'applique si B = A [?J , o X est une
indéterminde, si 3B = L est le complété de A pour une topologie
m-adigue et si B = AS ol S est une partie multiplicativement
stable de A

Corollaire 1: Si (4,m) est un anneau de Zariski et M un A-modu-
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le de type fini, muni de la filtration m-adigue, on a

~

dh, M = db} ¥
En effet, si Ext (M,N) # 0 , Ext"(M,N) est séparé et son

complété Extn(M,N) n'est pas nul: d'ol d.hz M Yy dh, M .

L'inégalité opposée résulte de la propriété plus géndrale:
Proposition 19: Sous les hypothéses de la proposition précédente

dhy (B, M) £ db, M .

une résolution projective de M , la suite
0 —M &3B-—)... M ® BN ® B —30 est exacte;
dtautre part, Mn étant facteur direct d'un A-module libre, Mn ®A B

est facteur d'un B-module libre et est donc B-projectif, d'ol l'asser-

tion.

Corollaire 2: dh, N = S;p dhAp ME Sgp dhAm IvI_Hl y OO P par—

court les idéaux premiers de A et m les idéaux maximaux.

En effet, d'aprés la proposition précédente, dhA. Mp £ dhA M .
p-—

D'autre part, si Exti (M,N) =P # 0 , Pm est différent de O  pour
au moins un idéal maximal, d'ou l'assertion.

Le corollaire 2 raméne 1l'étude de la dimension homologique &

1'étude de la dimension homologique d'un module sur un anneau local:
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3. Le cas local.

Proposition 203 Si A est_un anneau local, m son idéal maximal,

k = A/m son corps résiduel et si M est un A-module (de type fini),

les propositions suivantes sont équivalentes:

a) M est libre .

b) M est projectif.

c) Tor1(M,k) =0 .

Les implications a)==3b) =)c) sont claires et il reste & montrer
que c)=—a) :

Supposons donc que Tor1(M,k) = 0 et soient X,y...,x ~des
éléments de M dont les images dans M/mM forment une k-base.
Soit P le A-module libre engendré par les lettres €yyceer®y
soit ‘F l'homomorphisme de P dans M qui applique e sur X,
ot soit N = Ker¥ s, L = Coker'f . On a alors une suite exacte:

0 3 N > P - M >L 30 , qui entraine la suite exacte
P/mP _ff._) M/mM— L/wL —30 .

Comme C? est surjectif, L/EL est nul, d'od L = 0 (Nakayama)

et Y est surjectif. Ainsi la suite O=—-JIN—3P — M -0
est exacte et donne naissance & la suite exacte:

Tor, (P,k) = 0~ Tor, (M,k) = 0 —3N/uN—3 P/mP——3 M/mM —30 .

Mais EF est injectif et N/wN et N sont donc nuls, c.q.f.d.

Corcllaire: Si A est un anneau noethérien et M un A-module de

type fini, M est projectif si et seulement si pour tout idéal maxi-

mal m de A , M est un A -module libre.

Résulte de l'égalité: dhAM = Sup dhA Mm .
m m —
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Théoréme 8: Sous les hypothéses de la proposition précédente;

les assertions qui suivent sont équivalentes:

a) d.hAMén .

b) Torg (M,N) =0 si p7?” n et si N est un A-module

A
c) Tor ., (Myk) =0 .

I1 est trivial que a) =>b) = c) . Montrons que ¢) =>a):

en effet, il existe une suite exacte du type:

\Pn \Fn—1 Po

les modules Mo ’ M1,....., Mn—1

0 i4&n1 .

Alors la suite O S Zi > M,

A
i i ) Zi—1 — 0 est exacte et

Tor, (Zi’k) = Tor, ., (Zi_1,k) si k )y 1 . Il en résulte que:
‘I‘or1(Mn,k) = Torz(Zn_z,k) = Torn(Zo,k) = Torn+1(M,k) =0
d'olt le résultat.

Corollaire 1: S8Si M est un module de type fini sur un anneau

noethdrien, les propositions suivantes sont éguivalentes:

a) dhAM\<n .

b) Torg (M,N) =0 si p) n et si N est un A-module.

c) Torg_l_1 (MyA/m) = O pour tout idéal maximal m .

Résulte du théordme et des deux propositions précédentes.

sont libres. Soit donc Z. = Ker ‘P
i i
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Corollaire 2: Si A est un anneau noethérien, on a les équivalences

a) gldh A  n.

A

b) Tor .,

(A/m, A/m) = O pour tout idéal maximal m .

En effet, il est trivial que a)——3b) . Réciproquement, si
Torh . (A/m, &/m) = O , Torh, (A/m, A/n) est nul pour tout idéal
maximal n (1l'annulateur de Torg(M,N) contient les annulateurs de

M et de N) . Donc dhA(A/g),s n et il existe une résolution pro-

jective 00— Ln-——) }Lo > A/m 30 .
. A
Mais ceci entraine que Torn+1(M,A/g) = 0 pour tout M ,

d'ou1 l'assertion.

/
D) LES ANNEAUX REGULIERS

On appelle anneau régulier un anneau noethérien de dimension

homologique globale finie.

1. Propriétés et €aractérisations des anneaux locaux réguliers,

Soit A un anneau local régulier, n = gldh A , m 1l'idéal maxi-
mal de A , k = A/g et M un A-module. La proposition suivante compare

dhA et codhA M et justifie le nom de "codimension homologique":

Proposition 21: dhA M + codhA M=n

La proposition est vraie si codhA M =0 , car il existe alors
une injection de k dans M (0 — k —)M ) , et, comme Tor — est

exact & gauche, une injection de Torn(k,k) dans Torn(M,k) :

0 —3 Torn(k,k) -~ Torn(M,k) .
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Mais, Torn(k,k) n'est pas nul (voir paragraphe 6) et il en va

de m8me de Tor_ (M,k) : d'on dhA M=0 .

o

Supposons maintenant la proposition démontrée par récurrence
pour tous les modules dont la codimension homologique est infé-
rieure & codhA M 4, et prouvons la pour M

Il suffit de considérer le cas ol codhA M ) 0 , clest-d-dire
ou il existe un a de 'm qui n'est pas diviseur de O dans M . On
a alors la suite exacte:
o——)Mf-)M——-)M1—-)o , ol M1=M/a.M , et ob codh, M,

codhAM - 1 .+ Comme par l'hypothése de récurrence,

codhA M1 + dhA M1 = n , il reste & prouver Qque dhA M1 = dhA M+1

Or, dans la suite d'homologies
Tor_(M,k) —a)Torp(M,k) —) TorP(M1,k) —3 Tor__, (M,k) 23 Tor_ _, (M,k) ,

a appartient & l'annulateur de k , et on a les suites exactes partid-

les:
0 —) ‘I‘orp(M,k) -—) Torp(M1,k) ---)Torp_1 (M,k) =30 .
Comme la nullité de Torp_1 (M,k) entratne celle de TorP(M,k) ,

on a l'équivalence 3 Torp(M,',k) = 0¢=>T0Tp_1 (Myk) = 0 c.q.f.d.

Corollaire 1: Pour gue dhA M soit égale &8 n , il faut et il suf-

fit que m soit assccié & M .

Corollaire 2t Supposons que dimsM = n . Pour gue M soit un module

de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit gque ce soit un A-module libre.

En effet " M est libre " & dh,M = 0 € codh M = n = dim.M .
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Corollaire 3: Tout anneau local régulier est un anneau de Cohen-—

Macaulax.

Cela résulte du corollaire 2, appliqué &8 M =4 .

Proposition 22: Soit A un anneau local régulier de dimension n ,

et soit B un anneau local, de dimension n , gui soit une A-algébre

de type fini {en tant que A-module). Pour gue B sgoit un anneau de

Cohen-Macaulay, il faut et il suffit gue ce soit un A-module libre.

Cela résulte de la proposition 11 et du Corollaire 2 ci~dessus.

Corollaire: Si B est régulier, c'est un A-module libre.

Cl'est clair.
Ceci nous permet de trouver dfautres caractérisations des

anneaux locaux réguliers:

Théoréme 9! Les propositions suivantes sont équivalentes:

a) A est régulier.

b) m peut &tre engendré par r = dim A éléments.

c) La dimension sur k de l'espace Vvectoriel g/g? est T = dim A .

d) L'anneau gradué Gm(A) y, aSsocié & l'anneau A muni de la filtra-—

tion m-adique, est isomorphe & l'algébre de polyndmes k 131...Xr] .

On sait que l'application canonique de m sur g/g? établit une
correspondance surjective entre les systémes de générateurs de m et
les k-bases de g/g? . Donc D) €& c). D'autre part, il est clair
que d) €Pc). Réciproquement b)4&—) d): car si m est engendré

par r éléments on a les inégalités:

1 <A Pﬁ(A,n) = eE(A,r) £ {(a/m) = 1
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dtoli e (A,7) = g(A/g) et la proposition 9 du chapitre II

s'applique.

Montrons 1l'implication b) et d)==a) : d) entratne que A
est un anneau de Cohen-Macaulay. Si donc x = '{x1,...,xrk est
un systéme de paramétres qui engendre m , x est une A-suite. Au-
trement dit, le complexe & gauche sur k,K(x,A) , fournit une réso-

lution projective (et m8me libre) de k :
d.n d.1 €
0 — Kn(z,A) —_—) eee -—-—)KO(E,A) —)k —30

KO(E:A) Y 4 et € est l'application canonique de A sur k .
Pour tout A-module M on a donc 1'égalité Torn(M,k) '?Hn(E,M).

En particulier Tor, (k,k) ¥ K (x,k) = B (x,k) = K, (0 & k ,

N A~ i A A
d*od Tor, k = /\ (kr),’l‘orr_'_1 (k,k) = 0, Tor (k,k) =k .

On a bien gldh A = r =n { + o ’ c.q.f.d.

Montrons enfin que: a)=——"> c):
De d.hAA=O et d.hAA+cod.hAA=n on tire cod.hAA=n y et
n=codh A { dimd=r .

Si, d'autre part, nous admettons que l'application canonique

de Ki(z,k) dans Tori(k,k) est une injection, ol x = (x1,...,xs) ,
s }/ T y désigne une systéme minimal de générateurs de m , i.e.

induit une base de m 22 (ceci est valable pour tout anneau local

A:; pour une démonstration voir Appendice I) on trouve que 'I'orr(k,k) £0
et donc que n » r . D'ol les inégalités:
~ g 2
r § Lx_n/g:k]‘ n=codhy A { dimd=1r ,
et le résultat.
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Corollaire 13 Si x = {x1,...,xr} est un systéme de paramétres

engendrant 1'idéal maximal m de 1'anneau local régulier A , et _si

M est un A-module, on a un isomorphisme naturel Tori(M,k) :'Hi(EJM) .

D'aprds le paragraphe (4) 2, on a alors m8me les isomorphis-—

mes Tor‘i‘ (k,M) '—"Hi(gc_,m) fExtrgl(k,M) .
En particulier Tori(k,M) est nul si et seulement si Ext® —(k,M)
ltest. On retrouve ainsi 1'égalite dhA M+ codh, M=1 .

A

Corollaire 2: (Théoréme de syzygies): Si A esit un anneau local

régulier de dimension n , n = dim A = gldh A .

Corollaire 3: Un anneau local régulier A est intégre et intégrale-

ment clos.
En effet G(A) est un anneau de polyndmes et est intdgre et in-
tégralement clos; mais si G(A) 1l'est, A 1l'est aussi (si A est sé-

paré).

Corollaire 4: (Auslander-Buchsbaum): Tout anneau local régulier est

factoriel.
C'est une propriété générale des anneaux intégres noethériens
intégralement clos dans lesquels tout idéal admet une résolution finie

par des modules libres (cf. Bourbaki, Alg.Comm., Chap.VII, § 4).

Les derniers corollaires que nous donnerons concernent les
anneaux locaux réguliers de petite dimensions

Corollaire 5: Un anneau, local de dimension O est régulier si et

seulement si c'est un corps.

Corollaire 6: Un anneau local de dimension 1 est régulier si et
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gseulement si ct'est un anneau de valuation discréte.

2. Propriétés de permanence des anneaux locaux réguliers ,

Si A est un anmneau local régulier, on appelle systéme régulier

de paramétres de A , tout systéme x = {;1,...,xn} de paramétres
de A qui engendre 1'idéal maximal m . Nous savons déja que tous
les systémes de param@tres de A sont des A-suites. Parmi ces sydémes,

les systémes réguliers sont caractérisés par la

Proposition 22: Si X,9ve0yX sont p éléments de 1'idéal ma-

ximal m de l'anneau local régulier A , les trois propositions

suivantes sont égquivalentes:

a) x1,...,xp font partie d'un systéme régulier de paramétres de A .

b) Les images X,ye-e9X_ de X, ,e.+,X. dans m m® sont lindaire-—
=8 lmages X, p & Xy X, cans n

ment indépendantes sur k .

¢) L'anneau local A/(x1,...,xp) est régulier, et sa dimension

vaut dim A - p .(Bn particulier (x1,...,xp) est un idéal premier.)

a) € b): En effet les systémes réguliers de paramdtres de A
2
correspondent aux k-bases de m/m° .

a), b) =yc): En effet on a une suite exacte:
0 —3 p/pN ° —3 n/n® —3 n/n® —0
o p = (x1,...,xp) et n = mn/p et donc les équivalences:
b)é:)[g/gﬂg2:kgl =p¢) E’l/g_zzk] = dim A - p
Mais, x1,...,xp faisant partie d'un systéme de paramdtres de
A, A/(x1,...,xp) a pour dimension dim A - p , d'ol le résultat.

c):::#b): En effet c¢) équivaut aux deux conditions:
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[9/52 ; k] = dim A/p et dim A/p = dim A - p .

Corollaires Si p est un idéal de l'anneau régulier A , les deux

propositions suivantes sont équivalentes:

a) A/p est un anneau local régulier.

D) p est engendré par des éléments d'un systéme régulier de para-—

métres de A .

Seule 1l'implication a)——)b) reste & démontrer:

Mais si n = m/p , on a toujours la suite exacte:

OHygnﬁz 52/1';2 )ﬂz}?—)o , €t comme

[11/32: k]= dim A/p = coht

on a [ygﬂgzzlgl=htAp .

Al

Si x1,...,xp sont donc des éléments de p dont l'image dans

g/gz forme une k-base de p/p N 32 y alors 1'idéal (x1,...,xp)

est premier et de hauteur p = bt 3 d'oll p = (x1,...,xp) , Ceqefeda

AR

Proposition 23: S8i p est un idéal premier de 1'anneau régulier A ,

alors l'anneau local Ap est régulier.,

En effet, il résulte des propriétés démontrées dans le para-

graphe (B) que, pour tout anneau noethérien A , on a 1'égalité:
gldh A = Sup gldh Ap y ou p parcourt les idéaux premiers de A ,
p =

Proposition 24: Si A est le compl&té de l'anneau local A pour

la_topologique m-adigue (m = radical de A ) , on a l'équivalence:

~

A régulier ‘&,5 A régulier

En effet G(A) = G(A) .
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Cette derniére caractérisation des anneaux locaux réguliers
est trés utilisée dans la "pratique" , & cause du théoréme sui-
vant:

Théoréme 10: Si A est un anneau local complet, et si A et k =

A/g ont m@me caractéristigue (m = idéal maximal), les propositions sui-

vantes sont équivalentes:

a) A est régulier.

b) A est isomorphe & un anneau de séries formelles k[[x1,...,xn]] .

En effet b)———)a) trivialement.

Réciproquement, a)==—) b): admettons en effet que tout anneau
local complet A , qui a m8me caractéristique que son corps résiduel k ,
contient un corps k' s'appliguant sur k (théoréme de Cohen). Pour
tout systéme régulier {x1,...,xn} de parameétres de A , il existe
alors un homomorphisme unique ‘F de k! EX1,...,Xn] dans A qui
applique Xi sur T Comme A est complet, \F se prolonge a
k'[[x1,...,Xn]] « Enfin, comme A est régulier, l'application
G(Y) ade G(k'[[x1,...,XA]]) dans G(A) est un isomorphisme.

Il en va de méme de ¥ (Chapitre II).
On trouvera dans le séminaire Cartan-Chevalley de 1955-1956

une démonstration du théoréme de Cohen ainsi que des applications

du théoréme précédent (dérivations dans les anneaux locaux, factoriali-

té, .... Exposés Godement 17, 18, 19).

3. Délocalisation .

Il résulte de ce qui précéde que les anneaux réguliers sont

les anneaux de dimension finie tels que pour tout idéal maximal m ,

Am soit un anneau local régulier, et pour ces anneaux la dimension
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coincide avec la dimension homologique globale:

dim A = gldh A , si A est régulier.

Les corps et les anneaux de Dedekind sont les "meilleurs®
exemple d'anneaux réguliers., A partir d'eux on obtient les anneaux
de polynbmes & l'aide de la

Proposition 25: Si A est un anneau régulier et A[X-} 1lfanneau

des polyndmes en X 34 coefficients dans A , A[X] est régulier

et gldh A[X] = gldh A + 1
Nous allons d'abord vérifier 1l'inégalités gldh A[X] < gldh A + 1
Celle-ci est conséguence du:

Lemme: Si M est un A[X] -module, alors dhA[X](M) g dn M+ 1.

Nous allons d'abord préciser le lemme dans le cas ou

M= AlX] @AN , et ot N est un A-module (on posera M = N[X] ): nous
avons vu qu'alors d‘hA[X]N[X] { db, N (voir paragraphe (B): A[X]

est un A-plat) .

Si maintenant M ést un AE{!—module quelcongue, c'est en particulier
un A-module et nous désignerons par M[_X] le A[)q -module défini

par le A-module M (Attention: X(a ®A m) = (Xa) ®A m # a@A mX ).

On a alors une suite exacte (cf. Bourbaki, Alg.VII,App.):
o—uF—tyu—Lyu —o0 ,

ol W Z Xi®A mi) = Z x By s

i

et \*/( % Xi®A mi) = ; Xi+1 ®A m; - in ®A Xmi .
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Dlol dny M < Sup (dhA[X]M x dhy [ X +1) =

= Sup (d.hA M , dnh, M+ 1) = dh, M + 1 c.q.f.d.

Montrons enfin que gldh A Eq 7 gldh A + 1: en effet si m

est un idéal de A +tel que htA m = dim A = gldh A , on a manifes-

tement gldh A [X] = ain & [X] b, (4] mx] , X))

Y htALX}E[X] +1 )% bt m+1 .

Corollaire (Théoréme des syzygies): Si k est un corps, k[ﬁ1,...,X£]

est régulier.

Comme toute algébre affine est quotient d'anneau de polyndmes, on
retouve ainsi les propriétés des chalnes d'idéaux premiers dans les

algébres affines.

4. Un critére de normalité.

Théoréme 11: Soit A un anneau local noethérien. Pour que A soit

normal, il faut et il suffit gqu'il vérifie les deux conditions suivantes:

(1) Pour tout idéal premier p de A , tel gue ht(p) { 1 , l'an-

neau local AP est régulier (i.e. un corps ou un anneau de valuation

discrdte, suivant que ht(p) =0 ou 1).

(ii) 8i ht(p)y 2 , ona codh(AP)),z .
Supposons A normal, et soit p un idéal premier de A . Si

ht(p) { 1 , on sait que AP est régulier (cf. Chap.III, prop.9). Si

ht(p) % 2 , soit x un élément non nul de EAP s on sait (loc.cit.)

que tout idéal premier essentiel de xAp dans AP est de hauteur 1 3

aucun d'eux n'est donc égal a EAP s ce qui montre bien que codh(Ag)) 2 .

Inversement, supposons que A vérifie (i) et (ii) . Si 1l'on

sait déja que A est intdgre, la prop.9 du Chap.III déja citée montre
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tout de suite que A est normal. Dans le cas général, on commence
par établir directement que A est réduit (i.e. sans éléments nil-
potents), puis qu'il est &zal & sa fermeture intégrale dans son
anneau total de fractions. Je renvoie pour les détails & Grothendieck,

EGA, Chap.Iv’ th05'8160
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APPENDICE I

’
RESOLUTIONS MKINIMALES

Dans ce qui suit, on désigne par A un anneau local noethérien,
d'idéal maximal m , de corps résiduel k . Tous les A-modules considérés
sont supposés de type fini. Si M est un tel module, on note E e

k-espace vectoriel M/EM .

1. Définition des résolutions minimales.

Soient L , M deux A-modules, L é&tant libre, et soit u ¢t L — M
un homomorphisme. On dit que u est minimal s'il vérifie les deux conditions
suivantes :

a) u est surjectif

b) Ker(u)c mL .

Il revient au meme (lemme de Nakayama) de dire que u : L-->H est

bijectif.

31 M est donné, on construit un u : L—¥ minimal en prenant
une base (Ei) du k-espace vectoriel ¥ = M/EM , et en la relevant en

(ei) y avec e €M .
Soit maintenant

ooo-—?Li _d=9 .i) L _i> L — M__—)O
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une résolution libre L de M. Posons :

N, = Im(L.l--~~->L.l_1) = Ker(Li_1—yL. Yy .

On dit que L est une résolution minimale de M si L, - N, est

minimal pour tout i , ainsi que e : L, — M .

Proposition 1 (a) Tout A-module M posséde une résolution minimale.

(b) Pour qu'une résolution libre L de M soit minimale, il faut et

il suffit que les applications d : L. - L soient nulles.

(a) : On choisit un homomorphisme minimal e : Ly >N . Si N1 est son
noyau, on choisit un homomorphisme minimal L1 ~>N1 , etc.

(b) : Puisque L  est une résolution, les homomorphismes
-5 M
sont surjectifs. Pour qu'ils soient minimaux, il faut et il suffit que leurs

noyaux Ni+1 (resp. N1) soient contenus dans gLi (resp. dans ELO) , Ce€

qui signifie bien que l'opérateur bord d de L, doit étre nul.

Corollaire. Si L = (Li) est une résolution minimale de M , le rang de Li
est égal 4 la dimension de Tor?(ﬁ,k) .
En effet, on a :
A _J - _ =\ o T
Tori(M,k)_ Hi(L,&z) = Hi(L,) ~ L, .
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Remarque. En particulier, on voit que le rang de L, est indépendant de la
résolution minimale L, choisie. En fait, il est facile de démontrer
davantage ¢ deux résolutions minimales de M sont isomorphes (non

canoniquement en général). Pour plus de détails, voir S. EILENBERG, Ann. of

Maths., 64, 1956, p. 328-336 .

2. Application.

Soit L, = (Li) une résolution minimale de M , et soit K-=(Ki)

un complexe libre , muni d'une augmentation Ko-_é M . Nous ferons en

outre les hypothéses suivantes :

(¢,) K, — H est injectif.
(Ci) 1'opérateur bord d; : XK,-— K, , applique K; dans mK, , et
l'application correspondante ai : Ki/gKi-—+ gKi_1/m?Ki_1 est injective.

Puisque L est une résolution de M , 1'application identique

de M dans M se prolonge en un homomorphisme de complexes

Proposition 2 : L'application f est injective, et identifie K, & un

facteur direct de L, (comme A-module).

I1 faut voir que les £, ¢ Ki-—+ Li sont inversibles &4 gauche.

Or, on a le lemme suivant (dont la démonstration est immédiate)
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Lemme: Soient L et L' deux A-modules libres, et soit g : L — L!

un _homomorphisme. Pour que g soit inversible & gauche (resp. & droite),

il faut et il suffit que g : I -+ L' soit injectif (resp. surjectif).

I1 nous faut donc prouver que les ?i : ic'i —= T‘i sont injectifs.

On procéde par récurrence sur i :

a) i=0 . On utilise le diagramme commutatif

i

B «— NI

Bl o<

Le fait que I'Zo-—ﬁ M soit injectif suffit & entrainer que I-fo—é io

est injectif.

b) i ) 1 . On utilise le diagramme commutatif

|

v v

mK /m2K —> nlL /m2L

—i= = Tia1 T =TieV= Ti=1
Puisque fi- : Ki-1 — Li—1 est inversible & gauche, il en est de méme

. . ~ 2 2 . o

de 1'application f, , : mK, ,/w°K, ,-——»ml,_,/mL._. 5 vu la condition
(Ci) s On en conclut que la "diagonale'" du carré ci-dessus est une applica-
tion injective, d'od (par un lemme bien connu de théorie des ensembles...)

. -

1tinjectivité de Ki-—-; 'L'1
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A
Corollaire: L'application canonigue Hi(K.®k) —) Tori(M,k)

est injective pour tout i) 0 .

- - A -
En effet, Hi(K,®k) = Hi(K.) =K, et Tori(M,k) =L, 3 le

corollaire ne fait donc que reformuler l'injectivité de fi .

3. Cas du complexe de l'algébre extérieure.

A partir de maintenant, on prend M = k , corps résiduel de A .

Proposition 3¢ Soit X = (x1,...,xs) un systéme minimal de générateurs

de m, et soit K = K(E,A) le complexe de l'algébre extérieure correspon-

dant. Le complexe K, (muni de son augmentation naturelle Ko——a k)

vérifie les conditions (co) et (C) du no 2 .

On a X, = A et l'application A —3 k est bijective. La

condition (C,) est donc vérifide. Reste & vérifier (C).

Posons L = A® ; soit (e45+0+5e.) 1la base canonique de L et
(ef,.-.,é;) la base duale. On peut identifier K, & AL
l'application bord 4 : /& L /6—1 L s'exprime alors de la maniére

suivante :

J
a(y) = ZE:: xj(y L.ég) .

Le signe L désignant le produit intérieur droit (ef. Bourbaki, Alg.III).
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~~ -— N i

I1 faut maintenant expliciter d § pour cela, on identifie Ki a A

et Exi-1/E?Ki-1 ) g/g? ® /\'-1 I . La formule donnant d devient

T
alors :

i» -5 5B GLH

avec des notations évidentes. Comme les Ej forment une base de E/E? ’
1téquation Eki) = 0 équivaut &4 ¥y L,eg = 0 pour tout j , d'oud y=0 cqfd.

Théoréme. La dimension de Tor?(k,k) ‘giﬁ ) (?) y avec s = dimem m? .

—

En effet, la prop.3, jointe au corollaire & la prop.2, montre que 1l'appli-

cation canonique de Hi(K° Bk = Ki dans Tor‘:‘{(k,k) est injective, et
.= s

on a dlm.Ki = (i) .

Compléments. On a en fait des résultats beaucoup plus précis (cf. les

mémoires d'Assmus, Scheja, Tate cités dans la bibliographie) :

Torf(k,k) est muni d'un produit (le produit (D de Cartan=-

Eilenberg) qui en fait une k-algébre associative, commutative (gauche) et
4 élément unité j ses éléments de degré impair sont de carré nul.
L'isomorphisme E/g? —> Tor%(k,k) se prolonge donc en un homomorphisme
d'algdbres %9 : /\@/m? SN Tor%(k,k) qui est injectif (Tate) , ce qui
précise le théoréme ci-dessus. L'anneau A est régulier si et seulement
si (F est bijectif (il suffit meme, d'aprés Tate, que l'une de ses com-
posantes de degré ) 2 soit bijective). De plus, Torf(k,k) est munie

d'un co-produit (Assmus) qui en fait une'algdbre de Hopf". On peut donc
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lui appliquer les théorémes de structure de Hopf-Borel 3§ en particulier,
cela rend évidente l'injectivité de(p « On obtient également des rensei-
gnements sur la série de Poincars PA(T) de Torf(k,k) :

= i A

PA(T) = :l__ a,T" , ol a, = dim.Tor(k,k) .

1=0
Par exemple (Tate, Assmus) A est une "intersection compléte" si et
seulement si PA(T) est de la forme (1+T)n/(1—T2)d ,avec n,d € N 3

pour d'autres résultats analogues, voir Sc&eja. Signalons toutefois que

l'on ignore si PA est toujours une fonction rationnelle. Zé_omparer au
probléme topologique suivant, également non résolu : soit X un complexe
fini simplement connexe, et soit {2 son espace de lacets j; la série de

Poincaré de ) est-elle une fonction rationnelle 3/
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APPENDICE IT

POSITIVITE DES CARACTERISTIGQUES D'EULER-POINCARE SUPERIEURES

On se place dans le cadre des catégories abéliennes. Plus préci-

sément, soit C une catégorie abélienne munie de n morphismes %
. - - -~

du foncteur identique dans lui-meme § on suppose que les X,

commitent deux & deux. Tout objet E de C est donc muni d'endo-

morphismes xi(E) . 81 JcI-= [1,nj , on notera C. la

g
sous—catégorie de £ formée des objets E tels que xl(E) =0
pour i€eJ « On a Q¢ = C 3 en dehors de ce cas, on aura

a considérer J=I et J = [2,n__| , gue nous écrirons X .

Si E est un objet de C , le complexe K(x,E) se définit
de maniére évidente § ses groupes d'homologie Hi(gc_,E) sont
des objets de C , annulés par tous les x, § autrement dit,

ce sont des éléments de EI .

On va maintenant considérer les caractéristiques d'Iuler-Poincaré

fabriquées au moyen des Hi(_JE,E) « Rappelons d'abord comment on
attache (d'aprds Grothendieck) un groupe K(D) 4 toute catégorie

abélienne D . On forme d'abord le groupe libre L(D) engendré

per les éléments de D 3 si c > B! 3 E —>E"'——> 0
est une suite exacte dans D , on lui associe 1'élément

E-E' - E' de L(D) ; 1le groupe K(D) est le quotient
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de L(_lz) par le sous-groupe engendré par les éléments précédents
(pour toutes les suites exactes possibles). Si Feld , on note
[E] son image dans X(D) 3 les éléments de K(D) ainsi obtenus
sont dits positifs; ils engendrent K(D) 3 la somme de deux

éléments positifs est un élément positif.

Tout ceci s'applique aux catégories EJ + En particulier,

soit E€C jona H(x,E)€ C; , et la somme alternde :

xi(EQE) = [Hi(EJE)] = [Hi+1(..x;9E)] + ees

a un sens dans le groupe K(QI) « On peut donc se demander si

cette caractéristique 7‘1 est 3 0 (au sens défini ci-dessus).
Nous allons voir que c'est bien le cas si C vérifie la

condition suivante

(N) - Tout E € C vérifie la condition de chafne ascendante

(pour les sous-objets).

Autrement dit

Theordme - Si C wvérifie (N) , ona A;(x,E) > 0 pour tout

E€C et tout i2z20 .

Démonstration par récurrence sur n .

a) Cas n = 1 .
Pour simplifier, on écrit x au lieude x, . Ona

Ho(x,E) = Coker.x(E) et H1(x,E) = Ker.x(B) . On doit montrer
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que la différence RX(E) = [Coker.x(E)] - [Ker.x(E)] est 20
dans K(C,) . Or, soit " la m-iéme puissance de x (m=1,2,...),
et soit Nm le noyau de %" $ les Nm vont en croissant. D'aprés
(W) , les N finissent par g'arréter 3 soit N leur limite,

et soit F = E/N . On a une suite exacte

C—> N —ma8 —>F— 50 .

L'endomorphisme =x est nilpotent sur N , et injectif sur F
(immédiat). D'autre part, on voit tout de suite que X est
additif di.e. (E) = ¥(W) + Z(F) . Puisque Ker.x(F) =0 ,
ona X(F) = [H(x,F)]>» 0 . D'autre part, N admot une suite
de composition dont les quotients successifs Qi sont annulés par
%; on a alors '){,(Qi) =0 , d'od W) =), A(Q) =0 , et

finglement on trouve

Xw - xm - [BGER] %o .

b) Passage de n-1 & n .

E Avant de faire la démonstration, remarquons que :l/, = Xo est
une fonction additive de E 3§ par définition de K(C) , elle
définit donc un homomorphisme de K(_g_) dans K(_Q_I) , homomorphisme

que l'on notera encore % .J

On utilise la prop. 1 de A) . D'aprés cette proposition, on a

une suite exacte :

0——§H0(X1,Hi(lt_' 9E))—-§Hi(£9E)-? H1(x19Hi_1(§_' ,E))—-? 0 ’
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en notant x' la suite (X,,eeey% ) . On notera que les

Hi(g_',E) = H;_ appartiennent a la catégorie QK définie ci-dessus.
Si 1l'on passe dans K(_gI) , on peut donc écrire

[Hi(E,E)J = [Ho(xpﬂ;)] + [H1(x1,H;_1)] ¢

On en déduit ¢

'Xi(ZaE) = [H1(x1,H;_1)] + Zmn:(}" (-1)m([H°(x1,H;+m>] - [H1(x1’H;.+m)])
= [31(11’]1:'\_-1)] ¥ ;‘(-1)111 X(x1,H;+m)
= [H1(x1,H:.L_1)] + X(X” %;) ’

en posant Z,; = E(-1)m [H;H_m] .

'
[La. notation x(x1, Xl) a un sens, en vertu de la remarque

faite plus hau't.]

Par hypothése de récurrence, ,‘Z;_ est un élément positif de
K(Q_K) $4 or, d'aprds a) , l'opération A transforme un élément
positif de K(QK) en un 48lément positif de K(_QI) § donc

! '
Z (x19 X:.) est > 0 . Comme [H1(x1,Hi_1)] est trivia-

lement positif, on en déduit bien que Zi(E,E) > 0 , c.q.f.de
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Exemple. Soit 4 un anneau local nosthérien, soit e STRIERE N
un systéme de paramétres de A , et soit C 1la catégorie des
A-modules de type fini (munie des endomorphismes définis par les
xi) + La catégorie .QI est la catégorie des A-modules agnnulés
par les x; 3 on vérifie tout de suite que la longueur définit

un isomorphisme de K(QI) sur é , compatible avec les rela-

tiong d'ordre. Le théoreme ci-dessus fournit donc le résultat suivant

Si E est un A-module de type fini, l'entier :

%i(E) = /(Hi(EQE)) - é(Hi+1(E7E)) oo est 2 o .

Remarque. Dans le cas de l'exemple ci-dessus, on peut prouver que
)ﬁi(E) =0 entrafne Hj(E’E) =0 pour =i .

Toutefois, la seule démonstration de ce fait que je connaisse

est assez compliquée (elle consiste & se ramener au cas ol A

est un anneau de séries formelles sur un anneau de valuation
discréte ou sur un corps). J'ignore s'il existe un é&noncé analogue

dans le cadre des catégories abdliennes.



CHAPITRE V. LES MULTIPLICITES

’
A) LA MULTIPLICITE D'UN MODULE

1. Le groupe des cycles d'un anneau.

Si A est un anneau (commutatif, & élément unité, noethérien)
et V 1l'ensemble de ses idéaux premiers, on appellera cycle de A tout
élément du groupe abélien libre Z(A) engendré par les éléments de V .
Un cycle sera dit positif s'il est de la forme Z =ZZ(E). p, avec EeV

et z(g)> o .

Le cas général se ramenant directement au cas "local", nous
supposerons dorénavant ltanneau A local et de dimension n . On
notera alors par ZP(A) le sous-groupe de Z(A) engendré par les
idéaux premiers de cohauteur p dans A . Le groupe Z(A) est somme

directe des sous—groupes ZP(A), o{pgn .

Les cycles sont reliés aux A-modules de ls maniére suivantes
Soit KP(A) la catégorie abélienne des A-modules M +tels que

dimA'M £ p K(A) 1la catégorie de tous les A-modules. Il est clair que

si 0 y M y N 3P -—9 0 est une suite exacte de K(A) et

si M et P appartieunnent 2 KP(A) , alors Ye KP(A) .

Dans ces conditions, soit M & KP(A) , et soit q wun idéal
premier de A de cohauteur p . Alors le modple I\'Iq sur Aq est de
longueur finie ,e(l-‘iq) et cette longueur sa,‘bﬁ.sfait manifestement &

la propriété suivante:

si 0 =M c...C M c...C M, = M est une suite de composition de
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M dont les quotients Mi/Mi_1 sont de la forme A/£ sy T idéal pre-
mier de A , alors il y a exactement .((Mq) quotients de la forme

A/q .« On écrira e;(M) pour 4Z(Mq) .

Soit donc 1z Kp(A) — ZP(A) la fonction telle que
z(M) = ;E::, ﬁ(M ) @ .+ Il est clair que z est une fonction
coht g = p i =

additive définie sur la catégorise KP(A) et & valeurs dans le groupe
ordonné ZP(A) + La fonction 2z prend des valeurs positives et elle
est nulle sur Kp_1(A)

Réciproguement il est clair que toute fonction additive sur
KP(A) , nulle sur Kp_1(A) "se factorise par z" ; ou encore toute
fonction additive sur KP(A) y & valeur dans un groupe abélien ordonné,
et prenant des valeurs positives sur KP(A) se factorise par z .

Si A est intdgre, Zn(A) X% pour n = dim A , et £ s'iden-

tifie au rang du A-module M .

2. La multiplicité d'un module .

Soit m 1'idéal maximal de l'anneau local A et soit a
un idéal m-primaire.-Alors, pour tout A-module M , le polyndme de
Hilbert-Samuel Pa(M,X) défini au chapitre II est de dezgré égal a
dimAM « En outre—éon terme de plus haut degré est du type e.Xr/r! ’

obh r = dimAM et ol e est un entier > o .

L'entier e est, par définition, la multiplicité de M pour

l'idéal primaire a . On la notera ea(M) 3 plus généralement,
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P étant un entier positif et M un module tel que dimAM P TN

M€ KP(A) , On posera

eé(M) ei  aio™f = p
ea(M,p) =

0 si  dim™ < p

I1 résulte alors des propriétés démontrées au Chapitre II que
ea(M,P) est une fonction additive sur Kp(A) , nulle sur Kp_1(A) .

et donc que 1l'on a la formule d'additivité

e (M,p) = Z 7, (1) e_(4/q,p)
= coht g=p 2 2
= Z /_q_(i“f) e (4/q,p)
coht a¢ep -

En particulier si A est intégre, on a ea(M,n) = rg(l) ea(A) .

Si a=m , ea(M) = em(M) est appelé la multiplicité de M .

En particulier em(A) est la multiplicité de l'anneau local A .

Si A est régulier, sa multiplicité est égale & 1, d'aprds le
Chapitre IV . Inversement si la multiplicité de A est égale & 1,
et si A est intégre on peut montrer que A est régulier (Samuel, Nagata)s

un exemple de Nagata montre qu'il ne suffit pas de supposer A intégre.

Enfin supposons que a soit un idéal de définition de 4 , c'est-a-
dire qu'il soit engendré par n éléments XggeeerX, formant une suite
que nous noterons x . On sait, d'aprés le Chapitre IV, qu'alors le
i-éme groupe d'homologie du complexe de Koszul KA(_E,H) est de longueur

finie hi(E’M) pour tout A-module 1lI , et que l'on a la formule :
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2 i
ex(M,n) = Z: (=1) hi(g, M) , ol l'on désigne par la mBme lettire x
= i=0

1'idéal (x1,...,xn) et la suite Xyyece,X o

’
B) LA MULTIPLICITE D'INTERSECTION DE DEUX MODULES

1. La réduction & la diagonale.

Soient k wun corps commutatif algébriquement clos, U et V
deux ensembles algébriques de l'espace affine An(k) = " y €t A

la diagonale de l'espace produit An(k)x.An(k)ﬁﬁ.A k) . Alors VA

2n(
est évidemment isomorphe & An(k) et l'isomorphisme identifie
UxV)NA &2 TNV . Les "géomdtres" se servent couramment de
cette situation pour ramener 1l'étude de l'intersection de U et V
& l'étude de l'intersection d'un ensemble algébrigue avec une variété
linéaire.

Or, au stade actuel de son développement, 1' "algé&bre"
est souvent une transcription de résultats et malheureusement aussi
de méthodes "géométriques". On en a vu un exemple pour le théoréme 7
du Chapitre III (Dimensions d'intersections dans les algébres de
polyn@mes). En particulier dans le lemme 2 il "faut" considérer que
A®k A est l'anneau des coordonnées de An(k) X An(k) , Qque
4/p®, A/g et (AQ®_A)/d sont les anneaux de coordonnées de
U XV et A(U et V irréductibles). L' "isomorphisme" de
(U x V)[][S et TNV stexprime alors & peu prés de la maniére

suivante:

(1) A/B GQA A/g.ﬁi(A/2Q§k A/%) QQJLQS A A 3

ot l'on identifie A et (Adgk A)/d .
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Cette formule d'associativité se généralise ainsi: soit
A une algébre commutative avec élément unité sur un corps commu-
tatif k {non nécessairement algébriquement clos); soient M et
N deux A-modules, B 1la k-algébre A®, A et 4 1'idéal de B
engendré par les a ®1 -1®a , ae A. Alors (A®k A)/d
est une k-algébre isomorphe & A et on considérera toujours
gue A est muni par cet isomorphisme d'une structure de B-module.

Dtou la formule (Cartan-Eilenberg, Homological Algebra IX 2.8):

(2) Tor (M®, N, A) ¥ Tort(u,y) ,

Ainsi, si 4
n \ .
‘%Ln —) cee ,Lo - A y 0

est une résolution (AQQK A)-projective de A sy le bifoncteur
(M,N)—y (M@k N) ®B L, est "résolvant", i.e. Torﬁ(M,N) s'iden~—
tifie aux modules d'thomologie du complexe (MCDk N) GDB L, .En
particulier si A = k[X1,...,X£J est une algébre de polyn8mes en n
variables Xi sur K , on sait que le complexe de Koszul
Kg((Xiﬁb 1 -1 Q@Xi),B) est une résolution libre de A , et dans
ce cas:
(3) TorfM,m o E (BP(X.®1-1®K.), MQ._ X))
n n i i k
On retrouve que kEK1,...,X; est régulier!
Dans la suite, la réduction & la diagonale interviendra
par l'intermédiaire de la formule (2) convenablement généralisée.
Dans un premier pas on peut, par exemple, supposer que k
n'est pas nécessairement un corps mais un anneau commutatif avec
élément unité, et que A est k-plat. La formule (2) est alors rem-

placée par une suite spectrale (Cartan-Eilenberg, XVI, 4, 2 et 3) :
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(4) Torg(Torz(M, ¥), A):}Tor‘;‘+q(M,N).

En particulier si A = k[k1,...,Xn] y le complexe de
Koszul KB((Xi 8 1 -1 Q@in), B) est une résolution libre de A
formée de n termes et on retrouve l'inégalité (k est supposé
noethérien):

dh A = dh(k[XJI,....,Xn]) {dhk+n.

Réciproquement, si k est de dimension homologique globale
finie m , il existe un k-module simple M (voir Chapitre IV, C)
tel que TorE(M,ND =P# O .Le module M peut alors 8tre considérs
comme A-module, les Xi annulant M . Dés lors
Tor’ (Tork (M,}), 4) = H(K((x, ® 1-1®X),?) =",
d'aprds le Chapitre IV, A.2. Dioh Tors, (M,N) = Tori(M,M) 3

cause du "principe du cycle maximum", et dh A }vdh k+n .

Ainsi trouve-t-on de "jolis" résultats dés que 1l'on a un
"bon" anneau de base k et que l'on prend des produits tensoriels
sur k . 81 A est un anneau commutatif guelcongue, on le localise
en ses idéaux premiers, on complédte ces localisés et, si ces locali-
sés ont mBme caractéristique que leurs corps résiduels , ils con-
tiennent un corps de Cohen qui joue le r8le de k (voir Chapitre IV,
D, 2). Mahlheureusement si Xk est un corps de Cohen de 1l'anneau local
complet A, .AQ@k A n'est plus noethérien et il faut apporter &

notre méthode les perturbations du paragraphe suivant.

2. Produits tensoriels complétés .

Soient k un anneau commutatif noethérien a élément unité,

A et B deux k-algébres unitaires, commutatives et noethériennes,
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M (resp. ¥) un A-module (resp. B-module) de type fini muni Ad'une
filtration (Mp) m-bonne (resp. d'une filtration (Nq) n~bonne),
o m et n désignent des idéaux de A et B tels que A/m et

B/n soient des k-modules de longueur finie. Dés lors M/mPM, M/Mp,

N/nN et N/Nq sont des k-modules de longueur finie pour tout
couple (p,q) d'entiers naturels. On munira ces couples de l'ordre
produit évident dans E X E .
Il est alors clair que pour tout entier naturel i , les
k . s
Tori(M/MP, N/Nq) peuvent 8tre munis d'une structure de systéme

projectif de modules et on définira les Tor—complétés par la formule:

(%) &'orli{(M,N) = dim Torl::(M/M , N/N )
(Pa('l) P 4

Pour 1 =0 , on obtient le produit tensoriel complété:

M @k N = &) (M/Mp@k N/Nq)

Psa

Les groupes abéliens ainsi définis ont les propriétés
suivantes:
a) Si 1l'on désigne par TonF(M,N) le groupe gradué

00
N
é{) Tor?(M,N) les structures de modules gradués sur les
i=20

anneaux gradués Tor}(A/g?, B/n%) des Torf(M/MD,N/Nq) définissent
sur EOQF(M,N) une structure de module gradué sur 1ltanneau gradué
%ork(A,B) .

b) Le module aqu(M,N) ne dépend pas de la bonne filtration

choisie pour M ou N , mais seulement de M et de N (et bien enten-

du des idéaux maximaux de A et de B contenant m et n).
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c) La diagonale de N X N formant un sous-ensemble cofinal,

il suffit de prendre la limite projective sur cette diagonale:

A K o A s Kk
(6) Tori(M,l\T) %;m ’I‘ori(M/Mp, N/Nq)

De la mB8me maniére on peut prendre la limite d’abord sui-

vant p , ensuite suivant q

"i‘or?(M,N) = Lim dim Torli‘(M/Mp, N/Nq)
P q

. : 13
~ lim &in Tori(M/Mp, I\T/Nq)

q P

(Propriétés des systémes projectifs sur des produits d'ensembles
ordonnés.)

Ces assertions rendent possible 1 utilisation des méthodes
du Chapitre II.
d) Les applications canoniques de M& N dans M/Mp ®k N/Nq

induisent des applications

M@N — in (WH)BD (Un¥N) = O N

=

~ - A
et MO N — MG ¥ ,

et il est clair que M&k N st'identifie au complété de M®k N

pour la topologie (g@k B + A®k n)-adique.

e) Lt'anneau A éék B est complet pour la topologie <r-adique, ol

r = g&kB + A &( n et les 'E‘orl;(M,N) sont des modules complets pour
la topologi‘e r-adique. Comme en outre (A®kB)/_I_‘_ = (A/m) ®k (B/n)

et que (M @kN)/E.(Mék N) = (M/mM) ®k (N/nN) , le corollaire 3

A
4 la proposition 6 du chapitre II stapplique et A®k B est noethérien
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A A
et M(&k N est un (AQQk B)-module de type fini.

Dtautre part la formule bien connue 1 = 1+x+x2+...
1-x

P
montre que I est contenu dans le radical de .AQQK B et les idéaux

A
maximaux de AG@k B correspondant & ceux de (A/m) ng(B/g) .

f) 8i © 3 M* y M y M" 3 0 est une suite exacte de
A-modules de type fini, les suites exactes
cor =—) Tori(M/g?M,N/ggN) “—'? Tori(M"/gPM",N/Q?N) —)
k p a

— Tor _, (M*/M' [} o', N/n’N) — ...
se remontent en une suite exacte
vor = Tork(M,N) —) Tor (M",N) —3 Torks_, (M!,F) —3 ...

On a en effet la propriété suivante: si P (P{) —_) (Pi)
et s (Pi) —) (Pg) sont deux morphismes de systémes projectifs
de k-modules sur un ensemble ordonné inductif, si les P{ sont des

modules artiniens, et si les suites

fi,p, W

pt .
i L1

) P; sont exactes, alors la suite

éggg P! -——éégyg Pi — lim P; est exacte.

g) Supposons maintenant que k soit un anneau régulier de dimension n
et supposons que M , considéré comme k-module, admette une M-suite
{é1,...,ar§ y 1ees qu'il existe T éléments ay du radical de k

tels que a, ne soit pas diviseur de zéro dans M/(a1,...,ai) Mo,

i+1
O~(i<r—1,ao=0.
Je dis qutalors Tor?(M,N) =0 pour i) n-r . Il suffit

de le voir quand N est un k-module de longueur finie, puisque
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Torl.;(M,N) = lim ‘I‘orlf(M,N/gn ¥) . La suite exacte
a

0 } M 1? M ) M/a1 M —)0 , jointe au fait que

‘Porl.;(M,N) =0 si i )» n donne la suite exacte:
~ k a'1 ~ k
0o — Torn(M,N) — Tor (M, N)

Mais une puissance de a, annule N , donc aussi Tori(M,N) . I1
densuit que ‘l‘orl;(M,N) = 0 , ce qui démontre notre assertion

”~
pour T=1 .S r)>1 ,ona Tori(M,N) =0 , d'oh la suite

exacte:

A a ~
0 = Tor§_1 (M,) —D3 Tort . (1,N) , etc...

Dans les exemples que nous utiliserons, l'algébre A aura

toujours une A-suite formde de n éléments. I1 en résultera

que Tor?(M',N) =0 si M! est A-libre et i )» O . Dans ce cas
le foncteur M:)Tor}ic(M,N) est le i-2éme foncteur dérivé du
N ~ k
foncteur M:)M@k N . On en déduit que ‘I‘ori(M,N) est un
A
AQ®_B-module de type fini.
Le monstre qui vient de naftre nous servira dans les deux

cas particuliers suivants:

a) k est un corps, AYBY k[[Xi""’Xn]]

~

Dans ce cas les TorI; sont nuls pour i » O . En outre,
A &kB est isomorphe & l'anneau des séries formelles
¢ kf[X,,0esX,y Yoot 1] o .
Si p est un idéal premier de A , il est clair que P-®k B
est un idéal premier de C et toute chaine maximale dtidéaux pre-—
miers de A qui passe par p se prolonge facilement en des chai-

nes maximales de C 3 d'oh ht, p = htc(1_3®k B) -n , et plus
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A
généralement : dim N® N = din M + din ¥ .
Si maintenant g est un idéal primaire de A, g' un

idéal primaire de B , on graduera 1l'algébre Gq(M)®k Gq,(N)

par la graduation somme. On notera s 1'idéal primaire

A
q ék B+ A®k 9" de C . Alors l'application de MQ( N dans

A
M ®k N induit manifestement un homomorphisme d'anneaux gradués:

G (M) @) G (W) —3 6, (@,T) -
Samuel a démontré que c'est un isomorphisme et il en résulte
que ei(Mém, dim M + dim N) = eq(M, dim M).eq,(N, dim N) .
Enfin si ) )

cie =K —} oo 3K —3U—30

et
s e _‘)Ln—'—;uoo —_>LO-_)N—90 )
Pad
sont des résolutions A et B-libres de M et ¥, (S(KPQqu) prg = n
~
est manifestement une résolution C-libre de M@k N .

En particulier si l'on identifie A au C-module c/g sy OU

4= (X1—Y1,...,Xn—Yn) , on a les égalités

Kp®A Lq = (Kp®k Lq) ®,4 , d'oh la formule de réduction &

A
la diagonale: Tor?(M,N) c"TorS(M@k N, A)

b) k est un anneau de valuation discréte, A ® B Tk [[_X,' ,...,Xn]J .
La lettre TU désignera un générateur de 1l'idéal maximal
de k et k désignera le corps résiduel k/fTk .

Dans ces conditions

¢ = Aék B = k[[x1,...,xn;Y1,...,Yn]] ,
a=a/a=kfx,..x ]l ,
g=5_[[_X1,--o,Xn; Y1""9Yn]] ’

(M &k N) /T .(M@k N) = M/7t M@k N/TN .
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Il en résulte que si /L n'est pas diviseur de O dans M et N ,

o)
onadimM@kN=dimM+dimN-1 .

Enfin, résolvant M et N comme dans a), et prenant une
C-résolution projective de A = C/d , on aboutit & une suite

spectrale:
B,, ~ k A .
Torp(.A.,Torq (,¥)) == Torp+q (M,N)

La suite dégénére si M ne divise pas O dans M ou N

3. Anneaux réguliers d'égale caractéristigue.,

Le monstre étant avalé, nous allons essayer de le digérer.

Pour cela nous allons d'abord scruter le cas particulier a). Dans ce

cas le complexe de Koszul KC((XJ - Yj)’ C) est une résolution libre
de A = C/g « On en déduit que, si M et N désignent toujours deux
A-modules de type fini, les Tor?(M,N) stidentifient aux modules

C A
d'homologie du complexe de Koszul K ((Xj - Yj)’ M@, N) , ou

Tor';'\:(M,N) ~ Hi(KC((Xj - 1), M@k 1)

Le théoréme 1 du Chapitre IV s'applique & ce complexe de

Koszul, et on trouve en particulier le résultat suivant:

Si D&G%_N est un A-module de longueur finie, les Tori(M,N) sont

de longueur finie et la caractéristique d'BEuler-Poincaré

% (M,N)= > (-1)i ,E(Tori‘ (M,N)) est &gale & la multiplicité
i=o0

A fa
eq (M@k ¥, n) du C-moduvle M@k N pour 1'idéal 4 . Ainsi

F,N) y o0,

N
dim® M = ain® ¥ = aim® u@ ¥ <n ,

et ‘7L(M,N) =0 si et seulement si dimA M+ dimA N {n .
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Ce résultat se généralise facilement qux anneaux réguliers
de la géométrie algébrique. D'abord il est clair gue tout anneau
régulier A est produit direct d'un nombre fini d'anneaux réguliers
intdgres (un anneau noethérien A tel que, pour tout idéal premier D
A soit intégre, est produit direct d'un nombre fini d'anneaux in-

—

tégres). Si A est intégre, on dit que A est d'égale caractérisitigue,

si, pour tout idéal premier p, A/E et A ont méme caractéristique.

Nous conviendrons qu'un anneau régulier A sera dit d'égale caractéristique

si ses "composantes intégres" sont d'égale caraciérisiique, ou encore
si, pour tout idéal premier p , 1l'anneau local Ap est d'égale ca-

ractéristique.

Théoréme 1: Si A est un anneau régulier d'égale caractéristique,

M et N deux A-modules de type Tfini et g un idéal premier minimal

de M® ¥ , alors

i=dim A i A
(1) X 069 = T (=) £rory(M,®) ) ) O et
2 i=0 2
@) dimAq Mg + d.imAq Ng < nth q

(3) Enfin on a dim Mq + dim Nq £ hté si et seulement si

X (M,N) = 0,
1
En effet, on se ram®ne immédiatement au cas ol A est de la
forme k[1X1,...,Xn]] par localisation en gq , et complétion de

l'anneau local Aq :

~

A -

A A q/o
= q = -— »
Tor; (M,N)g Tor 4 (Mg, N%) Tor, (Mq, Ng)
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On peut en outre compléter le théoréme comme suit:

Complément: si a et b désignent les annulateurs de M et N

dans A, m 1%déal maximal g. AC]. de Aq, ¢ 1l'idéal engendré par

a +b dans A

¢’ et si Xq(M,N) > Oy on a les inégalités:

A A
q . .
eE—-(Mg,dlm M%). egg—(Ng,dlm Ng) ¢ xg(M,N) {
Aq Aq
£ eg—(Mg,dlm Mg) eg—(Mi,dlm Ng) .

-~

En effet, si k désigne un corps de Cohen de Aq , On a

déja mu que xq (M,N) est égal & la multiplicité

Clu @ A . 2 . s
ei(MQKN , ht'q), ol C—Ag@kAq et o d est 1'idéal de C

A A
engendré par les a@k 1 - 1®k a aeAq . Mais 1'idéal
N 2

A A
&, &, Ag + Ag@k }gq = f annule Mq & « N, et 1l'assertion résulte

(]

des propriétés démontrées dans le paragraphe 2 et des inclusions:

A

N A A
EgkAg"LAg&kE— DA+ f D 9®kAq+Ac_1_®k9- .

4. Conjectures.

Il est naturel de conjecturer que le théoréme 1 est vrai

pour tous les anneaux réguliers, pas seulement pour les anneaux régu-

liers d'égale caractéristique. On peut faire & ce sujet les remarques
suivantes:

a) Le théoréme 1 est vrai sans hypothése de régularité si M es%

de la forme A/(X1,...,Xr), les X, formant une A-suite. Alors en

effet, M est de dimension homologique finie, les Tori‘ (M,N)



v-15
sont les modules d'homologie du complexe KA((Xi),N) , et en parti-

A
culier 7Lq(M,N) = exg(Nq, r), ol x est 1'idéal engendré par les x,
-— '-'-q- —-—

b) I1 suffit de faire la démonstration dans le cas oli A est un
anneau local régulier complet. En effet on se raméne & ce cas par
localisation et complétion.

c) Il suffit de démontrer le théoréme 1 dans le cas ou M et N

sont de la forme M = A/g y N = A/g y P et g désignent des idéaux

premiers de A . On remargue en effet que 'X(M,N) est "biadditif"™
en M et N et le cas général se déduit du cas particulier en pre-
nant des suites de composition de M et N dont les quotients sont

de la forme A/g y A/g .

Dans le cas d'égale caractéristique on s'est d'abord servi
de b), puis de a) par réduction & la diagonale. En fait ces remarques

vont nous permettre de généraliser un peu le théordme 1.

5. Anneaux réguliers d'inégale caractéristique (cas non ramifié) ,

Théoréme 2: Le théoréme 1 reste vrai si l'on remplace 1'hypothese

" A est un anneau régulier d'égale caractéristique'" par 1'hypothése

plus générale: A est un anneau régulier et pour tout idéal premier p

de A , l'anneau local Ap est soit d'égale caractéristique, soif

d'indgale caractéristigue et non ramifié.

(En fait, il suffit que cette propriété soit vérifiée lorsque

p est un idéal mazimal. On démontre en effet que, si A est un an-—

neau local régulier d'inégale caractéristique et non ramifié, tout

anneau de fraction Ap est, soit du m8me type soit d'égale caracté-
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ristique).
On rappelle qu'un anneau local d'inégale caractéristique

est dit non ramifié, si p&m , p ¢g2, ot p désigne la carac-—

téristique du corps résiduel et m 1l'idéal maximal. Cohen a montré
(voir Samuel, Algébre locale) qu'un anneau local complet régulier
d'inégale caractéristique, non ramifié, est de la forme k[EX1,...,X¥]]
ou k désigne un anneau de valuation discréte complet et non ramifié
(notations du paragraphe 2 b). Par localisation et complétion, on ra-

méne donc la démonstration du théoréme 2 & celle du

Lemme: Si A = k[£X1,...,Xn]] y o1 k est un anneau de valuation

discréte complet et si M et N sont deux A-modules de type fini

tels que D&QQA N soit de longueur finie, alors on a les inégalités:

n+1

(1) Xa,®) = 3 (-0 fTor} ;1) Y 0 et

i=o

(2) dim M + dim N  dim 4 = nH

(3) En outre X (M,N) # O si et seulement si dim M+dim N = dim A .

(Noter qu'il n'est pas nécessaire de supposer k non ramifié.
Le lemme est donc, en un sens, plus général que le théoréme 2.)

D'aprés la remarque c) du n°® 4 il suffit de faire la dé-
monstration quand M et N sont "copremiers" (i.e. toute homothétie
est soit injective, soit nulle). On considére alors les différents cas

que voici ( U désignant toujours un générateur de 1'idéal maximal de k)

ol) MU n'est diviseur de O ni dans M, ni dans N:

On sait qutalors

A c 2
Tor (M,N) = Tor. (.A.,Mcsk N) ,
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011 C :k[[x.l,oo-’xn‘; Y1’..',YD]J

et que

A

. Clorim . A .
dim (M@kn) = dim™ M + dimm ¥ -1 .

En outre le complexe de Koszul KC((Xi - Yi) , B) est une résolution

libre du B-module A = C/g + La remarque a) du N°4 s'applique &

pATOWT N ) R

P) Tr annule I et n'est pas diviseur de O dans N

Alors M =M/tM =1 et M estun module sur A =Xk [.X1""’Xn—} .

On a donc une suite spectrale (Cartan-Eilenberg, XIV, 4, 2a et 3a)
A A 4
To:r?(M,Torq(é,N))::Torp_l_q(mi,lﬂ .

En fait la suite exacte ¢ O -—%ALA —> A —>0 montre que A

est de dimension homologique 1 sur A et que
A®, ¥ = ¥ /2N , et
Tor 4(4,Y) = & = (0 :)
12 = wt = N

= ensemble des Sléments de N annulés par Jt .

La suite spectrale se '"réduit" donc & la suite exacte :

e —s Tox—‘i‘_1(m,fcN)__,Torﬁ(m,m)_)'for%(m,n/ﬁ 1) PR
—3 Tord (M, N)
i-2 ’Jt —_—De e Py
arod gAe,y) - XAw/rm - XA, w)
’ = ’ = =M, .
Mais nous supposons que 7T =0 1 done
XA,y = yiay/am s o,

dimdt + adN/RAN 2 n .



v-18
et 1'inégalité stricte a lieu si et seulement si Ié—(M,N/ﬁ‘ N) =0 .
Comme dim® M = din® M, et din® N/N = din® 8/ /N = aint ¥ - 1,

la propriété est démontrée.

¥) @ annule M et N :
Considérant toujours M comme A-module, N comme A-module,

la suite spectrale reste valable et donne:

L) = xRN/ N) - YA, L) .

Mais dans ce cas N/ N = AN =T et "X,A(M,N)
suffit donc de vérifier que dimA M+ dimA N = dimé M+ dimé N <{n+1.

03 il

"

Mais comme M @A N = MGA N est un A-module de longueur finie, et
que le lemme est démontré pour A , on a dim—A— M + dimA— Ngn ,

c.q.f.d.

6. Anneaux réguliers guelcongues .

On ne sait pas encore étendre & ces anneaux les proprié-
tés (1) et (3) du théordme 1. Par contre, on peut démontrer l'inéga-—
1ité (2) (la "formule des dimensions" de la géométrie algébrique).
De fagon précise:

Théoréme 3: Soient A wun anneau régulier, p et g deux idéaux

premiers de A, r un idéal premier de A minimal parmi ceux qui

contiennent p +gq . On a alorss

En localisant par rapport & r, et en complétant l'anneau
local Ar on voit gqu'il suffit de considérer le cas o A est un

anneau local régulier complet d'idéal maximal r . D'aprés un
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théoréme de Cohen (voir Samuel, Algdbre locale), A est de la

forme A1/aA1 y OU A1 est un anneau de séries formelles sur un
anneau de valuation discréte complet k .

Si l'on considére alors A/E et A/g comme A,-modules, on

1
démontre comme dans le cas ¥) du N° 5 que ¥A1(A/g, Afq) =0
dfou dim A/p + dim A/g ( dim A, et

dim A/p + dim A/q ( dim A = (dim A) -1, c.q.f.d.

Signalons aussi le résultat suivant:

Théoréme 4: Soit A un anneau local régulier de dimension n ,

soient M et N deux A-modules de type fini non nuls tels gue

IEQQA N soit de longueur finie, et soit i le plus grand entier

tel gue Torﬁ (M,N) # 0 . On a alors:
(%) i =da(M) + db (N) = n .

Démonstration (d'aprés Grothendieck): Soit k le corps résiduel de A.

On va déterminer de deux fagons différentes le plus grand entier T
tel que le "Tor triple" Torﬁ(M,N,k) soit # O ¢

a) La suite spectrale Torg (Toré (M,N),k)Z::?‘Torg+q(M,N,k)

montre que Torg(M,N,k) =0 si j)yi+n , et que

A A A

Tori+n(M,N,k) = Torn(Tori (M,N),k) # 0 ,

puisque Tor? (M,N) est un A-module non nul de longueur finie.
Donec r=n+i .

. A A . A
b) La suite spectrale Torp(M,Torq (¥,k))=— Torp+q(M,N,k)
montre que r = dh(M) + dh(N) (on applique encore une fois le

"principe du cycle maximum"). Dot n+i = dh(M) + dn(N), c.q.f.d.
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Corollaire: Les hypothéses étant celles du théoréme 4, pour

que Tor?(M,N) =0 pour i) 0 , il faut et il suffit que M et ¥

soiert des modules de Cohen-Macaulay et que dim M + dim N =n .

On peut écrire l'entier i du théoréme 4 sous la forme sui-
vante: i = (dh(M) + dim M - n) + (an(¥) + dim N - n)

+ (n - dim M - dim N)

it

(dim M - codh M) + (dim N - codh N)
+ (n - dim M - din N) .

Or, chacun des termes entre parenthéses est ) O (pour
les deux premiers, d'aprés le Chapitre IV; pour le troisiéme,
dtaprés le théoréme 3). On a donc i = 0 , si et seulement si
chacun de ces termes est nul, d'ou le résultat cherché.

Remarques: Lorsque les hypothéses du corollaire sont satisfaites,
ona LMN) = [f(M &A N) 3 il estprobable que la réciproque est
vraie. Plus généralement, on peut conjecturer que toutes les

"ocaractéristiques d'Euler—Poincaré partielles"

i A

Loum = 2 (D fert, 1), T =1,

igyo
sont ) 0 , et que X&'= 0 si et seulement si chacun des Torﬁ+r(M,N)
est nul,e¢f. Chap. IV, App.II. C'est en tout cas vrai dans le cas d'é-
gale caractéristique, d'aprés Auslander-Buchsbaum. Cela explique
pourquoi la définition des multiplicités d*intersection de Grébner
(au moyen de JK(NIQQA N) ) ne donne un résultat "correct" que

lorsque les variétés sont localement de Cohen-Macaulay (voir les

exemples construits par Grdbner lui-méme).
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7 s 7/
C) RACCORD AVEC LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

1. Formule des Tor.

Soit X une variété algébrique, définie sur un corps k . Pour
simplifier, nous supposerons que k est algébriquement clos, et X
irréductible. Soient U, V, W +trois sous-variétés irréductibdles
de X, W étant une composante irréductible de U ) V . Supposons
gque W soit simple sur X (;,g, rencontre l'ouvert des points simples
de X )3 il revient au méme de dire que l'anneau local A de X en W
est régulier. On a alors (cf. § B, n°3):

(1) dim U + dim V ¢ dim X + dim W .

Lorsqu'il y a égalité dans la formule ci-dessus, on dit que l'inter-

section est propre en W (ou encore que U et V se coupeni propre-

ment en W ).

Soient Py et Py les idéaux premiers de l'anneau local A qui
correspondent aux sous-variétés U et V . Par hypothése, A est
régulier, et A/(2U+BV) est de longueur finie.

La caractéristique d'BEuler~Poincaré
dim X

Mafgs bpy) = 2 (-0 £ (ot (a/pys 4/py)
ps U v AN T\ By

i=0

est définiej c'est un entier ) O (cf. § B).

Théoréme 1: (a) Si U et V ne se coupent pas proprement en W ,

on a '},A(A/EU, Afpy) =0 .

(E) S8i U et V se coupent proprement en w, :XA(A/EU, A/gv)

coIncide avec la multiplicité d'intersection i(X, U.V, W) de U

et V en W , au sens de Weil, Chevalley, Samuel .
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L'assertion (a) résulte du théoréme 1 du § B. Nous démontrerons
(b) au n°4, aprds avoir établi que la fonction I(X, U.V, W) =

’Xf(A/EU . A/Bv) vérifie les propriétés formelles d'une "intersection".

2. Cycles sur une variété affine non singulisre.

Soit X une variété affine non singuliére, de dimension n , et

d'anneau de coordonnées A . Si a € N , et si M est un A-module
de dimension § a , le cycle Za(M) est défini (cf. § A); c'est un

cycle positif de dimension & , nul si et seulement si dim.M { a .

Proposition 1: Soient a,b,c € N tels que at+b = ntc . Soient M, N

deux A-modules tels que:

(2) dimM £ a , din.¥ £ b, dinMEN £ c.

Alors les cycles Za(M) et Zb(N) gsont définis, se coupent proprement,

et le cycle intersection Za(M).Zb(N) (défini par lindarité & partir

de la fonction I du n®°1) coincide avec le cycle

(3)  z(Tor*(u, M) = 37 (-1)* z_(Tor} (i, W) .

Soit W une sous-variété irréductible de dimension ¢ de X , cor-
respondant & 1'idéal premier r de A 3 soit B 1l'anneau local Ar

(i.e. 1tanneau local de X en W ). Par définition, le coefficient

de W dans le cycle Zo(TorA(M,N)) est égal a:

S0P Lo (rert ey ) = P, W) .
B i T 7L r’r

Ce coefficient est donc "biadditif" en M et N , et nul si dim.M &
ou dim.N b , cf. § B, n°3. Il en est de méme, trivialement, du coef-—
ficient de W dans Za(M)'Zb(N) . On est donc ramené au cas ol
M=4/p,N-= A/g , les idéaux p et g étant premiers et correspon-
dant & des sous—variétés U et V de X de dimensions respectives a

et b . Dans ce cas, le coefficient de W dans Zb(TorA(M, N)) est
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sgal & f°(B/pB, B/gB) = I(X, U.V, ¥) , cafd.

Remarques.

1) La proposition 1 fournit un procédé trds commodse pour calculer
l'intersection (au sens de la fonction I - mais on verra plus loin
que c'est aussi le sens habituel) de deux cycles positifs z et z' ,
de dimensions a et b , se coupant proprement: on choisit des modu-
les M et XN de cycles z et 2z' tels que dim.M & N ait la dimension
voulue (ce sera automatiquement le cas si Supp(M) = Supp(z) et
Supp(N) = Supp(z') ), et le cycle 3z.z' cherché est simplement le
"cycle de Tor(M, N)" , i.e. la somme alternée des cycles des
Tori(M,N) .

2) Dans le cas des variétés algébriques non nécessairement affines,

les faisceaux cohérents remplacent les modules. Si M est un tel fais-

ceau, avec dim.Supp(Ii) £ a (ce que l'on écrit aussi dim.M £ a
bien entendu), on définit de fagon évidente le cycle Za(M) . La pro-

position 1 reste wvalable, les modules Torﬁ(M,N) étant remplacés par

les faisceaux Tor.(M, N) , les Tor étant pris sur le faisceau

structural A = QX de X .

3. Premidres formules.

Nous allons voir que le produit des cycles, défini au moyen de la
fonction I du n°1 (i.e. en prenant la "formule des Tor" pour défini-
tion) vérifie les propriétés fondamentales des intersectionsj ces proprié-—
tés étant toutes de nature locale, nous supposerons que les variétés
considérées sont affines et non singulidres. Cela nous permettra d'ap-
pliquer la proposition 1 du n° précédent.

a) Commutativité.

Evidente & cause de la commutativité de chaque Tori .
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b) Associativité.

On considére trois cycles z,z',2" de dimensions respectives
ajsa'ya" . On suppose que les produits z.z' , (z.z').z2" , 2z'.z2" et
z.(z'.2") sont définis, et il s'agit de prouver que

(z.2')e2" = 2z.(2'.2").
Par lindarité, on peut supposer que z,z' et z" sont 7 O . Soit A
l'anneau de coordonnées de la variété ambiante X donnée, et soit n
sa dimension. Choisissons un A-module M de support égal & celui de 1z,
et tel gue Za(M) =2z § goient M' et M" des modules correspondants

pour z' et 2" .

La formule cherchée va provenir de "l'associativité" des Tor. D'aprés
Cartan-Eilenberg, cette associativité s'exprime par l'existence de

Tor triples Torﬁ(M, M', M") et de deux suites spectrales:

(4) Torg(M, Torg(M', M) =3 Tor™ (M, M', M")

(5) Torg(Torg‘_(M, M'), M) =3  Tor'(m, M', M) .

Posons ¢ =a +a'+a" -2n , et b=a'+a" -n . Puisque les inter-
sections considérées sont propres, on a

dim.M' @ M" £ D et dim.M @® M' & M" £ ¢ -

On peut donc définir les cycles:

A A A
g = Zb(Torq(M', M) X" Zo(Torp(M, Torq(M‘, M)

A
x, = Zc(Tori(M, MY, M")) .
L'invariance des caractéristiques d'Buler-Poincaré dans les suites

spectrales, appliquée & (4), donne:

i +
2 i - 2L (P xy

i Pya
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Mais la proposition 1 montre que :E (-1)pxpq = 2.3, et
P

j%: (-1)qyq = z',z2"

On a donc:
z (—1)ixi = Z.(Z'.Z") .
i
.1 . i N
Utilisant (5) , on voit de m8me que E (-1) x, = (zez?)ez" , d'ol

i
la formule d'associativité cherchée.

¢) Formule du produit.

On se donne deux variétés non singulidres X et X' , et des cycles

Z 1%, (resp. 2}, zé) portés par X (resp. X'). On suppose que Z, 025

et z;.zé sont définis. Alors les cycles produits z1><z; et z2)<zé

(portés par X X X') se coupent proprement, et l'on a:
1 1y = . 'zt .
(6) (z1)(z1).(z2xz2) (z1 22) X (z1 z2)
On peut supposer qu'il s'agit de cycles positifs, et que X et X!
sont affines, d'anneaux de coordonnées A4 et A' . 5i M1, M2, M;, Mé
sont des modules correspondants a Zyy Zpy z;, zé , on vérifie tout

de suite que le cycle associé & M Gbk M! (considéré comme module sur

1 1
l'anneau B = A QDkA' de X X X') est égal & z,X z; [on pourrait
m8me prendre ce fait comme définition du produit direct des cycles] .
La formule & démontrer résulte alors de la '"formule de Klnneth" :
B A Y
' ' = 1 1 .
'I'orh(M1 @M, M, ® M2) ey Tori(M1, M2)®k Torj(M1, M2)

d) Réduction & la diagonale.

Soit Z& la diagonale de X XX . Il s'agit d'établir la formule
(7) z1.22 = (Z1X 22)- A ’

valable quand les cycles z1 et z, 8e coupent propremsnt.

Soit A 1l'anneau de coordonnées de X , et soit B = A.G& A celui

de X XX . S8i M1 et M2 sont des modules correspondant & Z, et 2,
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respectivement, on a
Tort(M,, M) = Toro(M, @ M, , 4)
it T2 iv k2 ! ’
cf. § B, n®°1. La formule & démontrer en résulte en prenant la somme al-

ternée des cycles des deux membres.

4. Démonstration du théoréme 1.

Il s'agit de prouver que les fonctions I et i coincident.

Commengons par traiter le cas ot U est une intersection compléte

en W 3 cela signifie que l'idéal Py du n°1 est engendré par h élé-
ments x1,...,xh y avec h = dim.X - dim.U = dim.V - dim.W . D'apreés

le théoreéme 1 du Chap.IV, on a alors:

A
Y (&/pgs Alpy) = e (A/py)
ot x désigne 1'idéal de A/EV engendré par les images des x, .

Mais, d'aprés Samuel (Méthodes d'algébre abstraite en géométrie algé-

brique, p.83), la multiplicité ex(A/BV) est égale & i(X, U.V, W)
ce qui démontre bien 1'égalité I = i dans le cas considéré,
Le cas général se raméne au cas précédent, en utilisant la réduction

a4 la diagonale, qui est valable & la fois pour I et pour i . Du fait

que Z& est non singulidre, c'est une intersection compldte en tout

point, et l'on est bien dans les hypothéses du cas précédent, cqfd.

5. Rationalité des intersections.

Bornons-nous pour simplifier au cas oi X est une variété affine d'an-
neaux de coordonnées A4 sur k . Soit ko un sous-=corps de k , On

dit (en style "Weil") que X est définie sur ko si l'on s'est donnée

une sous-k -algdbre A  de A telle que A = Aodpk k .
o

Soit M_ un A -module (de type fini, comme toujours), avec

dimM_ £ a . On peut considérer M_& Xk comme un A-module, et l'on a
o ok,
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d.im(M0 ® k) { a, ce qui permet de définir le cycle Za(Mo ®@k) .

Un cycle 2z de dimension a sur X est dit rationnel sur k° 8'il

est différence de deux cycles Za.(Mo @ k) et Za(Mc') ® k) obtenus par

le procédé précédent. Le groupe abélien des cycles rationnels sur ko
admet pour base l'ensemble des ‘''cycles premiers" Za,(Ao/-Eo ® k) y ol

p, parcourt l'ensemble des idéaux premiers de A tels que dim(Ao/go)=a-
Cette définition de la rationalité des cycles est équivalente & celle
donnée par Weil dans les Foundationsj; cela se voit en interprétant

"] 'ordre d'inséparabilité" qui intervient chez Weil en termes de produits
tensoriels de corps (cf. Samuel-Zariski, Chap.II,p.118, th.38).

Théoreme 2 (Weil): Supposons X non singulidre, et soient 2 t z!

deux cycles de X , rationnels sur ko5 et tels gue z.z' soit défi-

ni. Alors z.z' est rationnel sur k= .
On peut supposer z et 2! positifs, donc correspondant & des
Ao—modules Mo et Mé « Le théoréme résulte alors de la formule:

A
A o R
Tor, (M ®k, M! ® k) = Tor °(M, M!) ® k .

6. Images directes.

Soit f 3+ X~=—)}Y wun morphisme de variétés algébriques (sur un corps
algébriquement clos k , pour fixer les idées), et soit =z wun cycle de

dimension a de X . On définit l'image directe f!(z) de 2 par

linéarité, & partir du cas ol 2z = W , sous—variété irréductible de X .
Dans ce cas, on pose:
f*(W) = 0 si l'adhérence W' de f(W) est de dimension ¢ a |,
£(W) = d.W' , si dim.W' = a et si d = [k(W):k(W')] est le
"degré" de l'application f ¢ W— W' .
Cette opération est toujours définie, et conserve la dimensionj elle

commute aux produits. Elle est surtout intéressante lorsque f est
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Ppropre (ne pas confondre la propreté d'un morphisme avec celle d'une
intersection!), en vertu du résultat suivant:

Proposition 2¢ Soit f : X—3 Y un morphisme propre, soit z un cycle

de dimension a de X , et soit M un faisceau cohérent sur X tel

que Za(g) =2 . Soit RIF(M) la q-3me image directe de M , qui est

un faisceau cohérent sur Y (héoréme de Grothendieck).

(a) On a dim.Rof(M) £ a et dim.R£ (M) ¢ a pour a3 1.

(b) On a

f*(z)sza(n%(@) = E (-1)% Za(qu(?i)) .
aq
La démonstration se fait en se ramenant au cas ol la restriction de f

au support de =z est un morphisme fini, auquel cas les qu(ﬂ) sont

nuls pour q » 1 .

7. Images récirroques.

On peut les définir dans diverses situationsj Je me contenterai
d'indiquer la suivante:

Soit f 3+ X~Y un morphisme, avec Y non singuliére, et soient

x et y des cycles de X et Y respectivement. Posons ,x|= Supp(x)
et |yl = Supp(y) . On a alors:

dim.'xl(\ f—1(,yi) ?V dimjx| - codim.ly] .
Le cas "propre" est celui ou il y a égalité. Dans ce cas, on peut défi-

nir un cycle intersection X.. y de support contenu dans |x| () f-1(|y')

£

par l'un des procédés suivants:

a) Réduction 3 une intersection usuelle: on suppose X affine (le

probléme étant local), ce qui permet de la plonger dans une variété
non singuliére V , par exemple un espace affine. L'application
z—) (z, £(z)) plonge X dans VXY , donc permet d'identifier tout

cycle x de X & un cycle ‘X(x) de VXY . On définit alors Xep ¥
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comme l'unique cycle de X tel que:

(8)  Ylxew) = q@).(Ux)
le produit d'intersection du membre de droite étant calculé dans la
variété non singuliére VXY . On démontre que le résultat obtenu est
indépendant du plongement X—=V .

b) On choisit des faisceaux cohérents M et N sur X ot Y de

cycles respectifs x et y , et 1l'on définit X.py comme la somme
alternée des cycles des faisceaux Tor, (M, fxg) sy les Tor. étant
pris sur Oy (et étant des faisceau sur X) 3 du fait que Y est non

singulidre, les Tor. sont nuls pour i ) dim.Y , et la somme est finie.

Cas particulier: on prend x = X . Le cycle X.oy se note alors f*(y)

et s'appelle l'image réciproque de y . Rappelons sous quelles condi-

tions il est définis
i/ Y est non singulidre

ii/ codim.f—1(|y|) codim.lyl .

Aucune hypothése sur X n'est nécessaire.
Remargues. 1) Quand X est non singulidre, on a
(9) Xepy = . (y)
pourvu que les deux membres soient définis.
2) Le cas particulier oi Y est une droite est le point de départ

de la théorie de l'équivalence linéaire des cycles.

Formule de projection.

C'est la formules
(10) fﬁ(x.fy) = f*(x).y R
valable lorsque f est propre et que les deux membres sont définis.
La démonstration peut se faire en introduisant des faisceaux M

et N de cycles x et y , et en utilisant deux suites spectrales
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de m8me aboutissement et de termes E2 respectivement:

R%f(Toz (M, 1)) ot Tor,®(W, N ,
les Tor étant pris sur O, (cf. Grothendieck, EGA, Chap.III,
prop.6.9.8).

Lorsque X est non singuliére, cette formule prend la forme plus
usuelles

(11) fx(x.f*(y)) = fx(x).y .

Exercices.
g f

1/ Soit Z2~—Y —X y et soient x,y,z des cycles de X,Y,Z .
On suppose X et Y non singulidres. Démontrer la formule suivante
(valable lorsque tous les produits qui y figurent sont définis):

(12) z.g(y.fx) - (z.gy).fgx = (z.fg x).gy .
Retrouver (pour f = g = 1) 1l'associativité et la commutativité du
produit d'intersection. Pour X=Y, f =1 , en tirer la formule:
(13) g(x.y) = &)y
dtoll g (x.y) = g(x).g"(y) lorsque Z est non singulidre.

2/ M8mes hypothéses que dans 1/, & cela prés que Y peut 8tre
singuliére, mais que g est propre (il guffirait que sa restriction
& Supp(z) 1le soit). Démontrer la formule:

(14) ge(2e0g¥) = 8 (3)egx
valable lorsque les deux membres sont définis. (Pour £ =1 , on
retrouve (10).)
3/ Donner les conditions de validité de la formule:

4/ Soient f : Y—) X, £f' 1+ Y —3X' , avec X,X' non singulidresj

soit g = (£,f') + Y~ XXX' . Soient x,x',y des cycles de
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X,X',Y . Donner les conditions de validité de la formule:
(16)  Feg®)epix' = (egxegx =y (xxx') .

5/ Soient f 3 Y—3X et gt Z—3 X , avec X non singulidre.
Soient y,z des cycles de Y,Z . Définir (sous les conditions de
propreté habituelles) un ‘"produit fibré" Yex2 qui est un cycle du
produit fibré Y)‘XZ de Y et Z au-dessus de X . Que donne ce pro-

duit lorsque g =1 ? Et lorsque X est réduit & un point *?

8. Bxtensions de la théorie des intersections.

I1 est clair que la "formule des Tor" permet de définir l'inter-
section de deux cycles dans des cas plus généraux que celui de la
géométrie algébrique classique. Par exemple:

i) Elle s'applique aux espaces analytiques (ou formels) . Il n'y a

aucune difficulté, puisque tous les anneaux locaux qui interviennent
sont d'égale caractéristique. Dans le cas des espaces analytiques
complexes, le produit d'intersection ainsi obtenu colIncide avec celui
défini par voie topologique par Borel-Haefligers cela se démontre
par réduction au cas "dlémentaire" 4.10 de leur mémoire.

ii) Elle s'applique & tout schéma (au sens de Grothendieck) régulier
X pourvu que les conjectures du § B aient été vérifiées pour les
anneaux locaux de ce schémaj c'est notamment le cas lorsque ces anneaux

locaux sont d'égale caractéristique. zf'Mﬁme lorsque X est un schéma

de type fini sur un corps k , cela donne une théorie des intersections
un peu plus générale que la théorie usuelles; en effet, si k n'est pas
parfait, il se peut que X soit régulier sans 8tre simple (i.e. lisse ,
dans la terminologie de Grothendieck) sur k 1 or la théorie de Weil

ne s'applique qu'au cas lisse.]
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iii) Plus généralement, la théorie des intersections s'applique

& tout schéma X qui est lisse sur un anneau de valuation discréte C .

On peut en effet montrer que les anneaux locaux de X vérifient les
conjectures du § B Z-la démonstration se fait par un procédé de
réduction & la diagonale analogue - en plus simple — & celui utilisé
au § B, n°§7 « Ce cas est important, car il est & la bastde la

réduction des cycles de Shimura. Indiquons rapidement comments

Soit k (resp. K) 1le corps résiduel de C (resp. son corps des
fractions). Le schéma X est somme disjointe du sous-schéma fermé
Xk = XQCk et du sous-schéma ouvert XK = X OC K 3 le schéma Xk
est de type fini sur k (c'est une "variété algébrique" sur le corps
résiduel) 3 de méme, XK est de type fini sur K . On dit parfois,
assez flcheusement, gque Xk est la réduction de XK .

Tout cycle de Xk définit, par injection, un cycle de m&me dimension

de X

-e

tout ocycle 2z de dimension a de XK définit par adhérence un
cycle z de dimension a+1 de X . Le groupe Zn(X) des cycles de
dimension n de X se trouve ainsi décomposé en somme directe:
zn(x) = 2z (X)+ zn_1(xK) .

La projection Zn(X)-———9 Zn-1(XK) est donnée par la restriction
des cycles. Du point de vue des faisceaux, les cycles de Z(Xk) cor=
respondent aux faisceaux cohérents M sur X qui sont annulés par
lt'uniformisante 4( de C j ceux de Z(XK) correspondent aux M
qui sont plats sur C (i.e. sans torsion); cette décomposition en
deux types intervenait déja au § B, n°5.

Soit maintenant ze&Zn(XK) , et soit 2z son adhérence. On peut
considérer Xk comme un cycle de codimension 1 de X , et on

vérifie tout de suite que le produit d'intersection
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% = xk.E (calculé sur X )

est toujours définij on a 'g'e Zn(Xk) , on dit que c'est la réduction
du cycle z . Cette opération peut d'ailleurs se définir sans parler
d'intersections (et sans hypothése de lissité ni m8me de régularité):

du point de vue des faisceaux, elle revient & associer & tout faisceau
cohérent M plat sur C 1le faisceau 1_4/%5 . L'hypothése de lissité
intervient seulement pour démontrer les propriétés formelles de l'opé-
ration de réduction: compatibilité avec les produits, les images di-
rectes, les produits d'intersection; les démonstrations se font, comme
dans les n°® précédents, & coup d'identités entre faisceaux, ou, au pire,
de suites spectrales.

La théorie des intersections sur X donne d'ailleurs davantage que

la simple réduction des cycles. Ainsi, s8i x et x' sont des cycles

de X, la composante de x.x' dans Z(Xk) donne un invariant intéres-
sant du couple x, x' (bien entendu, il n'est défini que si l'inter-
section de X et X' est propre)j cet invariant est certainement

1ié aux "symboles locaux" introduits récemment par Néron.
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