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Remarque 
On trouvera dans ce livre l’abréviation suivante : “ssi” qui signifie “si et seulement si” 



Préface 

Depuis quelques années, l’algèbre Iinéaire est devenue une partie essentielle du bagage mathé- 
matique nécessaire aux ingénieurs, physiciens et autres scientifiques. Ce besoin reflète l’importance 
et les applications étendues du sujet. 

supplément à d’autres ouvrages. Il vise à présenter une introduction à l’algèbre linéaire qui sera utile 
à tous les lecteurs quelle que soit leur spécialisation. Il est inclus plus de matière que l’on en peut 
insérer dans la plupart des premiers cours d’algèbre linéaire. Ceci a été fait dans le but de rendre 
l’ouvrage plus souple, de fournir un livre de référence utile et stimuler l’intérêt porté à cette 
matière. 

éléments d’illustration et de description et des exercices progressifs résolus. Ces derniers servent à 
illustrer et à amplifier la théorie, à mettre au point de façon précise les passages délicats, sans 
lesquels 1”étudiant se sent constamment sur un terrain incertain, et  à permettre la répétition des 
principes fondamentaux, si essentiels à une étude efficace. De nombreuses démonstrations de théo- 
rèmes illustrent les problèmes résolus. Les problèmes supplémentaires permettent une révision 
complète de chaque chapitre. 

et des matrices. Ceux-ci fournissent la motivation et les instruments de calcul fondamentaux pour 
l’étude abstraite des espaces vectoriels et des applications linéaires qui suivent. Un chapitre sur les 
vecteurs propres et les valeurs propres, précédé par les déterminants, donne les conditions permet- 
tant de représenter un opérateur linéaire par une matrice diagonale. Ceci conduit naturellement à 
l’étude de formes canoniques et spécialement des formes canoniques triangulaires, de Jordan, et 
des formes canoniques rationnelles. Dans le dernier chapitre sur les espaces hermitiens, le théo- 
rème spécial pour les opérateurs symétriques est obtenu et appliqué à la diagonalisation des formes 
réelles quadratiques. 

On termine avec des appendices comprenant des paragraphes sur les ensembles et  !es relations, 
les structures algébriques et les polynômes sur un corps. 

Je voudrais remercier de nombreux amis et  collègues, en particulier le Dr. Martin Silverstein 
et Dr. Hwa-Tsang pour leurs suggestions et  la révision du manuscrit. Je veux également exprimer 
ma gratitude à Daniel Schaum et Nicola Monti pour leur précieuse collaboration. 

Ce livre est destiné à être utilisé comme manuel pour un cours d’algèbre linéaire ou comme 

Chaque chapitre comprend des énoncés clairs de définitions de principes et de théorèmes, des 

Les trois premiers chapitres traitent des vecteurs dans l’espace euclidien, des équations linéaires 

Seymour Lipschutz 
Temple University 
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CHAPITRE 1 

Vecteurs de R“ et C” 

INTRODUCTION 

Dans diverses applications physiques apparaissent certaines quantités, comme la température 
et la valeur absolue de la vitesse qui possèdent seulement “une amplitude”. Ces quantités peuvent 
être représentées par des nombres réels et sont appelées scalaires. D’autre part, il existe d’autres 
quantités comme la force et l’accélération qui possèdent a la fois une amplitude et une 
direction. Ces quantités peuvent être représentées par des segments orientés (ayant une lon- 
gueur et une direction données et ayant pour origine un point de référence 
vecteurs. Dans ce chapitre nous étudierons en détail les propriétés de ces vecteurs. 

et sont appelées des 

Commençons par les opérations élémentaires sur les vecteurs. 

Addition : La résultante u + v de deux vecteurs u e t  v est 
obtenue d’après la règle suivante appelée règle du parallélo- 
gramme, u + v est la diagonale du parallélogramme construit 
sur u e t  v. U 

Multiplication scalaire : Le produit k u  d’un nombre réel k 
par un vecteur u est obtenu en multipliant la longueur du 
vecteur u par la valeur absolue de k ,  et  en conservant le 

k < O., 
Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec la représentation des points du plan par 

1) & / 2) 

même sens que celui de u si k 2 O ,  ou le sens opposé si -2u 

des couples ordonnés de nombres réels. Si l’origine des axes est choisie comme point de référence 
O, comme précédemment, chaque vecteur est déterminé de manière unique par les coordonnées de 
son extrémité. Il s’ensuit les relations suivantes entre les opérations précédentes e t  les coordonnées 
des extrémités de vecteurs. 

i) Addition : Si ( a ,  b )  et (c , d )  sont les coordonnées des extrémités des vecteurs u et v, alors 
(a  + c, b + d )  sont les coordonnées de l’extrémité du vecteur u + v, comme l’indique la 
figure (a ) .  

I 

I 
Fig. (a) Fig. ( b )  

ii) Multiplication scalaire : ( a ,  b )  étant les coordonnées de l’extrémité du vecteur u , ( k a ,  h b )  sont 
les coordonnées de l’extrémité du vecteur ku ,  voir (Fig. b )  ci-dessus. 
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De façon générale, nous identifierons un vecteur par son extrémité ; c'est-à-dire que nous 
appellerons vecteur le couple ordonné (a , b )  de nombres réels, En généralisant cette notion nous 
appellerons vecteur un n-tuple (a, , a, , . . . a, ) de nombres réels. En généralisant de nouveau nous 
supposerons que les coordonnées du n-tuple sont des nombres réels ou complexes. Plus loin, dans 
le Chapitre IV, nous ferons abstraction des propriétés de ces n-tuples e t  définirons de façon for- 
melle l'ensemble mathématique appelé espace vectoriel. 

nombres réels noté R. 
Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec les propriétés élémentaires du corps des 

VECTEURS DANS R" 

L'ensemble de tous les n-tuples de nombres réels, noté R", est appelé n-espace ou espace à 
n dimensions. En particulier un n-tuple dans Rn,  

est appelé un point ou un vecteur, les nombres réels ui sont les composantes (ou coordonnées) du 
vecteur u. En outre, lorsque nous serons dans l'espace R" , nous emploierons le terme scalaire pour 
les éléments de R, c'est-à-dire pour les nombres réels. 

u 1 (ui, U Z ,  . . . , Un)  

Exemple 1.1 : Considérons les vecteurs suivants, 
(O, l), (1, -3L (1, 2, fi, 4), (-5, +? 0, ?.) 

Les deux premiers ont deux composantes et sont ainsi des points de R2 ; les deux derniers 
ont quatre composantes et sont donc des points de R4. 

Deux vecteurs u et v sont égaux (on écrit u = v )  s'ils ont les mêmes composantes, donc appar- 
tiennent au même espace, et si les composantes correspondantes sont égales. Les vecteurs (1, 2, 3) 
et (2, 3, 1) ne sont pas égaux, puisque leurs composantes correspondantes ne sont pas égales. 

Exemple 1.2 : Soit (x - y ,  x + y ,  z - 1) = (4, 2 ,  3).  Alors par définition de l'égalité des vecteurs, 

x - y  = 4 

x + y  = 2 
2 - 1  = 3 

Le système précédent résolu donne x = 3 , y  = - 1 et z = 4 

ADDITION VECTORIELLE ET MULTIPLICATION SCALAIRE 
Soit u e t  u deux vecteurs de R" 

u = (ui, uZ,  . . .,un) et 2, = (31, VZ, . . . ?  vn) 
La somme de u et u ,  que l'on écrit u + u. est le vecteur obtenu en ajoutant les composantes cor- 
respondantes de u et de u: 

Le produit d'un nombre réel k par un vecteur u,  écrit ku, est le vecteur obtenu en multipliant 
chaque composante de u par k :  

ku = (kui, k ~ 2 ,  . . ., kun) 

Remarquons que u + u et ku sont aussi des vecteurs de R". On définit aussi 

-7.4 = -lu et U - v  = u + ( - v )  

La somme de vecteurs ayant un nombre distinct de composantes n'est pas définie. 
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Exemple 1.3 : Soit u = (1, -3, 2, 4) et w = (3, 5, -1, -2). Alors 

u + w = ( l f 3 , - 3 + 5 , 2 - 1 , 4 - 2 )  = ( 4 , 2 , 1 , 2 )  

5~ = (5 1, 5 (-3), 5 * 2, 5 4) = (5, -15, 10, 20) 

2~ - 371 = (2, -6, 4, 8) + (-9, -15, 3, 6) = (-7, -21, 7, 14) 

Exemple 1.4 : Le vecteur (O, O, O . .  . , O) de R", noté O,  est appelé vecteur nul. Il est semblable au 
scalaire 0 en ce sens que pour chaque vecteur u = ( u l ,  u2, u 3 .  . . , un), 

u + O = (u,+O, u,+o, . . ., un+ O )  = (ul, u2, ..., un) = u 

Les propriétés essentielles des vecteurs de R" par rapport à l'addition vectorielle et à la 
multiplication par un scalaire sont résumées dans le théorème suivant. 

Théorème 1 . 1  '1 Quels que soient les vecteurs u, u, w E R" et quels que soient les scalaires 
h, k ' E  R, 

(i) (u+ v) + w = u + (v + w) (v) k(u + V )  = ku + kv 
(ii) u + O = u (vi) ( k +  k')u = ku + k'u 
(iii) u + (-u) = O (vii) (kk')u = k(k'u) 
(iv) u+v = v+u (viii) lu = u 

Remarque : Supposons que u et u sont des vecteurs de R" pour lesquels on a. u = hu, h étant un 
scalaire non nul h E R. On dit alors que u a le même sens que u si h > O et le sens 
contraire si h < O. 

PRODUIT SCALAIRE 
Soient u et u deux vecteurs de R": 

u = (ui, uz, . . ., un) et = (VI, VZ, . . ., V n )  

Le produit scalaire de u et u,  noté u * u,  est le scalaire obtenu en multipliant les composantes cor- 
respondantes et en ajoutant les produits obtenus: 

U'V = UIVi + uzvz + * . * + UnVn 
Les vecteurs u et u sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si leur produit scalaire est nu1:u. u = O 

Exemple 1.5 : Soit u = (1, -2,3, -4), w = (6,7,1, -2) et w = (5, -4,5,7). Alors 
U * W  = 1 . 6  + ( -2)*7  + 3 . 1  + (-4)*(-2) = 6 - 14 + 3 + 8 = 3 

U . W  = 1 . 5  + (-2).(-4) + 3 . 5  + ( -4) .7  = 5 + 8 + 15 - 28 = O 

Donc u et w sont orthogonaux. 

Les propriétés remarquables du produit scalaire dans R" sont les suivantes: 

Théorème 1.2 : Quels que soient les vecteurs u, u, w E R" et quel que soit le scalaire h E R, 
(i) (u+v)*w = U*W +v-w (iii) u-v = v-u 
(ii) (ku)*v = k(u.v) (iv) u-uho, et u'u=ossi u = o  

Remarque : L'espace R", avec les propriétés précédentes d'addition vectorielle et de multiplication 
par un réel et le produit scalaire,est appelé communément espace euclidien Ù n- 
dimensions. 

NORME ET DISTANCE DANS R" 

des deux points u et u,  notée d ( u ,  u).est définie par, 
Soient u et u des vecteurs de R" : u = ( u l ,  u 2 . .  . . , un) et u = ( u l ,  u 2 .  . . un). La distance 

d(u, v) = d(U1- Vi)Z + (uz - vz)2 + . * * + (un - VTJ2 
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La norme (ou longueur) du vecteur u est notée IIuII, et est définie comme la racine carrée posi- 
tive de u .  u :  

]lu]/ = = du; + u; + * * * + u; 

D'après le théorème 1 . 2 , ~ .  u > O et ainsi la racine carrée existe. Observons que : 
d(u,v) = I/u - vjl 

Exemple 1.6 : Soient u = (1, - 2, 4, 1) et v = (3 ,  1, - 5, O). Alors 

d(u, w) = d(1 - 3)2 + (-2 - 1)2 + (4 + 5)2 + (1 - 0)Z = \/95 
11w11 = d32 + 12 + (-5)2 + O2 = m 

Si nous considérons maintenant deux points p = ( a ,  b )  et g = ( c ,  d ) ,  dans le plan R2, alors, 

llpll = d m ~  et d ( p ,  Q )  = d ( a  - c)2 + ( b  - d)2 

Donc llpll correspond à l'habitüelle distance euclidienne de l'origine au point p ,  et d ( p  , q )  corres- 
pond à la distance euclidienne séparant les points p et g ,  comme ci-dessous: 

Des résultats semblables seraient obtenus sur la droite réelle R, ou dans R3.  

Remarque : Un vecteur e est appelé vecteur unitaire si sa norme est 1 : II  el1 = 1. Remarquons que, 
pour chaque vecteur non nul u E R", le vecteur eu = u/IIuII est un vecteur unitaire 
de même direction que u. 

Etablissons maintenant une relation fondamentale, connue sous le nom d'inégalité de Cauchy- 
Schwarz. 

Th6orème 1.3 (Cauchy-Schwarz) : 

non nuls u, u E R" par : 

Quels que soient les vecteurs u, u E R", lu .  U I  < llull Ilull. 
En utilisant l'inégalité précédente, nous pouvons définir maintenant l'angle 8 de deux vecteurs 

cos 0 = ~ 

U ' z ,  

/luIl Ilvil 

Remarquons que si u - u = O alors 0 = 90" ou 0 = ~ / 2 .  Ce qui concorde bien avec notre définition 
de l'orthogonalité. 

NOMBRES COMPLEXES 

ordonné de nombres réels ; l'égalité, l'addition et la multiplication de nombres complexes sont défi- 
nies de la manière suivante : 

L'ensemble des nombres complexes est noté C. Formellement, un nombre complexe est un couple 

(a, b)  = (c, d )  ssi a = c et b = d 

(a ,  b )  + (c, d )  = (a+c,  b + d )  

(a, b)(c,  d)  = (UC - bd, ad + bc) 



Chapitre l/Vecteurs de R" et C" 5 

Identifions le nombre réel a avec le nombre complexe ( a ,  O):  

a - (a, O )  
Ceci est possible car les opérations, addition et multiplication,entre nombres réels sont conservées par 
la correspondance précédente : 

(a ,  0) + ( b ,  O )  = (a+ b, O )  et (a ,  O ) @ ,  O )  = (ab, O )  

Donc R est un sous-ensemble de C et nous pouvons remplacer ( a ,  O) par a toutes les fois que cela 
est commode et possible. 

Le nombre complexe (O, l), noté i ,  a la propriété importante suivante : 

i2 = ii = ( O ,  1)(0, 1) = (-1, O )  = -1 ou i = fi 
De plus, en utilisant le fait que : 

(aj b)  = (a ,  0) + ( O ,  b )  et ( O ,  b )  = ( b ,  o)(o,  1) 

(a ,  b )  (a, O) + (b ,  O ) ( O ,  1) = a + bi 
La notation a +bi est plus commode que ( a ,  b ) .  Ainsi la somme et le produit de deux nombres com- 
plexes peuvent être obtenus en utilisant simplement la commutativité et la distributivité des deux lois 
et le fait que iz  = - 1: 

= a + c + bi + di = (a  + bi) + (c  +di) (a  + c )  + ( b  + d ) i  

(a + bi)(c +di) = ac + bci + adi + bdi2 = (ac - bd)  + (bc + ad)i 

Le nombre complexe conjugué de z = ( a ,  b )  = a + bi est noté et défini par 

2 = a - b i  
(Notons que ZZ = a' + bZ ). Si finalement, z # O, alors l'inverse 2-l de z et la division par z sont 
donnés par 

où w E C. Nous définissons aussi 

- x  = -1x et W - z  = w+(-Z) 

Exemple 1.7 : Supposons z = 2 + 3i et w = 5 - 2i. Alors 

x + w  = ( 2 + 3 i ) + ( 5 - 2 i )  = 2 + 5 + 3 i - 2 i  = 7 + i  

xw = ( 2 + 3 i ) ( 5 - 2 i )  = 10 + 15i - 4i - 6i2 = 16 + I l i  

2: = 2 + 3 i  = 2 - 3 i  et ii = 5 - 2 i  = 5 + 2 i  

- 5 - 2i (5  - 2i)(2 - 3i) - 4 - 19i - 4 l g i  - ~ - _ _ -  
x 2 + 3i - ( 2  + 3i)(2 - 3i) 13 1 3  13 

Comme les nombres réels qui peuvent être représentés par les 
points d'une droite, les nombres complexes peuvent être représen- 
tés par les points d'un plan. En particulier le point ( a ,  b )  du plan, 
représente le nombre complexe z = a + bi dont la partie réelle 
est a,  et dont la partie imaginaire est b. La valeur absolue de z ,  
notée IzI, est définie comme la distance de z à l'origine: 

bp x = a +  bi  

I 

a 
1x1 = p T F  

Remarquons que IzI est égal à la norme du vecteur ( a ,  b ) .  Ainsi IzI = fl 

Exemple 1.8 : Supposons z = 2 4- 3i et w = 12 - 5i. Alors, 
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Remarque : Dans l'Appendice B, nous définissons la structure algébrique appelée corps. Insistons 
sur le fait que l'ensemble C des nombres complexes muni des opérations d'addition 
et de multiplication définies ci-dessus est un corps. 

VECTEURS DANS C" 

à n dimensions. Comme dans le cas réel, les éléments de C" sont appelés des points ou des uec- 
teurs, les éléments de C sont appelés scalaires, et l'addition vectorielle dans C", et la multiplica- 
tion par un scalaire dans C" sont données par: 

L'ensemble de tous les n-tuples de nombres complexes, noté C", est appeié espace complexe 

(xi, 2 2 ,  . . . , 2,) + ( W I ,  W Z ,  . . . , Wn) 

= 

= 

(2x1, X Z Z ,  . . ., ZZ,) 

(xi + wi, zz + WZ, . . . ,z% + wS) 
z(z~, XZ, . . ., Z n )  

où zi, wi, z E c. 
Exemple 1.9 : (2 + S i ,  4 - 4  3) + ( 3 -  2i, 5i, 4 - 6i) = (5 t i, 4 + 4i, 7 - 6 4  

2i(2 + 3i, 4 - i, 3) = (-6 + 4i, 2 + 84 6i) 

Soient u et u deux vecteurs quelconques de C": 
u = (xi, ~ 2 ,  . . ., z n ) ,  v = (wi, ~ 2 ,  . . ., Wn), zz, w1 E c 

Le produit scalaire de u et u est défini par : 

U ' V  = ziwi + zzwz + . - + znwn 
Remarquons que cette définition se réduit à la définition du produit scalaire dans le cas réel, 
puisque w i  = Ei, lorsque w i  est réel. La norme de u est définie par 

l l ~ l l  zz \/..u = j / ~ i ~ i  + ZZLZ + * * * + zngn = fljxi12 i- 1 ~ 2 1 2  + . . . + ~ ~ n l z  

Observons que u .  u et donc llull sont des nombres réels positifs, lorsque u # O, et nuls lorsque 
u = o. 

Exemple 1.10 : Soient u = (2 + 3i, 4 - i, 2i) e t  v = (3 - 2i, 5, 4 - 69. Alors 

u - 2, = (2 + 3 i ) ( F z )  + (4 - i)(5) + ( 2 i ) ( F G )  

= 

= 13i + 20 - 5i - 12 + 8i = 8 f 16i 

(2 + 3i)(3 + 2 4  + (4 - i ) (5 )  + (2i)(4 + 6i) 

u * u = 

= 
(2 + 3i)(2 + 3i) + (4 - i)(m) + (2i)(%) 

(2 + 3i)(2 - 34 + (4 - i)(4 + i) + (2i)(-2i) 

= 1 3 + 1 7 + 4  = 34 

L'espace C" , avec les opérations précédemment définies, addition vectorielle, multiplication par 
un scalaire et produit scalaire, est appelé espace euclidien complexe Ù n dimensions. 

Remarque : S i  u . u était défini par u . u = z1 w 1  + - . - + zn w n  , alors il serait possible pour 
u .  u = O ,  même si u # O par exemple avec u = (1, i ,  O ) .  En fait u .  u pourrait 
même ne pas être réel. 
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PROBLEMES RESOLUS 
VECTEURS DE R” 

1 .1 .  Calculer 1 )  ( 3 ,  - 4 ,  5) + (1, 1, - 2 )  ; 2 )  (1, 2 ,  - 3 )  + ( 4 ,  - 5) ; 3) - 3 ( 4 ,  - 5 ,  - 6) ; 
4 )  - (- 6, 7,  - 8) 

(1) Additionnons les composantes correspondantes (3, - 4, 5) + (1, 1, - 2) = (3 + 1, - 4 + 1, 5 - 2) 

(2) La somme n’est pas définie car les vecteurs ont des nombres différents de composantes. 

(3) Multiplions chaque composante par le scalaire : - 3(4, - 5, - 6) = (- 12, 15, 18). 

(4) Multiplions chaque composante par - 1, - (- 6 ,  7, - 8 )  = ( 6 ,  - 7, 8) 

= (4, - 3, 3) 

1.2. Soient u = (2, - 7,  l), u = (- 3 ,  O ,  4), w = ( O ,  5, - 8). Trouver 1) 3u - 4u,  2 )  2u + 3u - 5w. 

Effectuer d’abord la multiplication scalaire, puis l’addition vectorielle. 

( 1 )  
(2) 

3U - 4v = 3(2, -7, 1) - 4(-3, O ,  4) = (6, -21, 3) + (12, O ,  -16) = (18, -21, -13) 
2u + 3V - 5W = 2(2, -7, 1) + 3(-3, O ,  4) - 5(0, 5, -8) 

= (4, -14, 2) + (-9, O ,  12) + ( O ,  -25, 40) 

= (4 - 9 + O ,  -14 + O - 2 5 , 2  + 12 + 40) = (-5, -39, 54) 

1.3. Trouver x et y si (x , 3 )  = ( 2 ,  x + y ) .  

Les deux vecteurs étant égaux, leurs composantes correspondantes sont égales entre elles: 

x = 2 ,  3 = x + y  

En remplaçant x par 2 dans la seconde équation on obtient y= 1. Ainsi x = 2 et y = 1. . 

1.4. Trouver x et y si ( 4 ,  y )  = x ( 2 , 3 ) .  

En multipliant par le walaire x on obtient (4, y )  = x(2  , 3)  = ( 2 x ,  3x). 

En égalant les composantes correspondantes : 4 = 2x, y = 3x. 

Résolvons enfin les équations linéaires en x et y : x = 2 et y = 6. 

1.5. Trouver x, y et z si (2, - 3 ,  4 )  = x(1, 1, 1) + y(1,  1, O )  4- ~ ( 1 ,  O, O ) .  

Multiplions d’abord par les scalaires x , y et z et additionnons: 
q 

(2, -3,4) = x(1, 1, 1) + Y(1, 1, O )  + z(L O ,  0) 
(x, 2, 2) + (Y, Y, 0) + (2 ,  O ,  0 )  = 

= ( x + y + x , z + y , x )  

x + y + z  = 2, x + y  = -3, z = 4 

Egalons les composantes correspondantes les unes aux autres, on a : 

Pour résoudre ce système d’équations, nous remplaçons x par 4 dans la seconde équation, on obtient 
4 + y = - 3 ou y = - 7. Alors en remplaçant x et y par leur valeur dans la première équation, on 
trouve z = 5. D’où x = 4, y = - 7, z = 5 -  

Démontrer le théorème 1.1 : Quels que soient les vecteurs u, u, w E Rn et quels que soient les 
scalaires k ,  k’ E R: 

1.6. 

(1) (u+v)  + w = u + (v + w) (5) k (u+v)  = ku 4- kv 
(2) u + o = u  

(3) u + (-u) = O 
(6) ( k f k ’ ) ~  = ku  + k‘u 
(7) (kk’)u = k(k’u) 

(4) u + v = v + u  (8) lu  = u 
Soient ui, vi , w i  les iemeS composantes de u , v et w respectivement. 
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Par définition, ui + vi est la i eme composante Qe u + v et donc (ui + v i )  + wi est la ieme composante , 
de (u  -i Y) -!- av. D’autre part, vi + wi est la ieme composante de v 4- w et donc ui 4- (vi  + wi) est la ieme 
composante de u + (u  -t w).  Mais ui, vi et wi sont des nombres réels pour lesquels l’association de l’addition 
est vérifiée, donc 

(u, + w,) + wi = U, + (wUz + w,) pour i = 1, . . . , n 

D’où ( u  + v )  + w = u + (v + w )  car leurs composantes correspondantes sont égales. 

Avec O = (O, O , .  . . , O), on a 

u + O = ( U I ,  213, . . ., un) + (0 ,  O ,  . . . >  0) 
= (Ui + O, U , + O >  . . ., u, + O) = (u1, u,, . . . >  u,) = u 

Puisque -U = -i(ul,u,, . . ., u,) = (-ul, -uP, . . ., -un), 
u + (-u) = (Zl,, u2, . . .> un) + (-211, -2(2, . . .> -un) 

= ( î l l  -u l ,  uz-uz, . . .,Un-%(.,) = ( O ,  O, . . ., O) = O 

Par définition ui 4- vi est la jième composante de u + v et vi + ui est la ième composante de v + u. Or 
ui et vi sont des nombm réels pour lesquels la commutativité de l’addition est vérifiée, donc 

ui + Wi = Wi + Ui, i = 1,. . . ,n 

D’où u + v = v + u car leurs composantes correspondantes sont égales. 

Puisque ui + vi est la ième,composante de u 4- v, k(u i  + vi) est la ième composante de k ( u  + v,). De 
même ku, et kvi sont les iemes composantes de ku et kv respectivement, kui + kvi est donc la ieme 
composante de ku + kv. Or k , ui et vi sont des nombres réels, d’où 

Ainsi k ( u  + v )  = ku + kv, les composantes correspondantes étant égales. 

Remarquons que le premier signe plus se rapporte à l’addition de deux scalaires k et k’, alors que le second 
signe plus, se rapporte à une addition vectorielle entre les deux vecteurs ku et kv. 

ièmes 

ui sont des nombres réels, donc 

Ainsi ( k  + k’)u = ku + k’u, les composantes correspondantes étant égales. 

Puisque k’ui est la ième composante de k’u, k(k’ui)  est la ième composante de k(k’u) .  Or (kk’)ui  est la 
ième composante de ( k  k‘)u et k ,  k’, ui étant des nombres réels, on a 

Donc (kk’)  u = k(k’u),les composantes correspondantes étant égales. 

k(ui + vi) = kui + kvi, i = 1, . . . n 

Par définition, ( k  + k’)ui est la ième composante,du vecteur ( k  -t k’) u. Puisque ku .  et k’ui sont les 
composantes de ku et ku’ respectivement, kui + k ui est la ime composante de ku 4 ku’. Or k ,  k‘ et 

( k  + k’)ui = kui + Vui, i = 1, . . . , n 

(kk’)u, = k(k’u,), i = 1, . . ., 

1 - u = 1(211, up, . . .,un) = (1u1, lu,, . 1 . , lu,) = (261, u 2 ,  . . .tu,) = u. 

1.7. Montrer que Ou = O quel que soit le vecteur u , où le premier O est un scalaire et le second 
un vecteur. 

Méthode 1 : Ou = O(u,, u,, . . ., un) = (ou,, Ou,, . . ., Ou,) = (O, O, . . ., O )  = O 

Méthode 2 : D’après le théorème 1.1, ou = ( O  + 0)u = ou + ou 
En ajoutant - Ou aux deux membres, on trouve le résultat demandé. 

PRODUIT SCALAIRE 
1.8. Calculer u . u avec : 1) u = (2, - 3, 6), 1’ = (8 ,  2, - 3) ; 2) u = (1, - 8 ;  O,  5), u = (3 ,  6, 4) ; 

3) u = (3, -5,2,1), ZI = (4,1, -2,5). 
(1) Multiplions les composantes correspondantes et ajoutons: u . v = 2 . 8 + (- 3) . 2 + 6 . (- 3)  = - 8. 

(2)Le produit scalaire n’est pas défini, les vecteurs ayant un nombre distinct de composantes. 

(3)En multipliant les composantes correspondantes et en ajoutant:u . v = 3 . 4 + (-5) . 1 + 2 .  (- 2) + 1.5 = 8. 



Chapitre l/Vecteurs de R" et C" 9 

1.9. Déterminer k de manière que les vecteurs u et u soient orthogonaux où 
(i) u = (1, k ,  -3) et v = (2, -5,  4) 
(ii) u = (2, 3k, -4, 1, 5) et v = (6, -1, 3, 7, 2k) 

Dans chaque cas, calculons u . v, et égalons à O, en résolvant en k. 

(i) U - v  = 1 - 2  + k*(-5) + ( -3)*4  = 2 -  5 k -  12 = O ,  - 5 k -  10 = O ,  k =  -2 

(ii) U * W  = 2 . 6  + 3k.(-1) + ( -4) .3  + 1.7  + 5 . 2 k  
= 12 - 3k - 12 + 7 + 10k = O ,  k = -1 

1.10. Démontrer le théorème 1.2 : quels que soient les vecteurs u u , w E R" et quel que soit le 
scalaire k E R, 
(i) (u+v) .w  = u - w  + v . w  (iii) u-v = V - u  
(ii) (ku)-v = k(u .v )  (iv) u*u A O, et U * U  = O ssi u = O 

Soient u = ( u l ,  u2 ,.. . , u n ) ,  v = ( v l ,  v 2 , .  . ., v f l ) ,  w = (wi ,wz,. . . , wn). 
(i) Puisque u + w = (ul + wl, up + w2, . . ., un + wn), 

(U + V )  * w = ( ~ 1 +  ~ i ) w l  + ( ~ 2  + W Z ) W ~  + * . . + (un + V J W n  

U l W l  + V I W 1  + u,w, + wpw2 + . . . + u,wn + v,w, 

( U i W i  + u,w, + * .  . + unw,) + (V lW1- t  w2w2 + . . . + V,W,) 
= 

= 

= u . w + v . w  

(ii) Puisque ku = (ku, ,  ku2, . . ., ku,), 

(ku) w = kulw, + ku2w2 + . . . + ku,w, = k(ulv1 + ~ 2 ~ 2  + . * * + u,v,) k(u v) 

(iii) u v = U l V l  + U2W2 f . * * + u,v, = W1U1 + v2u2 + . . . + wnu, = v * u 

(iv) u; étant positif pour chaque i, e t  la somme de nombres réels positifs étant positive, 
U ' U  = u;+u;+ f . .  +un 5 0 

De plus u . u = O, ssi ui = O pour chaque i, c'est-à-dire ssi u = o. 

DISTANCE ET NORME DANS R" 
1.11. Trouver la distance d ( u  , u )  des deux points u et u où (i) u = (1,7), u = (6, - 5); 

( Ü ) u =  ( 3 , - 5 , 4 ) , ~ =  ( 6 , 2 , - 1 ) ; ( i j i ) ~ =  ( 5 , 3 , - 2 , - 4 , - 1 ) , ~ = ( 2 , - 1 , 0 , - 7 , 2 ) .  
Utilisons dans chaque cas la formuled(u ,  v )  = d ( u l  - v i ) 2  + (un - vn)' 

(i) d ( u , w )  = d(1-6)2  + (7+5)'  = d m  = = 13 

(ii) d(u,w) = q ( 3 -  6)2 + (-5 -2)2 + (4 + 1 ) 2  = y 9  + 49 + 25 = 

1.12.Trouver k de telle sorte que d ( u ,  u )  = 6 où u = (2,  k ,  1, - 4) et  u = ( 3 ,  - 1, 6,- 3). 
(d(u, w))2 = (2 - 3)2 + (k + 1)2 + (1 - 6)2 + (-4 + 3)' = k2 + 2k + 28 

Résolvons maintenant kZ  + 2k + 28 = 6' on obtient k = 2, - 4. 

1.13. Trouver la norme du vecteur u si (i) u = (2, - 7), (ii)u = ( 3 ,  - 12, - 4' 

Utilisons dans chaque cas la formule [luIl = du: f u i  + * - + U: - 
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1.14. Déterminer h de telle manière que I I  ull = où u = (1, h,  - 2, 5). 

l l ~ 1 1 ~  = 12 + k2 + (-2)z + 52 = k2 + 30 
Résolvons k2  + 30 = 39 on obtient k = 3, - 3 .  

1.15. Montrer que l lul l 2 O e t  llull = O ssi u = O. 

D’après le théorème 1.2 uu 2 O et u . u = O ,  ssi u = O. Puisque llull = 6 le résultat en découle. 

1.16. Démontrer le théorème 1.3 (Cauchy-Schwarz): 

Quels que soient les vecteurs u = ( u l , .  . . , un) et  u = ( u l , .  . , u n )  de Rn,  lu. VI G llull IlUll. 
n 

Nous démontrerons d’abord la double inégalité lu. W I  5 2 Iuivil 5 llull 1 1 ~ 1 1 .  
i= l  

Si u = O ou v = O, l’inégalité se réduit à O < O < O qui est évidemment vérifiée. Il reste donc à considérer 
le cas où u Z O et v # O d’où llull # O et llvll Z O. De plus 

Démontrons maintenant la seconde inégalité. 
lu* w1 = Iup1 + + unvu,] f IUQW1l + * * -  + ju,w,I = 2 lUiWil 

Pour tous nombres réels x ,  y E R, O (x - y)2 = x2 - 2xy + y2, ce qui est équivalent à 

2xy f x 2 +  y2 ( 1 )  
Posons x = luil/llull et y = lvil/~lv~l dans (ï), nous obtenons, quel que soit i, 

Mais, par définition de la norme d’un vecteur on a J \u \ J  = zu: = 2 
En sommant par rapport à i et en utilisant luivil = luil bil, on a 

et \\v\\ = = 2 ]vi12. 

c’est-à-due 

Enfin en multipliant les deux membres par llull IIvII, nous obtenons l’inégalité demandée. 

1.17. Démontrer l’inégalité de Minkowski: 

Quels que soient les vecteurs u = ( u l , .  . . , u n )  et u = ( u l , .  . . , u n )  de Rn, IIu + uII < llull + Ilull. 
Si IIu + vil = O, l’inégalité est vérifiée. Il reste alors à considérer le cas I(u + vll # O. 

,Or lui 4- vil < luil + Ivi(, quels que soient les nombres réels ui, vi E R. Donc 

IIu + VI12 = 3 (Ui+Vi)Z = lui+ vip 

= 3 lui + zii) lui + Vil 

3 l U i + V i I  luil + z lui+ Vil IVil 

2 lui + Vil (luil + /Vil)  

= 

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir le précédent problème) 

En divisant par IIu + V I / ,  nous obtenons l’inégalité demandée. 
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1.18. Démontrer que la norme dans R" satisfait les lois suivantes: 
[ N I ]  : Quel que soit le vecteur u, IJuIJ > O et llull = O ssi u = O. 
[N,] : Quel que soit le vecteur u,  et quel que soit le scalaire k ,  llkull = lkl . Ilull. 
[ N , ]  : Quels que soient les vecteurs u et u,  IIu + u I I  < llull + JluII. 

[N,]  est démontré dans le problème 1.15 et [ N 3 ]  dans le problème 1.17. Il reste uniquement à démon- 
trer [N,]. 

Supposons u = (u ,  , u 2 , .  . . , u,) et donc ku = (ku,  , k u 2 , .  . . , ku,). Alors 

l\kUll2 = (kU# + (kuz)' + + ( k ~ , ) 2  = k%: + k2ui + * .  . + k2U: 
= + U; + * .  * + U A )  = k2 l/u/12 

En prenant la racine carrée des deux membres, on  obtient l'égalité demandée. 

NOMBRES COMPLEXES 

1.19. Simplifier : 1) (5 +3i)(2-7i); 2) (4-3i)!$ 3) - 
1 2  

1 - 4) -* - 7i 5) i3, i4, 231; 
5 + 3i' 3-4i' 

6) (1 +22)3; 7) (m) . 
1) (5 + 3i)(2 - 7i) = 10 + 6i - 35i - 219 = 31 - 29i 

2) (4 - 3i)2 = 16 - 24i + 9iz = 7 - 24i 

( 3 + 4 4  - 3 + 4 i -  - 3 +-i 4 - 1 
3) Fz = (3 -4i)(3 +4i) 25 25 25 

2 - 7i - (2-7i)(5-34 - -11 - 41i - 11 4 1 .  
- 34 34a 4) - - 5 + 3i (5 + 3i)(5-3i) - 34 

-5 + 12i - -5 12 
169 + Gi - - - (-5 + 124 2 1 -  

169 
- 

7) (A) = -5 - 12i (-5-12i)(-5+ 124 

1.20.Soient z = 2 - 3i et w = 4 + 5i. Trouver 

(1) x+w et xw; (2) xlw; (3) x et G, (4) 1x1 et IW~. 
1) Z + W  = 2 - 3 i + 4 + 5 i  = 6 + 2 i  

ZW = (2-3i)(4+ 5i) = 8 - 12i + l o i  - 15i2 = 23 - 2i 

x - 2 - 3i - (2 - 3i)(4 - 5i) - -7 - 22i - - - 7 - - 22i  2 )  - 
w 4 + 5i (4 + 5i)(4- 5 4  - 41 41 41 

3) 

4) 

Utilisons a + bi = a - bi: 

Utilïsons la + bil = d m :  
i = = 2 + 3i; G7 = = 4 - 5i. 

IzI = 12 - 34 = m 9  = fi; /tu = 14 + 5il = d m  = a. 
1.21. Démontrer que quels que soient les nombres complexes z, w E C, 

- 
(i) x+w = X +W, (ii) xW = XG, (iii) Z =  x .  

Posons z = a +  b i  et w = c + d i  où a, b,c,d E R. 

z+w = ( a +  bi )  + ( c  + d i )  = (a+  c)  + ( b  + d)i (il 
= ( a + ~ ) - ( b + d ) i  = a + c - b i - d i  
= ( a -  b i )  + ( C  - di )  = i + G 

(fi) xGÜ = (a+ bi)(c + di) = (UC - bd)  + (ad  + bc)i  
= ( a c -  bd )  - (ad+ bc)i  ( a -  bi)(C- d i )  = ZW 

- - -  
(G) Z = a + b i  = a - b i  = a - ( - b ) i  = a + b i  = x 
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1.22. Démontrer que quels que soient les nombres complexes z , w E C ,  Izwl = 121 IWI. 

Posons z = a + bi et w = c + di, où a, b, c, d E R. Alors 

1212 = a2 + b2, lw12 = c2 + d2, et zw = (UC- bd)  + (ad+ bc) i  

Alors 122012 = (UC - bd)2 + (ad + bc)' 
= ~ 2 ~ 2  - 2abcd + b2d2 + u2d2 + 2abcd + b2c2 

= az(c2 + d2) + bZ(c2 + d2) = (a2 + b 2 ) ( C 2  + d 2 )  = (21' lWl2 

En prenant la racine carrée des deux membres on obtient le résultat demandé. 

1.23. Démontrer que quels que soient les nombres complexes z, w E C ,  Iz f wI IzI f IwI. 

Posons z = II + bi et w = c f di où a, b, c, d E R. Considérons les vecteurs u = ( a ,  b )  et v = ( c ,  d) 
de R2, remarquons que 

1x1 = d z T G  = IlUlI, IWI = @Tz = I ~ W ~ ~  

et + W /  = I ( ~ + c )  + ( b  +d)i( = d ( a + ~ ) ~  + ( b  = / I (a+c,  b +d)lj = I / u  + vil 

D'après l'inégalité de Minkowski (Problème 1.17) ( lu  + V I ]  < llull + IIvII. On a donc 

12 + wl = /lu + 41 / l u / /  + //2>11 = 1x1 + IWI 
VECTEURS DE C" 

1.24. Soient u = (3  - 2i, 4i, 1 4- 6i) et u = (5 f i, 2 - 3i, 5). Trouver 
( i ) u  + v, (2) 4iu, ( 3 )  (1 + i ) w ,  (4) (1 - 2i)u + (3 + i)v. 

1 )  Additionnons les composantes correspondantes : u + v = (8 - i, 2 + i, 6 4- 6i). 

2) 

3) 

Multiplions chaque composante de u par le scalaire 4i : 42u = (8 

Multiplions chaque composante de v par le scalaire 1 + i : 

122,- 16, - 24 4i). 

( 1  + i ) ~  = (5  + 6 i  + i2, 2 - i - 3i2, 5 + 5 4  = ( 4  + 6i,  5 - i, 5 + 5i )  

4) Effectuons d'abord la multiplication scalaire puis l'addition vectorielle: 

( 1  - 2 i ) ~  + ( 3  + i ) ~  = 

= 
(-1 - Si, 8 + 4 4  13 + 4 4  + (14 + Si, 9 - 7i, 15 + 5 4  

(13, 17 - 3i,  28 + 9i) 

1.25. Trouver u .  u et u .  u avec 1) u = (1 - 2i, 3 -t i ) , v  = (4 f 2i, 5 - 6i);2) u = (3  - 2i, 
44 1 + 6i), u = (5  + i, 2 - 3i, 7 + 2i). 

Rappelons que les composantes conjuguées du second vecteur apparaissent dans le produit scalaire : 

(21, . . ., 2,) (Wl, . . ., Wn) = ZlW, + . * . + Z n G n  

1 )  U ' 2, = (1 - 2 i ) ( r n )  + ( 3  + i)(m) 
1 (1 - 2i)(4 - 2i) + ( 3  + i ) ( 5  + 6 4  

(4 + 2i)(l-  2 4  + (5  - 6i ) (3  + i) 
= -1Oi + 9 + 23i = 9 + 13i 

__ 
IJ * u = 

= (4 + 2 i ) ( l +  2 i )  + (5  - 6 i ) (3  - i) = lo i  + 9 - 23i = 9 - 13i 

2 )  U * w = (3 - 2 i ) ( m )  + ( 4 i ) ( m )  + (1 + 6i ) (7  + 2 4  
( 3  - 2i ) (5  - i) + (4 i ) (2  + 3i )  + ( 1  + 6i)(7 - 2i )  

2, u = (5  + i ) (3  - 2 4  + ( 2  - 3i)(z) + (7 + 2 i ) ( l  + 6 4  

= = 20 + 35i 

= ( 5  + i ) ( 3  + 24 + ( 2  - 3i)(-4i)  + (7 + 2i)(l - 6 i )  = 20 - 35i 

Dans les deux exemples v .  u = G. Ce qui est vrai en général, comme on le montre dans le pro- 
blème 1.27. 
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1.26. Trouver llull où (i) u = (3 + 4i, 5 - 2i, 1 - 3i); (ii) u = (4 - i, 2i, 3 + 2i, 1 - 5i). 

Rappeions que zZ = u2 + b2 lorsque z = u + bi. Employons 

I l u l j 2  = u * u = 212, + x z i z  + . . . + xnzn où x = ( x , ,  x 2 ,  . . .> x,) 

(i) Ilu112 = (3)' + (4)' + (5)' + (-2)' + (1)2 + (-3)2 = 64, OU llz~ll = 8 

(ii) ilu112 = 42 + (-1)2 + 22 + 32 + 22 + l2 + (-5)* = 60, ou IluII = fi = 2 f i  

1.27. Montrer que quels que soient les vecteurs u ,  u E C" et quel que soit le scalaire z E C ,  - 
1) u .  u = u .  u ,  2) ( z  u).u = z.(uu) 3) u . ( zu )  = Z ( u  . u ) .  (Comparer avec le théorème 1.2). 

Supposons que u = (q, z2, . . . , x,) et 

En utilisant les propriétés du conjugué établies dans le Problème 1.21, 

w = (wl, w2, . . ., wn). 

1)  

21.U = WlZl + w2i2 + . . . + w,,xn = W T ,  + w2, + . . . + w,z, 
XiZl + x 2 ü 2  + * .  . + X n ü n  = W I Z ,  + W2z2 + . . . + WnZn = = u * 21 

2 )  Puisque zu = (zz,, z z 2 , .  . . . , z z n ) ,  
(xu) * 2, = xx,W1 + xx,U?2 + . * . + x x , w ,  = Z(Xlü, + z2W2 + . . . + ZnWn) = x(u * v) 

3 )  Méthode 1 : On a zv = (zwl, zw2,. . . , zwn), 
.- u * ( x w )  = X l z q  + z.@& + * . . + z,zw, = Z l X W l  + z2iw2 + . . * + z,zu,, 

= i ( Z , ü l  + z 2 z 2  + . * . + x,W,) = i ( u  * v) 

u. (zw) = (xv) ' U  = x(w a u )  = 2 (v.) = i ( u s  v) 

Méthode 2 : Utilisons 1)  et 2) 
- -  

PROBLEMES DIVERS 

1.28. Soit u = (3,  -2,  1, 4) et u = (7, 1, - 3 ,  6). Trouver: 

(i) u + v; (ii) 4u; (iii) 2u - 3v; (iv) u-v; (v) jlulj et llvll; (vi) d(u, v). 
(i) u + v = (3 + 7, -2 + 1, 1 - 3, 4 + 6) = (10, -1, -2, 10) 

(ii) 4u = (4 3, 4 (-2), 4 * 1, 4 - 4) = (12, -8, 4, 16) 

(iii) 2u - 3w = (6, -4, 2, 8) + (-21, -3, 9, -18) = (-15, -7, 11, -10) 

(iv) u-w = 2 1 - 2 - 3 + 2 4  = 40 

(v) 

(vi) 

ilull = d 9  + 4 + 1 + 16 = m, 
d(u, w) = d ( 3  - 7)2 + (-2 - 1)2 + (1 + 3)2 + (4 - 6)2 = 

i l ~ l l  = d 4 9  + 1 + 9 + 36 = a 
= 3 f i  

1.29. Soit u = (7 - 2i, 2 + 5i) et u = (1 + i, - 3 - 6i). Trouver : 

(i) u +v; (ii) 2iu; (iii) (3 - i )v;  (iv) u- v; (v) I/uI( et \lvjl. 

(i) u t w  = ( 7 - 2 i + l + i , 2 + 5 i - 3 - 6 4  = ( S - i , - l - i )  

(ii) 2iu = (14i - 4i2, 4i  + loi2) = (4 + 14i, -10 + 4i) 

(iii) = (3 - i)v = (3 + 3 i  - i - i 2 ,  -9 - 18i + 3i + 6i2) (4 + 2i, -15 - 15i) 
__ 

(iv) u * v = (7 - 2i)(l  + i )  + (2 + 5i)(-3 - 6i) 
= (7 - 2i ) ( l -  i) + (2 + 5i)(-3 + 6i) = 5 - 9i - 36 - 3i = -31 - 12i 

(v) 1 1 ~ 1 1  = 6 7 2  + (-2)z + 22 + 52 = m, Ilvil = d12+ l2 + (-3)' + (-6)2 = fi 
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1.30. Tout couple de points P = (a i )  et Q = (b , )  de R" déYinit un I I Q  + --+ 
segment orienté PQ. Identifions PQ avec le vecteur u = Q - E .  

+ 
PQ = = (bi  - ai, bz - UZ, . . . , bn - an) 

+ 
Trouver le vecteur u identifié 6 PQ où 

(i) P = (2, 5) ,  Q = (-3, 4) 
/I 

(ii) P = (1, -2, 4), Q = (6, O, -3) 
(i) v = Q - P = (-3 - 2 ,  4- 5) = (-5, -1) 
(ii) v = Q - P = (6- 1, O +  2, -3 -4) = (5, 2, -7) 

1.31. L'ensemble H des éléments de R" qui sont les solutions d'une équation linéaire à n inconnues 
x1 , x2,. . . x, de la forme 

avec u = (ci , c2 , . . . , cn) # O dans R", est appelé un hyperplun de R", et (*) est l'équa- 
tion de l'hyperplan H.(Nous identifierons souvent H avec (*)). Montrons que le segment 

orienté PQ pour tout couple de points P ,  Q E H est orthogonal au vecteur u de compo- 
santes (cl , c2 , . . . , c,) ; le vecteur u est appelé vecteur normal à l'hyperplan H. 

C I X I  + C Z X Z  + . * . + C n X n  = b (*) 

+ 

Supposons P = (a l  , . . . , a n )  et Q = ( b l , .  . . , b"). Les ai et bi sont alors les solutions de l'équation 
donnée 

Soit 

+ 
D'où v, donc PQ,est orthogonal à u .  

1.32. Trouver l'équation de l'hyperplan H de R4 si 1) H passe par P = (3, - 2, 1, - 4) et est 
normal au vecteur u = (2, 5 ,  - 6 ,  - 2);  2) H passe le point P(1, - 2, 3, 5) et est parallèle 
à l'hyperplan H' déterminé par 4x - 5y  + 22 + w = 11. 

1) L'équation de H est de la forme 2x + 5y - 6 2  - 2 w  = k puisqu'il est normal à u. Remplaçons dans 
l'équation de H (x , y ,  z ,  w) par les coordonnées de P; on obtient k = - 2. D'où l'équation de H est 

H et H' sont parallèles ssi les vecteurs normaux ont la même direction ou des directions opposées.Ainsi 
l'équation de H est de la forme 4x - 5y + 22 + w = k. Remplaçons (x , y ,  z , w )  par les coordonnées 
de P dans l'équation précédente, on  trouve k = 25. L'équation de H est donc 4x - 5y + 22 + w = 25. 

2~ + 5y - 6 2  - 2~ = - 2). 
2) 

1.33. La droite 1 de R" passant par le point P = (ai) et parallèle ii 
u = (ui) # O est l'ensemble des points X tels que X =  P+ tu ,  
t E R,-donc est l'ensemble des points X = (xi) tels que 

[ X l  = ai + Ult 

2 2  = a2 t uzt 
(*) { . . . . . . . . .  . .  . 

où t prend toutes les valeurs réelles. La variable t est appelée 
paramètre et (*) est appelée la représentation paramétrique 
de la droite 1. 

P + t,u A 

P + tzu \ 
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(1) Trouver une représentation paramétrique de la droite passant par P et de vecteur direc- 
teur u où(a )  P = (2, 5) et u = (- 3 ,  4);(b) P = (4, - 2, 3 ,  i) et u = (2, 5, - 7, il). 

(2) Trouver une représentation paramétrique de la droite passant par les points P et Q où 
( a )  P = (7, - 2) et Q = (9, 3 ) ; ( b )  P = (5, 4, - 3 )  et Q = (1, - 3, 2). 

(1) En utilisant la formule (*), 
Tx = 4 +  2t 

LW = 1 + l l t  

Dans RZ, o n  élimine habituellement t entre les deux équations et la droite est alors déterminée par 
la seule équation 4x + 3y  = 23. 

Calculons d'abord u = PQ = Q - P. Utilisons ensuite la formule (*). 
* 

( 2 )  

(CL) u = Q - P = (2, 5) ( b )  u = Q - P = (-4, -7, 5) 

x =  7 + 2 t  { y = -2 + 5 t  

x =  5 - 4 t  

y =  4 - 7 t  i x = -3 + 5 t  
3 

(Remarquons que dans chaque cas on peut aussi écrire u = QP = P - Q.) 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

VECTEURS DE Rn 
1.34. Soit u = (1, - 2, 5 ) ,  v = ( 3 ,  1, - 2 ) .  Trouver (i) u + v ; (ii) - 6u ; (iii) 2u - 5 v  ; (iv) u . v ; (v) IIuIi 

et IIvII ; (vil d ( u  , v). 

1.35. Soit u = ( 2 ,  - 1, O ,  - 3 ) ,  v = (1, - 1, - 1, 3 ) ,  w = (1, 3 ,  - 2 ,  2 ) .  Trouver : (i) 2u - 3v  ; (ü) 52.4- 3 v -  4 w ;  
(üi) - u + 2v - 2w ; (iv) u - v, u - w et v . w ; (v) d ( u ,  v )  et d(v,  w ) .  

1.37. Déterminer k de telle sorte que les vecteurs u et v soient orthogonaux. (i) u = (3, k, - 2 ) ,  v = ( 6 ,  - 4, - 3). 
( i i ) u = ( 5 , k , - 4 , 2 ) , v = ( 1 , - 3 , 2 , 2 k ) . ( i ü ) u = ( 1 , 7 , k + 2 , - 2 ) , v = ( 3 , k , - 3 , k ) .  

1.38. Déterminer x et y si : (i) ( x ,  x + y )  = ( y  - 2, 6 )  ; (fi) x ( l ,  2) = - 4(y , 3). 

1.39. Déterminer x et y si : (i) x(3, 2) = 2(y, - 1) ; (ii) x ( 2 ,  y )  = y(1, - 2 ) .  

1.40. Trouver x et y tels que 

( 3 ,  -1, 2) = x(1, 1, 1) + y(1, -1, O) + z(1, O, O) 
(-1, 3, 3) = ~ ( 1 ,  1, O) + y(0, O, -1) + z(0,  1, 1) 

(i) 

(ii) 

1.41. Soit el  = (1, O ,  O), e2  = (O, 1, O)  e,  = (O, O, 1). Montrer que pour tout vecteur u = (a, b, c )  de R3: 
(i) u = ael + be2 + ce3 ; (ii) u . e l  = CI, u . e2 = b, u * e3 = c. 
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1.42. Généralisons le résultat du précédent problème. Soit ei E R" le vecteur admettant 1 comme iemecoordonnée 
et O pour toutes les autres: 

e i  (L0,O , . . . ,  O,O), e2 = ( O , i , O  ,..., O,O), ..., e ,  = (O, O, O, . . . , O ,  1) 

Montrer que pour tout vecteur u = ( a , ,  a 2 . .  . , a n )  on a 

(i) u = alel + u2e2 + . . * + une,, (ii) U S  ei = ai pour i = 1, . . . ,n 

1.43. Soit u E R" ; supposons que u .  v = O quel que soit v E R". Montrer alors que u = O. 

1.44. En utilisant la formule d(u . v )  = IIu - et les propriétés [N,] , [ N 2 ] ,  [N,] des normes dans le problème 
1.18, montrer que la fonction distance vérifie les propriétés suivantes quels que soient les vecteurs u ,  v, w E R": 
(i) d(u,v) 0, et d(u,v) = O ssi u = V ;  (ii) d(u ,v )  = d(w,u); (iii) d(u,w) 5 d(u, v) + ci(w,w). 

NOMBRES COMPLEXES 

1.45. Simplifier (i) (4 - 7i)(9 + 24;  (iv) -. + 2i (v) (1 -i)3. 1 
4 - T i '  3-5i' (ii) (3 - 5 4 2 ;  (iii) -. 

1.46. Simplifier (i) z; 1 (ii) -. + 3i (iii) j15, i25, i34; 7 - 3i' 

1.47. Soit z = 2 - 5i et w = 7 + 3i. Trouver (il z + w ;  (ii) xw; (iii) xlw; (iv) 2, W ;  (v) 1x1, Iw( 

1.48. Soit z = 2 + i et w = 6 - Si. Trouver (i) zlw; (ii) 2, W; (iii) 1x1, I w / .  

1.49. Montrer que 1) zz-' = 1; 
1 
2 2 )  IzI = lzl; 3 )  Montrer que la partie réelle de z Re(z) = - ( z  + 7) lzl 

4) Montrer que la partie imaginaire de Z, l ( Z )  = (Z - z)/2i. 

1.50. Montrer que zw = O implique z = O ou w = O. 

VECTEURS DE C" 

1.51. Soit u = (1 f 7i ,  2 - 6i) et v = (5 - 2i, 3 - 4i). Trouver 1) u + v ; 2 )  (3  + i )u  ; 3 )  2iu + (4 - 7i)v ; 
4) u .  v et Y .  u ; 5)  llull et IIvII. 

1.52. Soit u = ( 3  - 7i, 2i, - 1 + i)  et v = (4 - i, 1 1  + 2i, 8 - 3i). Trouver 1) u - v ; 2 )  (3  + i ) v  ; 3 )  u .  v et 
v .  u ; 4) llull et l lv l l .  

1.53. Démontrer que quels que soient les vecteurs u, v, w E C": 

1) (u  + v) . w = u .  w + v .  w ; 2 )  w .  ( u  + v )  = w .  u + w .v. (Comparer avec le théorème 1.2). 

1.54. Démontrer que la norme dans C" satisfait aux lois suivantes: 
[NI] quel que soit le vecteur u,  l lu l l  2 0 et llull = O ssi u = 0. 

[N2] quel que soit le vecteur u, et quel que soit le nombre complexe z, llzull = IzI llull, 

[N3] quels que soient les vecteurs u et v,II u + vII < llull + IIvll. 
(Comparer avec le théorème 1.18). 

PROBLEMES DIVERS 

1.55. Trouver une équation de l'hyperplan de R3 qui : 

1) passe par le point (2 ,  - 7 ,  1) et est normal au vecteur (3 ,  1, - 11); 
2) contient les points (1, - 2, 2) , ( O ,  1, 3) et (O, 2, - 1); 
3 )  contient le point (1, - 5, 2 )  et est pardèle au pian 3x - 7 y  + 42 = 5 6 

1.56. Trouver la valeur de k de telle sorte que 2x - ky + 42 - 5w = 11 soit perpendiculaire à 7 x  + 2y - z  + 2w = 8 
(Deux hyperplans sont perpendiculaires ssi leurs vecteurs normaux respectifs sont orthogonaux). 
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1.57. Trouver une représentation paramétrique de la droite qui : 

1) passe par (3, - 1, 8) et est parallèle au vecteur (1, 3, - 5 )  

2 )  passe par les deux points (1, 9, - 4, 5)  et (2, - 3, O, 4) 
3) passe par (4, - 1, 9) et est perpendiculaire au plan 3x - 2y + z = 18. 

1.58. Soit P, Q et R des points d’une droite déterminée par 
XI = al + u,t, 2, = a, + u,t, . . ., x, = a, + u,t 

qui correspondent aux valeurs i l ,  t2 ,  t3 du paramètre t. Montrer que si t1 < t2 < t 3  alors d ( P ,  Q) 
+ d ( Q ,  R) = d ( P ,  RI. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

(ii) -624 = (-6,12, -30); (iii) 2u - 5v = (-13, -9,20); 1.34. (i) u + w = (4, -1,3); (iv) u * w = -9; 
(v) llull = m, llwll = m; (vi) d(u,v) = 

1.35. (i) 224 - 3v = (I, 1,3, -15); (ii) 5u - 3 w  - 4w = (3, -14,11, -32); (iii) -u + 2w - 2~ = (-2,-7,2,5); 
(iv) u w = -6, u w = -7, w w = 6; (v) d(u, w) = m, d(v ,  W) = 31.h 

1.36. (i) u+ w = (7, -2, - 4 2 ,  i l ) ;  (ii) 3u - 2w = (-4,9, -7, -4, -2); (iii) u * w = 38; (iv) \luIl = 6, 
JIZiJI = 2m; (v) d(u, w) = lm 

1.37. (i) k = 6; (ii) k = 3; (iii) k = 3/2 

1.38. (i) x = 2, y = 4; (ii) x = -6, y = 312 

1.39. (1) z = -1, y -3/2; (ii) x = O, y = O; OU x = -2, y = -4 

1.40 (i) x = 2, y = 3, z = -2; (ii) x = -1, y = 1, z = 4 

1.43. Nous obtenons u .  u = 0,ce qui implique u = O. 

1.45. (i) 50 - 55i; 

1.46. (i) -4i; (ii) (5 + 272)/58; (iii) -i, i, -1; (iv) (4 + 3i)/50. 

1.47. (i) z + w = 9 - 2i; 

(ii) -16 - 30i; (iii) (4 + 72)/65; (iv) (1 + 3i)/2; (v) -2 - 2i. 

(ii) zw = 29 - 29i; (iii) z/w = (-1 - 41i)/58; (iv) i = 2 + 5i, W = 7 - 3i; 
(v) IZI = d%, IWI =fi. 

1.48. (i) z/w = (7 + 16i)/61; 

1.50. Si zw = O alors lzwl = IzI IwI = 101 = O. D’où IzI = O ou Iw( = O et donc z = O ou w = O. 

(ii) Z = 2 - i, W = 6 + 5i; (iii) Jzl  = fi, JwI = m. 

1.5 1. (i) u + w = (6 + 5i, 5 - loi) (iv) u - w  = 21 + 27i, W O U  = 21 - 2% 

(ii) (3 + i)u = (-4 + 22i, 12 - 16i) (v) I I ~ I I  = 3 6 3 7  Il41 = 3 f i  

(iii) 2iu + (4 - 7i)w = (-8 - 41i, -4 - 334 

u - w = (-1 - 6i, -11, -9 + 4i) 1.52. (i) (iii) u - w  = 12 + 24 w - u  = 12 - 2i 

(ii) (3 + i ) w  = (13 + i, 31 + 17i, 27 - i) (iv) llull = 8, lloll = 

1.55. (i) 3% + y - l l z  = -12; 

1.56.k = 0 

(ii) 13s + 4y + z = 7; (iii) 32 - 7y + 42 = 46. 

y = -1 - 2 t  
2 = 9 + t  

?J = 9 - 12t 

w = 5 - t  
2 = - 4 + 4 t  

y = - 1 + 3 t  
z = 8 - 5 t  

3 



CHAPITRE 2 

Equations linéaires 

lNTROD UCTIO N 

La théorie des équations linéaires joue un rôle important en algèbre linéaire. En fait de très 
nombreux problèmes de cette matière se résument 6 l’étude d’un système d’équations linéaires, par 
exemple la recherche du noyau d’un homomorphisme d’espace vectoriel et la détermination d’un 
sous-espace vectoriel donné par un ensemble de vecteurs. En conséquence les techniques introduites 
dans ce chapitre seront applicables aux méthodes plus abstraites données par la suite. D’autre part 
quelques-uns des résultats de ces méthodes abstraites nous donneront de nouveaux aperçus sur la 
structure des systèmes concrets d’équations linéaires. 

corps R. Les résultats et les méthodes employées resteront valables sur le corps complexe C, ou 
dans n’importe quel corps K. 

Pour simplifier, nous supposerons que toutes les équations de ce chapitre sont données sur le 

EQUATION LINEAIRE 

Par équation linéaire sur le corps R,  nous entendons une expression de la forme 
a m  f azXz + . . . + anxn = b 

où les a i ,  b, E R et les x i  sont les indéterminées (ou inconnues ou variables). Les scalaires ai sont 
appelés les coefficients des x i ,  et b est le terme constant, ou simplement la constante de l’&qua- 
tion. Un ensemble de valeurs des inconnues,par exemple 

(1) 

xi = kl, xz = kP, . . ., X n  = kn 

est une solution de (1) si l’égalité obtenue en remplaçant x i  par hi, 

est vérifiée. Cet ensemble de valeurs satisfait alors l’équation. S’il n’y a aucune ambiguité sur la 
position des inconnues dans l’équation, cette solution pourra alors s’écrire sous forme de n-tuple 

aiki + azk2 + . . . + a n k n  = b 

u (kit kZ, . . ., kn) 

Exemple 2.1 : Considérons l’équation x + 2y - 42 f w = 3. 
Le 4-tuple u = (3 ,  2, 1, O )  est une solution de  l’équation puisque 

3 + 2 . 2  - 4 . 1  + O  = 3 ou 3 = 3  

est une égalité vraie. Cependant le 4-tuple v = (1, 2 ,  4, 5)  n’est pas une solution de l’équa- 
tion puisque 

1 + 2 . 2  - 4 . 4  + 5 = 3 OU - 6 ~ 3  

n’est pas vérifié. 

Les solutions de l’équation (1) peuvent être aisément obtenues. Il y a 3 cas: 

Cas 1 : Un des coefficients de (1) n’est pas nul, par exemple a, # O. Alors nous pouvons 
écrire l’équation sous la forme 

~ 1 x 1  = b - ~ 2 x 2  - * . . - anxn OU X I  = a;’b - C L F ’ C Z ~ X ~  - . . . - ai’anxn 
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En donnant arbitrairement des valeurs déterminées aux inconnues x, . . . . .  x,, nous obtenons une 
valeur pour x ,  ; ces valeurs forment une solution de l’équation. De plus, toute solution de l’équa- 
tion peut être obtenue de cette manière. Remarquons en particulier que l’équation linéaire à une 
inconnue 

ax = b avec a # O  

a une solution unique x = a-’. b. 

Exemple 2.2 : Considérons l’équation 2x - 4y + z = 8. 
Ecrivons l’équation sous la forme 

1 
2 2 x = 8 + 4 y - z  ou x = 4 + 2 y - - z  

A chaque valeur de y et z correspondra une valeur de x, et ces trois valeurs constitueront 

une solution de l’équation. Par exemple, soient y = 3 et z = 2 d’oùx = 4 4- 2 . 3 - 

On peut donc dire que le 3-tuple (triplet) u = (9, 3, 2) est une solution de l’équation. 

. 2 = 9 

Cas 2 : Tous les coefficients de l’équation (1) sont nuls, mais le terme constant est différent 
de zéro. L’équation est alors de la forme 

0x1 + 0x2 + . + Ox, = b, avec b # O 
L’équation n’a alors pas de solution. 

Cas 3 : Tous les coefficients de l’équation (1) sont nuls, et le terme constant est nul égale- 
ment. L’équation est de la forme 

Quel que soit le n-tuple constitué de scalaires de R, il s’agira d’une solution de l’équation. 

0x1 + 0x2 + * * . + Oxn = O 

SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES 
Considérons maintenant un système de m équations linéaires à n inconnues x1 . x, . . . . .  x, . 

~ 1 x 2  + ~ 2 2 x 2  + * . * + aznxn  = b~ 
(*) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

où les a,, bj appartiennent au corps des réels R. On dit que le système est homogène si les cons- 
tantes b , ,  .... b, sont nulles. Un n-tuple u = ( h ,  . h , .  . .  h , )  de nombres réels est une solution 
(ou une solution particulière) s’il satisfait chacune des équations. L’ensemble des solutions est sou- 
vent appelé solution générale du système. 

Le système d’équations linéaires 

aiix1 + ~ ~ 1 2 x 2  + * . . + UinXn = O 

azixi + azzxz + * .  . + aznxn = O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

est appelé système homogène associé à (*). Le système précédent a toujours une solution, qui est le 
n-tuple nul O = (O,  O, . . . .  O),  appelé solution triviale ou nulle. N’importe quelle autre solution, si 
elle existe, est appelée solution non triviale ou non nulle. 

Il existe la relation fondamentale suivante entre les système (*) et (**). 
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Théorème 2.1 : Soit u une solution particulière du système non homogène (*) et soit W la 
solution générale du système homogène associé (**). Alors 

u +  w = {ufw: W E W }  

est la solution générale du système non homogène (*). 

Cependant le théorème précédent n’a qu’un intérêt théorique et ne peut en aucune manière 
nous permettre d’obtenir les solutions explicites du système (*). Celles-ci seront fournies par la 
méthode habituelle d’élimination exposée ci-après. 

SOLUTIONS D’UN SY STEME D’EQUATIONS LINEAIRES 

Considérons le système (*) d’équations linéaires. Réduisons-le à un système plus simple de la 
manière suivante. 

Premièrement. Echanger les équations de telle sorte que la première inconnue x, ait un 
coefficient non nul dans la première équation, ainsi a,, # O. 

Deuxièmement. Pour chaque i > 1, appliquer 

c’est-à-dire remplacer la i ème équation linéaire Li par l’équation obtenue 
en multipliant la première équation L I  par -ai, et  en ajoutant la ième 
équation Li multipliée par a,, . 

Li -+ -ailLi + ailLi 

Nous obtenons alors le système suivant qui d’après le Problème 2.13 est équivalent à (*), 
c’est-à-dire a le même ensemble de solutions que (*): 

aiixi + eC;zxz + a:3x3 + ’ * + &xn = b: 
a;. x. + . . . . . .  + a;nxn = b; 

a‘. m32 x. 32 + + amnxn = bL 

32 32 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . .  

où a,, # O. Ici xi2 représente la première inconnue dont le coefficient est non nul dans une équa- 
tion autre que la première ; d’après le deuxièmement xi2 # xl. Ce procédé consistant à éliminer 
une inconnue à partir des diverses équations successives est appelé procédé d’élimination ou de Gauss. 

Exemple 2.3 : Soit le système suivant d’équations linéaires: 

2 2 + 4 y - x + 2 w + 2 w  = 1 

~ x + G Y + z -  W + ~ W  = -7 

4 2 + 8 y + 2 + 5 w -  w = 3 

Eliminons l’inconnue x à partir de la seconde et de la troisième équation en appliquant 
les combinaisons suivantes : 

et -2L1: -42 - 8 y +  22 -4w - 4 w  = -2 

L,: 4 x + 8 y + 2 + 5 w - w =  3 

-2L1 + L3: 3 2 +  2 ) - 5 W =  1 
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Ainsi le système initial a été réduit au système équivalent: 

2 2 + 4 y - x + 2 v + 2 w  = 1 

5 x  - 8~ + 2~ = -17 

3 2 +  V-5W = 1 

Remarquons que y a aussi été éliminé à partir de la seconde et de la troisième équation. 
Ici l’inconnue z joue le rôle de l’inconnue précédente x .  

12 

Les équations précédentes, sauf la première, forment un système partiel qui a moins d’équa- 

1) s’il se présente une équation de la forme Ox, + Ox2 + . . . + Ox, = b ,  b # O ,  le sys- 

2) s’il se présente une équation de la furme, Ox, + Ox, + . . . + Ox, = O,  cette équation 

En continuant le procédé précédent de Gauss, avec chaque nouveau sous-système, nous obte- 

tions et moins d’inconnues que le système initial. De plus 

tème est alors impossible et n’a pas de solution; 

peut être supprimée et ceci sans affecter la solution. 

nons par récurrencesoit un système impossible soit un système réduit à la forme équivalente sui- 
vante 

allx1 f a12xZ f ai3x3 ‘ ‘ ‘ ’ ‘ ’ ’ ‘ ‘ * * * ’ ‘ ’ i- a i n x n  = bi 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a r j r X j r  + a v , j r t i X j r t i  + * * . + a r n X n  O r  

où 1 < j ,  <. . . < j ,  et où les coefficients restants sont non nuls : 

ai1 f O ,  a2j2 f O ,  . . ., Urir f O 

(Nous utiliserons pour des commodités de notations les mêmes symboles a,, b,  dans le système 
(***) que ceux utilisés dans le système (*)  mais ils désigneront des scalaires différents). 

Définition : Le système (***) est SOUS une forme dite échelonnée ; les inconnues x i  qui n’ap- 
paraissent pas au commencement de chaque équation (i  # 1, j , ,  . . . , j,) sont appe- 
lées des inconnues libres ou variables libres. 

Le théorème suivant s’applique alors. 

Théorème 2.2 : Dans un système réduit à une forme échelonnée, on peut distinguer deux cas : 

1) r = n ; il y a autant d’équations que d’inconnues. Le système admet alors 
une solution unique. 

2 )  r < n ; il y a moins d’équations que d’inconnues. Nous attribuerons alors 
arbitrairement des valeurs aux n - r inconnues libres et nous obtiendrons 
une solution du système. 

Le théorème précédent implique évidemment que le système (***) et n’importe quels sys- 
tèmes équivalents sont possibles. Ainsi si le système (*) est possible et ramené au précédent 
cas 2), nous pourrons alors donner différentes valeurs aux inconnues libres et obtenir ainsi 
plusieurs solutions du système, comme le schéma suivant le montre. 
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Système d’équations linéaires 

1 

Impossible Possible 

Exemple 2.4 : Réduisons le système suivant en appliquant les combinaisons L ,  -+ - 3 L ,  + 2L,  et 
L ,  -+ - 3 L ,  + 2 L ,  et L ,  -+ - 3L ,  + L,:  

2 x +  y - 2 2 + 3 w  = 1 2 2 + y -  2 2 +  3w = 1 2 x + y - 2 2 + 3 w  = 1 
3 x + 2 y -  2 + 2 w  = 4 y +  42-  5w = 5 y + 4 2 - 5 w =  5 

3s + 3y + 32- 3w = 5 

L’équation O = - 8, c’est-à-dire Ox + Oy + Ow = - 8,nous montre que le système ini- 
tial est impossible et donc n’a aucune solution. 

3y + 122 - 1 5 ~  1 7 O = -8 

Exemple 2.5 : Réduisons le système suivant en appliquant les combinaisons L ,  + - L ,  + L ,  , 
L ,  -+ - 215, + L ,  et L ,  -+ - 2L, + L ,  ainsi que les combinaisons L ,  + L ,  - L ,  et 
L ,  -+ - 2L,  + L,:  

X + 2 y - 3 2 =  4 x + 2 y - 3 2  = 4 x + 2 y - 3 2  = 4 

x + 3 y +  2 = 11 y + 4 2 =  7 y + 4 z  = 7 

22 + 5y - 42 = 13 y + 2 2 =  5 22 = 2 

2 s  + 6y + 22 = 22 2y + 82 = 14 o = o  

x + 2 y - 3 2  = 4 

y + 4 2  = 7 

22 = 2 

Remarquons d’abord que le système est possible puisqu’il n’y a aucune équation de la 
forme O = b avec b f O. De plus, puisque dans la forme réduite échelonnée il y a trois 
équations à trois inconnues, le système admet une solution unique. Dans la troisième on  
a z = 1. En remplaçant z par 1 dans la deuxième équation on obtient y = 3. En rempla- 
çant z par 1 et y par 3 dans la première équation on trouve x = 1 .  Ainsi x = 1 ,  y = 3 
et z = 1 ou le triplet (1, 3, 1) est la solution unique du système. 

Exemple 2.6 : Réduisons le système suivant à l’aide des combinaisons L ,  -+ - 2 L ,  + L ,  et L ,  -+ - 5L , + 1 
et L ,  -+ - 2L,  + L,: 

x +  2 y - 2 2 +  3w = 2 x + 2 y - 2 2 + 3 w  = 2 x + 2 y - 2 2 + 3 w  = 2 

22 + 4y - 32 + 4W = 5 2 - 2 w  = 1 2 - 2 w  = 1 

52 + 1Oy - 82 + l l w  = 12 2 2 - 4 w  = 2 o = o  

x + 2 y - 2 2 + 3 w  = 2 

2 - 2 w  = 1 
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Le système est possible, et puisqu’il y a plus d’inconnues que d’équations dans la forme 
réduite échelonnée, le système a un nombre infini de solutions. En fait il y a deux in- 
connues libres y et w, et donc une solution particulière peut être obtenue en donnant 
des valeurs à y et w. Par exemple prenons w = 1 et y = - 2. Remplaçons w par 1 dans 
la seconde équation, on obtient z = 3. Remplaçons w par 1, z par 3 et y par - 2 dans 
la première équation, on  trouve x = 9. Ainsi x = 9, y = - 2, z = 3 et  w = 1, ou le 
4-tuple (9, - 2, 3,  1) est une solution particulière du système. 

Remarque : Dans l’exemple précédent, nous pouvons trouver la solution générale du système de 
la manière suivante. Donnons aux inconnues libres des valeurs bien déterminées ; 
par exemple y = a et w = b. Remplaçons w par b, dans la seconde équation, nous 
obtenons z = 1 + 2b. Remplaçons y par a ,  z par 1 + 2b et w car b dans la pre- 
mière équation,nous trouvons x = 4 - 2a + b. Donc la solution générale du sys- 
tème est 

x = 4 - 2 a + b ,  g = a ,  x = 1 + 2 b ,  w =  b 

ou ( 4  - 2a + b, a, 1 + 2b, b ) ,  où a et b sont des constantes arbitraires. Fréquem- 
ment on laisse dans la solution générale les inconnus libres y et w (au lieu de a et 
b ) ,  comme suit : 

x = 4 - 2 y + ~ ,  x = 1 + 2 w  OU ( ~ - ~ Y + w , z J , ~ + ~ w , w )  

Nous examinerons de nouveau la représentation de la solution générale d’un système 
d’équations linéaires dans un prochain chapitre. 

Exemple 2-7 : Soit un système de deux équations à deux inconnues : 

U l X  + b,y = ci 

a2x + b2y = c2 

D’après notre théorie, il se présente seulement un des trois cas suivants : 

1) Le système est impossible. 

2) Le système peut être réduit à un système équivalent de forme échelonnée à 2 équations. 
3) Le système est équivalent à un système de forme échelonnée à une équation. 
Lorsque les équations linéaires à deux inconnues à coefficients réels peuvent être repré- 
sentkes comme des droites de R2, les cas précédents peuvent alors être interprétés géo- 
métriquement de la manière suivante : 

1 )  Les deux droites sont parallèles. 
2 )  Les deux droites se coupent en un point unique. 
3) Les deux droites coïncident. 

SOLUTlON D’UN SYSTEME HOMOGENE D’EQUATIONS LINEAIRES 
Si nous commençons par un système homogène d’équations linéaires, le système est alors 

possible, puisque, par exemple, il admet comme solution la solution nulle O = (O,  O, . . . , O). 11 
peut donc toujours être réduit à un système équivalent homogène mis sous forme échelonnée: 

ailxi + ai2xZ + a13x3 + . . * . - - . . . . . * * + ainxn = O 

a232~j ,  + az,j2+1xj2+i + . . * . . + aznzn = O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

arjrXjr + ar,jr+ixjr+i + . . . + a r n ~ n  O 

Nous avons alors deux possibilités. 
1) r = n. Alors le système a seulement la solution nulle. 
2) t’ 4 n. Alors le système a une solution non nulle. 
Si nc>us commençons avec moins d’équations que d’inconnues, alors dans la forme échelonnée, 

I“ < n e i  Je ûystème admet une solution non nulle. D’où 
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Théorème 2.3 : Un système d’équations linéaires homogène avec plus d’inconnues que d’équations 
admet une solution non nulle. 

Exemple 2-8 : 

Exemple 2-9 : 

Le système homogène 
X + 2 y - 3 2 +  W = O 

x - 3 y i -  2 - 2 w  = O 

2 x f  y - 3 2 f 5 w  = O 

a une solution non nulle puisqu’il y a quatre inconnues et seulement trois équations. 

Réduisons le système suivant à sa forme échelonnée : 

x +  y -  2 = O x + y -  2 = O x + y -  2 = O 

2 x - 3 y +  2 = O -5y -f- 32 = O -5y + 32 = O 

x - 4 y + 2 2  = O -5y + 32 = 0 

Le système a une solution non nulle, puisque nous obtenons seulement deux équations à 
trois inconnues dans la forme échelonnée. Par exemple, soit z = 5 ; alors y = 3 et x = 2. 
En d’autres termes le triplet ( 2 ,  3, 5 )  est une solution particulière non nulle du système. 

Exemple 2-10 : Réduisons le système suivant à sa forme échelonnée: 

x +  y -  2 = O x + y -  2 = O x + y - 2  = O 

2 x + 4 y -  2 = O 2 y +  2 = O 2 y i - 2  = O 

- y +  52 = 0 112 = O 32 + 2y + 22 = O 

Dans la forme réduite échelonnée, il y a trois équations à trois inconnues, le système admet 
seulement la solution nuile (O, O, O). 

SOLUTION D’EQUATIONS 

2.1. Résoudre le système : 

PROBLEMES RESOLUS 

LINEAIRES 

2~ - 32~ + 62 + 2~ - 5w = 3 
y - 4 2 - l  = 1  

v-3w = 2 
Le système est déjà mis sous sa forme réduite échelonnée, les équations commençant par les inconnues 

Pour trouver la solution générale, posons z = a et w = b. En remplaçant z et w par leurs valeurs dans 
x, y et v respectivement, les autres inconnues z et w sont des inconnues libres. 

la troisième équation on obtient 
V - 3 b  = 2  ou ~ = 2 + 3 b  

En remplaçant dans la seconde équation, on  a 

y - 4 a + 2 + 3 b  = 1 ou y = 4 a - 3 b - 1  

et dans la première, on obtient 

2 ~ - 3 ( 4 ~ - 3 b - l ) + 6 a + 2 ( 2 + 3 b ) - 5 b  = 3 OU x = 3 a - 5 b - 2  

Ainsi la solution générale de ce système est 

x = 3 a - 5 b - 2 ,  y = 4 a - 3 b - 1 ,  z = a, v = 2 + 3 b ,  w = b 

ou (3a - 5b - 2, 4a - 3b - 1, a, 2 + 3b, b), où a et b sont des nombres réels arbitraires. Certains pré- 
fèrent écrire la solution générale en conservant les inconnues libres z et w au lieu de a et b,  comme suit: 
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x = 3 2 - 5 W - 2  

y = 42 - 3W - 1 

v = 2 + 3 w  

OU (32 - 5W - 2,42 - 3W - 1, 2, 2 + 3W, W) 

Après avoir trouvé la solution générale, nous pouvons trouver une solution particulière, en prenant par 
exemple a = 2 et b = 1 ; alors 

x = - 1 ,  y = 4 ,  z = 2 ,  v = 5 ,  w = l  ou ( - 1 , 4 , 2 , 5 , 1 )  

est une solution particulière du système donné. 
I 

x t 2 y - 3 2  = -1 

2.2. Résoudre le système 3 x -  y + 2 2 =  7 .  

5 x t 3 y - 4 2  = 2 

Réduisons à la forme échelonnée. Eliminons x à partir de la seconde et de la troisième équation par les 
combinaisons L ,  +. - 3L ,  + L ,  et L ,  -+ - 5L,  + L,: 

-3L1: -32 -6y-k  92 = 3 -5L1: -52 - 1Oy f 152 = 5 

L,: 32 - y + 22 = 7 L3: 5X + 3 y -  42 = 2 

-3L1 + L2: -7y + l l z  = 10 -5L, + L3: -7y + 112 = 7 

Nous obtenons ainsi le système équivalent 

2 f 2y - 32 = -1 

-7y + 112 = 10 

-7y + 112 = 7 

La seconde et la troisième équation montrent que le système est impossible, car en soustrayant, nous 
obtenons Ox 4- Oy i- Oz = 3 ou O = 3. 

2 x +  y - 2 2  = 10 

2.3. Résoudre le système 3x + 2y + 22 = 1 . 
5x + 4 y + 3 2  = 4 

Réduisons le système à sa forme échelonnée. Eliminons x à l’aide de la seconde et de la troisième &qua- 
tion par les combinaisons L ,  -+ - 3L,  + 2L, et L ,  + - SL,  + 2L,: 

-3L1: - 6 s -  3y + 62 = -30 -5L1: -102 - 5y + 102 = -50 

2L2: 65 + 4y + 42 = 2 2L3: 10s + 8y + 62 = 8 

3y + 162 = -42 -3L1 + 2L2: y + 102 = -28 -5L1 + 2L3: 

Nous obtenons ainsi le système suivant, à partir duquel nous éliminons y à partir de la troisième équation 
par la combinaison L ,  +. - 3 L ,  + L ,  

2 s  + y -  22 = 10 22 + y  - 22 = 10 

y + 102 = -28 d’où y + 102 = -28 

-142 = 42 3y + 162 = -42 

Dans la forme réduite échelonnée il y a trois équations à trois inconnues ; donc le système a une solution 
unique. D’après la troisième équation, z = - 3. En remplaçant z par cette valeur dans la seconde équation 
nous trouvons y = 2 .  En remplaçant y et z par leurs valeurs dans la première éqv .tion, bn obtient x = 1. 
Ainsi x = 1, y = 2 et z = - 3, c’est-à-dire que le triplet (1, 2,  - 3) est la solution unique du système 
précédent. 
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~ + 2 y - 3 ~ =  6 
2.4. Résoudre le système 2 s  - y + 42 = 2 . 

4~ + 3y-  22 = 14 

Réduisons ce système à sa forme échelonnée. Eliminons x entre la seconde et la troisième équation par 
les combinaisons L ,  -+ - 2 L ,  + L ,  e t L 3  -+ - 4L, + L 3 . :  

-2L1: -22 - 4y + 62 = -12 -4LL: -42 - 8y + 122 -24 

L,: 22 - y 4- 42 = 2 L,: 42 + 3y - 22 = 14 

-5y + 102 = -10 -5y + 102 = -10 

ou y -  22 = 2 ou y -  22 = 2 

Ainsi on obtient le système équivalent 

~ + 2 y - 3 2  = 6 
û f Z y - 3 2  = 6 

y - 22 = 2 ou en simplifiant 

y - 2 2  = 2 
y - 2 2  = 2 

(Puisque la seconde et la troisième équation sont identiques, nous pouvons supprimer une d’entre elles). 
Dans la forme réduite échelonnée, il y a seulement deux équations 5 trois inconnues ; le système a donc 

une infinité de solutions et en particulier 3 - 2 = 1 inconnue libre qui est z. 

Pour obtenir la solution générale, posons z = a. En remplaçant z par a dans la seconde équation, on ob- 
tient y = 2 + 2a. En remplaçant de nouveau z et y par leurs valeurs dans la première équation on obtient 
x + 2(2 + 2a) - 3a = 6 ou x = 2 - a. On obtient ainsi la solution générale 

5 = 2-a, y = 2 + 2 a ,  2 = a ou ( 2 - a , 2 + 2 a , a )  

où a est un nombre réel quelconque. 

Donnons à a une valeur a = 1, nous obtenons une solution particulière x = 1, y = 4, = 1 ou (1,4,1). 

2.5. Résoudre le système 

x - 3 y + 4 2 - 2 w  = 5 

2 y f 5 x - i -  w = 2 .  

y - 3x = 4  

Ce système n’est pas mis sous sa forme échelonnée, car y est la première inconnue dans la seconde et la 
troisième équation. Cependant, si nous réécrivons le système de telle sorte que w soit la seconde inconnue, 
on obtient alors le système suivant qui est écrit sous sa forme réduite échelonnée: 

x - 2 w - 3 y + 4 2  = 5 

w + 2 y + 5 x  = 2 

y - 3 2  = 4 

Si un Ctuple (a, b, c, d)  est donné comme solution, on ne sait s’il faut remplacer w ou y par b ; donc 
pour des raisons théoriques nous considérerons les deux systèmes comme distincts. Cependant ceci ne nous 
empêche pas d’utiliser le nouveau système pour obtenir la solution du système initial. 

Soit z = a .  En remplaçant z par a dans la troisième équation, nous trouvons y = 4 + 3a. En rempla- 
çant z et y par leurs valeurs respectives dans la seconde équation, on obtient w 4- 2(4 f 3a) + 5a = 2 
ou w = - 6 - l l a .  En remplaçant dans la première équation on a 

x - 2(-6 - l l a )  - 3(4+ 3 4  + 4a = 5 oi( 5 = 5 - 17a 
Ainsi la solution générale du système initial est 

5 = 5 -  1 7 ~ 9  y = 4 +  3U, z = a, w = -6 - 1 l a  

où a est un nombre réel quelconque. 
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2.6. Déterminer les valeurs de a de telle sorte que le système suivant dont les inconnues sont x, 
y et z ait : 1) aucune solution, 2) plus d’une solution, 3) une solution unique.: 

x +  y -  z = 1 

2 x + 3 y + a z  = 3 

x + @ / + &  = 2 

Réduisons le système à sa forme échelonnée. Eliminons x à partir de la seconde et de la troisième équa- 
tion par les combinaisons. L ,  -+ - 2L,  + L ,  et L ,  -+ - L I  + L,. 

-2L,: -2 s -  2y + 22 = -2 -LI: -x - y +  2 = -1 

ay + 32 = 2 L2: 22 + 3y + a2 = 3 L,: x + 
y + (a+2)2 = 1 (a-1)Y + 42 = 1 

Le système équivalent est ainsi 
x +  y -  2 = 1  

y + (a+2)2 = 1 

(a-1)Y + 42 = 1 

Eliminons maintenant y à partir de la troisième équation à l’aide de la combinaison L 3 +  - (a  - 1) L ,  + L 3 :  

-(a - 1)L2: -(a - 1)y + (2 - a - a2)z 

Ls: (a-1)y + 42 = 1 

= 1 - a 

( 6 - ~ - a 2 ) ~  = 2 - u 

ou (3 + a)(2- a)z = 2 - a 
nous obtenons le système équivalent 

x + g -  2 = 1  

Y +  (a+ 2)2 = 1 

(3+  a)(2- a)z = 2 - a 

qui a une solution unique si le coefficient de z dans la troisième équation n’est pas nul , c’est-à-dire si 
a # 2 et a # - 3. Dans le cas où a = 2 la troisième équation devient O = O et le système a plus d’une 
solution. Dans le cas où e = - 3, la troisième équation est O = 5 et le système n’a pas de solution. 

En résumé nous avons 1) a = - 3 2) a = 2 3)  a # 2 et a # - 3.  

2.7. Quelle condition doit-on avoir sur a, b et c, de telle sorte que le système suivant en x, y 
et z admette une solution ? 

x + 2 y -  3 z = a  

x - 2 y +  72 = c 

2 ~ + 6 y - 1 1 ~  = b 

En réduisant à la forme échelonnée, et en éliminant x à l’aide de la seconde et de la troisième équation 
par les combinaisons L ,  -+ - 2L,  + L ,  et L ,  -+ - L ,  + L , ,  nous obtenons le système équivalent 

x f 2 y -  32 = a 
2y - 52 = b - 2 ~  

-4y+ 102 = c - a  

Eliminons y à partir de la troisième équation par la combinaison L ,  -+ 2L,  4- L,, nous obtenons finalement 
le système équivalent 

x + 2 y - 3 2  = a 

2y - 52 = b - 2~ 

O = ~ + 2 b - 5 ~  
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Ce système n’a pas de solution si la troisième équation est de la forme O = k avec k # O, c’est-à-dire si 
c f 2b - Sa # O. En conclusion le système aura donc une solution si 

c f 2 b - 5 ~  = O OU 5a = 2 b + c  

Remarquons, dans ce cas, que le système aura plus d’une solution. En d’autres termes, le système ne peut pas 
avoir une solution unique. 

SY STEMES HOMOGENES D’EQUATIONS LINE AIRES 

2.8. Déterminer si chacun des systèmes suivants a une solution non nulle : 
x + 2 y -  x = O 

~ - 2 y + 3 ~ - 2 ~  = O x+2y-33x = O 2x + 5 y + 2 x  = O 
3 ~ - 7 y - 2 ~ + 4 ~  = O 2x + 5y f 2 x  = O x + 4 y + 7 ~  = 0 
4 x + 3 y + 5 x + 2 w  = O 3 x -  y - 4 x  = O x - I -3y - l -3~  = 0 

(i) (ii) (iii) 

(i) Le système doit avoir une solution non nulle puisqu’il y a plus d’inconnues que d’équations. 

(ii) Réduisons à la forme échelonnée : 

x + 2 y - 3 2  = O z + 2 y - 3 2  = O X + 2 y - 3 2  = O 

2% + 5y + 22 = O et y + 8 2  = O et y + &  = O 

612 = O 3 2 -  y - 4 2  = 0 -7y + 52 = O 

Dans la forme réduite échelonnée il y a trois équations à trois inconnues ; ainsi le système admet une solu- 
tion unique, la solution nulle. 

Réduisons à la forme échelonnée: (Üi) 

x + 2 y -  z = o  x + 2 y -  2 = O 
22 + 5y + 22 = 0 y + 4 2  = O 

X + 3 y + 3 2  = O y + 4 2  = O 

z + 2 y -  2 = O 
X f 4 y f 7 2  = 0 2y + 82 = O ~ $ 4 2  = O 

Dans la forme échelonnée il y a deux équations à trois inconnues ; ainsi le système admet une solution non 
nulle. 

2.9. Les vecteurs u1 , u 2 ,  . . . , u, de R“ sont dits linéairement dépendants, ou simplement dépen- 
dants, s’il existe des scalaires ki , h, , ~ . . , k ,  non tous nuls de telle sorte que h, u1 + h, 3 + . . . 
+ k ,  u, = O. Si ces conditions ne sont pas remplies on dit qu’ils sont indépendants.. Détermi- 
ner si les vecteurs u, u, w sont dépendants ou indépendants avec 

(i) u = (1, 1, -l), v = (2, -3, 1), w = (8, -7, 1) 
(ii) u = (1, -2, -3), v = (2, 3, -l), w = (3,2, 1) 
(iii) u = (ai, a 2 ) ,  ZI = ( b ~ ,  bz), w = (CI, c 2 )  

Dans chaque cas 

(a) Soit xu 4- yv -k zw = O où x, y et z sont des scalaires inconnus. 

( b )  Il s’agit de trouver le système d’équations linéaires homogène équivalent, 

(C) Enfin il faut déterminer si le système a une solution non nulle ; s’il en est ainsi, alors les vecteurs sont dépen- 
dants ; sinon les vecteurs sont indépendants. 

(i) Soit xu + yv + zw = O 
~ ( 1 ,  1, -1) + ~ ( 2 ,  -3, 1) + 2(8, -7, 1) = ( O ,  O ,  O )  

OU (2, 2, -x) + (ZY, -3y, Y) + (82, -72, 2) = ( O ,  O ,  O) 

ou (z + 2y + 82, x - 3y - 72, -x + y + z )  = ( O ,  O ,  O )  
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En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, et en réduisant le système à sa forme éche- 
lonnée : 

x + 2 y +  8x = O x + 2 y + 8 x  = O x + 2 y + 8 x  = O x f 2 y + 8 x  = O 

X - 3 y - 7 2  = 0 -5y - 1 5 ~  = O y + 3 2  = O y + 3 x  = O 
-x+ y +  z = o  3y + 92 = O y + 3 x  = O 

Dans la forme échelonnée, il y a seulement deux équations à trois inconnues ; ainsi le système a une solution 
non nulle. En conséquence les vecteurs sont dépendants. 

Remarque : 
dance des vecteurs ; nous avons besoin uniquement de connaitre s’il existe une solution non nulle. 

Nous n’avons pas besoin de résoudre le système pour déterminer la dépendance ou l’indépen- 

(ii) 

x f 2 y f 3 2  = O x + 2 y +  3x = O x + 2 y + 3 n  = 0 

-22 + 3y + 22 = O 7y + 8 x  = O 7 y + &  = O 

-32- y +  2 = O 5y + 1ox = O 30x = O 

Dans la forme échelonnée, il y a exactement trois équations à trois inconnues ; ainsi le système a seulement 
une solution nulle. Les vecteurs sont donc indépendants. 

Le système a une solution non nulle d’après le théorème 2-3, car il y a plus d’inconnues que d’équations, 
ainsi les vecteurs sont dépendants. En d’autres termes, nous avons prouvé que trois vecteurs quelconque de 
R 2  sont dépendants. 

2.10. Supposons que dans un système homogène d’équations linéaires les coefficients de l’une des 
inconnues soient tous nuls. Montrer que le système a une solution non nulle. 

Supposons que xl, . . . , x, soient les inconnues d’un système et xi est l’inconnue dont les coefficients sont 
tous nuls. Alors chaque équation de ce système est de la forme. 

a l x l +  . . .  + aJ-lxJ-l + oz, + a J - l z J + l  + . . ’  + a,%, = O 

Par exemple (O, . . . , O, 1, O, . . . , O) où 1 est la jième composante est une solution non nulle de chaque équa- 
tion et donc de ce système. 

PROBLEMES DIVERS 

2.11. Démontrer le théorème 2.1 : Supposons que u soit une solution particulière du système homo- 
gène (*) et supposons que W soit une solution générale du système homogène associé (**). 
Alors 

u +  w = { u f w :  W E W }  

est la solution générale du système non homogène (*). 

Puisque u est une solution de (*) nous avons pour i = 1, . . . , m , 
Soit U la solution générale du ystème noIl homogène (*). Supposons que u E U et que u = ( u l , .  . . u n ) .  

a21?*1 + aI2u2 + . . . + a , , ~ ,  = b, 

Supposons maintenant que w E W et que w = ( w l , .  . . , w,). Puisque w est une solution du système homo- 
gène (**) nous avons pour i = 1, . . . , m, 

a21w1 + ur2w2 + . . . + a,,w, = O 
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Donc, pour i = 1, . . . , m, 

UiI(U1 + Wl) + a d u z  + w2) + * * . + ai&, + Wn) 

= ailu, + a i p l  + ai2uz + ai2w2 + . . + ainu, + ainw, 

(ailu1 + ai2u2 + ‘ * * + ainu,) + ( U i , W l +  ai2wz + * * * + ainw,) = 

= bi+O = bi 

C’est-à-dire, u + w est une solution de (*). Ainsi u + w E U, et donc 

u + W c U  
Supposons maintenant que v = ( v l , .  . . , v n )  est un élément arbitraire de U ; par exemple une solution de (*). 

Alors, pour i = 1 , .  . . , m, 
aiiwui + ai2W2 + . . * + ailzwn = bi 

Remarquons que v = u + (Y - u )  ; montrons que v - u E W .  Pour i = 1, . . . , m, 

Uil(V1 - u1) + UiZ(V2 - up) + * * * + Uin(V,  - un) 
= (a ip l  + ui2w2 + * * * + UinWn) - (ailu1 + U&Z + * * + ainu,) 

= b i - b i  = 0 

Ainsi v - u est une solution du système homogène (*), c’est-à-dire Y - u E W. Alors v E u + W et donc 

U C u + W  

Les deux relations d’inclusion donnent U = u + W ; c’est-à-dire u+ W est une solution générale du système 
non homogène (* *). 

2.12. Considérons le système (*) d’équations linéaires (page 18). Multiplions la ième équation par ci, 
et additionnons ; nous obtenons l’équation 

(ciail + * . *  + cmhi)xi + * a *  f (ciai ,  + * . .  + C m k n ) X n  cibi + . .  * + cmbm (1) 
Une telle équation est appelée combinaison linéaire des équations de (*). Montrer que toute 
solution de (*) est aussi une solution de la combinaison linéaire (1). 

Supposons que u = (k,, . . . , kn) soit une solution de (*). Alors on a 

ailkl + ai2k2 + - - * + ainkn = bi, i = 1, . . . , m 

Pour montrer que u est une solution de ( 1 ) ,  nous devons vérifier l’équation 

(ciai1 + + cmamJki + a * *  + (Clal, + . . .  + cmam,)k, = c1bl + ‘ * .  + cmbm 

Mais ceci peut être mis sous la forme 

ci(aiik1 + + ainkn) + 0 . .  + cm(aml + a * *  + amnkn) = C 1 b 1  + * .  . + cmbm 

ou d’après (2), ~ 1 b i  + + cmbm = ~ 1 b 1  + * . .  + c,b, 

qui est une égalité vraie. 

2.13.Dans le système (*) d’équations linéaires, supposons a,, # O. Soit (#) le système obtenu à par- 
tir de (*) par la combinaison Li + - ai, L, + a,, Li, i # 1. Montrer que (*) et (#) sont des 
systèmes équivalents, c’est-à-dire ont le même ensemble de solutions. 

D’après la combinaison précédente sur (*), chaque équation de (#) est une combinaison linéaire des 
équations de (*) ; ainsi d’après le problème précédent toute solution de (*) est aussi une solution de 
(#). 

1 

a11 
D’autre part, en appliquant la combinaison L ,  -+ - (- ail L ,  + Li )  à (#), nous obtenons le système ini- 

tial (*). c’est-à-dire que chaque équation de (*) est une combinaison linéaire des équations de (#) ; ainsi chaque 
solution de (#) est aussi une solution de (*). 

Les deux conditions montrent que (*) et (#) ont le même ensemble de solutions. 
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2.14. Démontrer le théorème 2.2 : Considérons un système réduit 6 sa forme échelonnée : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
ar jrxTr  + a r , j r + i x j r + i  + . . .  + a r n X n  = b r  

où 1 < j ,  < 
manière suivante. Il y a deux cas : 

(i) r = n. Alors le système a une solution unique. 

(ii) r < n.Alors nous pouvons donner aux n - r inconnues libres des valeurs déterminées 
et nous obtenons une solution du système. 
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre r d’équations du système. Si r = 1, nous avons 

. . < j,. et où a , ,  f O, a Z j 2  # O,.  - . ,aYjr  f O. La solution est donnée de la 

une seule équation linéaire 

alzl f a 2 X 2  + a353 + ... + a,x, = b, OÙ al # O 

Les inconnues libres sont x 2 ,  . .,xY. Donnons arbitrairement des valeurs aux inconnues libres ; par exemple 

solvant en x 1 ,  on a 
x, = k ,  . x3 = k3,. . .,xn = k,. En remplaçant x 2 ,  x3,. . .,xn par leurs valeurs dans l’équation et en ré- 

1 
al z1 = - (b  - a,k2 - a3k3 - ... - a,k,) 

Ces valeurs constituent une solution de l’équation; en remplaçant x 1  par la valeur précédente, nous obtenons 

ank,)]  + a,k2 + .. .  + ankn = b ou b = b 

qui nous donne une relation vérifiée. 
De plus si r = n = 1, nous avons ax = b où a f O. Remarquons que x = b/a est une solution puisque 

a ( b / a )  = b est vraie. De plus si x = k est une solution,par exemple ek = b,alors k = b/a. Ainsi l’équation 
a une solution unique. 

Maintenant supposons que r > 1 et que le théorème soit vrai pour un système de r - 1 équations. NOUS 
considérons les r - 1 équations 

a232x32 + a2,121 1r12+1 + .............. + a2nxn = b2 
................................................. 

a r j r x j r  + a r , j r + i x j ï +  i + .. .  + a r n r n  = b, 
comme un système d’inconnues xi.,. . ,xn. Remarquons que ce système est mis sous la forme réduite éche- 
lonnée. Par récurrence, nous pouvans donner arbitrairement aux ( n  - j z  + 1) - ( r  - 1) inconnues libres 
des valeurs dans le système réduit pour obtenir une solution (par exemple xi = k j2 , .  . .,xn = k,). Comme 
dans le cas r = 1 ces valeurs, ainsi que les valeurs arbitraires données aux j z  - 2 inconnues libres (c’est- 
à-dire x 2  = k 2 , .  . ,xjz - 1 = k j 2 - , )  forment une solution de la première équation avec 

2 

1 

(Remarquons qu’il y a ( n  - j 2  f 1 )  - ( r  - 1) - ( j 2  - 2) = n - r inconnues libres). De plus ces valeurs 
pour x l , .  . .,x, satisfont aussi les autres équations puisque dans ces équations les coefficients de x,, . , x j 2 - 1  
sont nuls. 

et donc une solution unique du système complet. En conséquence le théorème est démontré. 
Enfin si r = n, alors j z  = 2. Ainsi par récurrence nous obtenons une solution unique du système partiel 

2.15. Un système (*) d’équations linéaires est dit possible, si aucune combinaison linéaire de ses 
équations ne donne l’équation 

0x1 + 0x2 + * .  . + Ozll = b, où b # O  ( 1 )  
Montrer que le système (*) est possible si et seulement si il est réductible 6 une forme 
échelonnée. 

est une solution de chaque combinaison linéaire de ses équations. Puisque ( 1 )  n’a pas de solution, il ne 
peut être une combinaison linéaire des équations de (*). Donc (*) est possible. 

D’autre part, supposons (*) non réductible à une forme échelonnée. Alors dans le procédé de réduction 
il doit donner une équation de la forme (1). C’est-à-dire que (1) est une combinaison linéaire des équations 
de (*). Donc (*) n’est pas possible, d’où impossible. 

Supposons (*) réductible à une forme échelonnée. Alors il a une solution qui, d’après le problème 2-12, 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

SOLUTION D’EQUATIONS LINEAIRES 
2 s  + 3y = 1 22 + 4y = 10 42 - 2y = 5 

2.16. Résoudre (i) (ii) (iii) -62 + 3y = 1 
5 s  + 7y = 3 32 + 6y = 15 

2.17. Résoudre 
2 % +  y - 3 2  = 5 

(i) 3s- 2 y +  22 = 5 

5~ - 3y - z = 16 

2.18 Résoudre 
2 s  + 3y = 3 % + 2 y - 3 2 + 2 w  = 2 2 + 2 y -  2 + 3 w  = 3 

(i) x - 2y = 5 (ii) 2 s  + 5y - 82 + 6w = 5 (iii) 22 + 4y + 42 + 3w = 9 

3 s  + 2y = 7 3 X + 4 y - 5 2 + 2 W  = 4 3 2 +  6y - Z + ~ W  = 10 

z + 2 y + 2 2 =  2 

3 s - 2 y -  z =  5 
x + 5y + 42 - 13w = 3 

(ii) 3 s  - y + 22 + 5w = 2 

22 + 2 y + 3 2 -  4W = 1 
(i) 2 s  - 5y + 32 = -4 

x + 4 y + 6 2 =  O 

2.19. Résoudre 

2.20. Déterminer les valeurs de k de telle sorte que le système d’inconnues x, y ,  z ait (i) une solution unique 
(ii) aucune solution (iii) plus d’une solution. 

x + 2 y + k z  = 1 

22 + k y +  82 = 3 
(a) z + k y + z  = 1 ( a )  

x + y + k z  = 1 

2.21. Déterminer les valeurs de k de telle sorte que le système d’inconnues x, y et z ait (i) une solution unique. 
(ii) aucune solution,(iii) plus d’une solution: 

x +  y + k z  = 2 2 -32  = -3 

(a) 3s + 4y -l 22 = k (b) 2 s  + ky - z = -2 

2 x + 3 y -  2 = 1 x + 2 y + k z =  1 

2.22. Déterminer les conditions sur a, b, c de telle sorte que le système ayant pour inconnues x, y et z ait une 
solution: 

X + 2 y - 3 2  = a X - 2 y + 4 z  = a 
(ii) 22 + 3y - z = b (i) 32 - y + 22 = b 

z - 5 y f 8 2  = c 3 x +  y + 2 2 = c  

SYSTEMES HOMOGENES 
2.23. Déterminer si chacun des systèmes suivants a une solution non nulle: 

x + 3 y - 2 2  = O x + 3 y - 2 2  = 0 X f 2 y - 5 2 f 4 w  = 0 

(i) x - 8y + 82 = O (ii) 2 s  - 3y + z = O (iii) 2x - 3y + 22 + 3w = O 

32 - 2y 4- 42 = O 31: - 2y + 2L = O 4 ~ - 7 y +  2 - 6 ~  = O 
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2.24. Déterminer si chacun des systèmes suivants a une solution non nulle: 

5 -  2 y +  22 = O 2s - 4y + 12 + 4v - 5w = O 

2 x +  y -  2 2 = 0  9 2 + 3 y + 2 2 - 7 v +  w = O 

3 s  + 4y - 62 = O 5 5 + 2 y - 3 2 +  v + 3 w  = O 
(ii) (il 

35 - l l y  + 122 = O 62 - 5y + 42 - 3~ - 2w = O 

2.25. Déterminer ceux des vecteurs u, v, w qui sont dépendants ou indépendants [voir le problème 2-9) où : 

(9 u = (1, 3, -l), v = (2, O, l), w = (1, -1, 1) 

(ii) u = (1, 1, -l), v = (2, 1, O ) ,  w = (-j ,  1, 2) 

(iii) u = (1, -2, 3, 11, v = (3, 2, 1, -2), w = (1, 6, -5, -4) 

PROBLEMES DIVERS 

2.26. Soient deux équations linéaires générales à deux inconnues x et y appartenant au corps R:  

ax + by = e 

cx + dy = f 
Montrer que 

a b  de - bf  a f  - c e .  
c d  a d - b c ’  (i) si-#-c’est-à-dire ad - bc # O ,  alors le système admet une solution unique x = ___ 

a b e  
(ii) si -= - # - , alors le système n’a pas de solution; 

c d f  

a b e  
(iii). si-=-=- alors le système a plus d’une solution. 

c d f ’  

2.27. Soit le système ux + by = 1 

c5 + dy = O 

Montrer que si ad - bc  # O ,  alors le système a une solution unique x = d/(ad - bc), y = - c/(ad - bc). Montrer 
aussi que si ad - bc = O ,  c # O ou d # 0,alors le système n’a pas de solution. 

2.28. Montrer qu’une équation de la forme Ox, + Ox, + . . . + Ox, = O peut être ajoutée ou supprimée d’un système 
sans affecter l’ensemble des solutions. 

2.29. Soit un système d’équations linéaires avec le même nombre d’équations que d’inconnues : 

(i) On suppose que le système homogène associé admet seulement la solution nulle. Montrer que ( 1 )  a une 
solution unique pour chaque choix des constantes bi. 

(ii) On suppose que le système homogène associé à une solution nulle. Montrer qu’il existe des cons- 
tantes bi pour lesquelles ( 1 )  n’a pas de solution. Montrer aussi que si ( 1 )  a une solution, alors il en 
a plus d’une. 

A 
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REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

2.16. (i) x = 2 ,  y = -1; (ii) x = 5 - 2a,  y = a; (iii) aucune solution 

x = -1 - 7 2  

y = 2 + 2 2  2.17. (i) (1, -3, - 2 ) ;  (ü) aucune solution; (iii) (-1 - yu, 2 t 2a,  a) ou 

2.18. (i) 

(ii) 

5 = 3, y = -1 

(-a + 2b, 1 + 2a - 2b, a, b )  
x = - 2 + 2 w  

y = 1 + 2 2 - 2 w  
ou 

x = 712 - 5 ~ 1 2  - 2 y  

2 = 112 + Wl2 (iii) (712 - 5bl2  - 2a,  a ,  112 + bl2,  b )  OU 

2.19. (i) (2, 1, - i )  ; (ü) aucune solution. 

2.20. (a )  ( i ) k # l e t k # - 2 ; ( ü )  k = - 2 ;  ( i i i ) k = l .  

( b )  (i) n’a jamais une solution unique ; (ii) k = 4 ; (üi) k f 4. 

2.21. ( a )  (i) k # 3 ; (ii) a toujours une solution ; (iii) k = 3.  

( b )  (i) k # 2 et k # - 5 ; (ii) k = - 5 ; (Üi) k = 2. 

2.22. (i) 2a - b 4- c = O. (ii) N’importe quelle valeur de a, b et c forme une solution 

2.23. (i) oui; (ii) non; (ci) oui d’après le théorème 2.3 .  

2.24. (i) oui; (ü) oui d’après le théorème 2.3. 

2.25. (i) dépendants ; (ü) indépendants ; (üi) dépendants. 
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Matrices 

INTRODUCTION 

Nous avons remarqué en travaiüant sur les systèmes d’équations linéaires que seulement les 
coefficients et leurs positions respectives sont importants. De même, en réduisant les systèmes 
à leurs formes échelonnées, il est essentiel de garder les équations strictement alignées. Les coef- 
ficients peuvent donc être rassemblés dans un tableau rectangulaire appelé une matrice. De plus, 
certaines notions abstraites introduites dans les chapitres suivants, comme les “changements de 
bases”, les “opérateurs linéaires’’ et les “formes bilinéaires’: peuvent être aussi représentées par 
ces tableaux rectangulaires ou matrices. 

Dans ce chapitre, nous étudierons ces matrices et certaines opérations algébriques définies 
entre elles. Il s’agira principalement dans ce chapitre de calculs. Cependant, comme pour les équa- 
tions linéaires, les méthodes abstraites données plus loin nous permettront d’avoir un nouvel 
aperçu de la structure de ces matrices. 

A moins qu’il n’en soit spécifié autrement, les matrices que nous considérerons appartiendront 
à un corps fixé arbitraire K .  (Voir l’Appendice B). Les éléments de K sont appelés des scalaires. 
Le lecteur pourra supposer que K est, soit le corps réel R soit le corps complexe C. 

matrices particulières, sont des éléments de R” ou de C”. 
Plus tard, nous remarquerons que les “vecteurs lignes” ou les ‘‘vecteurs colonnes”, qui sont des 

MATRICES 

Soit K un corps arbitraire. Un tableau rectangulaire de la forme 

a12 . . . ai, 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
a m i  a m 2  . . . Umn 

où les a, sont des scalaires du corps K ,  est appelé une matrice sur K ,  ou simplement une matrice 
si K est implicite. La matrice précédente est aussi notée par (ai,),  i = 1, . . . ,m, j = 1, , . -, n, ou 
simplement par (a i j ) .  Les m, n-tuples horizontaux 

(aii, ~ 1 2 ,  . . ., aln), (azi, ~ 2 2 ,  . . ., ~ z n ) ,  . . ., ( a m i ,  am2,  . . ., am,) 

sont les lignes de la matrice, et les n, rn-tuples verticaux 

f;:), f::), ...,  f )  
a m i  a m 2  a m n  

sont ses colonnes. Remarquons que l’élément g;;,appelé le ij-élément ou la dème composante, se 
trouve à l’intersection de la ilemeligne et de la jlemecolonne. Une matrice ayant m lignes et n colonnes 
est appelée une (m , n )  matrice, ou m x n matrice ; le couple de nombres (m , n )  est appelé la 
dimension de la matrice ; n est 6a largeur, m sa hauteur. 
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1 - 3  
(O 5 - 2  

Exemple 3.1 : Soit la matrice 2 x 3 : 

Ses lignes sont ( 1 ,  -3, 4) et (O, 5 ,  - 2) ; ses colonnes sont (U) (-Z) et (-l). 
Les matrices seront notées habituellement par des lettres capitales A ,  B .  . . .  et les éléments 

A = B,  si elles ont même dimension et si leurs éléments correspondants sont égaux. Ainsi l’éga- 
lité de deux rn x n matrices est équivalente à un système de rnn égalités, une pour chaque paire 
d’indices. 

du corps K par des lettres minuscules a, b,. . .  Deux matrices A et B sont égales, et on écrit 

est équivalente au système suivant d’équations : 
x - y  2 - w  1 4  

Exemple 3.2 : L’égalité (” -t y 

x + y  = 3  

x - y  = 1 I 2 2 f w  = 5 
(2.-w = 4 

La solution de ce système est x = 2 ,  y = 1 ,  z = 3, w = - 1 

Remarque : Une matrice à une ligne peut être considérée comme un vecteur ligne, et une ma- 
trice à une colonne comme un vecteur colonne, En particulier un élément du corps 
K peut être interprété comme une matrice 1 x 1. 

ADDITION DES MATRICES ET MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE 

Soit A et B deux matrices de même dimension, c’est-à-dire ayant le même nombre de lignes 
et de colonnes, c.à.d. deux rn x n matrices : 

aii ai2 . . .  ain bi2 . . .  bin 
A =  (... a 2 2  . . .  azn 1 et B =  [;:: bzz . . .  bzn 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a m i  a m z  . . .  amn b m i  bmz ... bmn 

La somme de A et B,  écrite A 4- B ,  est la matrice obtenue en ajoutant les éléments correspon- 
dants des deux matrices: 

. . .  

. . .  
ai1 + bi i  UIZ + bi2 ain + bin 
a21 + bzi uzz + bz2 a2n + bzn 

~i + bmi am2 + bmz . . .  G n +  bmn 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . .  1 kA = (kazi . . .  kazn 
kail kaiz kain 

i A + B  = 

Le produit d’une matrice A par un scalaire h,  noté h . A ,  ou hA, est la matrice obtenue en mul- 
tipliant chaque élément de la matrice A par k :  

.................... 
kami kamz . . .  kamn 

Remarquons que A + B et kA sont aussi des m x n matrices. On définit aussi 

-A = - 1 . A  et A -  B = A + ( - B )  

La somme de deux matrices de dimensions différentes n’est pas définie. 
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Exemple 3.3 : Soient A = (i -63) et E = ( ’) Alors 
- 7 1 8 ’  

1 + 3 - 2 + 0  3 + 2  
4 - 7  5 + 1  - 6 + 8  

A S E  = 

/ 3 . 1  3 . ( - 2 )  
( 3 . 4  3 . 5  3 - ( - 6 )  3 . 3  ) = (12 1: -18) 3A = 

2 -4 6 
8 10 -12 ) + -3 -if> = (,9 -; -,:> 2A - 3B z 

Exemple 3.4. : La m x n matrice dont les éléments sont tous nuls, 

‘B..,.. 1 -  I .  .;) 
est appelée la matrice nulle, et sera notée O.  Elle est semblable au scalaire O en ce sens 
que,pour toute m x n matrice A = (uij), A + O = (aij + O )  = (a,) = A .  

Les principales propriétés des niatrices se déduisant de l’addition et de la multiplication par 
un scalaire sont : 

Théorème 3.1. : Soit V l’ensemble de toutes les m x rz matrices sur un corps K .  Quelles que 
soient les matrices A ,  B, C E V et quels que soient les scalaires k , ,  h ,  E K. 

(i) ( A + B )  + C = A + ( B - t C )  (v) ki(A + B )  = kiA + kiB 
(ii) A + O = A (vi) (kl + h ) A  = kiA + k2A 
(iii) A + (-A) = O (vii) (k1kz)A = k,(kzA) 
(iv) A + B  = B + A  (viii) 1 - A  = A et OA = O 

En utilisant (vi) et (vii) on a aussi A + A = 2A, A + A + A = 3 A , .  . . . 

Remarque : Supposons que les vecteurs de Rn soient représentés par des vecteurs lignes (ou des 
vecteurs colonnes), c’est-à-dire 

u = (al, 042, . . ., an) et v = (bl, bz, . . ., b,) 

En considérant ces vecteurs comme des matrices, la somme u + u et le produit par 
un scalaire hu sont : 

u + v = (a1 + 01, a2 + b2, . . ., a,+ b,) et lcu = (ka l ,  kas, . . ., ka,) 
Ces résultats correspondent précisément à la somme vectorielle et au produit par un 
scalaire tels qu’ils sont définis dans le chapitre 1. En d’autres termes les opérations 
précédentes sur les matrices peuvent être considérées comme une généralisation des 
opérations correspondantes définies dans le chapitre 1. 

MULTIPLICATION DES MATRICES 

Le produit de matrices A et B ,  écrit AB, est quelque peu compliqué. Pour cette raison, nous 

Soit A = ( a j )  et B = ( b j )  appartenant à R“, A étant représenté par un vecteur ligne et B par un 
vecteur colonne. Leur produit scalaire A . B peut être trouvé en combinant les matrices de la 
façon suivante : 

ferons les remarques suivantes. 

(i) 

A * B = (ai, UZ, . . . , &) [i[) = U l b l  + azbz + * * .  + 

Nous définirons donc la matrice produit d’un vecteur ligne A par un vecteur colonne B comme 
précédemment. 
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biixi + biexe + b i 3 ~ 3  = yi 

bnixi + bezxz + b e : 3 ~ 3  = y2 
(ii) Considérons les équations 

Ce système est équivalent à l’équation matricielle 

où B = ( b j j ) ,  X = (xi) et Y = ( y j ) ,  si nous multiplions la matrice B et le vecteur colonne 
X comme suit : 

BX = (b i i  b 1 3 ) [ 9  = ( biixi + bizxz + b i 3 ~ 3  ) 
(“1‘“) Bz.  X bzi bzz bz3 b2121 + bzzxz + b 2 3 ~ 3  

où B ,  et B ,  sont les lignes de B; on peut remarquer que le produit d’une matrice et d’un 
vecteur colonne donne un autre vecteur colonne. 

aiiyi + aizyz = X i  

a21y1 + azzy2 = x y  
(iii) Considérons maintenant les équations 

qui peuvent être représentées par l’équation matricielle 

(a:: ::)(y:) = (::) ou simplement AY = 2 

où A = ( a . . ) ,  Y = ( y j )  comme plus haut et 2 = ( z j ) .  En remplaçant y 1  et y ,  par leurs va- 
leurs donnees par (1) dans les équations (2) on obtient Y 

aii(biixi + b i z ~ z  + b i 3 ~ 3 )  + ~iz(bzix1 + b 2 2 ~ 2  + b 2 3 ~ 3 )  

~n i (b i ix i  + b i z ~ z  + bi3~3) + a2e(bziX1 + bzzxz + b 2 3 X 3 )  

= Xi 

= zz 

où en ordonnant par rapport à x,, x2, x3 
(alibi1 + alzbzl)xi  + (ailbiz + aizbzz)zz + (a11b13 + a 1 2 b 2 3 ) X 3  = X I  

(azibii + + (a21b12 + azzb2z)xz + (an1bl3 + aZZb23)x3 = x z  
(3) 

D’une autre manière, en utilisant l’équation matricielle BX = Y et en remplaçant Y par BX 
dans l’équation matricielle A Y  = 2 on obtient l’expression 

ABX = 2 

Cette équation matricielle représente le système (3)’ si nous définissons le produit de A et B 
de la manière suivante: 

AB = (a11 a12)( b11 b1z b13) = ( allbli + a12bz1 aiiblz + alzbzz a11b13 + a1~b23 

a21 a22 b21 0 2 2  bzs aaibli + uz2b21 a2ibi2 + a 2 2 b 2 2  azlb13 + a d 2 3  

A l - B 1  A l . B 2  A1.B3 

) = (  Az. Bi AQ.  B2 Az. B3 

où A ,  et A ,  sont les lignes de A et B’ et BZ et B3 les colonnes de B. Nous pouvons donc 
dire que si ces calculs sont généraux, il est nécessaire que le nombre des yi dans (1) et (2) 
reste le même. Ceci correspond au fait que le nombre de colonnes de la matrice A doit 
être égal au nombre de lignes de la matrice B. 
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A l'aide de la précédente introduction, nous pouvons définir formellement la multiplication 
des matrices. 
Définition : Supposons que A = ( a i j )  et B = ( b i j )  soient des matrices dont le nombre 

de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B ; c'est-à-dire A est une rn x p 
matrice et B est une p x n matrice. Alors, le produit AB est une rn x n matrice 
où le z j  élément est obtenu en multipliant la ième ligne Ai de A par la jème colonne 
Bi de B :  

. . .  Ai.Bn \ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
\Am*B1 Am.B2 . . .  Am.Bn/ 

D'où 

P 
où czj = aiibij + ~ i z b z j  + 1 . . + a i p b p j  = C a i k b k j .  

k = l  

Il est important de remarquer que le produit AB n'est pas défini si A est une rn x p ,matrice 
et B une q x n matrice, où p f q. 

rai + sb ,  ra ,  + sb, mg + sb3 
ta, + u b ,  t a ,  + uby  ta ,  + tcb, Exemple 3.5 : 

1 2  1 1  1.1 + 2 . 0  1.1 + 2 . 2  

Exemple 3.6 : 
( 3  4)(0 2) = ( 3 - 1 + 4 * 0  3 - 1 + 4 - 2 )  = (: 1;) 

1.1 + 1 . 3  
0 . 1  + 2 . 3  

1 . 2  + 3:4 
0 . 2  + 2 . 4  

Les exemples précédents montrent que la multiplication des matrices n'est pas commutative ; les 
produits AB et 

De plus la 

Théorème 3.2 : 

BA des matrices ne sont pas égaux. 
multiplication des matrices satisfait aux propriétés suivantes : 

(i) (AB)C = A ( B C )  (associativité) 

(ii) A ( B  + C )  = AB + AC (distributivité à gauche) 
(iii) (B  + C)A = BA + CA (distributivité à droite) 
(iv) h (AB) = (hA)B = A (hB)  où h est un scalaire 

Nous supposons que les sommes et produits précédents sont définis. 
Remarquons que OA = O e t  BO = O où O est la matrice nulle. 

TRANSPOSITION 

de A en colonnes : 
La matrice transposée d'une matrice A ,  écrite A r ,  est la matrice obtenue en écrivant les lignes 

. . .  U i n  ai1 a21 * . . a m i  

. . .  . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .  

a m i  am2 . . .  amn ain ann . . .  
Observons que si A est une matrice rn x n, alors A r  est une n x rn matrice. 
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Exemple 3-7 

La transposition des matrices satisfait aux propriétés suivantes: 
Théorème 3-3 : 

(i) 
(ii) (At) t  = A 

(iii)  ICA)^ = kAt, pour h scalaire 

(iv) (AB)t = BtAt 

( A  +B)t  = At + Bt 

MATRICES ET SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 
Le système suivant d’équations linéaires 

ailxi + a12x2 + . . .  + alnxn = b1 

a21xl + a22x2 + . * .  + aznxn = bz 

~ ~ ~ 1 x 1  + am2x2 + . . .  + amnXn = b, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

est équivalent à l’équation matricielle 

(a11 a12 . . .  . . .  ai,) f j  - [;h) 

a21 a22 azn 

Clmi amz . . .  U m n  Xn b m  

- ou simplement AX = B ( 2 )  . .  . .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  

où A = ( a j j ) ,  X = (xi) et B = ( b j ) .  En somme, chaque solution du système (1) est une solution 
de l’équation matricielle (2) est vice versa. Observons que le système homogène associé au sys- 
tème (1) est alors équivalent à l’équation matricielle AX = O. 

La matrice A précédente est appelée la matrice des coefficients du système ( 1 )  et la matrice 

. . .  

. . .  
..................... 

. . .  ümn bm 

est appelée matrice augmentée de ( 1 ) .  Le système (1) est complètement défini par sa matrice aug- 
mentée. 

Exemple 3-8 : La matrice des coefficients et la matrice augmentée du système 

2 s  + 3y - 42 = 7 

x - 2 y - 5 2  = 3 

sont respectivement les matrices suivantes : 

( 2  3 -4) et ( 2  3 -4 7 )  
1 -2 -5 1 -2 -5 3 

Observons que le système est équivalent à l’équation matricielle 

En étudiant les équations linéaires, il est habituellement plus simple d’employer le langage et 
la théorie des matrices, comme le montrent les théorèmes suivants. 
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Théorème 3.4 : Supposons que u, ,  u2’ , . . y un soient les solutions d’un système homogène d’équa- 
tions linéaires A X  = O. Chaque combinaison linéaire des ui de la forme 
k ,  u ,  + k ,  u, + . - + knun, où les hi sont des scalaires,est aussi une solution de 
AX = O. Ainsi, en particulier, chaque multiple ku d’une solution quelconque u 
de A X  = O est aussi une solution de A X  = O 

Preuve : u , ,  u , ,  . . . y un étant des solutions du système donc A u ,  = O, Au,  = O y . , . , Au, = O. 
Ainsi : 

A(ku1 + kuz + . * * + kun) = 
= k i O  + kzO + a . *  f knO = O 

kiAui + kAU2 + + * * + knAun 

En conséquence h ,  u1 4- . - - + k,u,  est une solution du système homogène A X  = O. 

Théorème 3.5 : Supposons le corps K infini (ce qui a lieu si K est le corps réel R ou le corps 
complexe C ) .  Le système A X  = B, soit n’a pas de solution, soit a une solution 
unique, soit a un nombre infini de solutions. 

Preuve : Il suffit de montrer que si AX = B a plus d’une solution alors il en a une infinité. 
Supposons que u et u soient des solutions distinctes de A X  = B ; donc Au = B et Au = B. 
Alors,quel que soit k E K, 

A ( u + ~ ( u - v ) )  = A u + k ( A u - A v )  = B + k ( B - B )  = B 
En d’autres termes, quel que soit k E K, u + h ( u  - u )  est une solution de A X  = B. Puisque 
toutes ces solutions sont distinctes (Problème 3.31)’ A X  = B a un nombre infini de solutions 
comme il était prévu. 

MATRICES ECHELONNEES 

si le nombre de zéros precédant le premier élément non nul d’une ligne augmente de ligne en 
ligne jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de ligne ; c’est-à-dire, s’il existe des éléments non nuls 

Une matrice A = (a..) est une matrice échebnnée, ou est dite mise sous forme échelonnée 
?l 

aij,, a~j,, . , Ur+ 06 j1<j2< . . .  < j ,  

avec la propriété que 

Nous appelons a l j l ,  . . . , arjr les éléments distingués ou remarquables de la matrice échelonnée. 
aij = O pour i r ,  j < j,, et pour i > r 

Exemple 3.9 : Les matrices suivantes sont des matrices échelonnées où les éléments distingués ont 6th 
encerclés : 

En particulier une matrice échelonnée, est appelée matrice échelonnée réduite par les lignes 
ou encore une matrice e.r.1. si les éléments distingués sont : 

(i) les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives; 
(ii) chacun égal à 1. 

La troisigme matrice précédente est un exemple de matrice e.r.1. Remarquons que la matrice O, 
pour n’importe quel nombre de lignes ou de colonnes, est aussi une matrice e.r.1. 

EQUIVALENCE LIGNE ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES 

de A par un nombre fini d’opérations appelées opérations élémentaires sur les lignes qui sont 
données plus bas. 

Une matrice A est dite équiualente ligne 5 une matrice B, si B peut être obtenue à partir 
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[El] : On peut interchanger ou permuter la ième ligne et la jeme ligne : Ri ++ Ri. 

[E,] : On peut multiplier la ième ligne par un scalaire non nul h: Ri -+ hR,, h f O. 
[E,] : On peut remplacer la ième ligne par h fois la jème ligne plus la &me ligne:R, + hRi + Ri, 

En pratique on applique [E , ]  puis [E,] dans un premier stade, d’où l’opération 

[El : On peut remplacer la ième ligne par h’ fois la jème ligne plus h fois avec k # O la ième 
ligne : Ri += k’Ri f k R , ,  k # O. 

Le lecteur reconnaîtra facilement la similitude des opérations précédentes et de celles utilisées 
dans la résolution des systèmes d’équations linéaires. En fait, deux systèmes avec des matrices 
augmentées à lignes équivalentes auront le même ensemble de solutions. L’algorithme suivant est 
aussi semblable à l’algorithme utilisé à propos des équations linéaires. 

Algorithme réduisant les iignes d’une matrice à une forme échelonnée : 
Premièrement : Supposons que la j ,  ème colonne soit la première colonne avec un élément 

non nul. Echangeons les lignes de telle sorte que ce premier élément non 
nul soit dans la première ligne, d’où alil # O. 

Deuxièmement : Pour chaque i > 1, appliquons la combinaison 

RI + -atj,Ri + ai3,Rt 

On répète le premièrement et le deuxièmement avec la sous-matrice formée par toutes les 
lignes sauf la première, et on continue cette méthode jusqu’à ce que la matrice soit sous 
forme échelonnée. 

Remarque : La réduction des lignes d’une matrice indique la transformation des lignes par des 
combinaisons sur celles-ci. 

Exemple 3.10 : La matrice suivante A est réduite ligne à une forme échelonnée en appliquant les 
combinaisons R,+ - 2R, + R ,  et R ,  -+ - 3R, + R ,  et enfin R ,  + - 5R, + 4R,  : 

1 2 - 3  O 1 2 - 3  O 1 2 - 3  O 
A = ( 3 6 - 4 3 )  2 4 - 2  2 d’où ( 0 0 5 3 )  O O 4 2 d’où ( 0 0 0 2 , )  O O 4 2 

Supposons que A = (aij) soit une matrice de forme échelonnée ayant pour éléments distin- 

Rk + -aqRi + U@k, k = 1, . . . , i- 1 

gués a l j l ,  a,i2. . . arir. Appliquons les combinaisons 

pour i = 2, i = 3,. . . , i  = r. Ainsi A est remplacée par une matrice échelonnée dont les éléments 
distingués sont les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives. Multiplions ensuite R i  
par a:’ i,< r. Ainsi, finalement, les éléments distingués sont chacun égaux 2 1. En d’autres 
termes on a ainsi réduit par cette méthode la matrice donnée en une matrice e.1.r. ‘Ji 

Exemple 3.11 : Sur la matrice échelonnée suivante A appliquons la combinaison R , -+ - 4R, + 3R 
ainsi que les combinaisons R ,  -+ R ,  4- R ,  et R ,  -f - SR, -t 2R, : 

6 9 O 7 - 2  6 9 0 7 0  

Multiplions ensuite R ,  par 1/6,R, par 1/6 et R ,  par 1/2 pour obtenir la matrice e.1.r: 
1 312 O 716 O 

Les précédentes remarques montrent que n’importe quelle matrice A est équivalente ligne à une 
matrice e.1.r. Dans le prochain chapitre nous démontrerons, théorème 4-8, que A est équivalente 
ligne à une seule matrice e.1.r; nous l’appellerons la forme ligne canonique de A. 
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MATRICES CARREES 

Une matrice ayant le même nombre de lignes que de colonnes est appelée une matrice carrée. 
Une matrice carrée de n lignes et n colonnes est appelée d’ordre n,  ou une n-matrice carrée. La 
diagonale (ou diagonale principale) de la matrice carrée d’ordre n. A = (a,) est constituée des 616- 
ments a,,  , a 2 2 , .  . . , ann . 

Exemple 3.12 : La matrice suivante d’ordre 3 :  

Les éléments diagonaux sont 1, 5 et 9. 

trice carrée dont les éléments au-dessous de la diagonale principale sont tous nuls: 
Une matrice triangulaire supérieure ou plus simplement une matrice triangulaire est une ma- 

a11 Ui2 . . . Clin ai1 Ui2 . . . Uin 

. . . . . . . 
. . . Unn Unn 

De façon semblable une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les éléments 
au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls. 

Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les éléments non diagonaux sont tous nuls: 

la1 \ /u1 O . . .  O \ 

. l  1 o...:.....-....o. 1 OU ( . 

\ O  O . . .  a n /  

En particulier, les matrices carrées d’ordre n, ne contenant que des 1 sur la diagonale principale 
et des O pour tous les autres éléments, sont notées In ou simplement I ,  et sont appelées matrices 
unités ou identités; par exemple 

13 = (% 
Cette matrice I est semblable au scalaire 1, en ce sens que pour toute matrice carrée d’ordre n,  A ,  
on a 

AI = ZA = A 

La matrice k l ,  pour un scalaire h E K ,  est appelée une matrice scalaire ; c’est une matrice diago- 
nale dont les éléments diagonaux sont égaux i?i k .  

ALGEBRE DES MATRICES CARREES 
Rappelons que l’on ne peut pas additionner ou multiplier deux matrices quelconques. Cependant 

si nous considérons seulement des matrices carrées d’ordre donné n, cet inconvénient disparaît. En parti- 
culier les opérations d’addition, de multiplication, de multiplication par un scalaire, ainsi que de trans- 
position peuvent être appliquées aux matrices d’ordre n et  le résultat est de nouveau une matrice n x n .  

En particulier, si A est une matrice carrée quelconque d’ordre n ,  nous pouvons former les di- 
verses puissances de A : 

A 2 = A A ,  A3 = A 2 A ,  . . . et Ao = Z  

Nous pouvons aussi former des polynômes de la matrice A ; à chaque polynôme 
f(3) = U O  + U ~ X  + U~X’ + . * * + anZn 
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où les ai sont des scalaires, nous pouvons associer f ( A )  qui est la matrice 
!(A) = aoZ + aiA + UZA’ + . . * + anAR 

Dans le cas où f ( A )  est la matrice nulle, alors A est appelée zéro ou racine du polynôme f ( x ) .  

7 -6 
Exemple3.13: Soit A = (’ 3 -4 ’). ’ alors A2 = (’ 3 -4 ’)>(‘ 3 -4 ’) = (-9 2 2 ) .  

si  f ( z )  = 2x2 - 3 s  + 5, alors 

Si g(z) = 5 2  + 32 - 10, alors 

g ( A )  = ( -6) + 3(  1 2  ) - l O ( 0  i) = (u 0) -9 22 3 -4 

D’où A est un zéro du polynôme g(x>. 

MATRICES INVERSIBLES 
Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que 

AB = BA = Z 
où Z est la matrice identité. Donc la matrice B est unique ; car 

AB1 = BiA = Z e t  AB2 = B A  = Z implique Bi = BiZ = Bi(AB2) = (B1A)Bz = ZB2 = Bz 

Une telle matrice B est appelée l’inverse de la matrice A et est notée par A - ’ .  Remarquons que 
la relation précédente est symétrique ; c’est-à-dire que si B est l’inverse de A ,  alors A est l’inverse 
de B. 

Exemple 3.14 : ) = (O 1”) 6 - 5  -1O-t 10 ( Y  :)(-: -s> = ( 3 - 3  - 5 + 6  

) = (: 10) 6 - 5  1 5 - 1 5  (-13 -2”)(: 35) = ( - 2 + 2  - 5 + 6  

2 5  
) et (- 1 3  

Ainsi ( - ) sont inversibles et sont les inverses l’une de l’autre. 

Nous montrerons (Problème 3.37) que pour les matrices carrées, AB = Z si et seulement si 
BA = Z ; ainsi il suffira de montrer qu’un seul produit est égal à 1 pour prouver que deux ma- 
trices sont inverses l’une de l’autre, comme dans l’exemple suivant. 

1 0 2  - 1 1 2 2  - 1 1 + 0 + 1 2  2 + 0 - 2  2 + 0 - 2  
Exemple 3.15 : 2 -1 3 -4 0 1 - 2 2 + 4 + 1 8  4 + 0 - 3  4 - 1 - 3  

(4  1 8,)( 6 -1 -l) = ( -44-44-48 8 + 0 - 8  8 + 1 - 8  

Ainsi les deux matrices sont inversibles, et sont les inverses l’une de l’autre 

Calculons maintenant l’inverse d’une matrice générale 2 x 2,A = ( 
a x +  bx ay + bw (D :)(: :) = (O i) OU ( ex + d x  cy  + dw 

:) . Déterminons les 
scalaires x,  y, z, w tels que 

) = (O i) 
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ce qui se résume à la résolution des deux systèmes suivants d’équations linéaires à deux inconnues: 

ay- tbw  = O 1 cy + dw = 1 
ax + bx = 1 
cx + dx = O i 

Si nous posons IAI = ad - bc, alors d’après le problème 2.27 page 33,  les systèmes précédents 
ont des solutions si et seulement si [Al # O ; de telles solutions sont uniques et sont 

D’où 

Remarque : Le lecteur reconnaîtra en IA 1 = ad - bc le déterminant de la matrice A ; ainsi 
nous remarquerons qu’une 2 x 2 matrice a une inverse, si, et seulement si, son dé- 
terminant est différent de zéro. Cette propriét6,qui reste vraie en général, sera dé- 
montrée plus loin dans le chapitre 9 sur les déterminants. 

MATRICES DECOMPOSEES EN BLOCS 

En utilisant un système de lignes horizontales et verticales, nous pouvons décomposer une 
matrice A en plusieurs matrices plus petites appelées blocs de A .  La matrice A est alors appelée 
une matrice décomposée en blocs. Il est évident qu’une matrice donnée peut être décomposée de 
différentes manières ; par exemple, 

1 - 2  O 1 3  1 - 2 ;  O 1 ;  3 1 - 2  O ’  1 3 
[2 3 5 7 -j = [2 3 ; I 5 7;p?? = p-;/-;:i) - - - - - - - - - 

- - - - 1 -  - _ _  
3 1 4 5 9  3 1 4 5 1 9  3 1 4  5 9  

L’utilité de la décomposition en blocs est que le résultat des opérations dans les matrices décom- 
posées en blocs peut être obtenu en calculant avec les blocs comme si ceux-ci étaient effectivement 
des éléments des matrices. Ce qui est illustré par les exemples ci-dessous. 

Supposons que A soit décomposée en blocs ; c’est-à-dire 

. . .  Ain\ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Ami A m 2  . . .  Amn \ 

En multipliant chaque bloc par un scalaire h ,  on multiplie chaque élément de A par iZ ; ainsi 

...................... i kAmi kAmz . . .  kAmn 

Supposons maintenant que la matrice B soit décomposée en un même nombre de blocs que la 
matrice A ; c’est-à-dire 

. . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Bmi Bmz . . .  Bmn 
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De plus nous supposons que les blocs correspondants de A et de B ont la même dimension. En 
additionnant les blocs correspondants, on additionne les éléments correspondants de A et de B. 
D'où 

. . .  1 . . .  
Aii + Bii Ai2 + Bi2 Ain + Bin 
A21 + Bzi A22 + BZ Azn + B2n 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Ami + Bmi Am2 + Bm2 Amn + Bmn 

A + B  = 

. . .  

Le cas de la multiplication est moins évident, mais reste néanmoins vrai. Supposons que A 
et B soient deux matrices décomposées en 

/Ull  uiz . . .  u i p  \ 
l . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  l 

blocs comme suit : 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
\Vpi v 2 2  . . .  v p n  

de telle sorte que le nombre de colonnes de chaque bloc Ui, est égal au nombre de lignes de 
chaque bloc Vki.  Alors 

. . .  1 . . .  
Wii Wi2 Win 
W Z I  W22 Wzn 
.................... il UV = 

\Wmi Wm2 . . .  Wmn 

Wij = UiiVij + Ui2Vzj + . * * + UipVpj 

La démonstration de la formule ci-dessus pour UV se fait directement sans difficulté ; mais elle 
est longue et fastidieuse. Elle fait l'objet d'un problème supplémentaire (Problème 3.68). 

PROBLEMES RESOLUS 

ADDITION ET MULTIPLICATION SCALAIRE DE MATRICES 

3 -5 6 -1 
2 O -2 -3 

-3 ") + ( 
O -5 1-1  

-1 2 -3 1 2 -3 
(ii) ( O -4 1 ) + (1" -2) (iii) -3 ( 4 -5 6 ) 
(i) Additionnons les éléments correspondants : 

1 2 -3 4 )  + (3 -5 6 -1) 
O -5 1 -1 2 O -2 -3 

0 + 2  - 5 + 0  1 - 2  -1-3 2 -5 -1 -4 

(ii) La somme n'est pas définie puisque les matrices n'ont pas les mêmes dimensions. 

(iü) Multiplions chaque élément de la matrice par le scalaire - 3 : 

l f 3  2-5 - 3 + 6  

4 -5 -12 15 -18 
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2 -5 1 1 -2 -3 O 1 -2 ‘Oient A = ( ), B = ( 3 O -4 O -1 5 ), C = ( 1 -1 -1 ,). Trouver 3A + 4B - 2C. 

En faisant d’abord la multiplication scalaire puis l’addition: 

O -2 4 )  = (10 -25 -5 )  
-2 2 2 7 -2 10 

6 -15 
9 O -12 3 )  + ( 4  O -* -4 -12) 20 -t ( 3A + 4B - 2C = 

e r o u v e r  x, y, z et w si 3 ( p  :) = ( -1 2 w  ,) + ( x t w  x;g). 

Réduisons chaque membre à une seule matrice: 

( 3 2  3 y )  = ( x + 4  x t y i - 6 )  
32 3w z + w - 1  2 w + 3  

En égalant les éléments correspondants les uns aux autres, 

32 = x + 4  22 = 4 

3y = x + y + 6  2y = 6 + x  
32 = Z + W - l  2s = w - 1  
3w = 2w + 3 w = 3  

ou 

La solution est donnée par x = 2, y = 4, z = 1, w = 3 .  

3.4. Démontrer le théorème 3 . l (v)  : Soient A et B deux matrices m x II et k un scalaire. Alors 
h(A + B )  = hA + kB. 

Soient A = (a,) et B = (bij). D’où aij f b j j  est le ij-élément de A 4- B ,  et ainsi k(a j j  + b j j )  est le ij- 
élément de k ( A  + B) .  D’autre part, kajj et kbj j  sont les ij-éléments de kA et kB respectivement et ainsi 
ka.. + k b . .  est le ij-élément de kA + kB. Or k , aji et bii sont des scalaires appartenant à un corps, d’où 

11 Y 
k (a . .  + b..) = ka.. + kb.. pour chaque i ,  j 

11 11 11 11 

Ainsi k ( A  -k B )  = kA + kB, puisque les éléments correspondants sont égaux. 

Remarque : Observons que cette ctkmonstration est semblable à la démonstration du Théorème l.l(v) dans 
le problème 1.6 page 7. En fait toutes les parties dans le théorème précédent sont démontrées 
de la même manière que les parties correspondantes du Théorème 1.1. 

MULTIPLICATION MATRICIELLE 

3.5. On note ( r  x s) une matrice de dimensions r x s. Trouver les dimensions des produits sui- 
vants si le produit est défini par 
(1) (2 x 3x3 x 4) (3) (1 x 2)(3 x 1) (5) (3 x 4)(3 x 4) 

(2) (4 x 1)(1 x 2)  (4) (5 x 2)(2 x 3) (6) (2 x 2)(2 x 4) 
Rappelons qu’une m x p matrice et une q x n matrice sont multipliables seulement si p = q ,  le produit 

étant alors une m x n matrice. Ainsi chacun des produits précédents est défini si le second élément du pre- 
mier couple est égal au premier élément du second couple, le produit ayant pour dimensions les extrêmes des 
couples donnés dans l’ordre. 
1) Le produit est une 2 x 4 matrice. 
2 )  Le produit est une 4 x 2 matrice. 
3) Le produit n’est pas défini puisque les moyens 2 et 3 ne sont pas égaux. 
4) Le produit est une 5 x 3 matrice. 
5) Le produit n’est pas défini, quoique les matrices aient les mêmes dimensions. 
6) Le produit est une 2 x 4 matrice. 
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3.6. Soient A = (’ 3 ,  et B = (9 -: -:). Trouver 1) AB, 2) BA. 
2 - 1  

Puisque A est une matrice 2 x 2 et B une matrice 2 x 3, le produit A B  est défini et est une 2 x 3 matrice. 
Pour obtenir les éléments de la première ligne de A B ,  on multiplie la première ligne (1,  3) de A par les co- 

lonnes ( i ) , ( - i)  et ( - 6 ) de B respectivement : 

1.2 + 3.3 1.0 + 3.(-2) 1*(-4) + 3.6 (; - r ) ( 3  -2 -6) = ( 
= (2+9 0 - 6  -4+18 

Pour obtenir les éléments de la deuxième ligne de A B ,  on multiplie la deuxième ligne ( 2 ,  - 1) de A par 
les colonnes de B, respectivement : 

11 -6 
2 * 2 + (-1) - 3  2. O + (-1) * (-2) 2. (-4) + (-1)s 6 

Ainsi 

Remarquons que B est une matrice 2 x 3 et A une matrice 2 x 2. Les moyens 3 et 2 n’étant pas égaux, 
le produit BA n’est pas défini. 

Soient A = (2 , l )  et B = (t -5 -3) trouver (1) AB,, (2) BA. 

Puisque A est une matrice 1 x 2 ,  et B une matrice 2 x 3 ,  le produit A B  est défini et est une matrice 
1 x 3, c’est-à-dire à une ligne et trois colonnes donc un vecteur ligne à trois composantes. Pour obtenir 
les composantes de A B ,  on multiplie la ligne de A par chaque colonne de B : 

AB = (2,l) ( 4 -5 -: ) = (2.1 + 1.4, 2*(-2) + 1.5, 2 . 0  + 1*(-3)) = (6,1, -3) 

Remarquons que B est une matrice 2 x 3 et A une matrice 1 X 2 .  Les moyens 3 et 1 n’étant pas égaux, 
le produit BA n’est pas défini. 

Puisque A est une matrice 3 x 2 et B une matrice 2 x 3, le produit AB est défini et est une 3 x 3 matrice. 
Pour obtenir la première ligne de A B ,  on multiplie la première ligne de A par chaque colonne de B respec- 
tivement : 

2 -1 2 - 3  -4-4 -l O + O )  = (-1 -8 -10) 

Pour obtenir la seconde ligne de A B  on multiplie la seconde ligne de A par chaque colonne de B respec- 
tivement : 

-10 -1 -8 -10 -1 -8 
-2 -5) = -2+o - 5 + , )  = ( 1 -2 -5) 

Pour obtenir la troisième ligne de A B  on multiplie la troisième ligne de A par chaque colonne de B respec- 
tivement : 
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2 -1 -8 -10 -1 -8 -10 
-2 

- 3 + 1 2  6 + 1 6  1 5 + O  
3 4  -3 

Ainsi 
-1 -8 -10 

A B  = [ 9 --- ---1 
2 )  Puisque B est une matrice 2 x 3 et A une matrice 3 x 2, le produit BA est défini et est une matrice 2 x 2. 

Pour obtenir la première ligne de BA on multiplie la première ligne de B par chaque colonne de A respecti- 
ment : 

2 - 2 + 1 5  - 1 + 0 - 2 0 )  = (15 -21) 

Pour obtenir la deuxième iigne de BA on multiplie la deuxième ligne de B par chaque colonne de A respec- 
tivement: 

Ainsi 15 -21 
BA = (10 -3) 

Remarque : Observons que dans ce cas à la fois A B  et BA sont définis, mais ne sont pas égaux ; en fait les 
matrices résultats n’ont pas les mêmes dimensions. 

3.9. Soient A = 

1) Déterminer les dimensions de AB. 2) Soit cij l’élément de la i ème @ne et de la jème colonne 
du produit AB,  c’est-à-dire AB = ( c i j ) ;  trouver c23 , cI4 et c21.  

1) Puisque A est une matrice 2 x 3 et B une matrice 3 x 4, le produit A B  est une matrice 2 x 4. 

2 )  cjj  est défini comme le produit de la ième ligne de A par la jème colonne de B ,  d’où 

c21 = (1 ,0 , -3)  [;) = 1 . 1  + 0.2 + ( - 3 ) . 4  = 1 + O - 12 = -11 

1) Le premier facteur est une matrice 2 x 2 et le second une matrice 2 x 2 de sorte.que le produit est défini 
et est une matrice 2 x 2 :  

5 
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= ( 1 6  - 6 )  (-: 5)(2 -:> = ( (-3) * 4 + 5 * 2 (-3) * O + 5 (-1) 
1 . 4  + 6 . 2  1 . 0  + 6 . ( - 1 )  

-2 -5 

( 2 )  Le premier facteur est une matrice 2 x 2 et le second une matrice 2 x 1 de sorte que le produit est 
défini et est une matrice 2 x 1: 

1 . 2 + 6 . ( - 7 )  ) (-3 ôj)(_7) = ( ( -3) .2  + 5 ~ ( - 7 ) /  = (1;:) 
( 3 )  Maintenant le premier facteur est une matrice 2 x 1 et le second une matrice 2 x 2. Les moyens 1 

et 2 étant distincts, le produit n’est pas défini, 

(4) Ici le premier facteur es: une matrice 2 x 1 et le second une matrice 1 x 2, de sorte que le produit 
est défini et est une matrice 2 x 2 :  

(5) Le premier facteur est une matrice 1 x 2 et le second une matrice 2 x 1, de sorte que le produit 
est défini et est une 1 x 1 matrice, que l’on note comme un scalaire. 

3.11. Démontrer le théorème 3.2 (i) : ( A B ) C  = A ( B C ) .  
Soient A = ( a i j ) , B  = (b j k )  et C = (ckl). De plus soit A B  = S = ( s i k )  et BC = T = ( t j l ) .  Alors 

m 

j = i  
Sik = a i l b l k  f ai2b2k -k * *  -k a imbmk = 2 aiibjk 

n 

k = l  
tjl = bjicil + bjzczl + * . + bjncni = z b,kckl  

Multiplions maintenant S par C c’est-à-dire ( A B )  par C; l‘élément de la ième ligne et  de la Zième colonne 
de la matrice ( A B ) C  est 

D’autre part, multiplions A par T,  c’est-à-dire A par BC; l’élément de la ième ligne et de la lème colonne 
de la matrice A (BC) est 

Les sommes précédentes étant égales, on a ainsi démontré le théorème. 

3.12. Démontrer le théorème 3.2 (ii) : A (B + C )  = A B  + AC.  

F = AC = (fik);alors 
Soient A = (a i j ) ,  B = ( b j k )  et C = (c. ). De plus appelons D = B + C = ( d j k ) , E  = AB = ( e i k )  et Ik  

d j k  = b jk  + cjk 

eik = U i i b I k  + a i z b z k  + ’ ’  ’ + a imbmk = 2 a i jb jk  

m 

j = 1  

m 

j = l  
a i lC lk  + + . ’ * + aimCmk = 2 a i j c jk  f i k  = 

Ainsi l’élément de la ième ligne et de la /&me colonne de la matrice AB -t A C  est : 

D’autre part, l’élément de la ième ligne est de la kième colonne de la mamice A D  = A ( B  i- C) est 

D’où A (B  + C) = A B  -+ AC puisque les éléments correspondants sont égaux. 

m 

j = 1  
a i l d i ,  + a&k f . ‘ .  + a imdmk = 2 a i j d j k  = ; = 1  2 a i j ( b j k  + “ jk )  
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TRANSPOSITION 
3.13. Trouver la matrice transposée de A = 

En écrivant les lignes de A comme colonnes de A r  : A t  = 

O 5 4  

3.14. Soit A une matrice quelconque. Sous quelles conditions le produit AAt est-il défini ? 

toujours défini. Observons que AA' est aussi défini. Ainsi A A t  est une rn x rn matrice, tandis que AtA 
est une n x n matrice. 

Supposons que A soit une matrice rn x n, dprs At est une matrice n x m. Ainsi le produit AA' est 

O). Trouver (i) AA', (ii) A t A .  ( 3  - 1  4 
3.15. Soit A = 

Pour obtenir A t  on écrit les lignes de A en colonnes : A r  = 2 - 1 Alors iu i) 
) = (; 2 3  

1.1 + 2.2 + 0 . 0  
3.1 + (-1).2 + 4.0 

1.3 + 2*(-1) + 0.4 
3.3 + (-l)*(-l) + 4.4 

1.1 + 3.3 1.2 + 3.(-1) 1.0 + 3.4 10 -1 12 
2.1 + (-1).3 2 . 2  + (-l)*(-l) 2.0 + (-1).4 
0.1 + 4.3 0.2 + 4*(-1) 0 . 0  + 4.4 12 -4 16 

3.16. Démontrer le théorème 3.3 (iv) : (AB)t  = B t A t .  

est 
Soient A = (a . . )  et B = ( b .  ). Alors l'élément de la ième ligne et de la jéme colonne de la matrice A B  II Ik 

+ aimbmj (1 ) a i i b i j  + aizbzj  + ... 

Ainsi (1) est l'élément de la jème ligne et de la ième colonne de la matrice transposée (AB)'. 
D'autre part, la jkme ligne de B t  est la jème colonne de B :  

( b l i  bzi . . . b m j j  

De plus, la &me colonne de A r  est la ième ligne de A :  

En conséquence, l'élément qui est à l'intersection de la $me li ne et de la ième colonne de la matrice 
B'A' est le produit de ( 2 )  et (3),ce qui donne (1). D'où (AB!= BrAt. 
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MATRICES ECHELONNEES ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES 
3.17. Encerclez les éléments distingués dans chacune des matrices échelonnées suivantes. Lesquelles 

sont réduites par les lignes (e.r.1.) ? 

1 2 - 3  O 1 O 1 7 - 5  O 1 0 5 0 2  

Les éléments distingués sont les premiers éléments non nuls dans les diverses lignes, d’où 

Une matrice échelonnée est réduite par les lignes si les éléments distingués sont chacun égaux à 1 et sont 
les seuls éléments non nuls dans leurs colonnes respectives. Ainsi la seconde et la troisième matrice sont 
réduites par les lignes, mais la première non. 

1 - 2  3 -1 
3.18. Soit A = . (i) Réduire A à la forme échelonnée. (ii) Réduire A à sa 

forme canonique ligne, c’est-à-dire à la forme e.r.1. 

(i> Appliquons les combinaisons suivantes:R, -+ - 2R, + R, et R ,  -+ - 3R,  f R,  et enfin 
R,  -+ - 7R, 4- 3R, pour réduire A à sa forme échelonnée : 

1 -2 3 -1 1 -2 3 -1 
A donne (; ; 1,” 6j d’où (O 0 -; -l;) 

(Ü) Première méthode. Appliquons les combinaisons R ,  -f 2R, f 3R, et ensuite R -f - R, + 7R, et 
R, -+ 4R,  f 7R, à la dernière matrice (i) pour réduire A : 

O 1  O O 45 

7 -10 7 -10 
donc [i 0” -4 :) d’où (2i 2; O -12) 

Finalement multiplions R ,  par 1/21, R, par 1/21 et R ,  par 1/7 pour obtenir la forme canonique 
ligne de A : 

O 0  

0 O 1 -1017 

Deuxième méthode. Dans la dernière matrice de (i) multiplions R, par 1/3 et R, par 1/7 pour obtenir 
une matrice échelonnée ou les éléments distingués sont chacun égaux à 1 : 

1 -2 3 -1 
O 1 -413 413 1 
O O 1 -1017 i 

Appliquons ensuite la combinaison R ,  -+ 2R, + R ,  puis les combinaisons R, -+ (4/3) R ,  -t R, et 
R ,  -f (- 1/3) R,  4- R I  pour obtenir la forme canonique ligne de A précédente. 

Remarque : Observons qu’un avantage de la première méthode est que les fractions n’apparaissent pas 
jusqu’au dernier stade. 
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3.19. Déterminer la forme canonique ligne de A = 

1 -4 1 -4 1 -4 

A d’où ([ ; 3 -:) d’où (i ; 3 -il d’où (! 0 ; -:) 
2 -1 6 -4 

1 O -7:2 512\ 

O 0  O O /  
O 1 3 - 2 1  1 -3’ -” d’où ( 

\ O  O O O, 

Remarquons que !a troisième matrice est déjà sous forme échelonnée. 

3.20. Réduire A = A une forme échelonnée, et enfin 5 une forme e.r.1. c’est-à-dire 

à sa forme canonique ligne. 

échange de la première et de la troisième ligne : 

-4 d’où [-: 1 1:) d’où (a -9 --::) d’oii (% 0 -2:) 

Les calculs sont habituellement simples si l’élément “pivot” est 1 .  C’est pourquoi on  commence par un 

2 2 -5 2 -5 

3 -4 

/i 2 -5 
d’où [: ; -B;:”) d’où 

Remarquons que la troisième matrice est déjà sous forme échelonnée. 

3.21. Montrer que chacune des opérations élémentaires précédentes sur les lignes a une opération 
inverse du même type : 
[El ] : Echange de la ième ligne et de la jème ligne : Ri * Ri. 

{E , ]  : On peut multiplier la ièrne ligne par un scalaire non nul k :  Ri,-+ h Ri, k # O .  

[ E 3  ] : On peut remplacer la ième ligne par k fois la jème ligne plus la ième ligne :Ri + kRi  + Ri. 
(i) En échangeant deux fois les deux mêmes lignes, on obtient la matrice initiale ; c’est-à-dire que cette 

opération est sa propre inverse. 
(ii) En multipliant la ième ligne par k puis par k-’, ou par Xi-’ puis par k,  nous obtenons la matrice 

initiale. En d’autres termes, les opérations ou combinaisons R i  -+ k R i  et R i  -+ k-’Ri sont inverses. 
(iii) En appliquant l’opération Ri  -+ k R .  + R i  puis l’opération Ri  + - kRi -k Ri OU en appliquant l’op&- 

ration R i  + - k R .  + Ri  puis I’opkration R i  + k R .  + Ri,  nous obtenons la matnct: initiale. En 
d’autres termes les opérations Ri + kRi + R i  et R i  -+ - kRi  + Ri  sont inverses. 

I 1 

MATRICES CARREES 

3.22. Soit A = ’). Trouver ( l ) A z ,  @ ) A 3  (3) f ( A )  où f ( x )  = 2x3 - 4x + 5. 
(4 - 3  

1 . 1 + 2 * 4  1 . 2 i - 2 - ( - 3 )  
4 * 1 + ( - 3 )  4 4 * 2 + (-3) (-3) -8 17 
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1 . 9  + 2 * ( - 8 )  1 . ( -4)  + 2 . 1 7  ) = (-7 30) 
= ( 4 - 9 + ( - 3 ) * ( - 8 )  4 . ( - 4 ) + ( - 3 ) * 1 7  60 -67 

3) Pour trouver f ( A )  il faut d'abord substituer à x, A et à 5, 51 pour éliminer le terme constant dans le pro- 
lynôme donné f ( ~ )  = 2x3 - 4x + 5: 

f ( ~ )  = 2 ~ 3  - 4~ + 51 = z ! ( - ~  'O) - 4 ( l  2 ) +  5 ( 1  O )  
60 -67 4 -3 O 1  

En multipliant chaque matrice par son scalaire respectif: 

-16 12 

Finalement, en additionnant des éléments correspondants dans les matrices, on trouve 

- 1 4 - 4 + 5  6 0 - 8 + 0  ) = (-13 52) 
= (120 - 16 + O -134 + 12 + 5 104 -117 

3.23. En se rapportant au problème 3.22 montrer que A est un zéro du polynôme g(x) = x2  -t 2x - 11 
A est un zéro de g(x) si la matrice g ( A )  est la matrice nulle. Calculons g(A)  comme nous l'avons fait pour 

f(A), c'est-à-dire remplaçons x par A et 11 par 111 pour le terme constant de g(x) = x* + 2x - 11: 

En mulitpliant chaque matrice par le scalaire qui la précède : 

9 -4) + ( 2  4 )  + (-11 O )  
g (A)  = (-8 17 8 -6 O -11 

Enfin en additionnant les éléments correspondants dans les matrices : 

9 + 2 - 1 1  - 4 + 4 + 0 )  = (0 CI) 
= ( - R + 8 + 0  1 7 - 6 - 1 1  

Puisque g(A) = O, A est un zéro du polynôme g(x). 

3.24. Soit A = ( ). Trouver un vecteur colonne non nul u = ( y ) de telle sorte que Au = 3u. 4 - 3  

Tout d'abord écrivons l'équation matricielle -4 u = 3 u : 

Réduisons chaque membre à une matrice unique: 

( 2 + 3 y )  = (,) 
42 - 3y 

Egalons les éléments correspondants entre eux pour obtenir un système d'équations (et réduisons à la forme 
échelonnée) : 

2 + 31, = 32 22 - 3y = O 2x - 3y = 0 ou ou 2 2 - 3 y  = O o = o  ou 4x - 3y = 3y 42 - 6y = O 

Ce système se réduit à une équation homogène à deux inconnues et a donc un nombre infini de 
solutions. Pour obtenir une solution non nulle, fixons y ,  par exemple y = 2 d'où x = 3. Donc 

x = 3, y = 2 est une solution du système. Ainsi le vecteur u = ( ) est un vecteur colonne non 

nul et vérifie ia propriété A u  = 3u. 
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3.25. Trouver l’inverse de la matrice 

méthode. Cherchons les scalaires x, y, z et w pour lesquels +re 

où qui satisfont 

32 + 52 3y + 5w 
22 + 32 2?, t 3w 

3y + 5 w  = O 
2y + 3w = 1 

et 32 + 52 = i 
22 + 32 = O 

La solution d u  premier système est x = - 3,z = 2 et celle du second système est y = 5, w = -- 3. 

Ainsi la matrice inverse est donc 

2ème méthode. En appliquant la formule générale donnant la matrice inverse A-’ de la matrice 2 x 2 

(-2 -:>. 

PROBLEMES DIVERS 

3.26. Calculer AB en utiIisant la multiplication par blocs ; où 

E F  ) et B = (” 
O G  O T  

Ici A = ( ) où E ,  F ,  G, R ,  S et T sont les blocs donnés. 

D’où 

3.27. Supposons que B = (El,  R , ,  . . . , R,) c’est-à-dire que Ri est la ilrne ligne de B. On suppose 
BA défini. Montrer que BA = @ , A ,  R , A ,  R , A ,  . . . , R,Aj  c’est-à-dire que R,A est la ieme 
ligne de BA.  

Soient A ’ ,  A * ,  ~ . . , A” les colonnes de A .  Par définition de la multiplication des matrices, la ieme ligne de 
BA est (R iA l ,  R i A 2 , .  . . , RiA”). Mais d’après la multiplication matricielle R i A  = ( R i A l ,  R i A 2 , .  . . RiAm). 
Ainsi la ième ligne de BA est R i A .  

3.28. Soit ei = ( O , .  . . 1,. . . , O) le vecteur ligne admettant 1 comme ième composante, et O par- 
tout d’ailleurs, Montrer que e ,A  = Ri est la ième ligne de A .  

ligne de IA est e i A .  Mais IA = A .  D’où ei A = Ri est la ièmle ligne de A .  
Remarquons que ei est la ième ligne de I ,  la matrice identité. D’après le précédent problème, la ième 

3.29. Montrer que : 1) Si A a une ligne nulle, alors AB a une ligne nulle. 
2) Si B a une colonne nulle, alors A B  a une colonne nulle. 
3) Une matrice quelconque ayant une ligne nulle ou une colonne nulle n’est pas 

inversible. 
1) Soit R la ligne nulle de A et B1, . . . , Bn les colonnes de B. Alors la ième ligne de A B  est : 

(Ri * Bi, Ri. B2, . . ., R, * Bn) = (O, O ,  . . ., O )  
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2) Soit Ci la colonne nulle de B et A,,  . . . , A ,  les lignes de A .  Alors la j e m e  colonne de AB est 

Al * c, 
[Az.:C1) Am - Cl = (;.) 

3) Une matrice A est inversible veut dire qu'il existe une matrice A-' telle que AA-' = A - ' A  = 1. Mais 
la matrice identité 1 n'a aucune ligne ni aucune colonne nulie ; ainsi d'après 1) et 2)  A ne peut avoir 
une ligne nulle ou une colonne nulle. En d'autres termes, une matrice avec une ligne nulle ou une co- 
lonne nulle ne peut être inversible. 

3.30. Soient A et B deux matrices inversibles (du même ordre). Montrer que le produit AB est 
aussi inversible et que (AB)- 
A;' . . . . A;' A;' où les A i  sont inversibles. 

= B- A-'. D'où par récurrence (A, A , .  . . . . A,)- l  = 

( A B ) ( B - l A - l )  = A(BB-1jA-1 = AZA-1 = AA-1 = 

et ( B - l A - ' ) ( A B )  = B-l (A-1A)B = B-lZB = B - l B  = 1 

D'où (AB)-' = B-' A- ' .  

3.31. Soient u et u deux vecteurs distincts. Montrer que, pour chaque scalaire k E K ,  les vecteurs 
u + k (u  - v )  sont distincts. 

11 suffit de montrer que si 

111 u + kl(?c-W) = u + &(u-v)  

alors k ,  = k, .  Supposons que (1) soit vraie, d'où 

k ~ ( u - W )  = J c ~ ( u - w )  OU (k1 - k2)(U-v) = 0 

Puisque u et v sont distincts,u - v # O. D'où k ,  - k, = O et k ,  = k, .  

MATRICES ELEMENTAIRES ET APPLICATIONS * 
3.32. Une matrice obtenue à partir de la matrice identique par une seule opération élémentaire 

sur les lignes est appelée une matrice élémentaire. Déterminer les matrices carrées élémen- 
taires d'ordre 3 correspondant aux opérations R ,  ++ R,, R, -+ - 7  R, et R, -+ - 3 R ,  + R,. 

Appliquons les opérations précédentes à la matrice identique 1, = 

3.33. Démontrer : Soit e une opération élémentaire sur les lignes et E la matrice carrée 616- 
mentaire d'ordre rn correspondante, c'est-à-dire E = e(lm ). Alors pour n'importe quelle ma- 
trice rn x n A, e ( A )  = EA, c'est-à-dire, le résultat e(A) de l'application de l'opération e 
à la matrice A peut être obtenu en multipliant A par la matrice élémentaire correspon- 
dante E. 

3.27, si B est une matrice pour laquelle le produit A B  est défini, alors A B  = (R  B , R, B ,  . . . , R,B). 
Posons aussi 

Soit R i  la ieme ligne de A ; nous notons ceci en écrivant A = (R 1 ,  , . . , R m ) .  D'après le problème 

A 

ei = (O, . . ., O ,  1, O, . . ., O), A = ;  

_ - - - - - - - - - - -  
* Ce paragraphe,qui est assez détaillé, peut être omis en première lecture. Il n'est pas essentiel sauf pour quelques 

résultats dans le chapitre 9 sur les déterminants. 
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Ici A = i veut dire que 1 est la ierne composante. D’après le problème 3.28, e j A  = Ri .  Nous remarquons 
aussi que 1 = (el, . . . , e,) est la matrice identité. 

1) Soit e l’opération élémentaire sur les lignes Ri  -e Ri. Alors, pour A = i et A = j ,  

A h  E = e ( I )  = ( e l ,  . . ., ej, . . ., ei, . . ., e,) 
h 

et e(A) = ( R I ,  .. ., . . . ,  Ri, . . ., R,) 

Ainsi A A A A  
EA = (elA, . . ., eiA, . . ., eiA, . . ., e,A) = (Rl ,  . . . , R i ,  ..., Ri, . . ,, R,) = e(A) 

2 )  Soit e l’opération élémentaire sur les lignes Ri  -f k R , k  # O. Alors pour A = i, 
A A 

A A 

Enfin appelons maintenant e l’opération élémentaire sur les lignes suivantes R i  -+ kRi  + Ri. D’où, 
pour A = 1 ,  

= e ( l )  == (el, . . ., kei, . . ., e,) et e(A)  = (Rl, . . ., kR,, . . ,, R,) 

E A  = (GIA,  .. ., keiA, . . ., e,A) = (RI ,  . . ., kRi, . . ., R,) = 4-4) Ainsi 

3) 

/--. ------. 
E = e(2)  = (ei ,  . . ., kei + ei, . . ., O,) et e ( A )  = (Ri, . . ., kRj+ Ri, . . ., R d  

En utilisant ( k e .  + e i ) A  = k ( e j A )  f e iA = kRi i- Ri, nous avons 
1 - - 

E-4 = (e,A, . . ., ( k e j  + e,)A, . . ., ernA) = ( R I ,  . . ., k R j +  Ri, . . ., R,) = e(A)  
Nous avons ainsi démontré le théorème. 

3.34. Montrer que A est équivalente ligne 5 B si et seulement si, il existe de5 matrices élémentaires 
E l , .  . * ,  Es telles que E s . .  . E ,  E ,  A = B .  

D’après la définition, A est équivalente ligne à B s’il existe des opérations élémentaires sur les lignes, 
e l  , e 2 ,  . , . , e s  pour lesquelles es(. . . (e2(e1(A))) . . .) = B. Mais d’après le précédent problème, les opéra- 
tions précédentes sont vraies si et seulement si Es . . . E ,  E ,  A = B,oh Ei est la matrice élémentaire corres- 
pondant à l’opération ei. 

3.35. Montrer que les matrices élémentaires sont inversihles et que leurs inverses sont aussi des ma- 
trices éié rnent aires. 

l’opération inverse de e (Voir Problème 3.21) et E sa matrice élémentaire correspondante. D’après le Pro- 
blème 3.33, 

Soit E la matrice élémentaire correspondant à f’opération Slémentaire sur les lignes e: e ( l )  = E. Soit e’ 

I = e‘(e(Z)) = e‘E = E‘E et I = e(e‘ (I ) )  = eE’ = EE‘ 

D’où E r  est l’inverse de E. 

3.36. Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
1) A est inversible. 
2) A est équivalente ligne 5 la matrice identité 1. 
3) A est un produit de matrices élémentaires. 

Supposons que A soit inversible et supposons que A soit équivalente ligne à une matrice w.1. B. 11 existe 
alors des matrices élémentaires E , ,  E , ,  . . . , Es telles que E s , .  . . , E ,  E ,  A = B .  Puisque A est inversible et 
que chaque matrice élémentaire E ,  est inversible, le produit est donc inversible. Mais si B # 1, alors B a une 
ligne nulle (Problème 3.47) ; ainsi B n’est pas inversible (Problème 3.29). Ainsi B = 1. En d’autres termes 
1) implique 2). 

Si 2) est vérifié, il existe donc des matrices élémentaires E l ,  E,, . . . , E s  de telle sorte que 

E,...E,E,A = I ,  et aussi A = ( E , . . . E , E , ) - ’  = E-‘E-’...E;’ 1 2  

D’après le problème précédent, les ElTl sont aussi des matrices élémentaires. Donc 2) implique 3). 

Si 3) est vérifié ( A  = E ,  E ,  . . . . . Es)  d’où 1) en découle puisque le produit de matrices inversibles est 
inversible. 
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3.37. Soient A et B deux matrices carrées du même ordre. Montrer que si AR= I ,  alors B = A-’. 
Ainsi AB = i si et seulement si BA = 1. 

Supposons que A ne soit pas inversible. Alors A n’est pas équivalente ligne à une matrice identité 1, et 
ainsi A est équivalente ligne à une matrice avec une ligne nulle. En d’autres termes, il existe des matrices 
élémentaires E , ,  . . . , E, de telle sorte que Es.. , E ,  E l  A a une ligne nuile. D’où E s , .  , . , E,E, AB a une 
ligne nulle. D’où A B  est équivalente ligne à une matrice avec une ligne nulle et  donc n’est pas équivalente 
ligne à 1. Mais ceci est en contradiction avec le fait que A B  = 1. Ainsi A est inversible. En conskquence 

B = IB zz (A-’A)B = A-’(AB)  = A-11 = A-1 

3.38. Supposons que A soit inversible, et donc peut être réduite ligne à une matrice identité 1 
par la suite des opérations élémentaires e l  e, , , . . , e n .  1) Montrer que cette suite d’opéra- 
tions élémentaires sur les lignes appliquée a i donne A-’. 2) Utiliser ce résultat pour obtenir 

l’inverse de la matrice A = 

1) Soit E j  la matrice élémentaire correspondant à l’opération ei. Alors, d’après l’hypothèse et le problème 
3.34, E n . .  . . E ,  El A = 1. Ainsi ( E n . .  . . . E ,  El 1) A = I et donc, A-’ = E n , .  . . , E ,  El 1. En 
d’autres termes A-’ peut être obtenue à partir de 1 en appliquant les opérations élémentaires sur les 
lignes el  , . . . , en.  

Former la matrice bloc ( A  , 1) et réduire ses lignes de manière à obtenir sa forme canonique ligne: 2) 

1 O 2 1 1  O 1 0 2 1 1 0  
O -1 -1 ’ -2 1 3 1 O 1 .”) d’où ( 

I 
4 1 . 8 1 0  O 1 O 1 0 1 - 4  O 1 

1 O 0 1 - 1 1  2 

O O - 1 ;  -6 1 1 

1 0 2 / 1 0  0) d’où ( 0  -1 0 I I 4 0 -il 
l O O - 1 1 - 6  1 1 

1 O O )  -11 2 
i O I -4 O 

O O 1 1  6 -1 -1 
I 

-11 2 

Remarquons que la matrice finale est de la forme (1, B). Ainsi A est inversible et B est son inverse : 

A-’ r 

Remarque : Dans ce cas, la matrice bloc finale n’est pas de la forme (1, B) ,  d’où la matrice donnée 
n’est pas équivalente iigne à t et donc n’est pas inversible. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

OPERATIONS SUR LES MATRICES 

Dans les problèmes 3.39 - 3.41, soient : 

3.39. 

3. 40. 

3.41. 

(i) A + B, (ii) A + C, (iii) 3A - 4B. 

Trouver (i) AB,  (ii) AC, (iii) AD,  (iv) BG, (v) BD, (vi) CD. 

Trouver (i) At, (ii) AtC, (iii) DtAt, (iv) BtA, (v) DtD, (vi) DDt. 
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a1 a2 a3 a 4  

b ,  b ,  b3 b4 3.42. Soient e l  = (1, O, O), e2 = (O, 1, O) et e3  = (O, O, 1). Etant donné -4 = , trouver 1) e l A ,  
2) e 2 A ,  3) e 3 A ,  LI c2 c3 J 

3.43. Soient ei = ( O , .  . . , O, 1, O,. . . , O )  où 1 est la ieme composante. Démontrer les propriétés suivantes 

1) 

2) 

3) 

Be: = Ci, la jeme colonne de B (D'après le problème 3.28,eiA = Ri) 

Si e i A  = ei B pour chaque i , alors A = B. 

Si A er = Bef pour chaque i, alors A = B. 

MATRICES ECHELONNEES ET OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES 

3.44. Réduire A à la forme échelonnée, et ensuite à sa forme canonique ligne, où 

2 -1 2 3 -2 5 

2 -6 4 -5 6 -5  

3.45. Réduire A à la forme échelonnée, et ensuite à sa forme canonique ligne, où 

/ l  3 -1 2 \  /O 1 3 -r\ 

3.46. Donner toutes les matrices 2 x 2 possibles qui sont réduites ligne à leur forme échelonnée réduite par les 
lignes. 

3.47. Soit A une matrice carrée réduite à sa forme e.r.1. Montrer que si A Z 1, la matrice identité, alors A a une 
ligne nulle. 

3.48. Montrer que chaque matrice carrée échelonnée est triangulaire supérieure, mais non vice versa. 

3.49. Montrer que l'équivalence-ligne est une relation d'équivalence : 

1) A est équivalenteligne à A .  
2) A est équivalente-ligne à B 
3 )  A équivalente-ligne à B et B équivalente-ligne à C implique A &quivalente-ligne à C. 

implique B équivalente-ligne à A .  

MATRICES CARREES 

3.50. Soit A = ( 2  1.1)  Trouver A 2  et A 3 ;  2 )  si f ( x )  = x 3  - 3x2 - 2x f 4 ,  trouver f ( A ) .  
3 - 1  

3) si g(x) = x 2  - x - 8, trouver g(A). 

3.51. Soit B = ( t  >. i )  si f ( x )  = 2x2 - 4x +- 3 ,  trouver f ( B ) ;  2) si g ( x )  = x2 - 4 x  - 12, trouver g(B); 

3) Trouver un vecteur colonne non nul u = ( ) de telle sorte que Bu = 6u. 

3.52. Les matrices A et B sont dites commutables si A B  = BA. Trouver toutes les matrices (1 W> qui com- 

mutent avec 

3.53. soit A = (0 1 1. Trouver A n .  
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3.54. 

3.55. 

3.56. 

3.57. 

3.58. 

Trouver : (i) A f B, (ii) A . B, (iü) A’ et A 3 ,  (iv) A n ,  (v) f ( A )  pour le polynôme f ( x ) .  

an), B = (7 d2 1 . Trouver D A  et BD. 3 0  a ,  a2 . . . 
..... Soient D = ( 3), A = ( 

b ,  b ,  . . .  b, 
\c, dnl  

On suppose que la matrice carrée 2 x 2 B commute avec toute matrice carrée d’ordre 2, A,  c’est-à-dire 

AB = B-4. ~ Montrer que B = (i ,”> pour un scalaire k ,  c’est-à-dire que B est une matrice scalaire. 

Soit Dk la matrice scalaire carrée d’ordre m, dont les éléments diagonaux sont k.  Montrer que 1) pour 
toute matrice m x n A ,  D k  A = kAk 2) pour une matrice n x m B ,  BDk = kB. 

Montrer que la somme, le produit et le multiple scalaire des: 
i ) matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure ; 
2) matrices triangulaires inférieures est triangulaire inférieure; 
3) matrices diagonales est diagonale ; 
4) matrices scalaires est scalaire. 

MATRICES INVERSIBLES 

3.59. Trouver l’inverse de chacune des matrices : 
3 2  

3.60. Trouver l’inverse de chacune des matrices: (i) 
4 -2 2 -3 

1 3 4  
3.61. Trouver l’inverse de 

3.62. Montrer que les opérations inverse et transposition commutent , c’est-à-dire (At ) - ’  = (A-’)‘. Ainsi, en parti- 
culier, A est inversible si et seulement si A r  est inversible. 

O . * .  O 

3.63. Quand une matrice diagonale A = . . . . - 1 - . . y,. . ’) est-elle inversible et quelle est son inverse ? ( 
3.64. Montrer que A est équivalente ligne A B si, et seulement si, il existe une matrice inversible P telle que B = PA. 

3.65. Montrer que A est inversible si, et seulement si, le système A X  = O admet uniquement la solution nulle. 

PROBLEMES DIVERS 
3.66. Démontrer le théorème 3.2 : 3)  ( B  i- C ) A  = BA + CA ; 4) k ( A B )  = (kA)B = A ( k B )  où k est un sca- 

3.67. Démontrer le théorème 3.3 : (i) (A + B)‘ = A t  + Bt ; (ii) (A‘)‘ = A ; (iii) (ICA)‘ = kA‘ pour k scalaire. La 

3.65. Supposons que A = ( A i k )  et B = (B ) sont des matrices blocs pour lesquelles A B  est défini et le nombre 

laire. Les parties 1) et 2) sont démontrées dans le problème 3.11 et 3.12. 

partie (iv) est démontrée dans le problème 3.16. 

de colonnes de chaque bloc Ai, est egal au nombre de lignes de chaque bloc Bki. Montrer que A B  = (C,) 
P i  

où cii = 2 A , ,  Bkj.  
k 
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3.69. ];es opérations suivantes sont appelées opérations élémentaires sur les colonnes. 
[El  ] : On peut échanger la ième colonne et la jème colonne. 
[E2] : On peut multiplier la ième colonne par un scalaire non nul k. 
[ E 3 ]  : On peut remplacer la ième colonne par k fois la jème colonne plus la Zème colonne. 
Montrer que chacune de ces opérations a une opération inverse du même type. 

3.70. Une matrice A est dite équivalente A une matrice B si B peut être obtenue à partir de A par une suite 
finie d’opérations ou de combinaisons, chacune étant une opération élémentaire sur les lignes ou les co- 
lonnes. Montrer que l’équivalence de matrices est une relation d’équivalence. 

3.71. Montrer que deux systèmes possibles d’équations linéaires ont le même ensemble de solutions si, et seule- 
ment si, leurs matrices augmentées sont équivalentes lignes. (Nous supposons que des lignes nulles sont 
ajoutées de teile manière que les deux matrices augmentées aient le même nombre de lignes). 

KEPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAZRES 

/-13 -3 18 
(iii! ( 17 

(ii) non défini 5 -1 -1 
-1 1 7 

3.39. (il ( 

3.40. (i) Non défini (iii) (9) 
-5 -2 4 ‘) (iv) -’: 8 -1) (vi) Non défini 
11 -3 -12 18 (ii) ( 

1 1  O 4 -2 

3-41. (i) [-: :) (ii) Non défini (iii) (9, 9) (iv) [ 0 Il -il (v) 14 (vi) (-2 1 -:) 
-3 12 6 -3 9 

1 2 - 1  2 1 2 0 0  
0 0 1 0  

O O 0 - 6  1 O O O 1 -1/6 

2 3 - 2  5 1 O 4/11 5/11 13/11 

3.44. (i) (û O 3 -6 

et ( 
O -11 10 -15 i) et ( O  1 -10/11 15/11 -5/11 

0 0 0 0 0  O 0  O O 0 1  

/l 3 -1 2\ / l  O 4/11 13/11\ (“ 11 -5 3) et 1 - 5 m  .3;’”I 
O 0  O 3.45. (il 

O 0 0 0  O 0  O O 
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3.46. (0 i), ( O  '), (0 y )  or (' O 0  "> où k est un scalaire quelconque. 
O 0  

3.48. O 1 1 est une matrice supérieure triangulaire mais non une matrice échelonnée. (0 u :ri 
3.51. (1) f ( B )  = (31 2o 39 1 2 ) .  , (2) g(B) = (0 0); (3) u = (:)oU(:k), k # O .  

3.52. Seulement les matrices de la forme (i ," ) commutent avec 

1 2n 3.53. An = 1 )  

(ii) AB = ('i 33) 

= 3A (2) BD = [::: . . . . . . . . = 3B 

3112 -17/2 -11 

3.61. (if -4" 
3.62. Etant donné AA-' = 1, alors i = If = ( A A - l ) f  = ( A - l f A ' .  D'où (A- ' ) f  = (Ar)-'. 

.Ti O . . .  O 

3.63. A est inversible si et seulement si chaque ai # O. D'où A-' = 



CHAPITRE 4 

Espaces vectoriels et sous-e spaces vectoriels 

INTRODUCTION 
Dans le premier chapitre, nous avons étudié les structures de R“ et C” et nous en avons dé- 

duit différentes propriétés. Maintenant certaines de ces propriétés joueront le rôle d’axiomes dans 
la définition abstraite des “espaces vectoriels”. En particulier les conclusions de (i) à (vii) du théo- 
rème 1-1, page 3, deviendront les axiomes [ A , ]  - [ A 4 ] ,  [MI] - [ M , ]  dans la définition suivante. 
On peut donc remarquer que, dans un certain sens, on n’apporte dans cette question rien de nou- 
veau. En fait, nous démontrons dans le chapitre 5 que tout espace vectoriel sur R de “dimension 
finie” peut être identifié avec R” pour n donné. 

ments sont appelés scalaires. Nous adopterons la notation suivante (2 moins qu’il n’en soit spécifié 
autrement) : 

La définition d’espace vectoriel suppose un corps arbitraire (voir Appendice B)  dont les 616- 

K corps des scalaires 
a, b, c ou h les éléments de K 

V l’espace vectoriel donné 

u, u, w les éléments de V 
Remarquons que rien d’essentiel n’est oublié si le lecteur suppose que K est le corps des réels R 
ou le corps des complexes C. 

scalaire comme l’orthogonalité, ne sont pas parties intégrantes de la structure des espaces vecto- 
riels, mais sont considérés comme une structure supplémentaire qui peut ou non être introduite. 
De tels espaces seront considérés dans la dernière partie de ce texte. 

Définition : Soit K un corps donné, e t  soit V un ensemble non vide ayant les deux lois, addition 

Nous indiquerons plus tard que “le produit scalaire” et des notions relatives à ce produit 

et multiplication par un scalaire, qui font correspondre 2 u, u E V une somme 
u + u E V et à un u E V quelconque et h E K un produit k u  E V. V est alors 
appelé espace vectoriel sur K (et les éléments de V sont appelés vecteurs) si les 
axiomes suivants sont vérifiés : 

[ A , ]  : Quels que soient les vecteurs u, u, w E V,  ( u  + u )  + w = u + ( u  + w). 
[ A , ]  : Il existe un vecteur de V, noté O et appele vecteur nul tel que u + O = O + u = u quel 

[ A , ]  : Quel que soit le vecteur u E V, il existe un vecteur de V, noté - u,pour lequel u 4- (- u )  = O. 
[ A 4 ]  : Quels que soient les vecteurs 
[ M , ]  : Quel que soit le scalaire h E K et quels que soient les vecteurs u, u E V, h ( u  + u )  = hu i- hu. 
[M,]  : Quels que soient les scalaires a, b E K et quel que soit le vecteur u E V,  (a  f b )  u = au + bu. 
[ M , ]  : Quels que soient les scalaires a, b E K et quel que soit le vecteur u E V,  (ab )  u = a ( b u ) .  
[M4] : Pour le scalaire 1 E K,  l u  = u quel que soit le vecteur u E V. 

que-soit u E V. 

u E V ,  u + u = u + u. 
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Les axiomes précédents se scindent naturellement en deux parties. Les quatre premiers 
concernent la structure additive de V et peuvent être résumés en disant que V est un groupe 
commutatif (voir Appendice B )  par rapport à l’addition. Il s’ensuit que pour une somme quel- 
conque de vecteurs de la forme 

il est inutile de mettre des parenthèses et que cette somme ne dépend pas de l’ordre de ses ter- 
mes, le vecteur nul O est unique, e t  l’opposé - u de u est unique, d’où la loi de régularité : 

u + w = u + w implique u = u 

quels que soient les vecteurs u, u, w E V. De même, la soustraction est définie par 

u , + u ,  + . . . +  u, 

u - u = u + (- v) 
D’zutre part, les quatre axiomes restants apparaissent, comme l’indique leurs textes, défi- 

nissant “l’action’’ du corps K sur V. En utilisant les axiomes de l’addition, on démontre les pro- 
priétés simples suivantes de l’espace vectoriel. 

Théorème 4.1 : Soit V un espace vectoriel défini sur un corps K. 
(i) Quel que soit le scalaire k E K et O E V, kO = O. 
(ii) Pour O E K et un vecteur quelconque u E V, Ou = O. 
(iii) Si k u  = O avec k E K et u E K,aiors k = O ou u = O. 
(iv) Quel que soit le scalaire k E K et quel que soit u E V, (- k )  u = k (- u )  = - k u  

EXEMPLES D’ESPACES VECTORIELS 

une généralisation de l’espace R”. 
Dressons maintenant une liste des plus importants espaces vectoriels. Le premier exemple est 

Exemple 4.1 : Soit K un corps arbitraire. L’ensemble de tous les n-tuples dont les éléments appartiennent 
à K avec l’addition vectorielle et la multiplication scalaire définies par 

((LI, CI,, . . ., CI,) + (b,, b,, . . . , b,) (ai + b l ,  a2 4- b,, . . . j  a, 4- bn) 

et k(al, a2, . . .> a,) = (ka,, Ira,, . . . >  ka,) 

où ai, b ,  k E K ,  est un espace vectoriel sur K ; on note cet espace vectoriel K“. Le vec- 
teur nul de K” étant le n-tuple dont tous les éléments sont nuls,O = (O, O , .  . . , O). Pour 
démontrer que K n  est un espace vectoriel il suffit d’appliquer le théorème 1.1. Nous pou- 
vons maintenant dire que Rn muni des lois précédentes est un espace vectoriel sur R. 

Exemple 4.2 : Soit V l’ensemble des matrices m x n dont les éléments appartiennent à un corps arbi- 
traire K. V muni des deux lois addition des matrices et multiplication d’une matrice par 
un scalaire est un espace vectoriel, d’après le théorème 3.1. 

appartiennent à un corps K.  V muni des deux lois addition des polynômes et multiplica- 
tion par un scalaire est un espace vectoriel sur K.  

toutes les fonctions de X dans K .  La somme de deux fonctions quelconques f, g E V est 
la fonction f + g E V définie par 

et le produit d’une fonction f E Y par un scalaire k E K est la fonction kf E V définie 
Par 

Exemple 4.3 : Soit V l’ensemble des polynômes a.  + a l t  + aZt2  i- . . . 4- a,P dont les coefficients 

Exemple 4.2 : Soit K un corps arbitraire et soit X un ensemble non vide. Considérons l’ensemble de 

(f + g >  (XI = f(x> + g(x) 

(kf) (XI = kf(x) 
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V muni des lois précédentes est un espace vectoriel sur K (Problème 4-5). Le vecteur nul 
de Y est la fonction nulle qui à chaque x E X fait correspondre O E K. O(x) = O quel 
que soit x E X .  De plus, pour une fonction quelconque f E V,  - f est la fonction telle 
que (- f) (x) = - f ( x )  pour tout x 5 X .  

Exemple 4.5 : Soit E un corps contenant un souscorps K. E peut être considéré comme un espace vec- 
toriel sur K ,  pour cela l’addition habituelle dans E jouera le rôle de l’addition vectorielle 
et nous définirons le produit par un scalaire kv avec k E K et v E E. Ainsi le corps 
complexe C est un espace vectoriel sur le corps réel R et le corps réel R est un espace 
vectoriel sur le corps des rationnels Q .  

SOUS-ESPACES VECTORIELS 

Soit W un sous-ensemble d’un espace vectoriel sur un corps K. W est appelé sous-espace de 
V si W est lui-même un espace vectoriel sur K par rapport aux lois d’addition vectorielle et de multi- 
plication par un scalaire définies sur V. Il en découle les critères d’identification des sous-espaces 
vectoriels suivants : 

Théorème 4.2 : W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si 
(i) W n’est pas vide, 

(ii) W est fermé pour l’addition ; u, w E W implique u + L?I E W ,  
(iii) W est fermé pour la multiplication par un scalaire : u E W implique k u E  W 

quel que soit h E K. 

Corollaire 4.3 : W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si (i) O E W (ou W f 8 )  et 
(ii) u, w E W implique au + bw E W quel que soit a, b E K. 

Exemple 4.6 : Soit V un espace vectoriel quelconque. L’ensemble {O} constitué du seul vecteur nul, ainsi 
que l’espace entier V sont des sousespaces vectoriels de V. 

Exemple 4.7 : (i) Soit V l’espace vectoriel R3. L’ensemble des vecteurs W dont la dernière composante 
est nulle,W = {(a, b, O )  ; a, b E R},est un sous-espace de V. 

(ii) Soit V l’espace vectoriel des matrices rn x n (voir exemple 4.2). L’ensemble W des 
matrices A = (a..) pour lesquelles ail = aii appelées matrices symétriques est un sous- 
espace de V. 

(iii) Soit V l’espace vectoriel des polynômes (voir exemple 4.3). L’ensemble W des poly- 
nômes de degré < n, n étant fixé, est un sous-espace vectoriel de V. 

(iv) Soit V l’espace vectoriel de toutes les fonctions d’un ensemble non vide X vers le corps 
des réels R. L’ensemble W constitué de toutes les fonctions bornées dans V est un 
sous-espace vectoriel de Y. (Une fonction f E W est bornée s’il existe M E R tel que 
If(x)l  < M pour tout x E X ) .  

‘1 

Exemple 4.8 : Considérons un système homogène quelconque d’équations linéaires à n inconnues et à 
coefficients réels : 

allx1 + a1222 + .. .  + q n x n  = 0 

a2121 + a2222 + .. .  + aznxn = O 

UmlZl + am2x2 + . . .  + amnxn 

............................. < 

= O 

Rappelons qu’une solution particulière quelconque de ce système peut être identifiée à un 
point de  R”. L’ensemble W de toutes les solutions de ce système homogène est un SOUS- 
espace vectoriel de Rn (Problème 4.16) appelé espace vectoriel des solutions. Cependant 
l’ensemble des solutions d’un système non homogène d’équations linéaires à n inconnues 
n’est pas un sous-espace vectoriel de R”. 

6 
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Exemple 4.9 : Soient U et W deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V. Montrons que leur in- 
tersection U n W est aussi un sous-espace de V,  On a O € U et O € W puisque U et W 
sont des sous-espaces vectorie1s;d’oÙ O E U n W. Supposons maintenant u, v E U 
d’où u, v E U et u, v E W et puisque U et W sont des sous-espaces vectoriels, 

W 

au + bv E U et au + bv E W 

quels que soient les scalaires a, b E K. Donc au + bu E U n W d’où U 
espace vectoriel de V. 

W est un sous- 

Le résultat de l’exemple précédent peut être généralisé dans le théorème suivant : 

Théorème 4.4 : L’intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels d’un espace vec- 
toriel de V est un sous-espace vectoriel de V. 

COMBINAISONS LINEAIRES. GENERATEURS 

de V, de la forme 

où les ai E K,est appelé une combinaison linéaire de u l ,  . . . , u,. On applique le théorème suivant : 

Soit V un espace vectoriel sur le corps R et soient u l , .  . . , u, & V. Un vecteur quelconque 

aiv1 + u2v2 + . * * + UmVm 

Théorème 4.5 : Soit S un sous-ensemble non vide de V. L’ensemble de toutes les combinaisons 
linéaires des vecteurs de S, noté par L ( S )  est un sous-espace vectoriel de V conte- 
nant S. De plus, si W est un autre sous-espace vectoriel de V contenant S, alors 
L(S)  c w. 

En d’autres termes, L ( S )  est le plus petit sous-espace de V contenant S ; il est appelé sous- 
espace engendré par S. Par convention on pose L(0) = {O). 

Exemple 4.10 : Soit V l’espace vectoriel R3.  Un vecteur quelconque non nul u engendre l’ensemble des 
multiples scalaires de u ; géométriquement l’ensemble des multiples de u est la droite passant 
par l’origine et le point u. L’espace linéaire engendré par deux vecteurs u et u qui ne sont 
pas multiples l’un de l’autre est le plan passant par l’origine et contenant les points u et Y. 

Exemple 4.11 : Les vecteurs el = (1, O, O ) , e 2  = (O, 1, O) et e3 = (O, O, 1) engendrent l’espace vectoriel 
R3. Quel que soit un vecteur (a, b, c )  € R3, on peut l’écrire sous forme de combinaison 
linéaire des ei ; en particulier 

(a ,  b ,  c) = 
= 

4 1 ,  O, O )  + b(0, 1, O) + c(0, O, 1)  

ael + be2 + ceg 

Exemple 4.12 : Les polynômes 1, t ,  t2 ,  t 3 , .  . . engendrent l’espace vectoriel V de tous les polynômes 
(en t )  V = L ( 1 ,  t ,  t 2 ,  . . .). Chaque polynôme est une combinaison linéaire de 1 et de 
puissances de t .  
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Exemple 4.13 : Déterminer si le vecteur v (3,  9 ,  - 4 ,  - 2 )  est une combinaison linéaire ou non des vec- 
teurs u1 = (1, - 2, O, 3), u, = (2, 3, O, - 1) et u 3  = (2, - 1, 2, 1), c’est-à-dire appar- 
tient à l’espace engendré par les ui. 

Soit v une combinaison linéaire des ui, on utilisera les inconnues x, y et z d’où 
v = x u l  + y u ,  + zuâ:  

(3, 9, -4, -2) = x(1, -2, O ,  3) + y(2, 3, O ,  -1) + 4 2 ,  -1, 2, 1) 
(x + 2y + 22, -2% + 3y - x, 22, 3% - y + 2) = 

Formons le système d’équations équivalent en égalant les composantes correspondantes, 
et  réduisons-le à la forme échelonnée : 

x + 2 y + 2 2 =  3 x + 2 y + 2 2 =  3 x + 2 y + 2 2 =  3 

- 2 x + 3 y -  2 = 9 7y + 32 = 15 7y + 32 = 15 
22 = -4 22 = -4 22 = -4 

3s- y +  2 = -2 -7y - 5x = -11 -22 = 4 

ou ou 

x + 2 y + 2 2 =  3 

7y + 32 = 15 

22 = -4 

ou 

Remarquons que le système précédent est possible et donc a une solution : d’où v est 
une combinaison linéaire des ui. En résolvant ce système en x, y ,  z on obtient x = 1, 
y = 3, z = - 2.  Ainsi v = u1 -t 3u2 - 2u3. 

Si le système d’équations linéaires n’est pas possible, c’est-à-dire s’il n’a pas de solu- 
tion, le vecteur v n’est pas une combinaison linéaire des ui. 

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE 

Soit A une matrice arbitraire m x n sur un corps K : 

a21 . . . ain 
A =  (zi: a22 . . . azn 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
a m i  a m z  . . . Umn 

Les lignes de A sont 
RI = (ail, a21, . . ., aln), . . ., R, = (aml, ~ 2 ,  . . ., amn)  

et peuvent être considérées comme des vecteurs de K n  engendrant un sous-espace de K n  appelé 
espace ligne de A ,  c’est-à-dire que 

l’espace ligne de A = L ( R I ,  R,, . . . , R m ) .  

De manière analogue, les colonnes de A peuvent être considérées comme des vecteurs de Km en- 
gendrant un sous-espace de Km, appelé espace colonne de A.  

suivantes : 
Supposons maintenant que nous appliquions sur A les opérations élémentaires sur les lignes 

(i) R i  f, Ri, (ii) Ri -+ k R i ,  k # O, ou (iii) R i  -+ kRi -t- Ri 
et que nous obtenions une matrice B. Chaque ligne de B est donc soit une ligne de A, soit une 
combinaison linéaire des lignes de A.  En conséquence l’espace ligne de B est contenu dans l’es- 
pace ligne de A. D’autre part, nous pouvons appliquer les opérations élémentaires inverses des 
précédentes sur B et  obtenir A ; d’où l’espace ligne de A est contenu dans l’espace ligne de B. 
En conclusion A et B ont le même espace ligne, ce qui nous conduit au théorème suivant. 

Théorème 4.6 : Deux matrices équivalentes lignes ont le même espace ligne. 

matrices échelonnées réduite par les lignes (e.r.1.). 
Nous démontrerons (problème 4.31)’ en particulier, le résultat fondamental concernant les 
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Théorème 4.7 : Des matrices e.r.1. ont le même espace ligne si e t  seulement si elles ont les mêmes 
lignes non nuIIes. 

Ainsi chaque matrice est équivdente ligne 6 une unique matrice e.r.1’ appelée forme canonique 

Nous appliquons les résultats précédents dans l’exemple suivant. 
ligne. 

Exemple 4.14 : Montrer que l’espace U engendré par les vecteurs 
= (1, 2, -1, 3), 

et l’espace V engendré par les vecteurs 
9 4  = (2, 4, 1, 3, et u3 = (3, 6, 3, -7) 

wl = (1, 2, -4, 11) et v2 = (2, 4, -5, 14) 

sont égaux, c’est-à-dire U = V. 
Méthode 1. Montrer que chaque u .  est une combinaison linéaire de v 1  et v 2  et montrer que 
chaque v i  est une combinaison Iinealre des u J  , u 2 ,  u3.  Remarquer que nous avons ainsi 
montré que les six systèmes d’équations lineaires sont compatibles. 

Méthode 2. Formons la matrice A dont les lignes sont les ui, et réduisons ligne A à sa 
forme ligne canonique : 

A = (3 ; ; :;)d’où (O 0 ; , i ) d 7 0 ù  (H 0 0 -!) 

1 .  

1 2 - 1  3 1 2 -1 2 -1 

1 2 O 1/3 
d’où (u 0 0 -8:) 

Formons maintenant la matrice B dont les lignes sont v 1  et v 2  et réduisons les lignes de 
B à la forme canonique: 

O O 1 -8/3 
1 2 -4 11) , , (1 2 -4 ll)d‘où ( 1  2 O 

B = (  d o u  2 4 -5 14 O 3 -8 

Puisque les lignes non nulles des matrices réduites sont identiques, les espaces lignes de A 
et B sont égaux et donc U = V. 

SOMMES ET SOMMES DIRECTES 

contient toutes les sommes u + w où u E U et  w E W :  
Soient U et  W deux sous-espaces d’un espace vectoriel V. La somme de U et W ,  écrite U + W 

u +  w = (u+w:uEU,wEW) 

Remarquons que O = O + O E U + W puisque O E U et O E W .  De plus supposons que u + w et 
u’ + w’ appartiennent à U + W ,  avec u t  u’ E U et w W ’  E W .  Alors 

(u+w) + (u’+w’) = (u+u’) + (w+w’) E u + w 
et pour un scalaire quelconque k(u + w) = ku + kw E U + W 

Ainsi le théorème précédent est démontré. 

Théorème 4.8 : La somme U + W de deux sous-espaces U et  W est aussi un sous-espace de V. 

Exemple 4.15 : Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R. Soit U l’ensemble des matrices de 
V dont la seconde ligne est nulle, et soit W l’ensemble des matrices de V dont la seconde 
colonne est nulle : 

U = {(O i ) :  a , b E R } ,  W = {(z O): a , c C R }  



Exemple 4.16 : Dans l’espace vectoriel R3, soit U le plan xy et W le plan yz : 
U = { (a ,  b ,  O) :  a ,  b E R} et W = {(O, b ,  c ) :  b , c  E R} 

Mors R3 = U + W puisque chaque vecteur de R 3  est la somme d’un vecteur de U et 
d’un vecteur de W ,  Cependant R 3  n’est pas la somme directe de U et de W puisque de 
telles sommes ne sont pas uniques ; par exemple 

Exemple 4.17 : Dans R3,  soit U le plan x y  et W l‘axe des z :  

U = {(a,  b,  O): a, b E R )  et W = {(O, O, c ) :  c E R} 

Un vecteur quelconque (a, b, c) E R3 peut être écrit sous la forme d’une somme d’un 
vecteur de U et d’un vecteur de V d’une seule manière: 

(a ,  b,  c) = (a, 6 ,  O) + (O, O .  c) 

En conséquence R 3  est la somme directe de  U et W ,  c’est-à-dire R 3  = U @ W .  

PROBLEMES RESOLUS 
ESPACES VECTORIELS 

4.1. Démontrer le théorème 4.1 : Soit V un espace vectoriel sur le corps K. 
1) Quel que soit le scalaire k E K et O E V, k O  = O 
2)  Pour O E K et un vecteur quelconque u E V, Ou = O. 
3) Si ku = O, où h E K et u E V, alors k = O ou u = O. 
4) Quel que soit h E K et quel que soit u E V, (k) u = h( -  u)  = - ku. 

1) D’après i’axiome . [ A 2 ]  avec u = O, nous avons O + O = O. D’après l’axiome [M,],kO = k (O + O )  = 
kO + kO. En ajoutant - kO aux deux membres on obtient le iesultat désiré. 

2 )  D’après une propriété de K ,  O f O = O. D’où d’après l’axiome [ M 2 ] ,  Ou = (O + 0)u  = Ou + Ou. 
En ajoutant - Ou aux deux membres, on obtient le résultat demandé. 
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4.2. Montrer que quel que soit le scalaire k et  quels que soient les vecteurs u et  u, k(u - v) =bu- hv. 
En utilisant la définition de la soustraction ( u  - u = u + (- v)) et le résultat du théorème 4.1 4 ) ( k ( -  v)= - ki 

3) Supposons ku = O et k # O. Il existe un scalaire k-’ tel que k-’k  = 1 ,  d’où 
u = l u  = (k-1k)u = k-ykZL) = Ic--’O = O 

4 )  En utilisant u f (- u )  = O, on obtient O = kO = k [ u  + (-  u)] = ku + k ( - u ) .  En ajoutant - ku 
aux deux membres on a - ku = k ( -  u). 

4.3. Dans l’écriture de l’axiome [ M z  ] (a  + b )  u = au + bu, quelle opération représente chaque signe plus ‘ 

En utilisant k + (- k )  = O, on obtient O = Ou = [ k  f ( -  k ) ]  u = ku f ( -  k )  u. En ajoutant 
- ku aux deux membres on obtient - ku = ( - k )  u. Ainsi (- k )  u = k (- u )  = -ku. 

Le + dans (a + b )  u correspond à l’addition de deux scalaires a et b ; il représente donc l’addition dans le 
corps K .  D’autre part, le f dans au + bu représente l’addition de deux vecteurs au et bu ; ce plus représente 
donc l’addition vectorielle. En conclusion chaque f représente une opération différente. 

4.4. Dans l’écriture de l’axiome [ M 3 ]  ( a b )  u = a ( b u ) ,  quelle opération réprésente chaque produit ? 

Dans (ab) u le produit ab des scalaires a et b est une multiplication dans le corps K ,  tandis que le produit 
du scalaire ab et du vecteur u est une multiplication scalaire. 

Dans a(6u) le produit bu du scalaire b et du vecteur u est une multiplication scalaire, ainsi que le produit 
du scalaire e par le vecteur bu. 

4.5. Soit V l’ensemble des fonctions d’un ensemble non vide X vers le corps K .  Quelles que soient 
les fonctions f , g E V et, quel que soit le scalaire k E K,soient f + g et kf les fonctions de V 
définies comme suit : 

(f + g)(z) = f ( ~ )  + g(x) et (k . f ) (x )  = k f ( x ) ,  V ~ X  E x 
(Le symbole V veut dire “quel que soit” ou “pour tout”). Démontrer que V est un espace vec- 
toriel sur K. 

Puisque X n’est pas vide, V est aussi non vide. Montrons maintenant que tous les axiomes de l’espace vec- 
toriel sont vérifiés. 

[ A , ] :  Soit f, g, h E V. Pour montrer que cf 4- g)  + h = f 4- ( g  4- h )  il est nécessaire de montrer que la 
fonction f 4- ( g  + h )  et la fonction (f f g )  f h donnent à chaque x E X la même valeur. D’où : 

( ( f f 9 )  + h)(z)  = ( f + g ) ( z )  + h ( 4  = (f(4 + dz)) + &), vx E x 
(f + (g + h))(x) = f(x) + (9 + Wz) = f(z) + ( d x )  + h(x)), vx E x 

( f (4  + Y(%)) + h ( 4  = f(2) + + h(z))  

Mais f ( x )  , g(x) et h ( x )  sont des scalaires sur le corps K où l’addition des scalaires est associative, d’où 

En conséquence (f + g )  4- h = f f (g + h ) .  

[ A 2 ]  : Soit O la fonction nulle O(x) = O ,  vx E X .  Alors pour toute fonction f E V, 

Ainsi f” -t O = f et O est le vecteur nul de V. 
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[ A 3 ]  : Pour toute fonction f E V,  soit - f la fonction définie par (- f) ( X I  = - f b ) .  Donc 

(f + (-f))(z) = f ( 4  + (-f)(z) = f ( 4  - f ( x )  = O = O(%), vx E x 
D’où f + (- f) = O. 

[A4]  : Soient f ,  g E V,  alors 
( f + g ) ( 4  = f(.) + g ( 4  = g(4 + f(s) = (g +f)(x), vx E x 

Donc f + g = g f f. (Remarquons que f ( x )  + g ( x )  = g ( x )  + f ( x )  découle du fait que f ( x )  et g ( x )  sont 
des scalaires sur le corps K où l’addition est commutative). 

[M,] : Soient g E V et k E K ,  alors 

( f + g ) ) ( x )  = W(f+ gN4) = Wf(4 + g(x)) = k f b )  + kg(x) 
= (kf)(x) + (kg) (x)  = W+- kg)(%), v x  E x 

Donc k (f f g) = kf f kg. (Remarquons que k ( f ( x )  + g ( x ) )  = k f ( x )  + k g ( x )  découle du fait que k ,  f ( x )  
et g ( x )  sont des scalaires sur le corps K où la rnd.tiplication est distributive par rapport à l’addition). 

[M,] : Soient f E  V et a, b E K.  D’où 

((a + b)f)(x) = (a + b ) f ( x )  = a m )  + b f ( x )  = ( a f ) ( z )  + b f ( 4  
= (Uf + b f ) ( 4 ,  vx E x 

Donc (a + b ) f  = af + bf. 
[ M 3 ]  : Soient f E V et a, b E K. D’où 

( ( a b ) f ) ( z )  = (ab)f(x) = a ( b f ( d )  = a(b f ) ( z )  = (a (b f ) ) ( z ) ,  v x  E x 
Donc (ab)f = a (bf). 

[M4] : Soit f E V,  Pour l’élément neutre 1 E K ,  ( i f )  ( x )  = 1 f ( x )  = f ( x )  V x  E X .  Donc if = J 
Tous les axiomes étant vérifiés, V est un espace vectoriel sur K. 

it V l’ensemble de tous les couples de nombres réels V = { ( a ,  b )  ; a, b E R}. Montrer que 
n’est pas un espace vectoriel sur R 5 l’aide des lois suivantes:addition dans V et multipli- 

cation scalaire sur V :  
(a,  b )  + (c, d )  = (a  + c, b + d )  et h ( a ,  b )  = (ha, b ) ;  
(a, b )  + (c, d )  = (a, b )  et k ( a ,  b )  = (ha, h b ) ;  
(a, b )  + (c, d )  = (a  + c, b + d )  et  h ( a ,  b )  = ( k Z a ,  P b ) .  

Dans chaque cas nous montrerons qu’un des axiomes de l’espace vectoriel n’est pas vérifié. 

Soit r = 1, s = 2, v = (3, 4). Alors 
(r+s)w = 3(3, 4) = (9, 4) 

rw f sw = l(3, 4) + 2(3, 4) = (3, 4) + (6, 4) = (9, 8) 

Puisque ( r  + s) v # rv + sv l’axiome [M, ] n’est pas vérifié. 

Soit v = (1, 2);w = (3,  4). Alors 
2, + w = (1, 2) + (3, 4) = (1, 2) 

w + 21 = (3,4) + (1, 2) = (3, 4) 

Puisque v + w # w + v l’axiome [A4] n’est pas vérifié. 

Soit r = 1, s = 2 ,  v = (3, 4). Alors 
(Y+ s)w = 3(3, 4) = (27, 36) 

rw + sw = l(3, 4) + 2(3, 4) = (3, 4) + (12, 16) = (15, 20) 

Ainsi ( r  + s) v # ru + sv et l’axiome [M, ] n’est pas vérifié. 
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SOUS-ESPACES : 
4.7 Demontrer le théorème 4.2 : W est un sous-espace de V si et seulement si (i) W n’est pas 

vide, (ii) u, w E W implique u + w E W e t  (iii) u E W implique h u E W pour tout scalaire 
k E K. 

Supposons que W satisfasse à (i),(ii),(Üi). D’après (i) W n’est pas vide, et d’après (ii) et (iÜ) les opé- 
rations d’addition vectorielle et de multiplication par un scalaire sont bien définies dans W .  D’ailleurs, les 
axiomes IA ,] ,  [ A 4 ] ,  [ M , ] ,  [A$],  [M,] et [ M 4 ]  sont vérifiés dans W puisque les vecteurs de W appartiennent 
à V. Ainsi il ne reste plus q u a  montrer que [ A z ]  et [A,]  sont aussi vérifiés dans W. D’après (i), W n’est 
pas vide, d’où u E W .  Alors d’après (Üi) Ou = O E W et v + O = v pour tout v E W .  Ainsi W satisfait 
[ A z ] .  Finalement, si v E W alors (- 1 )  v = - v E W et v + (- v )  = O ; ainsi W satisfait [A,]. D’où W 
est un sous-espace de V. 

Réciproquement, si W est un sous-espace de V alors (i), (ii), (iii) sont clairement vérifiés. 

4.8. Démontrer le corollaire 4.3 : W est un sous-espace de V si et seulement si (i) O E W et 
(ii) u, w E W implique au + bw E W pour tous scalaires a, b E K. 

d’après (ii) v 4- w = I V  -t l w  E W et si v E W et k E K alors d’après (Ü) kv = kv + Ov E W .  Ainsi 
d’après le théorème 4.2, W est sous-espace de V. 

Supposons que W satisfasse (i) et (ii). Alors d’après (i) W n’est pas vide. De plus, si v, w E W, alors 

Réciproquement, si W est un sous-espace de V,  alors (i) et (ii) sont vérifiés dans W .  

4.9. Soit V = R3. Montrer que W est un sous-espace de V, où : 

(i) 

(ii) 

W = { ( a ,  b, O) ; a, b E R}, c’est-à-dire W est le plan x y  contenant ceux des vecteurs 
dont la troisième composante est O. 

W = { ( a ,  b, c )  ; a + b + c = O},c’est-&dire W contient ceux des vecteurs qui ont 
pour propriété d’avoir la somme de leurs trois composantes nulle. 

O = (O, O, O) E W puisque la troisième composante de O est nulle. Quels que soient les vec;teurs 
v = (a,  b, O ) ,  w = (c ,  d, O) dans W et quels que soient les scalaires (nombres réels) k et k ,  

(i) 

k v  + k‘w = 
= 

k (a ,  b, O )  + k’(c, d ,  O )  
( ka ,  kb,  O )  + (k’c, k‘d, O )  = ( k a  + k‘c, kb  + k‘d, O )  

Ainsi kv + k’w E W et donc W est un sous-espace de V. 

O = (O, O, O )  E w puisque O + O + O = O. Supposons que v = (a, b, cl ,  w = (a‘, b‘, c’) appar- 
tiennent à W c’est-à-dire que a + b + c = O et a’ + b’ + c’ = O. Alors pour n’importe quels sca- 
laires k et k‘, 

(Ü) 

k v  + k‘w = k(a,  b, c) + k’(a’, b‘, c’) 

= ( ka ,  kb,  kc)  + (k’a’, k‘b‘, k’c’) 
= ( ka  + k’a’, kb + k‘b‘, kc + k‘c‘) 

et de plus 
( k a  + k’a’) + ( k b  + k’b’) + ( k c  + k’c’) = 

= kO + k‘O = O 

k ( a  + b + c) + k’(a’ + b‘ + c’) 

Ainsi kv 4- k’w E K et donc W est un sous-espace de V. 

4.10. Soit V = R3. Montrer que W n’est pas un sous-espace de V, où: 
(i) 

(ii) 

(iii) 

W = { ( a ,  b, c )  ; a 2- O} ; c’est-à-dire W contient ceux des vecteurs dont la première 
composante est positive ou nulle. 
W = {(a,  b, c )  : a2 + bZ + cz < 1) ; c’est-à-dire W contient ceux des vecteurs dont 
la longueur est inférieure ou égale à 1. 
W = { (a ,  b, c )  : a, b, c E Q};c’est-à-dire W contient ceux des vecteurs dont les compo- 
santes sont des nombres rationnels. 
Dans chaque cas, montrons qu’une des propriétés du théorème 4.2 n’est pas vérifiée. 
v = (1, 2, 3 )  E W et k = - 5 E R. Mais ku = - 5 ( 1 ,  2, 3) = (- 5 ,  - 10, - 15) n’appartient pas 
à W puisque - 5 est négatif. D’où W n’est pas un sousespace de V. 

(i) 
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(ii) v 1= (1, O, O) E W et w = (O 1 ,  O)  E W. Mais v f w = ( 1 ,  O ,  O) -!- (O, 1, O) = (1, 1 ,  O) n’appar- 
tient pas à W puisque 1’ + 1’ -t- 0’ = 2 > 1 .  D’où W n’est pas un sous-espace vectoriel de V. 

v = ( 1 ,  2, 3) E W et k = fi€ R. Mais kv = a ( 1 ,  2, 3)  = (fi, 2 4 ,  3fi) n’appartient pas 
à W puisque ses composantes ne sont pas des nombres rationnels. D’où W n’est pas un sousespace 
vectoriel de V. 

(iü) 

4.11. Soit V l’espace vectoriel des matrices carrés n x n sur le corps K. Montrer que W est un 
sous-espace de V où 

(i) W contient les matrices symétriques ; c’est-à-dire toutes les matrices A = (aii) pour 
lesquelles aji = aii. 

(ii) W est l’ensemble de toutes les matrices qui commutent avec une matrice donnée T ; 
C’est-à-dire W = { A  E V : AT = TA}. 

O E W puisque tous les éléments de O sont nuls et donc égaux. Maintenant supposons que A = (a,) 
et B = (b i i )  appartiennent à W ; c’est-à-dire que a . .  = a -  et bji = b,. Donc quels que soient les 
scalaires a, b E K ,  U A  f bB est une matrice dont le 11 elément est auii f bb,. Mais 
auji f b b . .  = au.. f bb,. Ainsi UA f bB est aussi symétrique et donc W est un sous-espace de V. 

O E W puisque OT = O = TO. Supposons maintenant que A ,  B E W, c’est-à-dire que AT = TA et 
BT = TB. Quels que soient les scalaires a, b E K, 

(i) 
I f  .. w 

31 f3 

(ü) 

( u A + b B ) T  = (uA)T T (ùB)T = u(AT) + b(BT)  = u(TP.) + b(TB)  

= ??(UA) + T(bB) = T(uA + b B )  

Ainsi UA f bB commute avec T,  c’est-à-dire appartient à W, donc W est un sous-espace de V. 

4.12. Soit V l’espace vectoriel de toutes les matrices 2 x 2 sur un corps R réel. Montrer que W 
n’est pas un sous-espace vectoriel de V si 

(i) 
(ii) 

W est l’ensemble de toutes les matrices ayant un déterminant nul. 
W est l’ensemble de toutes les matrices A telles que A’ = A. 

O 0  
(i) Rappelons que le déterminant de ) = ad - bc Les matrices A = (1 

appartiennent à W puisque det ( A )  = O et det ( B )  = O. Mais A + B = (0 y ) n’appartient 

pas à W puisque det ( A  4- B )  = 1 .  Donc W n’est pas un sous-espace de V. 

(ii) La matrice unitaire Z = ( 0 1 ) appartient à W puisque 

2 0  

O 2  
Mais 2 Z =  ( ) n’appartient pas à W puisque 

D’où W n’est pas un sous-espace de V 

4.13. Soit V l’espace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R sur R. Montrer que W est 
un sous-espace de V où 
(i) W = { f  : f ( 3 )  = 0);c’est-à-dire W contient les fonctions qui font correspondre à 3 le 

nombre O. 
(ii) W = ( f :  f ( 7 )  = f (1) )  ; c’est-à-dire W est l’ensemble des fonctions qui ont pour 7 et 1 

la même image. 
(iii) W est l’ensemble des fonctions impaires, c’est-à-dire les fonctions f pour lesquelles 

f(- x) = - f ( x ) *  
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Nous noterons ici O la fonction nulle O(x) = O pour tout x E R. 

O E W puisque O(3) = O. Supposons f ,  g E W c’est-à-dire tels que f(3) = O et g ( 3 )  = O. D’où 
quels que soient les réels a et b 

Donc uf + bg E W et W est un sous-espace de V. 

0 E W puisque O(7) = O = O(1). Supposons que f, g E W c’est-à-dire que f ( 7 )  = f(1) et  g ( 7 )  = g(1). 
Alors quels que soient les nombres réels u et b, 

Donc uf + bg E W et donc W est un sous-espace de V. 

O E W puisque O ( -  x )  = O = - O = - O ( x ) .  Supposons que f, g E W, c’est-à-dire que f ( - x )  = - f ( x )  
et g ( -  x )  = - g(x). Alors quels que soient les réels a et b, 

(i) 

(af+ b g ) ( 3 )  = af(3)  + b g ( 3 )  = a0 + bO = O 

(Ü) 

(af + k7)(7) = a f ( 7 )  + W 7 )  = af(U + bg(1) = (af + bg)(l) 

(Üi) 

(af+ bg)(  - x ) = a f ( - x ) +  b g ( - x ) =  - a f ( x )  - b g ( x ) =  - ( u f ( x ) + b g ( x ) ) = - ( a f + b g ) ( x )  

Donc af + bg E W et donc W est un sous-espace de V. 

4.14. Soit V l’espace vectoriel de toutes les fonctions numériques de R sur R. Montrer que W 
n’est pas un sous-espace vectoriel de V si : 

(i) 
(ii) 

(i) 

W = { f  : f ( 7 )  = 2 + f(i)); 
W est l’ensemble des fonctions non négatives ; c’est-à-dire toutes les fonctions f pour 
lesquelles f(x) Z O, t( x E R. 
Supposons f, g E W c’est-à-dire f(7) = 2 + f(1) et g ( 7 )  = 2 + g(1). Alors 

( f + d ( 7 )  = f(7) + d 7 )  = 2 + f(1) + 2 + g(1) 

= 4 + f(1) + 9(1) = 4 + (f+9)(1) + 2 + (f+ d ( 1 )  
Donc f + g 9 W et donc W n’est pas un sous-espace de V. 

Si k = - 2,soit f E V définie par f ( x )  = x z .  Alors f E W puisque f ( x )  = x z  2 O ,  v x E R .  Mais 
(kf) ( 5 )  = k f ( 5 )  = (- 2) (5’) = - 50 <O. Donc kf 9 W et donc W n’est pas un sous-espace de V. 

(ii) 

4.15. Soit V l’espace vectoriel des polynômes a, + a,  t + a, tZ + . . . + a, tn à coefficients réels, 
c’est-à-dire ai E R. Déterminer si oui ou non W est un sous-espace de V avec 

(i) 
(ii) 
(iii) 

(i) 

W ensemble de tous les polynômes à coefficients entiers. 
W ensemble de tous les polynômes de degré < 3. 
W ensemble de tous les polynômes b ,  + b ,  tZ + b, t4 + . . . + b, t2 :  c’est-à-dire des 
polynômes dont tous les termes sont élevés à des puissances paires. 
Non, puisque les multiples scalaires de vecteurs dans W n’appartiennent pas toujours à W .  Par 
exemple v = 3 + 5 t  + 7 t 2  E W .  Mais 1 v = 2 + t + 2 t2 g W. (Remarquons que W est “fermé” 

pour l’addition vectorielle, c’est-à-dire que les sommes d’éléments de W appartiennent à W ) .  

et (iii) Oui. Pour chaque cas, W n’est pas vide, les sommes d’éléments de W appartiennent à W ,  et 
les multiples scalaires d’un élément quelconque de W appartiennent à W .  

(ii) 

4.16. Considérons un système linéaire homogène à y1 inconnues x,, x, . . . x, sur un corps K : 
~ i i x i  + ~ ~ Z X Z  + . * .  + UinXn = O 
U Z ~ X ~  + uzzxz + . .  . + UZnXn = O 
............................ 

a m i ~ i  + U ~ Z X Z  + . . . + GnnXn = O 
Montrer que l’ensemble des solutions W est un sous-espace de l’espace vectoriel K n .  

O = ( O ,  0, O . . . O )  E W puisque l’on a très facilement 

ailû + aizO + . . . + ainO = O, pour i = 1, . . . , m 
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Supposons que u = ( u i  , u,, . . . , u n )  et v = (v, , Y , , .  . . , v n )  appartiennent à W c’est-à-dire que pour 
i =  1, . . . ,  II! 

a i l u 1  + ui2u2 + . . . + u,,u, = O 
u i 1 v 1  + a#, + .. . + uinwn = O 

Soient a et b des scalaires de K.  Alors 

au + b v  = (au, + bv,, au, + bv2 , . . . ,au,  + bv,) 
et pour i = 1 , .  , . , m 

U i l ( U U l +  bv,) + Ui2(UU2 + bv,) + . . * + Uin(UU, + bw,) 
= a(ailui + ui,u, + * . . + ainu,) + b(Ui1Wl + ui2v, + . . * + uinvn) 
= u O + b O  = O 

Ainsi au + bv est une solution du système, c’est-à-dire appartient à W. Donc W est un sous-espace de K”. 

COMBINAISONS LINEAIRES 

4.17. Ecrire le vecteur u = (1, - 2, 5) comme combinaison linéaire des vecteurs e l  = (1, 1, i), 
e ,  = (1, 2, 3) et  e3  = (2, - 1, 1). 

inconnus. Donc nous avons 
Nous désirons exprimer v sous la forme v = Xe ,  + y e ,  4- ze3  avec x, y ,  z qui sont des scalaires 

(1, -2, 5) = x(1, 1,l) + y(1, 2, 3) + 4 2 ,  - 1 , l )  

(2, 5, 4 + (Y, 2Y, 3Y) + (22, -2, 2 )  = 

= ( x + y + 2 2 , 2 + 2 y - z , x + 3 y + z )  

Formons le système équivalent d’équations en égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, 
puis réduisons à une forme échelonnée : 

2 +  y + 2 2 =  1 x + y + 2 2 =  1 x + 2 / + 2 2 =  1 

z + 2 y -  2 = -2 ou y - 3 2  = -3 ou y - 3 2  = -3 

x + 3 y +  z =  5 2 y -  x =  4 52 = 10 

Remarquons que le système prêcédent est possible et donc a une solution. En résolvant ce système on 
obtient pour les inconnues les valeurs x = - 6 , y  = 3, z = 2. D’où v = - 6el + 3ez + 2e3 

4.18. Ecrire le vecteur u = (2, - 5, 3) de R3 comme combinaison linéaire des vecteurs 
e ,  = (1, - 3, 2), e ,  = (2, -4, -1) et e3 = (1, - 5, 7). 

v = X e l  + y e ,  + z e 3 .  
Représentons v comme une combinaison linéaire de ei en utilisant les inconnues x, y ,  z sous la forme 

(2, -5, 3) = 2(1, -3, 2) + Y@, -4, -1) + z(1, -5, 7) 
= (X + 2y + 2, -32 - 4y - 52, 2% - y + 7 2 )  

Formons le système équivalent d’équations et réduisons-le à sa forme échelonnée : 
x + 2 y +  2 = 2 x + 2 y +  2 = 2 

-32 - 4y - 52 = -5 ou 2 y -  22 = 1 ou 2y - 22 = 1 
2 2 -  y + 7 2 =  3 - 5 y f 5 2  = -1 0 = 3  

x + 2 y +  z =  2 

Le système est impossible et n’a donc pas de solution. D’où v ne peut pas être écrit sous forme d’une com- 
binaison linéaire des vecteurs e l  , e,  , e 3 .  

4.19. Pour quelle valeur de k le vecteur u = (1, - 2, h )  de R3 est-il une combinaison linéaire des 
vecteurs u = (3,  O, 2) et w = (2, - 1, - 5) ? 

Soit u = xv + yw. 
(1, -2, k) = ~ ( 3 ,  O, -2) + ~ ( 2 ,  -1, -5). = ( 3 ~ + 2 y ,  -21, -22-5y) 

Formons le système d’équations équivalent : 

D’après les deux premières équations on obtient x = - 1, y = 2. En substituant dans la dernière équation 
on obtient k = - 8. 

32 + 2y 1 1, -y = -2, -22 - 5y = k 
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4.20. Ecrire le polynôme u = t Z  + 4 t  - 3 de R comme combinaison linéaire des polynômes 
e ,  = tZ - 2 t  + 5, e2 = 2 t z  - 3t  et e3  = t + 3 

Ecrivons v comme une combinaison linéaire des ei en utilisant les inconnues x , y  et z : v = X e l  +yez + z e 3 .  

t 2  + 4t - 3 = z(t2 - 2t + 5) + y(2tZ- 3 t )  + z ( t  + 3) 
= 

= (z+2y)t2  + (-2S-3y +%)t  + (5s  + 32) 

xt2 - 22t + 5% + 2yt2 - 3yt + Z t  + 32 

Egaions les uns aux autres les coefficients des mêmes puissances de t et réduisons le système obtenu à sa forme 
échelonnée : 

= 1  x + 2 y  = 1 x + 2y - - 1  x + 2y 

ou Z =  6 ou y + z =  6 

52 f 3 Z  = -3 -1oy + 32 = -8 132 = 52 

Remarquons que le système étant possible admet une solution. En résolvant par rapport aux inconnues on  obtient 
x = - 3, y = 2, z = 4. D’où v = - 3el + 2ez + 4e3. 

- 2 x - 3 y +  z = 4 

4.21. Ecrire la matrice E = (1” - i )  sous forme de combinaison linéaire des matrices A = 

B = ( 1  0 0  1) e t c = ( ’  0 - 1  ’). 
Soit E = x A  + y B  + zC une combinaison linéaire de A ,  B, C utilisant les inconnues x, y z. 

(i -:> = x(: O) + y ( ;  i) + %(O -:> 
= (; ;) + ( y  ;) +(; f;) = ( x + y  x + 2 z  y - z  ) 

Formons le système d’équations équivalent en égalant les éléments correspondants des deux membres : 
x = 3 ,  x + y = l ,  x + 2 2 = 1 ,  y - z = - 1  

Remplaçons x par 3 dans la seconde et la troisième 6quations;on obtient y = - 2 et z = - 1. Puisque 
ces valeurs satisfont aussi la dernière équation, elles forment une solution du système. Donc E = 3A - 2B-C, 

4.22. Supposons que u soit une combinaison linéaire des vecteurs u l ,  . . . , u, et supposons quechaque 
ui est une combinaison linéaire des vecteurs w l ,  . . , , w, : 

u = ~ 1 ~ 1  + ~ z ü z  + . * + amvm et ~i = biiwi + btzwz + . . . + binwn 

Montrer que u est aussi une combinaison linéaire des wi. Ainsi si S C L ( T )  alors L ( S )  C L ( T ) .  

GENERATEURS 

4.23. Montrer que les vecteurs u = (1, 2, 3), u = (O, 1, 2) et w = (O,  O, 1) engendrent R 3 .  

Il est nécessaire de montrer qu’un vecteur arbitraire (a, b, c)€ R3 est une combinaison linéaire de u, v 

Soit (a, b, c) = x u  + yv + zw : 

(a, b ,  C) 

et w. 

= ~ ( 1 ,  2, 3) + y(0, 1, 2) + z(0,  O ,  1) = (2, 22 i- y, 3x+ 2 y + z )  
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Formons alors le système d’équations 
X a x + 2 y + 3 x  = c 

2 x +  y = b ou s / + 2 x  = b 

3 2 + 2 y + x  = c x = a  

- - 

Le système précédent est sous forme échelonnée et est possible; en fait x = a, y = b - 2 a ,  z = c - 2b + a  
est une solution. Donc u, v et w engendrent R3. 

4.24. Trouver à quelles conditions sur a, b et c le vecteur (a,  b, c )  E R3 appartient à l’espace 
engendré par u = (2, 1, O), u = (1, - 1, 2) et w = (O, 3, - 4) 

(a,  b, c )  = xu + yv + zw. Ecrivons (a,  b, c) comme une combinaison linéaire des u, v et w en utilisant les inconnues x ,  y et z: 

= (2x + y, x - y  + 32, 2y - 4.2) (a, b, c) = x(2, 1, O )  + y(1, -1, 2) + z(0,  3, -4) 

Formons le système d’équations linéaires équivalent et réduisons-le à sa forme échelonnée : 
- 22 + y - a 2x + y - - a 2x + y - - 

x - y + 3 2  = b ou 3y - 6 2  = a - 2b ou 3y - 6 2  = a - 2 b  

O = 2a - 46 - 3c 2y - 42 = c 2y - 42 = c 

Le vecteur (a, b, c) appartient à l’espace engendré par u, v et w si et seulement si le précédent système est 
possible et il est possible si et seulement si 2a - 4b - 3 c  = O. Remarquons, en particulier, que u, v et w 
n’engendrent pas l’espace entier R 3 .  

4.25. Montrer que le plan xy, W = {(a, b, O ) )  dans R3 est engendré par u et u où 1) u =(l, 2, O) 

Dans chaque cas montrons qu’un vecteur arbitraire (a, b, O) E W est une combinaison linéaire de u et v. 

Soit (a, b, O) = x u  + yv : 

et u = (O, 1, 0);2) u = (2, -1, O) et u = (1, 3, O). 

1)  
(a, 0, O )  = x(1, 2, O )  + y(0, 1, O )  = (2, 2x + y, 0 )  

Formons maintenant le système d’équations 
a y + 2 x  = b 

2 x + y  = b ou x = a  

- X - 

o = o  
Le système est possible ; en fait x = a, y = b - 2 a  est une solution. Ainsi u et v engendrent W. 

Soit (a,  b, O) = x u  + y v :  

Formons le système équivalent et réduisons-le à sa forme échelonnée : 

2) 
(a ,  b, O) = ~ ( 2 ,  -1, O) + y(i ,  3, O )  = (ZX+Y,  -2 +3y,  O )  

2 x +  y = a  2 x + y  = a 

- x + ~ Y  = b O u  7y = a + 2b 

o = o  

Le système est possible et a donc une solution. Donc W est engendré par u et v (Remarquons qu’il 
n’est pas nécessaire de résoudre le système en x et y ,  il est uniquement nécessaire de savoir si une 
solution existe). 

4.26. Montrer que l’espace vectoriel V des polynômes sur un corps quelconque K ne peut être 
engendré par un nombre fini de vecteurs. 

Un ensemble quelconque fini S de polynômes contient un polynôme de degré maximum, par 
exemple m. Alors l’espace vectoriel L ( S )  engendré par S ne peut pas contenir des polynômes de 
degré supérieur à m. Donc Y # L ( S )  pour un ensemble quelconque fini S. 
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4.27. Démontrer le théorème 4.5 : Soit S un sous-ensemble non vide de V. Soit L ( S )  l’en- 
semble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de S; montrer que L ( S )  est un 
sous-espace de V contenant S .  De plus, si W est un autre sous-espace de V contenant 
S, alors L ( S )  C W. 

puisque S n’est pas vide. Supposons maintenant v, w E L ( S ) ,  c’est-à-dire 
Si v E S aors l v  = Y E L ( S )  ; donc S est un sous-ensemble de L ( S ) .  De même L ( S )  n’est pas vide 

v = alv, + .. .  + a,v, et w = blwl + . . .  + bnw, 

où v i  , wi E S et a i ,  b j  sont des scalaires. Alors 

v + w  = alvl + .. .  + U,V, + b1wl + ’ . .  + bnwn 

et pour un scalaire quelconque k 

kv = k(a1vl + ... + a,~,) = ka,vl + * . *  + ka,v, 

appartient à L ( S )  puisque chaque élément est une combinaison linéaire des vecteurs de S. Donc L ( S )  est un 
sous-espace de V.  

Supposons maintenant que W soit un sous-espace de V contenant S et supposons que v,, . . . , v, E S  C W. 
Alors tous les multiples a l  Y, , . . . , a, vm E W où ai E K et donc la somme a ,  v, -t . + . + a,v, E W.Donc 
W contient toutes les combinaisons linéaires des éléments de S. En conséquence L ( S )  C W comme nous l’avions 
affirmé. 

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE 

4.28. Déterminer si oui ou non les matrices suivantes ont le même espace ligne : 

1 - 1  -1 

3 -1 3 

1 1 5  1 -1 -2 
2 3 13 A = ( ),  B = (  3 -2 -3 ) ,  C = (4 -3 -1) 

Réduisons chacune de ces matrices à leur forme canonique ligne. 

1 -1 -2 1 -1 -2 O 
3 -2 -3 

B = ( ) d’où 3 )  d’où (A i) 
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 O 

C = (; -;) d’où [: :) d’où (a 0 u) d’où (i 0 !) 
Puisque les lignes non nulles de la forme réduite de A et de la forme réduite de C sont les mêmes, 

A et C ont le même espace ligne. D’autre part, les lignes non nulles de  la forme réduite de B ne sont pas 
les mêmes que les lignes des autres, et donc B n’a pas le même espace ligne que A et C. 

4.29. Considérons une matrice arbitraire A = (a,). Supposons que u = ( b ,  y . . . , b,) soit une com- 
binaison linéaire des lignes R ,  y . . . , R ,  de A ; c’est-à-dire u = k , R ,  + a . . -t k ,  R, . Mon- 
trer que, pour chaque i, bi = k ,  a l i  + k ,  + . . . k ,  ami où les a,,, . . . ’ ami sont les 616- 
ments de la ième colonne de A .  

On a donné u = k ,  R , +. . . k ,  R ,  ; d’où 

(4, . . .> b,) = k,(a,,, . . . >  al,) + . * * + k,(%l, . . ., am,) 
= (kia,l+ * * .  + k,,a,i, . . . , klaml + . * . + k,a,,) 

En égalant les composantss correspondantes les unes aux autres, nous obtenons le résultat désiré. 
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4.30. Démontrer : Soit A = (a,) une matrice échelonnée dont les éléments distingués sont a l i l  , azjz,.  ,ariy,  
et soit B = ( b l l )  une matrice échelonnée dont les éléments distingués sont b l k l  , b Z k Z ,  . . , bsks: 

* * * * * *  * * * * * * *  

A =  

\ / 
Supposons que A et B aient le même espace ligne. Montrer alors que les éléments distingués 
de A et les éléments distingués de B sont dans la même position : j ,  = h ,  , j ,  = h,, , . . , j, = h, 
et  r = s. 

A = O si et seulement si B = O, et il nous reste donc à démontrer 1: théorème précédent lorsque r 2 1 et 
s 2 1. Montrons d’abord que il = k , .  Supposons il  < k , .  Alors la ileme colonne de B est nulle. Puisque 
la première ligne de A fait partie de l’espace de B ,  d’après le précédent problème nous avons : a . 
c1 O -t :,O -i. . . f c, O = O pour des scalaires ci, mais ceci est en contradiction avec le fait que 1 elément 
distingue alil # O. Donc il 2 k ,  et de manière analogue k ,  2 il. D’où il = k , .  

Soit maintenant A’ la sous-matrice de A obtenue en supprimant la première ligne de A et soit ;‘ la 
sous-matrice de B obtenu en supprimant la première ligne de B. Nous allons démontrer que A et B ont 
le même espace ligne. Le théorème pourra s’appliquer par récurrence puisque A’ et B’ sont aussi des ma- 
trices échelonnées. 

- 
lJ4 ,  - 

Soit R = (a,,  a,, .  . . , a,) une ligne quelconque de A’ ,  et soit R ,, . . , R,  les lignes de B .  Puisque R 
fait partie de l’espace ligne de B,  il existe des scalaires d ,  , . . . , d,, tels que R = d , R , + d,R, -t . . . f dmRm. 
Or A est sous sa forme échelonnée et R n’est pas la première ligne de A ,  le jeme de R est zéro : ai = O 
pour i = il = k , .  De plus B étant sous sa forme échelonnée, tous les éléments dans la kieme colonne de 
B Sont nuls sauf le premier : b,, # O ,  mais b,, = O , .  . . , bmkl = O. Donc 

1 1 

0 = ak = d l b , k l  + d,O + * * ‘  + d,O = d l b , k l  

D’où b # O et donc d ,  = O. Ainsi R est une combinaison linéaire des R,,  . . . , R ,  et donc appar- 
tient à l’espace l i q e  de B’. Puisque R est une ligne quelconque de A ’ ,  l’espace ligne de A‘,est conteyu d y s  
l’espace ligne de B .  De façon analogue, l’espace ligne de B’ est contenu dans l’espace de A . Donc A et B 
ont le même espace ligne et le théorème est démontré. 

1kl  

4.31. Démontrer le théorème 4.7 : Soit A = (a,) et B = (bi i )  deux matrices échelonnées réduites 
par les lignes (e.r.1.). A et B ont le même espace ligne si et seulement si elles ont les mêmes 
lignes non nulles. 

n’avons ainsi plus qu’à démontrer la réciproque. 

Alors il existe des scalaires c, , c, , . . . , cs de telle sorte que 

Evidemment, si A et B ont les mêmes lignes non nulles, alors elles ont le même espace ligne. Nous 

Supposons que A et B aient le même espace ligne et supposons que R # O soit la ieme ligne de A .  

(1 ) R = ~ 1 R 1  + c Z R ~  + . ’ .  + c,R, 

où les Ri sont les lignes non nulles de B. Le théorème est démontré si nous montrons que R = R i ,  ou 
ci = 1 mais c, = O pour k f i. 

Soit aii. l’élément distingué de R ,  c’est-à-dire le premier élément non nul de R.  D’après ( 2 )  et le pro- 
blème 4.29, - 

Uiji - C1blji + czbzji + . . . + C S b S j i  

Mais d’après le problème précédent biii est un élément distingué de B et puisque B est réduite ligne, c’est 
le seul élément non nul dans la jeme colonne de B.  Ainsi d’après ( 2 )  o n  obtient aiii = cibiii. Cependant 
a.. = 1 et biii = 1 puisque A et B sont réduites lignes ; d’où ci  = 1. 
‘li 

Supposons maintenant k # i et bkik l’élément distingué de R,. D’après ( 1 )  et le problème 4.29, 

ai& = C1blj, + CZbZjk + .. . + C S b S j k  (3) 
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Puisque B est réduite ligne, bkjk  est le seul élément non nul dans la j k  ème colonne de B ;. ainsi d’après 
(3)  uijk = ck bk jk .  De plus, d’après le précédent problème akjk est un élément distingué de A et puisque 
A est réduite ligne, uijk = O. Donc ckbkjk = O et puisque bkjk  = 1, ck = O, on a donc R = R i  et le théo- 
rème est démontré. 

4.32. Déterminer si les matrices suivantes ont le même espace colonne: 

1 2 3  

Observons que A et B ont le même espace colonne si et seulement si les transposées A t  et B f  ont le 
même espace ligne. Réduisons A‘ et B‘ à leurs formes e.r.1. : 

1 

(’ -2 ’) [i -1 -”) d’où (i -: -:) d’où [i Bt = 2 -3 12  d’où --SI 3 -4 17 O 2 -4 

Puisque et B~ ont le même espace ligne, A et B ont le même espace colonne. 

4.33. Soit R un vecteur ligne et B une matrice pour laquelle RB est définie. Montrer que RB est 
une combinaison linéaire des lignes de B. De plus, si A est une matrice pour laquelle AB 
est définie, montrer que l’espace ligne de AB est contenu dans l’espace ligne de B. 

ses colonnes, Alors 
Supposons R = (ul, u z ,  . . . , a m )  et B = (bii). Soient B I , .  . . , B,  les lignes de B et B’, B’,. . . , B“ 

RB = ( R - B l , R - B ’ ,  . . . ,  R - B n )  
1 (a lb l l  + a&., + . . . + a,bml, a l b l z  + aZb2, + . . . + a,bm2, . . . , albln + a&, + . . . + ambmn) 

= al(bll, b,,, . . ., b1,J + az(b,,, b,,, . . ., b2J + . . . + anL(bml, bmlr . . ., b,,,,) 

= alBl + azBz + . . .  + amB, 

Ainsi R B  est une combinaison linéaire des lignes de B, comme nous l’avions affirmé. 

sultat précédent chaque ligne de A B  est dans l’espace ligne de B. Ainsi l’espace ligne de A B  est contenu 
dans l’espace ligne de B. 

D’après le problème 3.27 les lignes de A B  sont RiB où Ri est la ième ligne de A .  Donc d’après le ré- 

SOMMES ET SOMMES DIRECTES 
4.34. Soit U et W des sous-espaces de l’espace vectoriel V. Montrer que:  

(i) U et W sont contenus dans U + W .  
(Ü) W + W est le plus petit sous-espace de V contenant U et W ,  c’est-à-dire U + W est en- 

gendré par U et W : U + W = L ( U ,  W).  

(i) Soit u E U. Par hypothèse W est un sous-espace de V et ainsi O E W .  Donc u = u + O E U + W. 
Donc U est contenu dans U + W .  De façon analogue W est contenu dans U + W. 

(Ü) Puisque U + W est un sous-espace de V (Théorème 4.8) contenant à la fois U et W, il doit aussi 
contenir l’espace engendré par U et W :  L (U, W )  C U + W .  

combinaison linéaire des éléments de u U w et ainsi appartient à L ( U ,  W). Donc 
D’autre part, si v E U + W alors v = u -t w = l u  + lw où u E U et w E W ; d’où v est une 

u + w c L ( U ,  W ) .  

Les deux relations d’inclusion nous donnent le résultat demandé. 
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4.35. Supposons que U et W soient des sous-espaces de l’espace vectoriel V et  supposons que 
{ui} engendrent U et les wi engendrent W. Montrer que { u ,  w? c’est-à-dire {ui} U {wi>  
engendrent U -t W. 

Soit v E U f W. Alors v = u .+  w, où u E U et w E W .  Puisque hi} engendrent U, u est une 
combinaison linéaire des ui et puisque {wi> engendrent W ,  w est une combinaison linéaire des w.. 1 

u = alZLil + a2ui2 + . .. + a u. aj  E K 
n l T l ’  

w = blwjl + bzwj:, + . ’ + bnwj,, bj E K 

zc + w = alztil + a2ui2 + * . . + u,u~,, + biwjl + bzwj2 + Ainsi v ‘ ’ + bmWj, 

et donc {up wj} engendrent U f W. 

4.36. Démontrer le théorème 4.9 : L’espace vectoriel V est la somme directe de ses sous-espaces 
U et W si et seulement si (i) V = U 3 W et (ii) U n W = {O}. 

Supposons V = U @ W .  Alors un vecteur quelconque v E V peut être écrit uniquement sous la forme 
v = u f w où u E U et w E W, Ainsi en particulier V = U + W .  Supposons maintenant que v E U n W .  
Alors 

( 1 )  v = v + O O Ù J E  V, O E M: et ( 2 )  Y = O + v où O E U, v E W. 
Puisqu’une telle somme pour v doit être unique, v = O. D’où U n W = { O } .  

u E U et w E W de telle sorte que v = u + w. Il nous reste à démontrer qu’une telle somme est unique. 
Supposons donc que v = uf f wf ou u‘ E U et w’ E W .  Alors 

D’autre part, supposons V = U + W et U n W = {O}. Soit v E V. Puisque V = U i- W il existe 

U + W  = u ‘ f w ’  d’où u - 2t.t = w) - w 

Mais u - u’ E U et wf - w E W ; donc puisque U W = { O } ,  
u - IL’ -- O ,  w’ - w = O d’où at = u‘, w = w’ 

Ainsi une telle somme pour v E V est unique et V = U @ W .  

4.37. Soit U et W deux sous-espaces de R3 définis par 

(Remarquons que W est le plan yz ) .  Montrer que R3 = U @ W .  
U = { ( u ,  b, c): u = b = C }  et W = { ( O ,  b, c ) }  

Remarquons d’abord que U n W = {O}, pour v = (a, b, c) E U n W implique que 

a = b = c et a = O qui implique a = O, b = O, c = O. 

àonc v = (O, O ,  O) .  

où (a, a, a )  E U et (O, b - a, c - a)  E W. Les deux conditions U n W = ( 0 )  et R3 = U + W impliquent 
R 3 = U @ W .  

Soit V l’espace vectoriel des y1 matrices carrées sur un corps R. Soient U et W les sous- 
espaces des matrices symétriques et antisymétriques respectivement. Montrer que V = U @ W. 
(La matrice M est symétrique si et seulement si M = M‘ et antisymétrique si et seulement 
si kf‘ = - A l ) .  

Nous pouvons donc affirmer que R 3  = U + W .  Si v = (a, b, c) E R3, alors v = (a, a, a )  + (O, b - a, c - a )  

4.38. 

Montrons d’abord que V = U -k W. Soit A une matrice carrée n arbitraire. Remarquons que 

A = + @  + A f ) + $ ( A  - A f )  

NOUS affirmons que L (A  + A‘)  E u et que + (A - A‘)  E W .  Car 
2 

(+ (A  -k At))t = *(A  + At)t = &(At+  Att) = + ( A  + A t )  

(A SA‘)  est symétrique. De plus c’est-à-dire que 
2 

(*(A - At)) t  = + ( A  -At ) t  = $(At  - A )  = - + ( A  - A t )  

c’est-à-dire que 1 (A - A t )  est antisymétrique. 

plique M = - M ou M = O. Donc U fi W = {O}, d’où V = U @ W .  

2 

Montrons ensuite que U n W = {O). Supposons M E U n W. Alors M = Mf et M‘ = - M qui i m  

7 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ESPACES VECTORIELS 
4.39. 

4.40. 

4.4 1. 

i 
4.42. 

4.43. 

4.44. 

4.45. 

Soit V l’ensemble des suites infinies ( a l ,  a2 . .  .) sur un corps K avec une addition dans V et une multi- 
plication scalaire sw V définies par 

(ai, azj . . .) + (b1, bz, . . .) 
= 

= 

(Ica,, kaz, . . .) 

(ai + b , ,  + b,, . . .) 
k(a1, az, . . .) 

où ai, bi, k E K. Montrer que V est un espace vectoriel sur K. 

Soit V l’ensemble des couples (a , b )  de nombres réels avec une addition dans Y et une multiplication 
scalaire sur V définies par 

Montrer que Y satisfait tous les axiomes de l’espace vectoriel sauf [AI4]: l u  = u. Donc [AI4] n’est pas une 
conséquence des autres axiomes. 

(a, b )  + (c, d )  = (a+  c, b + d )  et k(a, b )  = (ka,  O) 

Soit Y l’ensemble des couples (a , b )  de nombres réels. Montrer que V n’est pas un espace vectoriel sur 
R avec une addition dans V et une multiplication sur V définies par: 

(i) (a, b) + (c, d )  = ( a f d ,  b + c) et k(a, b )  = (ka, kb);  

(ii) (a, b) + (c, d )  = (a+  c, b + d )  et k(a,  b )  = (a, b); 

(iii) (a, b) + (c, d)  = (O, O) et k(a, b )  = (ka, kb); 
(iv) (a, b) + (c, d)  = (ac, bd) et k(a,  b )  = ( ka ,  kb). 

Soit V l’ensemble des couples (zl, z2) de nombres complexes. Montrer que Y est un espace vectoriel sur 
le corps des réels R avec une addition dans V et une multiplication scalaire sur V définies par 

Soit V un espace vectoriel sur K ,  et soit F un sous-corps de K. Montrer que V est aussi un espace vecto- 
riel sur F ,  OU l’addition vectorielle par rapport à F est la même que celle par rapport à K ,  et où la mul- 
tiplication scalaire par un élément k E F est la même que la multiplication par k élément de K. 

Montrer que [A4], page 63, peut être obtenu à partir des autres axiomes de l’espace vectoriel. 

Soient U et W des espaces vectoriels sur le corps K .  Soit V l’ensemble des couples (u, w )  oÙ u appartient 
à U et w à W ; V = { ( u ,  w) : u E U, w E W } .  Montrer que V est un espace vectoriel sur K avec l’addi- 
tion dans V et la multiplication scalaire sur V définies par 

où u, u’ E U, w, w’ E W et k E K. (Cet espace V est appelé la somme directe extérieure de U et W ) .  
(u, w) + (u’, w’)  = (U + u‘, w + w’) et k(u ,  w) = (ku, kw) 

SOUS-ESPACES 
4.46. Considérons l’espace vectoriel V du problème 4.39, des suites infinies ( a l ,  a 2 ,  . . .) sur un corps K. Montrer 

que W est un sous-espace de Y si : 

(i) W contient toutes les suites dont la première composante est nulle. 
(ii) W contient toutes les suites avec seulement un nombre fini de composantes non nulles. 

4.47. Déterminer si oui ou non W est sous-espace de R 3  si W contient les vecteurs (a, b, c) E R 3  pour lesquels 
( i ) a =  2b; ( i i ) a ~ b ~ c ; ( i i i ) a b = O ; ( i v ) a = b = c ; ( v ) a = b 2 ; ( v i ) k l a + k 2 b + k 3 c = O o Ù  
k ,  E R. 

4.48. Soit Y un espace vectoriel des matrices carrées n sur le corps K. Montrer que W est un sous-espace de 
V si W est l’ensemble des matrices (i) antisymétriques A r  = - A ; (” u) triangulaires supérieures ; 
(iii) diagonales ; (iv) scalaires. 
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4.49. Soit A X  = B un système non homogène d’équations linéaires à n inconnues sur un corps K.  Montrer que 
l’ensemble des solutions n’est pas un sous-espace de K”. 

4.50. Soit Y l’espace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R vers R. Montrer que W est un sous-espace 
de V dans chacun des cas suivants : 

(i) W est l’ensemble de toutes les fonctions bornées. (Ici f : R + R est bornée s’il existe un M E R 
tel que If(x)l  < M ,  V x E R). 

(ii) W est l’ensemble de toutes les fonctions paires. (Ici : f : R -+ R est paire si f(- x)  = f(x),V x E R). 
(iii) W est l’ensemble de toutes les fonctions continues. 

(iv) W est l’ensemble de toutes les fonctions différentiables. 

(v) W est l’ensemble de toutes les fonctions intégrables, c’est-à-dire ici intégrables sur O < x < 1. 
(Les trois derniers cas demandent la connaissance d’un peu d’analyse) 

4.51. 

4.52. 

Discuter si oui ou non R2 est un sous-espace de R 3 .  

Démontrer le théorème 4.4 : L’intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces d’un espace vectoriel 
V est un sous-espace de V, 

453.  Supposons U et W deux sous-espaces de l’espace vectoriel V ,  pour lesquels U U W est aussi un sous-espace. 
Montrer que l’on a soit U C W soit W C U. 

COMBINAISONS LINEAIRES 
4.54. Considérons les vecteurs u = (1, - 3,  2 )  et v = (2, - 1, 1) de R 3 .  

(i) Ecrire (1, 7, - 4 )  comme une combinaison linéaire de u et v. 

(ii) Ecrire (2,  - 5, 4 )  comme combinaison linéaire de u et de v. 

(Üi) Pour quelle valeur de k le vecteur (1, k,  5) est-il une combinaison linéaire de u et de v ? 

(iv) Trouver une condition liant a, b,  c de telle sorte que (a, b, c )  soit une combinaison linéaire de 
u et de v. 

4.55. Ecrire u comme une combinaison linéaire des polynômes v = 2t2 + 3t  - 4 et w = t 2  - 2t - 3 oÙ 
(i) u = 3t2 i- 8t - 5 ;  (ii) u = 4tZ - 6 t  - 1. 

4.56. Ecrire E comme une combinaison linéaire de A = -’> O 

(ii) E = ( ’) . 3 -1 . où : (i) E = ( ) 1 -2 ’ -1 -2 

GENERAT SURS 
4.57. Montrer que (1, 1, 1), (O, 1, 1) et (O, 1, - 1) engendrent R3, c’est-à-dire qu’un vecteur quelconque 

(a, b, c) est une combinaison linéaire des vecteurs donnés. 

Montrîr que le plan y z  W = {(O, b,  c ) }  de R3 est engendré par (i) (O, 1, 1) et (O, 2, - l);(ii) ( O ,  1, 2), 4.58. 
(O, 2, 3) et (O, 3,  1 ) .  

4.59. Montrer qur les nombres complexes w = 2 + 3i et z = 1 - 2i engendrent le corps complexe C considéré 
comme un espace vectoriel sur le corps des réels R. 

Montr6,r que les polynômes (1 - t ) 3  , (1 - t)’ , 1 - t et 1 engendrent l’espace des polynômes de degré 
< 3. 

Trouver un vecteur de R 3  qui engendre l’intersection de U et W où U est le plan xy : U = { (a ,  b, O)} 
et W est l’espace engendré par les vecteurs (1, 2, 3 )  et (1, - 1 ,  1). 

4.60. 

4.61. 

4.62. Démontrer que L ( S )  est l’intersection de tous les sous-espaces de V contenant S .  
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4.63. Montrer que L ( S )  = L (S U {O}- Ce qui est équivalent à dire en adjoignant ou en supprimant d’un en- 
semble le vecteur nul, nous ne changeons pas l’espace engendré par l’ensemble. 

4.64. Montrer que si S C T, alors L ( S )  C L ( T ) .  

4.65. Montrer que L ( L ( S ) )  = L (5). 

ESPACE LIGNE D’UNE MATRICE 
4.66. Déterminer lesquelles parmi les matrices suivantes ont le même espace ligne : 

1 -2 -1 1 -1 
3 -4 5 A = ( ) ,  B = ( 2  

4.67. Soient u1 = (l , l ,  -l), u 2  = (2, 3, -l), u g  = (3, 1, -5) 
211 = (1, -1, -3), 212 (3, -2,  -8), = ( 2 ,  1, -3) 

Montrer que le sous-espace de R3 engendré par les ui est le même que le sous-espace engendré par les vr 

4.68. Montrer que si une ligne quelconque d’une matrice échelonnée (resp. e.r.1.) est supprimée, alors la matrice 
obtenue est toujours du même type. 

4.69. Démontrer la réciproque du théorème 4.6: Des matrices ayant le même espace ligne (et les mêmes dimen- 
sions) sont équivalentes lignes. 

4.70. Montrer que A et B ont le même espace colonne si et seulement si A‘ et Bf ont le même espace ligne. 

4.71. Soient A et B des matrices pour lesquelles le produit A B  est défini. Montrer que l’espace colonne de A B  
est contenu dans l’espace colonne de A .  

SOMMES ET SOMMES DIRECTES 
4.72. Etendons la notion de somme à des sous-ensembles arbitraires non vides (non nécessairement des sous- 

espaces) S et T d’un espace vectoriel V en définissant S + T = { s + t : s € S, t € TI. Montrer que cette 
opération vérifie les propriétés suivantes : 

(i) 
(ii) 

la loi est commutative:S + T = T + S; 
la loi est associative:(S, ï- S,) + S,  = S ,  + (S, + S 3 ) ;  

(iii) S + { 0 } = { 0 } + S  = S ;  
(iv) S +  V =  V + S =  V. 
Montrer que pour un sous-espace quelconque W d’un espace vectoriel V,  W 4- W = W 4.73. 

4.74. Donner un exemple d’un sous-ensemble S d’un espace vectoriel V,  qui n’est pas un sous-espace de V ,  mais 
pour lequel (i) S + S = S ,  (ii) S + S C S (inclus strictement). 

4.75. Etendons la notion de somme de deux sous-espaces à plus de deux sous-espaces comme il suit. Si 
W,, W,, . . . , W, sont des sous-espaces de V alors 

Montrer que : 

W1 + W 2  + . * *  + W ,  = { w 1 + W ~ + * . * + W n :  W i E W i )  

(il U W 1 ,  W2,  . . ., W,) = W ,  + wZ + ... + w,; 
(ii) 

Supposons que U, V et W soient des sous-espaces d’un espace vectoriel. Démontrer que 

Si Si engendre Wi, i = 1,. . . , n,alors S ,  U S, U . . . U S, engendre W, + W, + . . . + , .  

4.76. 

( U n V )  + ( U n W )  c U n  ( V + W )  

Trouver des sous-espaces de RZ, pour lesquels l’égalité n’est pas vérifiée. 
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4.77. 

4.78. 

4.79. 

4.80. 

4.8 1. 

4.82. 

4.47. 

4.50. 

4.51. 

4.54. 

4.55. 

4.56. 

4.61. 

4.66. 

4.67. 

4.74. 

4.73. 

4.78. 

Soient U, V et W les sous-espaces suivants de R3: 
U 1 { ( a , b , e ) :  a + b + c = O } ,  %’ = { ( u , b , c ) :  a = c } ,  W = { ( O , O , c ) :  c E R )  

Montrer que (i) R3 = U + V, (ii) R3 = U + W ,  (Üi) R3 = V + W .  Quand la somme est-elle directe ? 

Soit Y l’espace vectoriel de toutes les fonctions du corps réel R dans R. Soit U le sous-espace des fonc- 
tions paires et W le sous-espace des fonctions impaires. Montrer que V = U @ W. (Rappelons que f est 
paire si et seulement si f(- x) = f(x) et f est impaire si et seulement si f(- x)  = - f(x)). 

Soient W,, W,, . . . des sous-espaces d’un espace vectoriel Y pour lesquels W, C W, C . . . . Soit 
W = W ,  U W ,  U . . . . Montrer que W est un sous-espace de V. 

Dans le précédent problème supposons que Si engendre Wi, i = 1, 2 , . . Montrer que S = S, U S, U . , . 
engendre W. 

Soit Y l’espace vectoriel des n-matrices carrées sur un corps K. Soit U un sous-espace de V formé des ma- 
trices triangulaires supérieures et W le sous-espace des matrices triangulaires inférieures. Trouver 
(i) U + W, (ii) U n W 
Soit V la somme directe extérieure des espaces vectoriels U et W sur un corps K (voir problème 4.45). 
Soit h A 

Montrer que (i) Û et 6’ sont des sous-espaces de V,  (ii) V‘ = 

u = {(u, O) : Il E U } ,  w = {(O,w) : w E W :  

@ 6. 

REPONSES DES PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

(i) Oui. (iv) Oui.  

(ii) 

(iii) 

(i) 

Non : exemple (1, 2, 3)  E W mais (v) Non : exemple (9, 3, O) E W 
- 2 (1, 2 ,  3) 5E W. mais 2(9, 3, O)  $ W. 
Non: exemple (1, O, O),(O, 1, O) E W (vi) Oui. 
mais non leur somme. 

Soient f, g E W avec Mf et Mg bornées par f et g respectivement. Alors quels que soient les scalaires 
a, b E R, 

C’est-à-dire, la 1 Mf + 1 b 1 Mg est borné par la fonction af 
I(af + bg)(z)I = Iaf(z) + b g ( z ) /  /af(z)l + Ibg(z)j = la\ If(%)] + Ib/ Ig(s)l IalMf + IbIM, 

bg. 

(ii) (af + bg)(-z)  = a f ( - z )  + b g ( - 2 )  = af(s) + b g ( 4  = (af + bu)Iz) 

Non. Bien qu’un seul permette d’identifier le vecteur (a, b )  E R2, par exemple (a, b, O) dans le plan xy 
de R3, ce sont des éléments distincts appartenant à des ensembles disjoints. 

(i) -3u + 2v. (ii) Impossible. (iii) k = -8. (iv) a - 3b - 5c = O. 

( i )  u = 2v - w.  (ii) Impossible. 

(i) E = 2A - B + 2C. (ii) Impossible. 

(2, -5, O). 

A et C. 

Former la matrice A dont les lignes sont les ui et la matrice B dont les lignes sont les vi, et montrer 
alors que A et B ont les mêmes formes canoniques lignes. 

(i) 
(ii) 

La somme est directe dans ii) et iii). 

f(x) = +f(x) + f(- x)) + 3 ( x )  - f(- XI), où f ~ ( x )  + f(- XI) est paire et + ~ ( x )  - f(- XI) 

est impaire. 

Dans R2, soit S = { ( O ,  O) ,  (O, l), (O, 21, ( O ,  31,. . . } .  
Dans R2, soit S = { ( O ,  5) (O, 6 ) ,  (O, 7 )  . . .). 

4.81. (i) V = U + W. (ii) U n W est l’espace des matrices diagonales. 



CHAPITRE 5 

Base et dimension 

INTRODUCTION 
Quelques -uns des résultats fondamentaux établis dans ce chapitre sont : 

(1) 
(2) 

(3) 

On peut définir une notion de “dimension” d’un espace vectoriel. 
Si V a pour dimension n sur K ,  alors V est “isomorphe” à K” (Théorème 5.12). 
Un système d’équations linéaires a une solution si e t  seulement si la matrice du sys- 
tème et la matrice augmentée ont le même “rang’’ (Théorème 5.10). 

Ces concepts et ces résultats ne sont pas triviaux et répondent à certaines questions posées et étu- 
diées par les mathématiciens de la fin du siècle dernier et du début de ce siècle. 

Nous commencerons ce chapitre par la définition de la dépendance et de l’indépendance liné- 
aires. Cette définition joue un rôle essentiel dans la théorie de l’algèbre linéaire et en mathématiques 
en général. 

DEPENDANCE LINEAIRE 
Définition : Soit V un espace vectoriel sur le corps K. Les vecteurs u,, . . . , um E V sont dits 

linéairement dépendants sur K ,  ou simplement dépendants s’il existe des scalaires 
a , ,  . . . , a,,, E K non tous nuls, tels que : 

aivi + a2212 + . . . + amvUnL = O (*) 

Sinon les vecteurs sont dits linéairement indépendants sur K, ou simplement indé- 
pendants. 

Remarquons que la relation (*) est toujours vérifiée si les a, sont tous nuls. Si cette relation 
est vérifiée seulement dans ce cas, c’est-à-dire 

alvl + a2u2 + . . . + = O seulement si al = O, . . ., a, = O 
les vecteurs sont linéairement indépendants. Par contre si la relation (*) est vérifiée lorsque l’un 
des a, n’est pas nul, alors les vecteurs sont linéairement dépendants. 

teurs doivent être dépendants car : 

le coefficient de u1 n’étant pas nul. D’autre part un vecteur quelconque u non nul est par lui- 
même indépendant : 

Remarquons que si O est l’un des vecteurs u l ,  u2 . . , u, , par exemple u1 = O, alors les vec- 

1211 + ou2 + * - .  + o u ,  = 1 . 0  + O + . . .  + O = O 

hu = O, u # O, implique k = O. 
D’autres exemples de vecteurs dépendants et indépendants suivent : 

Exemple 5.1 : Les vecteurs u = (1, - 1, O), v = (1, 3, - 1)  et w = (5, 3, - 2) sont dépendants 
puisque 3u + 2v - w = O, 

3(1, -1, O )  + 2(1, 3, -1) - (5, 3, -2) L ( O ,  O ,  O )  
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Exemple 5.2 : Montrons que les vecteurs u = (6, 2, 3, 4 ) , v  = ( O ,  5 ,  - 3, 1) et w = (O, O, 7, - 2) 
sont indépendants. Supposons que xu -t yv 4- zw = O où x, y et z sont des scalaires 
inconnus. Alors 

( O ,  O ,  O ,  O )  = 

= 
~ ( 6 ,  2, 3, 4) + ~ ( 0 ,  5, -3, 1) + %(O, O, 7, -2) 
( 6 2 , 2 ~  + 5y, 32 - 3y + 72, 42 + y - 22) 

et ainsi en égalant les composantes correspondantes 

6 x  = O  

22 + 5y = O  

32 - 3y + 72 = O 
42+ y - 2 2  = O 

La première équation donne x = O ; la seconde équation avec x = O donne y = O ; et 
la troisième équation avec x = O et y = O donne z = O. Ainsi 

xu + YV + zw = O implique 2 = O ,  y = O, z = O 

Les vecteurs u, Y ,  w sont dors indépendants. 

Remarquons que les vecteurs dans l’exemple précédent forme une matrice mise sous la forme 
échelonnée. 

O O 7 - 2  

Ainsi, nous avons montré que les lignes (non nulles) de la matrice précédente sous la forme éche- 
lonnée sont indépendantes. Ce résultat reste vrai en général ; nous l’énonçons donc sous la forme 
d’un théorème à cause de son usage fréquent. 

Théorème 5.1 : Les lignes non nulles d’une matrice sous sa forme échelonnée sont linéairement 
indépendantes. 

On peut définir de la manière suivante pour plus d’un vecteur la notion de dépendance 
linéaire. 

Les vecteurs u I ,  u 2 ,  , , . , u, sont linéairement dépendants si et seulement si l’un d’entre 
eux est une combinaison linéaire des autres. 
Supposons que ui soit une combinaison linéaire des autres vecteurs : 

~t = ~ i ~ i  + * .  . + ~i- iv i -1  + U i + i V i t i  + . . .  + UmVm 

Ajoutons - ui aux deux membres, on obtient 
aivi + * * .  + ai-ivi-1 - vi + a i t i v i t i  + . * .  + umvm = O 

où le coefficient de ui n’est pas nul ; ainsi les vecteurs sont linéairement dépendants. Réciproque- 
ment supposons que les vecteurs soient linéairement dépendants, c’est-à-dire 

bivi + . . . + bjvj + . . * + bmvm = O O ù  bj # O 

Alors vUj = -bjr’bivi - . - bjT1bj-lvj-l - bjrlbj;ivj+i - - bl;‘b,,,vm 

et ainsi vi est une combinaison linéaire des autres vecteurs. 

quences multiples et importantes. 

Lemme 5.2 : 

Indiquons maintenant un lemme plus important que celui qui précède et qui a des consé- 

Les vecteurs non nuls u l ,  . . . , u, sont linéairement dépendants si et seulement 
si l’un d’entre eux, ui, est une combinaison linéaire des vecteurs précédents : 

ZI~ = k i ~ i  + k2ü2 + * .  . + ki-ivi-i 



88 Algèbre linéaire 

Remarque 1 

Remarque 2 : 

Remarque 3 : 

Remarque 4 : 

Remarque 5 : 

Remarque 6 : 

L’ensemble { u l ,  u 2 ,  . . . , u,} est dit un ensemble dépendant ou indépendant suivant 
que les vecteurs u l ,  u 2 ,  . . . , u, sont dépendants ou indépendants. Nous définissons 
aussi l’ensemble vide 9 comme ensemble indépendant. 
Si deux des vecteurs u l ,  . . . , u, sont égaux, par exemple u1 = u 2 ,  alors les vecteurs 
sont dépendants. En effet 

et le coefficient de u1 n’est pas nul. 

Deux vecteurs u1 et u2 sont dêpendants si et seulement si l’un d’entre eux est un 
multiple de l’autre. 

Un ensemble contenant un sous-ensemble dépendant est lui-même dépendant. Par 
suite un sous-ensemble quelconque d’un ensemble indépendant est indépendant. 

Si l’ensemble { u l ,  u 2 ,  . . . , u,} est indépendant, une permutation quelconque des 
vecteurs { u .  u .  , ui 1 est aussi indépendante. 

Dans l’espace réel R 3 ,  la dépendance des vecteurs peut être représentée géométri- 
quement de la manière suivante : deux vecteurs quelconques u et u sont dépen- 
dants si et seulement s’ils appartiennent à la même droite issue de l’origine ; trois 
vecteurs quelconques u, u et w sont dépendants si et seulement s’ils appartiennent 
au même plan passant par l’origine. 

V I  - V!? + oz13 + . . . + ou,, = O 

z l >  Z 2 ’ “ ‘  in 

u et Y sont dépendants u, v, w sont dépendants. 

BASE ET DIMENSION 
Commençons par la définition. 

Définition : Un espace vectoriel V est dit de dimension finie n, ou a pour dimension n, on écrit 
dim V = n, s’il existe n vecteurs linéairement indépendants e,, e,, e 3 ,  . . . , en qui 
engendrent V. La suite {e l ,  e , ,  . . . , en}  est appelée m e  base de V. 

La définition précédente de la dimension d’un espace vectoriel a un sens par suite du théo- 
rème suivant : 
Théorème 5.3 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Chaque base de V a alors le même 

nombre d’éléments. 
L’espace vectoriel {O} a par définition la dimension O. (Dans un certain sens ceci est en accord 

avec la définition précédente, puisque par définition Q est indépendant et engendre {O}). Lmsqu’un 
espace vectoriel n’est pas de dimension finie, on dit qu’il s’agit d’un espace vectoriel de dimension 
infinie. 

Exemple 5.3 : Soit K un corps queiconque. Considérons l’espace vectoriel K“ qui contient tous les n-tuples 
formes d’éléments de K.  Les vecteurs 

e1 = (1, O ,  O, . . ., O, O )  

e2 = (0 ,  1, 0,  . . f ,  O, O )  
...................... 
en = (O, O! O ,  . . ., O, 1) 

forment une base, appelée la base usuelle ou base canonique de K“. Ainsi K” a pour di- 
mension n: 
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Exemple 5.4 

Exemple 5.5 : 

Soit U l’espace vectoriel de toutes les matrices 2 x 3 sur un corps K ,  Les matrices 

(O O O)? (O O O’;* (O O i)J 
O 0 0  O 0 0  O 0 0  

(1 O O ) ’  ( O  1 O>. ( O  O 1) 

forment une base de U. Ainsi dim U = 6. Plus généralement, soit V l’espace vectoriel 
de toutes les matrices m x n sur K et soit E ,  E V la metrice dont le ij élément est 1 
et O partout ailleurs. Alors l’ensemble {Ei.} est une base, appelée base usuelle de V 
(Problème 5 .32)  ; en conséquence dim d= mn 

Soit W l’espace vectoriel des polynômes en t de degré < n. L’ensemble (1, t ,  t 2 ,  . . . , t“}  
est linéairement indépendant et engendre W. Ainsi il s’agit d’une base de W et donc 
d i m W = n +  1. 

(problème 4.26) aucun ensemble fini de polynômes n’engendre V. 
L’espace vectoriel V de tous les polynômes n’est pas de dimension finie puisque 

Le précédent théorème fondamental sur la dimension est une conséquence de l’important 
lemme suivant : 
Lemme 5.4 : Supposons que l’ensemble t u l ,  u 2 ,  . . , un} engendre un espace Vectoriel V. Si 

{w,, . . . , w I n }  est linéairement independant, alors m < n et  V est engendré par un 

{Wl,  . . ., W m ,  Vil> . . ., V i n - m }  
ensemble de- la forme 

Ainsi, en particulier, n + 1 ou un nombre plus grand de vecteurs de V sont lin& 
airement dépendants. 

Remarquons que dans le lemme précédent nous avons remplacé m vecteurs dans l’ensemble 
engendrant l’espace vectoriel par m vecteurs indépendants et que nous avons obtenu toujours un 
ensemble engendrant l’espace vectoriel, 

Supposons maintenant que S soit un sous-ensemble d’un espace vectoriel V. On dit que 
t u I , .  . . , un}  est un sous-ensemble indépendant maximal de S si : 

(i) 
(ii) 

c’est un sous-ensemble indépendant de S et  

t u 1 ,  . . a , u, w} est dépendant pour tout w E S. 

On a alors le théorème suivant : 

T h é o r h e  5.5 : Supposons que S engendre V et que { u l ,  . . . , v m }  soit un sous-ensemble indé- 
pendant maxiinal de S.  Alors {vl  , . . . , u m }  est une base de V. 

La relation principale entre la dimension d’un espace vectoriel et ses sous-ensembles indé- 
pendants, est contenue dans le théorème suivant. 
Théorème 5.6 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie n .  Alors 

(i) Un ensemble quelconque de rz 4- 1 ou d’un nombre supérieur de vecteurs 
est dépendant. 

(ii) Un ensemble quelconque linéairement indépendant est une partie d’une 
base, c’est-à-dire peut être prolongé à une base. 

(iii) tJn ensemble linéairement indépendant de n éléments est une base. 

Les quatre vecteurs de K 4 Exemple 5.6 : 
(1, 1, 1, 1), ( O ,  1, 1, 1), ( O ,  O ,  1, 1), ( O ,  O ,  O ,  1) 

sont linéairement indépendants puisqu’ils forment une matrice sous forme échelonnée. 
De plus puisque dim K4 = 4, ils forment une base d. K 4 .  

Les quatre vecteurs de R~ 
(257, -132, 58)? (43, O ,  -17), (521. -317, 94j, (328, -512, -731) 

doivent être linéairement dépendants puisqu’ils sont extraits d’un espace vectoriel de di- 
mension 3.  

Exemple 5.7 : 
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DIMENSION ET SOUS-ESPACES 
Les théorèmes suivants établissent des relations de base importantes entre la dimension d’un 

espace vectoriel e t  la dimension d’un sous-espace. 
Théorème 5.7 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V de dimension n. Alors dirn W < n. 

En particulier si dim W = n, alors W = V. 

Soit W un sous-espace de l’espace réel R 3 .  Donc dim R 3  = 3 ; d’où d’après le théorème 
précédent la dimension de W peut être seulement O, 1, 2 ou 3. Il s’ensuit les cas : 

(i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 

Exemple 5.8 : 

dirn W = O, alors W = {O} est réduit au seul vecteur nul c’est-à-dire à l’origine. 
dirn W = 1, alors W est une droite issue de l’origine. 
dim W = 2, W est alors un plan passant par l’origine. 
dirn W = 3, W est alors l’espace entier R 3 .  

Théorème 5.8 : Soient U et W des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vecto- 
riel V. Alors U i- W est de dimension finie et 

dim ( U  + V) = dim U + dirn W - dim ( U r i  W )  
Remarquons que si V est la somme directe de U et W ,  c’est-à-dire V = U @ W ,  on a 

dim V = dim U 4- dim W (Problème 5.48). 
Exemple 5.9 : Supposons que U et W soient respectivement le plan xy et le plan yz de 

R3 : U = { (a,  b, O)}, W = {(O, b, c)}.  Puisque R3 = U + W ,  dim ( U  + W )  = 3. On a 
aussi dim U = 2 et dim W = 2. D’après le théorème précédent, 

3 = 2 + 2 - dim (U  n W )  c’est-à-dire ( U  n W )  = 1. 
Remarquons que ceci est en accord avec le fait que U ri W est l’axe des y .  
U n W = {(O, b, O)} et donc a pour dimension 1. 

f ”  

RANG D’UNE MATRICE 

est le sous-espace de K” engendré par les lignes de A ,  et l’espace colonne de A est le sous- 
espace de Km engendré par ses colonnes. Les dimensions de l’espace ligne et de l’espace colonne 
de A sont appelées, respectivement,le rang ligne et le rang colonne de la matrice A .  
Théorème 5.9 : Le rang ligne et  le rang colonne d’une matrice A sont égaux. 
Définition : Le rang de la matrice A ,  que l’on écrit rang ( A ) ,  est la valeur commune du rang ligne 

Soit A une matrice m x n quelconque sur un corps K. Rappelons que l’espace ligne de A 

et du rang colonne de A .  
Ainsi le rang d’une matrice donne le nombre maximum de lignes indépendantes ainsi que le 

nombre maximum de colonnes indépendantes. Nous pouvons obtenir le rang d’une matrice comme 
suit : 

Supposons A = 2 6 -3 -3 . Réduisons A à sa forme échelonnée, en utilisant des [: ,u -6 ::) 
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice. 
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1 2  0 - 1  1 2  0 - 1  

O 4 -6 -2 O 0 0 0  
A d’où [ O  2 -3 -1) d’où ( O  2 -3 -1) 

Rappelons que les matrices équivalentes lignes ont le même espace ligne. Ainsi les lignes non nulles 
d’une matrice échelonnée, qui sont indépendantes d’après le théorème 5.1, forment une base de 
l’espace ligne de A.  Donc le rang de A est 2. 

APPLICATIONS AUX EQUATIONS LINEAIRES 
Considérons un système de m équations linéaires à II inconnues 3 t l ,  xz . . . . .  x, sur un corps K 

ailxi + u12x2 + . . .  + alnxn = b1 

azixi + u22xz + . . * + aznxn = o z  

amixi + am2xz + . . .  + dmnxn = b, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ou l’équation matricielle équivalente 
AX = B 

où A = ( a , )  est la matrice des coefficients et X = (xi) et B = ( b j )  sont les vecteurs colonnes 
représentant respectivement les inconnues et les constantes. Rappelons que la matrice complète ou 
augmentée de ce système est définie par la matrice 

. . .  

. . .  
ail a12 ain b1 
a21 aZ2 asn bz 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

a m i  am2 . . .  a m n  bm 

( A ,  B)  = 

Remarque 1 : Les équations linéaires,,précédentes sont dites dépendantes ou indépendantes suivant 
que les vecteurs correspondants, c’est-à-dire les lignes de la matrice complète, sont 
dépendantes ou indépendantes. 

Remarque 2 : Deux systèmes d’équations linéaires sont équivalents si e t  seulement si leurs matrices 
complètes correspondantes sont équivalentes lignes, c’est-à-dire ont le même espace 
ligne. 

Remarque 3 : Nous pouvons toujours remplacer un système d’équations par un système d’équations 
indépendantes, de telle manière que l’on ait un système sous forme échelonnée. Le 
nombre d’équations indépendantes sera toujours égal au rang de la matrice complète. 

Remarquons que le système précédent est aussi équivalent 6 l’équation vectorielle 

\am2 1 \ am* J 

Ainsi le système AX = B a une solution si et seulement si le vecteur colonne B est une combi- 
naison linéaire des colonnes de la matrice A ; c’est-à-dire appartient à l’espace colonne de A .  Ceci 
nous donne le théorème d’existence fondamental suivant : 

Théorème 5.10 : Le système d’équations linéaires AX = B a une solution si e t  seulement si la 
matrice des coefficients A et la matrice complète ( A  , B )  ont le même rang. 
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Rappelons (théorème 2.1) que si le système A X  = B a une solution, par exemple u, alors sa 
solution générale est de la forme u + W = { u  + w : w t W }  où W est la solution générale du 
système homogène associé AX = O. Maintenant W est un sous-espace de K” et donc a une di- 

(page 127) s’applique. 

Théorème 5.11 : La dimension de l’espace solution W d’un système homogène d’équations liné- 

- mension. Le théorème suivant dont nous donnerons la démonstration dans le chapitre suivant 

aires A X  = O est n - r où n est le nombre d’inconnues et  r le rang de la ma- 
trice des coefficients A .  

Dans le cas où le système A X  = O est sous sa forme échelonnée, alors il a précisément 
n - r variables libres (voir page 21)’ par exemple xi17  Xi, 9 * * 9 Xi, - y *  Les solutions u1 . . . , 
sont linéairement indépendantes (Problème 5-43) et donc forment une base de l’espace solution. 

Exemple 5.10 : Trouver la dimension et une base de l’espace solution W du système d’équations 
linéaires. 

z + 2 y - 4 2 + 3 ? -  S = 0 

x + 2 y - 2 2 + 2 r +  s = O 

2x + 4y - 22 f 3 r  + 4s = O 

Réduisons le système à sa forme échelonnée: 
X f 2 y - 4 2 f 3 r -  S = O 

X $ 2 y - 4 2 + 3 r -  S = 0 
22-  r + 2 s  = O et alors 
62 - 3 r  + 6s  = O 

22-  r + 2 s  = O 

Il y a 5 inconnues et 2 équations (non nulles) dans la forme échelonnée ; donc 
dim W = 5 - 2 = 3. Remarquons que les inconnues libres sont y ,  r et s. Donc 

(i) y = l , r = O , s = O ,  (ii) y = O ,  r = l ,  s = O ,  (iii) y = O , r = O ,  s = l  

qui permet d’obtenir les solutions suivantes : 

zll = (-2,1, O ,  O ,  O ) ,  w2 = (-1, O ,  +, 1, O ) ,  w 3  = (-3, O ,  -1, O ,  1) 

L’ensemble {ul,  v,, v 3 }  est une base de l’espace solution W .  

COORDONNEES 

soit u un vecteur quelconque de V. Puisque { e , }  engendre V, u est une combinaison linéaire des e, ; 
Soit {el ,  e , ,  . . . e n }  une base d’un espace vectoriel V de dimension n sur un corps K ,  et 

w = alei + a2e2 + . . . + unen, ai E K 

Les e j  étant indépendants, une telle représentation est unique (Problème 5-7) c’est-à-dire que les n 
scalaires a , ,  . . . a, sont complètement déterminés par le vecteur u et la base {ei}. Nous appelons 
ces scalaires les coordonnées de u sur la base {ei}, et nQus appelons le n-tuple ( a l ,  a, a . . , a , )  le 
vecteur-coordonnée de u relatif à la base { e , }  ; on note [ uIe ou plus simplement [ v] lorsqu’il n’y a 
pas d’ambiguïté : 

[w]. = (ai, a2, . . ., a,) 

Exemple 5.11 : Soit V l’espace vectoriel des polynômes de degré < 2 : 

Les polynômes 

forment une base de V.  Soit v = 2 t 2  - 5 t  f 6. Trouver [ v le, les coordonnées du vec- 
teur v relatives à la base {el, e2, e3} .  

V = { a P + b t + c :  a , b , c E R }  

e l = l ,  e 2 = t - l  et e3 = ( t -  i ) 2  = t 2  - 2t  + 1 



Chapitre S/Base et dimension 93 

Ecrivons v comme une combinaison linéaire des ei en utilisant les inconnues x, y 
et z : v = X e l  + ye2 + z e 3 .  

2t2 - 5 t  + 6 = ~ ( 1 )  + ~ ( t  - 1) + ~ ( t 2  - 2t + 1) 

= z + y t - y + z t 2 - 2 z t + z  

2t' + (y - 2 z ) t  + (z - y + 2 )  = 

Egalons les coefficients des mêmes puissances de t les uns aux autres : 
% - y +  Z =  6 

y - 2 2  = -5 

z =  2 

La solution du système précédent est x = 3, y = - 1, z = 2. Ainsi 
w = 3e1 - e2 + 2e3,  et donc [.le = (3, -1, 2) 

Exemple 5.12 : Considérons l'espace réel R3. Trouver les coordonnées du vecteur v = (3, 1, -4) relative- 
ment à Ia base f l  = (1, 1, 1), f2 = (O, 1, 1), f 3  = (O, O, 1). 

Ecrivons v comme combinaison linéaire des f i  en utilisant les inconnues x, y et z : 
= xf1 + rf, + z f y  

(3, 1, -4) = x(1, 1, 1) + y(0, 1, 1) + 4 0 ,  O ,  1) 

(2, 2, 2) + (0, Y, Y) + (O, O ,  4 = 

= (z ,z+y ,s+y+z)  

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres on  obtient le sys- 

X = 3  
tème équivalent d'équations 

z + y  = 1 

x + y + x  = -4 

J ayant pour solution x = 3, y = - 2, z = - 5 .  Ainsi [ v ]  = (3, - 2, - 5 ) .  

e3 = (O, O, 1), les coordonnées du vecteur v sont identiques à v lui-même,[v], = (3, 1, -4)= v. 

f 
= (1, O, O), e2 = (O, 1, O) , Remarquons que relativement à la base usuelle e 

Nous avons montré qu'à chaque vecteur u E V, il correspond relativement à une base donnée 
{ e l , .  . . , e n }  un n-tuple [ u ] ,  de K n .  D'autre part, si (ai , a,  , . . , a , )  E K n ,  il existe un vecteur de 
V de la forme a ,  el + . . . + a,  e n .  Ainsi la base {ei } détermine une correspondance biunivoque 
entre les vecteurs de V et  les n-tuples de K n .  Remarquons aussi que si 

et 

= aiei + . . . + anen 
= biei + . . . + bnen 

correspond 6 
correspond à 

(ai, . . .,an) 
(bi,  . . ., bn) 

alors 

pour un scalaire quelconque k E K 
u + w = ( a ,  + b , )  el + . . + (a ,  + b n ) e n  correspond à ( a l , .  . . , a , )  + ( b l ,  . . . , b , )  et 

kv = (kai)ei + . . + (ka,)e, correspond à k(a1, . . .,a,) 

c'est-à-dire IV + w]e [VI. + [w]e et [kv]e  = k[v]e 

Ainsi la correspondance biunivoque précédente entre V et K n  conserve les opérations de l'espace 
vectoriel, addition vectorielle et multiplication par un scalaire ; on dit alors que V et K" sont iso- 
morphes, on écrit V r K " .  On énonce formellement ce résiiltat par : 

Théorème 5.12 : Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K. Alors V et Kn sont 
isomorphes. 
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L’exemple suivant donne une application pratique du résultat. 

Exemple 5.13 : Déterminer si les matrices suivantes sont dépendantes ou indépendantes 

1 
A = (  4 - y ) ,  B = 16 10 9 

Les coordonnées des vecteurs des matrices précédentes sont relativement à la base 
de l’exemple 5.4 page 89 : 

/A]  = (1, 2, -3, 4, O ,  l), [BI = (1, 3, -4, 6, 5, 4), [Cl = (3 ,  8, -11, 16, 10, 9) 

Formons la matrice M ,  dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs précédents : 

Réduisons M à sa forme échelonnée: 

1 2 - 3  4 O 2 - 3  4 O 

O 2 - 2  4 1 0  6 0 0 0 0 0 0  
O 1 -1 2 5 i) d’où [i 1 -1 2 5 ”) 

Puisque la matrice échelonnée a seulement deux lignes non nulles, les vecteurs coordon- 
nées [ A ] ,  [BI et [Cl engendrent un espace de dimension 2 et donc sont dépendants. Donc 
les matrices initiales A ,  B et C sont dépendantes. 

PROBLEMES RESOLUS 

DEPENDANCE LINEAIRE 

5.1. Déterminer si les vecteurs u et u sont ou non linéairement dépendants avec: 

(i) (iii) u = (4,3,-2), v = (2, -6,7) 

(ii) u = (2,-3), v = (6,-9) (iv) 26 = (-4,6,-2), v = (2 , -3 , l )  

u = (3,4), v = (1, -3) 

1 -2 4 
3 O -1 6 O -2 6 -5 4 1 2 -3 

2 -4 8 (vi) u = (  1 2 -3 ). v = (  6 -5 4 ) 
(vii) u = 2 - 5 t  + 6t2 - t3, II = 3 + 2t - 4t2 + 5t3 

(viii) u = 1 - 3t + 2t2 - 3t3, v = -3 + 9t - 6t2 + 9t3 

Deux vecteurs u et v sont dépendants si et seulement si l’un des vecteurs est un mulitple de l’autre. 
1) non 2) oui : car v = 3u 3) non 4) oui : car u = - 2v 5) oui : car v = 2u 6) non 7) non 

8) oui : car v = - 3u.  

5.2. Déterminer si oui ou non les vecteurs suivants de R3 sont linéairement dépendants: 

(i) (1, -2, l), (2,1, -1), (7, -491) 
(ii) (1, -3,7), (2, O ,  4% (3, -1, -l), (2,4, - 5 )  

(iii) (1,2, -3), (1, -3,2), (2, -1,5) 

(iv) (2, -3,7), (O, O ,  O ) ,  (3, -1, -4) 
1) Méthode 1. Ecrivons qu’une combinaison linéaire quelconque des vecteurs u, v, w est égale au vecteur 

nul en utilisant les scalaires inconnus x, y ,  z : 

x (1, - 2, 1) + y (2, 1, - 1) + 2 (7 ,  - 4, 1) = ( O ,  O, O )  
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Alors (2, -22, x) + (2Y, Y, -Y) + (72,  -42, 2) = ( O ,  O ,  O) 

ou (2 + 2Y + 72, -22 + Y - 42, 2 - Y + 2) = ( O ,  O ,  O )  

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres on obtient le système homogène équi- 
valent que l'on réduit à sa forme échelonnée : 

z + 2 y + i ' z  = O X f 2 y +  72 = 0 
.z + 2y + 72 = 0 

-22 f y -  42 = 0 ou 5y + 102 = O ou 
y + 2 2  = O 

2 -  g +  2 = O -3y - 62 = O 

Le système réduit à sa forme échelonnée n'a que deux équations non nulles à trois inconnues ; 
d'où le système admet une solution non nulle. Ainsi les vecteurs unitiaux sont linéairement dé- 
pendants. 

Méthode 2 : 
échelonnée en utilisant les opérations élémentaires sur les lignes : 

Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons-la à sa forme 

( 2  1 -2 1 -i) d'où ( 0  1 -2 5 -il d'où ( 0  1 -2 0 --il 
7 -4 O 10 -6 

Puisque la matrice échelonnée a une ligne nulle, les vecteurs sont dépendants. (Les trois vecteurs don- 
nés engendrent un espace de dimension 2 ) .  

Oui, puisque quatre vecteurs quelconques (ou plus) de R3 sont dépendants. 

Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons cette matrice à sa forme éche- 
lonnée, grâce à des opérations élémentaires sur les lignes: 

[ i  -3 '2) d'où -5 5) d'où (i -0 :) 

2 )  

3) 

2 -3 2 -3 2 -3 

2 -1 O -5 11 

Etant donné que la matrice échelonnée n'a pas de ligne nulle, les vecteurs sont indépendants, 
(Les trois vecteurs donnés engendrent un espace de dimension 3). 

Puisque O = (O, O, O) est l'un des vecteurs, les vecteurs sont dépendants. 4) 

5.3. Soit V l'espace vectoriel, des matrices 2 x 2 sur R. Déterminer si les matrices A ,  B, C E W 
sont dépendantes où : 

1 1  
(i) A = (1 1) ,  B = (' O 1  O ) ,  c = (' O 0  ') 
(ii) A = (; 1"). B = (2 3 -1 2 ) ,  c = ( 

-5) -4 O 

1) Ecrivons qu'une combinaison linéaire des matrices A ,  B et C est égale à la matrice nulle en utilisant 
les scalaires inconnus x, y et z, c'est-à-dire xA 4- yB + zC = O. Ainsi 

2(: :> + y(: r )  + (0 a )  = (: O) 
ou 

ou 

(: z )  +(O :) + (O O) = (O O") 
( x + : + Z  % + Y  x + 2  ) = (O O) 
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Egalons les composantes correspondantes les unes aux autres, on obtient ainsi le système homogène 
équivalent 

x + y + z  = O 

x i  2 = 0  

x = O  

3: + y = O 

En résolvant le système précédent, on obtient seulement la solution nulle, x = O, y = O, z = O. On a 
ainsi montré que xA + y B  + zC implique x = O, y = 0 ,  z = O ; les matrices A ,  B, C sont linéaire- 
ment indépendantes. 

Soit une combinaison linéaire des matrices A ,  B ,  C que nous égalons à zéro; on a XA f y B  f zC = O, 
D’où 

2) 

ou 

ou 

Egalons les composantes correspondantes les unes aux autres. On obtient ainsi le système équivalent homo- 
gène que l’on réduit à sa forme échelonnée : 

x + 3 y +  2 = O x + 3 y +  2 = O 

2 Z -  y - 5 2  = O -yy - 72 = a 
3 x +  2 y -  42 = O -7y - 72 = O 

x + 2y = O  - y -  x = o  

ou 

ou finalement x + 3 y + a  = O 

y + z  = O 

Le système dans sa forme échelonnée a une inconnue libre, et donc une solution non nulle, par exemple 
x = 2, y = - 1, z = 1.  Nous avons ainsi montré que XA f y B  f zC = O n’implique pas que x = O, 
y = O, z = O, donc les matrices sont linéairement dépendantes. 

5.4. Soit V l’espace vectoriel des polynômes de degré < 3 sur R. Déterminer si u, u, w E V sont 
indépendants ou dépendants où : 
(i) u = t3 - 3t2 + 5t + 1, 2i = ts - t2 + 8t + 2, w = 2t3 - 4t2 + 9t + 5 
(ii) u = t3 + 4t2 - 2t + 3, 2i = t3 + 6t2 - t + 4, w = 3t3 + 8t* - 8t  + ‘7 

1) Ecrivons une combinaison linéaire des polynômes u, v et w que nous égalons au polynôme identique 
ment nul, en utilisant les scalaires inconnus x ,  y et z ; c’est-à-dire xu  + yv f zw = O. Ainsi on  a : 

x ( t 3 - 3 t 2 + 5 t + 1 )  + y ( t 3 - t 2 + 8 t + 2 )  + 2(2 t3 -4 t2+9 t+b )  = O 

ou xt3 - 3xt2 + 5xt + z + y t3  - y t2  + 8 y t  + 2y + 22t3 - 4zt2 + 9xt + 52 = O 

ou (x + y t 22)t3 + (-32 - y  - 4z)t2 + (5% + 8y + 9 z ) t  + (Z + 2y 4- 52) = O 

Les coefficients des puissances de r doivent être chacun nuls. 

xi- y + 2 2  = O 
-3x - y - 4 2  = O 

5% + 8y + 92 = O 

z + 2 y + 5 2  = O 

En résolvant le système homogène précédent, nous obtenons seulement la solution nulle x = O, y = O, 
z = O, ainsi u, v, w sont indépendants. 
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2 )  Ecrivons qu’une combinaison linéaire des polynômes u, v et w est égale au polynôme identiquement 
nul, en utilisant les scalaires inconnus x, y et z ; c’est-à-dire xu+ yv + zw = O. Donc 

z ( t 3 + 4 t 2 - 2 t + 3 )  + y ( t 3 + 6 t 2 - t + 4 )  + . 2 ( 3 t 3 + 8 t 2 - 8 t + 7 )  =z O 

ou 

ou 

xt3 + 42t2 - 2xt + 3x + yt3 + 6yt2 - y t  + 4y + 32t3 + 82t2 -- 8 z t  + 72 = O 

(x + y  + 3z ) t3  + (42 + 6y + 8z )@ + (-22 - y - S z ) t  + (3% + 4y + 1 2 )  = O 

En égalant à zéro chacun des coefficients des puissances de t et en réduisant le système à la forme 
échelonnée : 

X +  y f 3 2  = 0 x + y + 3 2  = 0 

4x 4- 6y + 82 = O 2y - 42 = O 

- 2 ~  - y -  82 = O y - 2 2  = O 

3 x +  4y + 72 = O y - 2 2  = O 

ou 

ou finalement z + y + 3 z  = O 
y - 2 2  = O 

Le système dans sa forme échelonnée a une inconnue libre et donc a une solution non nulle. Nous 
avons montré que xu + yv + zw = O n’implique pas que x = O, y = O ,  z = O ; ainsi les polynômes 
sont linéairement dépendants. 

5.5. Soit V l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que f, g, h E V sont indépen- 
dantes 0.Ù 1) f ( t )  = e Z t ,  g ( t )  = t* ,  h ( t )  = t ,  2) f ( t )  = sin t ,  g ( t )  = cost, h ( t )  = t. 

Dans chaque cas, écrivons qu’une combinaison linéaire des fonctions est égale à la fonction nulle O, en 
utilisant les scalakes inconnus x, y ,  z :xf -t y g  + z h  = O ; et montrons donc que x = O, y = O ,  z = O. On 
peut affirmer que x f  + yg + zh  = O ,  veut dire que, pour chaque valeur de t , x f ( t )  f yg( t )  + z h ( t )  = O. 

i l  Dans l’équation Xe2* + y t 2  + zt = O ,  remplaçons 

t = O on  obtient Xe0  + y0 + z0 = O OU x = O 

t = 1 on obtient xe2+ y + z = O 

t = 2 on obtient xe4 + 4y + 2.2 = O 

= O  
= O on obtient seulement la solution x = O, y = O ,  z = O P xe4 + 4y  + 22 = O 

Résolvons le système Xe2 + y + z 

Ainsi J g, h sont indépendants. 

Méthode 1 : Dans l’application x sint + y cost + z t  = O ,  remplaçons 

t = O  pourobtenir x . O + y . l + z . O = O  ou y = O  

t = n/2 pour obtenir x . 1 f y .  O + zn /2  = O ou x + nz /2  = O 
t = n  pourobtenir x . 0  + y ( - l ) + z . n =  O ou - y + n z =  O 

2) 

= O  

Résolvons le système 

f, g et h sont indépendants. 
Méthode 2 : 

x + nz /2  = O on obtient seulement la solution x = O, y = O ,  z = O. Donc { 1, + nz = 0 

Prenons les dérivées première, seconde et troisième de x sin t + y cos t -i z t  = O par 
rapport à t. 

x c o s t - y s i n t + z  = O ( 1 )  

- x s i n t - y c o s t  = O ( 2 )  

- z c o s t  + y s i n t  = O (3) 

8 
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Additionnons ( 1 )  et (3 )  ;on obtient i = O. Multiplions ( 2 )  par sin t et (3)  par cost, et ajoutons : 

sin t X (2): -x sin2 t - y sin t cost  = O 

cos t X (3): -x cos2 t + y sin t cos t = O 

-x(sin2 t + cos2 t )  = O  ou x = o  

Enfin, multiplions ( 2 )  par -  COS^ et (3)  par sint, et additionnons ; on obtient : 

y(cos2t  + sinzt)  = O ou y = 0 

Puisque x sin t + y cos t + z t  = O implique x = O, y = O, x = 0 

on en déduit que f, g, h sont indépendants. 

5.6. Soient u, u et w des vecteurs indépendants. Montrer que u i- u, u - u et u - 2 u +  w sont 
aussi indépendants. 

xu + x v  + yu - yv + zu - 2 zv + zw = O ou 
Supposons x (u  + v) + y ( u  - v) + z(u - 2v + w) = O où x, y et z sont des scalaires. Alors 

(x + y + x)u + (x - y - 2z )w  + xw = O 

Mais u, v et w sont linéairement indépendants ; donc les coefficients dans la relation précédente sont égaux 
chacun à O :  

x + y +  x = o  
x - y - 2 2  = O 

z = o  

La seule solution du système précédent est x = O, y = O ,  z = O. Donc u 4- v, u - v, et u - 2v + w sont 
indépendants. 

5.7. Soient u1 , u,, . . . , u, des vecteurs indépendants, et supposons que u soit une combinaison 
linéaire des ui, c’est-à-dire u = a,  u, + a2 u, + - - + a, u, où les ai sont des scalaires. Mon- 
trer que la décomposition précédente de u est unique. 

Supposons u = b , v ,  + b 2 v 2  +. . . + b,v, où les b i  sont des scalaires. En soustrayant, 

O = u - Z L  = (ai - b1)vl + (a2 - b 2 ) W Z  + . . . + (a ,  - b,)v, 

Mais Les vi sont linéairement indépendants ; donc les coefficients dans la relation précédente sont égaux cha- 
cun à O: 

a,  -- b l  = O, a2 - b2 = O, . . . ,  a, - b, = O 

Donc u i  = b , ,  a2 = b, ,  . . . , a ,  = b ,  et la décomposition précédente de u suivant une combinaison linéaire 
des vi est unique. 

Montrer que les vecteurs u = (1 + i, 2i) et w = (1, 1 + i) de C2 sont linéairement dépen- 
dants sur le corps complexe C, mais sont linéairement indépendants sur le corps réel R. 

Rappelons que deux vecteurs sont dépendants si et seulement si l’un d’entre eux est un multiple de 
l’autre. La première coordonnée de w étant i, v peut être un multiple de w ssi v = (1 i- i)w. Mais 1 f i @  R ;  
donc v et w sont indépendants sur R. Puisque 

5.8. 

(1 +i)w = (1 + i)(i, 1 + i) = (1 f i ,  2i) = w 

et 1 + i E C, ils sont dépendants sur C. 

5.9. Supposons que S = { u1 , . . . , u,)contient un sous-ensemble dépendant, par exemple ( u I , u 2 ,  . . . , ur 1. 
Montrer que S est aussi dépendant. Donc chaque sous-ensemble d’un ensemble indépendant est 
aussi indépendant. 

Puisque { v l , .  . . , v r  }est dépendant, il existe des scalaires a , , .  . . , a, non tous nuls, tels que 

al’ul + afu:! + .. .  + a,v, = O 
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Donc il existe des scalaires a i  , a,, . . . , Q ~ ,  O, O, . . . , 0,non tous nuls, tels que 
ulvl t . . ’ t a,v, + Ou,+ 1 t . . . + ov,,, = O 

Donc S est dépendant. 

5.10. Supposons que { u ,  , u,, . . . , u i }  soit indépendant, mais que {ui , u 2 , .  . . , u, , w }  soit dépen- 
dant. Montrer que w est une combinaison linéaire des ui. 
Méthode 1 : Puisque le système{ v1 , v 2  , . . ~ , v, , w }  est dépendant, il existe alors des scalaires a l  az, . . . a, , 
h non tous nuls, de telle sorte que a l  v I  + a Y +. . . + Q, w, f bw = O. Si 6 = O, alors l’un des ai n’est pas nul 
et a lv l  + U,Y, + . . . f u,vm = O. Mais ceci est en contradiction avec l’hypothèse que{vl, v,, v 3 ,  ... ~ v,}est 
indépendant. Donc b # O et donc 

2 2  

= b - l ( - a w  1 1  - . . .  - amwm) = -b-’a1w1 - . . .  - b-la,vm 

C’est-à-dire que VJ est une combinaison linéaire des vi. 

Méthode 2 : Si w = O, alors w = Ov, + . . . + Ov,. D’autre part, si w # O, alors d’après le lemme 5.2,  l’un des 
vecteurs de{ v l ,  v, , . . . , v, , w} est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Ce vecteur ne peut pas 
être l’un des Y puisque { v1 , v,, . . . , v, } est indépendant. Donc w est une combinaison linéaire des vi. 

DEMONSTRATIONS DE THEOREMES 

5.11. Démontrer le lemme 5.2. Les vecteurs non nuis u l ,  u, , . . . , u, sont linéairement dépendants si 
et seulement si l’un d’entre eux, par exemple ui, est une combinaison linéaire des vecteurs précédents : 
vi = a,v, + a,u2 + * * - + a i - lU i# - l .  

Supposons vi = a lv l  + + 1 f ai-lui-i. Alors 

a1v1 + ... + Cf-ivi-1- ?I l  -t 0vi+1 + .. .  + ow, = O 

et le coefficient de vi n’est pas O. Donc les v i  sont linéairement dépendants. 

non tous nuls, de telle sorte que a l  v, f . . - + Q , V ,  =; O. Soit k le plus grand entier tel que ak # O. Alors 
Réciproquement, supposons que les vi soient linéairement dépendants. Il existe alors des scalaires a l ,  a,, . . .a,, 

alvl  + ’ ‘ .  + ak?Ik + Ol)k+ 1 + ‘ ‘ ’ + owm = 0 ou  alwl * ’ ‘ + akÛk = 0 

Supposons k = 1; alois a lv l  = O, a l  # O, donc v 1  = O .  Mais les vi ne sont pas des vecteurs nuls ; donc 
k >  l e t  

uk- l v k -  1 W k  = -a-’alwl - . . . - a;’ 

Donc v k  est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. 

5.12. Démontrer le théorème 5.1 : Les lignes non nulles R ,  , R ,  , . . . , R ,  d’une matrice sous la 

Supposons {R, , R,-,, . . , , R i }  dépendant. Alors l’une des lignes, par exemples R,, est une combi- 

forme échelonnée, sont linéairement indépendantes. 

naison linéaire des lignes précédentes : 

Rm = a r n + i R n + i  + am+zRm+a + ... + anRn (*) 

Supposons maintenant que la kièmes composante de R, soit le premier élément non nul. Alors puisque la 
matrice est sous sa forme échelonnée, les kièmes composantes de R,, 1,  . . . , R ,  sont toutes nulles, et donc 
la kieme composante de (*) est . O + a,+, . O -t. . . -!- a, . O = O. Mais ceci est en contradiction avec 
le fait que la kième composante de R,  n’est pas nulle. Ainsi R i ,  R,, . . . , R ,  sont indépendantes. 

5.13. Supposons que {ui , u 2 , .  . . , un}  engendre l’espace vectoriel V. Démontrer: 

1) 

2) 

1) 

Si w E V, alors {w , u l ,  . . . , u,} est linéairement dépendant et engendre W .  

Si ui est une combinaison linéaire des vecteurs précédents, alors {u, , . . . , ui- , ui+ 1, . . . , u,} 
engendre V. 
Si w E V ,  alors w est une combinaison linéaire des v j  puisque {vi }engendre V. Donc {w , v l ,  . . . , v, 1 
est linéairement dépendant. Il est évident que w avec les ili engendrent V puisque les v j  eux-mêmes 
engendrent V. Donc {w , v l , .  . . , v,} engendre V. 
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(2 )  Supposons que vi = k l v l  + . . . -t 
naison linéaire des vi, c’est-à-dire u = a l v l  + . . . + n,v,. En remplaçant vi par sa valeur, on obtient 

vi- Soit u E V .  Puisque {y i }  engendre V ,  u est une combi- 

u = a,v, + . * .  + ui-1vi-1+ U i ( k , V 1 +  . . .  +ki-,vi-,) + a i + i w i + i  + . . .  + a,v, 

= (a,+aikl)vl + . * .  + ( u ~ - ~ + ~ J c - ~ ) v L - I  + ~ i + l ~ i + l  + + U,W, 
Ainsi { v l , .  . . , vi-,, v i+ l ,  . . . , v,} engendre V. En d’autres termes, nous pouvons supprimer vi de 
l’ensemble générateur et obtenir un ensemble générateur 

5.14. Démontrer le lemme 5.4 : Supposons que { u l ,  u 2 ,  . . . , un} engendre l’espace vectoriel V. 
Si {w,, w 2 ,  . , , w,} est linéairement indépendant, alors m 
ensemble de la forme {wl,. . . , w,, u i l , .  . . , uiQ- ,  }. Ainsi en particulier n -k 1 ou un 
nombre supérieur de vecteurs de V sont linéairement dépendants. 

drent V, nous savons d’après le problème précédent que 

n et V est engendré par un 

ii suffit de démontrer le théorème dans le cas où les ui ne sont pas tous nuls. Puisque les {vi}engen- 

cw1>,v11 . . . , v,: (1 ) 

est linéairement dépendant et donc engendre V .  D’après le lemme 5-2, l’un des vecteurs de (1) est une 
combinaison linéaire des vecteurs précédents. Ce vecteur ne peut pas être w,, il doit donc être l’un des 
Y, par exemple vi. Ainsi d’après le précédent problème, nous pouvons supprimer vi de l’ensemble gén& 
rateur (1) et obtenir l’ensemble générateur 

{Wl, V l >  ‘ . ., vJ-19 Vj k l ,  . . . >  wn> 

{Wl ,  w2i V I ,  . . .> wj-1, vj+ i ,  . . .> v,> 

(2) 

Répétons le même processus avec le vecteur w2. Donc puisque ( 2 )  engendre V, l’ensemble 

(3) 

est linéairement indépendant et engendre aussi V. De nouveau à, l’aide du lemme 5-2, l’un des vecteurs 
de ( 3 )  est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Ce vecteur ne peut être w1 ou w2, puisque 
{w1, . . . , w,} est indépendant ; donc ce vecteur doit être l’un des vecteurs v, par exemple u k .  Ainsi 
d’après le problème précédent, nous pouvons supprimer vk de l’ensemble générateur ( 3 )  et on obtient le 
nouvel ensemble générateur 

iw1, w2, . . . t  Vj-1, wj+l, . . ., wk-l .  v k + l >  . . . y  ‘Un> 

Répétons ce processus avec w 3  et ainsi de suite. A chaque étape nous pouvons ajouter l’un des vec- 
teurs w et supprimer l’un des vecteurs v dans l’ensemble générateur. Si rn < n, on obtient finalement 
un ensemble générateur de la forme demandée: 

{Wl, . . . t w,, Vil’ . . . , Win-,> 

Finalement, nous montrons que rn > n n’est pas 
nous obtenons l’ensemble générateur {w,, . . . , w,f  Cela implique que W,,, est une combinaison liné- 
aire de w,, . . . , w,, ce qui est contraire à l’hypothèse que {w,} est linéairement indépendant. 

5.15. Démontrer le théorème 5.3 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Alors chaque 
base de V a le même nombre de vecteurs. 

ossible. D’autre part, après n des démarches ci-dessus, 

Supposons que {e , ,  e 2 ,  . . . , en} soit une base de V et supposons que{f,, fi, . . . ,} soit une autre 
base de V. Puisque { e i }  engendre V ,  la base {fl, f2, . . .} doit contenir n ou un nombre inférieur de 
vecteurs, ou sinon le système précédent est dépendant d’après le précédent problème. D’autre part, si la 
base {fl, f2,. . .} contient moins de n vecteurs, alors {el, . . . , en}  est dépendant d’après le problème pré- 
cédent. Donc la base{fl, fi, . . .} contient exactement n vecteurs et alors le théorème est vrai. 

5.16. Démontrer le théorème 5.5 : Supposons que { u l ,  . . . , u,} soit un sous-ensemble indépen- 
dant maximal d’un ensemble S qui engendre un espace vectoriel V. Alors { u l ,  u 2 ,  . . . , u,} 
est une base de V. 

Supposons w E S. Puisque {vi} est le sous-ensemble maximum indépendant de S, {vl,  v 2 ,  . . . , v w} 
est linéairement dépendant. D’après le problème 5.10, w est une combinaison linéaire des vit c’est-a-dire 
w E L(vi) .  Donc S C L(vi) .  Ceci conduit à V = L (S) C L ( v i )  C V. Donc, {vi}engendre V et, {yi} étant 
indépendant, c’est une base de V. 

P’ 
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5.17. Supposons que V soit engendré par un ensemble fini S. Montrer que V est de dimension 
finie et en particulier qu’un sous-ensemble de S est une base de V. 

Méthode 1. Parmi tous les sous-ensembles indépendants de S et il y a  un nombre fini d’entre eux puisque 
S est fini, il y en a un au moins qui est maximal. D’après le précédent problème ce sous-ensemble de S 
est une base de V. 

Méthode 2. Si S est indépendant, c’est une base de V .  Si S est dépendant, l’un des vecteurs est une combi- 
naison linéaire des vecteurs précédents. Nous pouvons supprimer ce vecteur et obtenir encore un ensemble 
générateur. Nous continuons ce processus jusqu’à obtenu un sous-ensemble qui est indépendant et engendre 
V c’est-à-dire une base de V. 

5.18. Démontrer le théorème 5.6 : Soit V de dimension finie n. Alors 

(i) 

(ii) 
(iii) 

Un ensemble quelconque de y1 -k 1 ou d’un nombre supérieur de vecteurs est linéai- 
rement dépendant. 
Un ensemble quelconque linéairement indépendant est une partie de la base. 
Un ensemble linéairement indépendant de n éléments est une base. 

Supposons que {el,  , . . , e n }  soit une base de V, 

Puisque {e l ,  . . . , en } engendre V ,  n 4- 1 vecteurs ou un nombre supérieur de vecteurs sont dépen- 
dants d’après le lemme 5.4. 
Supposons que {v1, . . . , Y,} soit idépendant. D’après le lemme 5.4, V est engendré par un ensemble 
de la forme 

(i) 

(ii) 

S = {vl, . . ., v,, cil, . . ., ein - rl 

D’après le précédent problème, un sous-ensemble de S es% une base. Mais S contient n éléments et 
chaque base de V et contient n éléments. Donc S est >une base de V et contient comme SOUS- 

ensemble {vl, Y* , .  . . , Y,}. 

D’après (ii) un ensemble indépendant T de n éléments est une partie d’une base, Mais chaque base 
de V contient n éléments. Donc T est une base. 

(iü) 

5.19. Démontrer le théorème 5.7 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V à n dimensions. 
Alors dim W < n. En particulier si dim W = n alors W = V. 

Puisque V est de dimension n, n 4- 1 vecteurs ou un nombre supérieur de vecteurs sont linéairement 
dépendants. De plus, puisqu’une base de W contient uniquement des vecteurs indépendants, elle ne peut 
pas contenir plus de n éléments. Donc dim W < n. 

En particulier, si {wi,. . . , w,} est une base de W ,  puisque c’est un ensemble indépendant de n 616- 
ments, c’est aussi une base de V .  Donc W = V lorsque dim I I /  = n. 

5.20. Dhmontrer le théorème 5.8 : dirn (U i- W )  = dirn U + dim W - dim ( U n  W ) .  
Remarquons que L1 n W est un sous-espace à la fois de U et W .  Supposons que dim U = m, dim W = n 
et que dim ( U  n W )  = r. Supposons de plus que { v l ,  v2, .  . .., uV} soit une base de U n W .  D’après 
le théorème 5.6 : (ü) nous pouvons étendre {vi} à une base de U et à une base de W ;par exemple : 

{vl, . . ., w,, ul, . . ., um-,.} et {vl, . . ., wri wl, . . ., wnPr}  

sont des bases de U et W respectivement. Soit 

Remarquons que B a exactement m + IZ - r éléments. Ainsi le théorème est démontré si nous pouvons 
montrer que B est une base de U + W .  Puisque{ vi, uj}engendre U et (vi, w,} engendre W ,  l’union 
B = {vi, up w,} engendre U 4- W .  Il suffit alors de montrer que B est indépendant. 

B = { V I ,  . . ., v,., ~ 1 ,  . . ., u,m-T, “1, . . ., Wn-,.) 

Supposons 
~ 1 ~ 1  + . . . + a , ~ ,  + b1ul + . . . + bm-,um-r + ~ 1 ~ 1  + . . . + c~-,w,-,  = O 

v = UlV1 + . * * + a,w, + b,zt ,  + . * *  + b m - , % - ,  

(1 ) 

(2) 

où ai, bp c ,  sont des scalaires. Soit 
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D’après ( I ) ,  nous avons aussi 
..... cn-, w,-, (3) 2, Y -clwl 

Puisque {vi, u i }  C U, v E U d’après (2) ; et puisque { wk} C W, v f W d’après (3).  Donc v E U r7 W. 

v = d p v l  + d2v2 i- .. .  d,v,. Nous avons alors d’après ( 3 )  

Mais {vi, wk} est une base de W et donc est indépendante. Donc il s’ensuit les égalités principales 
c, = O , .  . .  , cn-, = O. Remplaçons dans ( 1 )  on obtient : 

Maintenant { vi } est une base de U n W et donc il existe des scalaires d,, d , ,  ... , d, pour lesquels 

d p ,  i- ...  + drvr + ClWl + .. .  + c71-rw,-r = O 

alvl + . . .  + a , ~ ,  + blul + . . .  i -  b7rr-,um-r = O 

Mais {yi, uj}est une base de U et donc est indépendante. Il s’ensuit donc les égalités principales 
a l  = O , . . . ,  uy = O, b ,  = O , . . . ,  bm-, = O. 

et le théorème est démontré. 
Puisque l’équation ( 1 )  implique que les ai, bi et ck sont tous nuls. B = {v i ,  ui. wk} est indépendante 

5.21. Démontrer le théorème 5.9 :Le rang ligne et le rang colonne d’une quelconque matrice 
sont égaux. 

Soit A une matrice quelconque rn x n 
a12 . . .  

A = fi: a22  . . .  aL:: 1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a m i  am2 ... a,,,,, 

Soient R, ,  R,, ~ . . , R ,  les différentes lignes de cette matrice : 

RI = (a,,, a12, . .  .,a,,), .. ., R,,l = (a,,,, am2, . .  ., amn) 

Supposons que le rang ligne soit r et que les I vecteurs suivants forment une base de l’espace ligne: 

Si = (611, bi, ,  ... , bi,), S2 = (b21, 622, . . .  , b2Jt ... , S, = ( b r i ,  b72, . .  ., bT,J 

Alors chacun des vecteurs lignes est une combinaison linéaire des Si: 

Ri k,,S1 + k12S2 + * . .  + k,JS, 

R, = k,,S, + k2,S2 + . . .  + k2,Sr 

.............................. 
R, = kmIS, + k,,,SZ + .. .  + k,,rS, 

où les kii soAt des scalaires. En égalant les ièmes composantes de chacune des équations vectorielles pré- 
cedentes on obtient le systkme d’équations suivant, chacune étant valable pour i = 1 , .  . . .  n. 

a,, = k,,b1, + klzb-, + * * *  + kirbr,  

a2, = k2,bIi + kp2bpl  + . . .  + k2,b,, 

Ainsi pour i = 1, .  . . .  n 

En d’autres termes, chacune des colonnes de A est une combinaison linéaire des r vecteurs 
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Ainsi l’espace colonne de la matrice A a une dimension au plus égale à r, c’est-à-dire que le rang colonne 
< Y. Donc le rang colonne < rang ligne. 

lonne. Donc le rang ligne et le rang colonne sont égaux. 
De manière semblable (ou en considérant la matrice transposée A t )  on obtient rang ligne < rang co- 

BASE ET DIMENSIBN 
5.22. Déterminer si oui ou non les vecteurs suivants forment une base de l’espace vectoriel R3 : 

(i) (1, 1, 1) et (1, -1, 5) (iii) (1, 1, 1), (1, 2, 3) et (2, -1, 1) 

(4 (1, 2, 3), (1, O ,  -1), (3, -1, O )  
et (2, 1, -2) 

(iv) (1, 1, 21, (1, 275)  et (5, 3, 4) 

(i) et (ii) non ; car une base de R 3  doit contenir exactement 3 éléments, puisque X3 est de dimension 3 .  

(iii) 

(iv) 

Les vecteurs forment une base si et seulement s’ils sont indépendants. Formons donc la matrice dont 
les lignes sont les vecteurs donnés, et réduisons les lignes à une forme échelonnée : 

[i i) d’où [i :) d’où (i d i) 
2 -1 O -3 -1 

La matrice échelonnée n’a pas de ligne nulle ; ainsi les trois vecteurs sont indépendants et donc 
forment une base de R3. 
Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons la matrice à sa forme éche- 
lonnée, par des opérations élémentaires sur les lignes : 

1 2  1 1 2  1 2‘ (i ; 1) d’où [ O  O -2 1 -G 3 )  d’où (i 0 ;) 
La matrice échelonnée a une ligne nulle ; c’est-à-dire seulement deux lignes non nulles ; donc les 
trois vecteurs sont dépendants et donc ne forment pas une base de R3.  

5.23. Soit W le sous-espace de R4 engendré par les vecteur (1, - 2, 5, - 3 ) ,  (2, 3 ,  1, - 4) et 
( 3 ,  8, - 3, - 5 ) .  (i) Trouver une base et la dimension de W .  (ii) Etendre la base de W ?i 

une base de l’espace complet IR4. 

(i) Formons la matrice dont les lignes sont les vecteurs donnés et réduisons-la à sa forme échelonnée 
par des opérations élémentaires sur les lignes. 

/l -2 5 -3 -2 5 -2 5 -3 
2 3 1 -4) d’oh (i 7 -9 
3 8 -3 -5 O 14  -18 d‘où (6 0 -; ;) 

Les lignes non nulles (1, - 2, 5, - 3) et (O, 7 ,  - 9, 2 )  de la matrice échelonnée, forment une base 
de l’espace ligne, c’est-à-dire de W .  Donc en particulier dim W = 2 .  

(ii) Cherchons quatre vecteurs indépendants qui incluront les deux vecteurs précédents, Les vecteurs 
(1, - 2, 5, - 3), (O ,  7 ,  - 9, 21, (O , O, 1, O )  et (O,  O,  O, 1) sont indépendants (puisqu’ils forment 
une matrice échelonnée), et forment donc une base de R4 qui est une extension de la base de MI. 

5.24. Soit W un espace engendré par les polynômes 
81 = t 3  - 2t’+ 4t + 1 8 3  = t 3  -t 6t  - 5 
v2 = 2t3 - 3t2 + 9 t  - 1 v4 = 2t3 - 5 t l +  7t + 5 

Trouver une base et la dimension de W .  
Les coordonnées des vecteurs polynômes relativement à la base (f3, t 2 ,  t ,  1) sont respectivement 

[VI]  = (1, -2, 4, 1) [.a] = (1, O, 69 -5) 

[V2] = (2, -3, 9, -1) [.*] = (2, -5, 7, 5 )  
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Formons la matrice dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs précédents et réduisons-la à sa forme 
échelonnée, par des opérations élémentaires sur les lignes : 

1 - 2  4 1 

O -1 -1 

Les lignes non nulles (1, - 2 ,  4, 1) et (O, 1, 1, - 3)  de la matrice sous forme échelonnée forment une 
base de l’espace engendré par les vecteurs correspondants et donc forment les polynômes 

t” - 2t2 + 4 t  + 1 et t2 + t - 3 

qui sont une base de W. Donc dim W = 2.  

5.25. Trouver la dimension et une base de l’espace solution W du système 

x + 2 y + 2 x - s + 3 t  = O 

x + 2 2 J + 3 x $ s +  t = O 

3 x + 6 y + 8 x + s + 5 t  = O 

Réduisons le système à sa forme échelonnée. 

2 - + 2 y + 2 2 -  s + 3 t  = O 

z + 2 s - 2 t  = O 

2% + 4s - 4 t  = O 

z + 2 y + 2 2 -  s + 3 t  = O 

2 + 2 s - 2 t  = O 
ou y 5 4  

Le système dans sa forme échelonnée à 2 équations non nulles à 5 inconnues ; donc la dimension de 
l’espace solution W est 5 - 2 = 3. Les inconnues libres sont y *-L- Donc 1% )$ f 

(i) y = l ,  s = O ,  t = 0 ,  (ii) y = O ,  s = l ,  t = 0 ,  (iii) y = O ,  s = O ,  t = ï  

ce qui permet d’obtenir les solutions respectives 

u1 = (-2,1, O ,  O ,  O) ,  = (5, O, -2 ,1 ,  O), ,u3 = (-7, O, 2, O, 1) 

L’ensemble { v l ,  v2, v 3 }  est une base de l’espace solution W .  

5.26. Trouver un système homogène dont l’ensemble solution W est engendré par 

Méthode 1. Soit v = (x, y ,  z, w). Formons la matrice M dont les premières lignes sont les vecteurs donnés 
et dont la dernière ligne est v, et réduisons-la à sa forme échelonnée : 

1 

O 

1 - 2  O 3 1 -2 O 3 1 -2 O 1; -0 1; i )d>oh(o  -’ d’où(. -1 
2 O O 2 x + y + x  - 5 2 - y + w  M =  

O 2 -2 
\ X Y Z W  O 2 x + y  x - 3 x + w  O 0  O 

Les trois premières lignes montrent que W a pour dimension 2. Ainsi v E W si et seulement si la ligne 
supplémentaire n’augmente pas la dimension de l’espace ligne. Donc nous allons écrire que les deux der- 
niers éléments de la troisième ligne sont nuls et nous obtenons ainsi le système demandé qui est homogène: 

2 x + y + z  = O  

5 x + y  -w = O 

Methode 2. Nous savons que v = (x, y ,  z,  w )  E W si et seulement si v est une combinaison linéaire des 
générateurs de W :  

L’équation vectorielle précédente dont les inconnues sont r, s et t est équivalente au système suivant : 

(z, y, 2, w) = T(1, -2, O, 3) + s(1, -1, -1,4) + t(1, O, -2, 5) 
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rS S S  t = x r + s +  t = x r + s t  t = x 
-2r- s = y  s + 2 t  = 2 x S y  s + 2 t  = 2 x + y  

ou ou (1 1 -s - 2 t  = 2 -s - 2t = 2 O = 2 x f y i x  
3 r +  4s + 5t = w s + 2 t  = w - 3 x  O = 5 x + y - w  

Ainsi v E W si et seulement si le système précédent a une solution,c’est-à-dire si 
3 x + y + x  = O  
5% + y  - 20 = O 

Le système précédent est le système demandé. 

sée dans la première méthode. 
Remarque : Observons que la matrice complète du système ( 1 )  est la transposée de la matrice M utili- 

5.27. Soient U et W les sous-espaces suivants de R4: 
[] { ( a , b , c , d ) :  b + c + d = O } ,  w = { ( a , b , c , d ) :  a + b = O ,  c = 2 d }  

Trouver la dimension et une base de (i) U ,  (ii) W, (iii) U ri W. 

(i) Nous cherchons une base de l’ensemble des solutions (a,  b, c, d )  de l’équation 

b + c + d  = O ou O * a + b + c + d  = O 

Les inconnues libres sont a, c et d. Posons 

(1) a = l ,  c = O ,  d = 0 ,  (2) a = 0 ,  c = l ,  d = 0 ,  (3) a = 0 ,  c = O ,  d = l  

pour obtefiir les solutions respectives 

Cl (1, O ,  O ,  O ) ,  v2 = ( O ,  - 1 , l ,  O) ,  11’3 = (0 ,  -1, O, 1) 

L’ensemble {v,, v a ,  ” 3 )  est une base de U, et dim U = 3. 

Nous cherchons une base de l’ensemble des solutions (a, b,  c, d )  du système (ii) 

Les inconnues libres sont b et d. Posons 
( 1 )  b = 1, d = O, ( 2 )  b = O, d = 1 

pour obtenir les solutions respectives 

L’ensemble { v l ,  v a }  est une base de W et dim W = 2. 

U fi W contient les vecteurs (a, b, c, d )  qui satisfont les conditions définies par U et celles définies 
par W, c’est-à-dire les trois équations 

v 1  = (- 1, 1, O, O), v 2  = (O,  O ,  2, 1) 

(iii) 

b f c t d  = O a + b  = O  
a + b  = O  ou b + c +  d = O 

C = 2d C - 2 d  = O 

L’inconnue libre est d. Posons d = 1 ; on obtient la solution v = (3, - 3, 2 ,  1). Ainsi { v )  est une 
base de U f i  W est dim (U fi W )  = 1. 

5.28. Trouver la dimension de l’espace vectoriel engendré par 

(i) (1, -2,3,  -1) et (1, 1, -2, 3) 

(ii) (3, -6, 3, -9) et (-2, 4, -2, 6 )  

(iii) t3  + 2t2 + 3t + 1 et 
(vil ( -1 -1 ’) et (-3 -s> 2t3 + 4t’ + 6t  + 2 

(iv) t3 - 2t2 + 5 et t2 + 3t - 4 (vii) 3 et -3 
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Deux vecteurs non nuls engendrent un espace W de dimension 2, s’ils sont indépendants, et de dimen- 
sion 1 s’ils sont dépendants. Rappelons que deux vecteurs sont dépendants si et seulement si l’un d’entre 
eux est un multiple de l’autre. D’où (i) 2 ; (ii) 1 ; (iii) 1; (iv) 2 ; (v) 2 ; (vi) 1 ; (vii) 1. 

5.29. Soit V l’espace vectoriel des 2 x 2 matrices symétriques sur K. Montrer que dim V =  3. Rappe- 
lons que A = (a,) est symétrique si et seulement si A = A r  ou aji = u j j ) .  

Une matrice quelconque 2 x 2 symétrique est de la forme A = ( i  ,” ) où a, b, c E K.  Remarquons 
qu’il y a 3 variables). Posons 

(i) a = l ,  b = 0 ,  c = O ,  (ii) a = 0 ,  b = l ,  c = O ,  (iii) a = 0 ,  b = O , c = l  

Nous obtenons les matrices respectives 

Nous avons montré que {El, E,, E 3 }  est une base de V, c’est-à-dire qu’il engendre V (1) et qu’il est 
indépendant ( 2 ) .  

(1) Pour la matrice A précédente dans V, nous avons 

A = (; !) = aE,  + bE, + CE, 
Donc { E l ,  E,, E ,  } engendre V. 

( 2 )  Supposons x E l  + y E ,  + z E ,  = O, où x ,  y ,  z sont des scalaires inconnus, c’est-à-dire supposons 
qile 

En égalant les éléments correspondants les uns aux autres, on obtient x = O, y = O, z = O. En d’autres 
termes, 

s E ,  + yE2+zE3  = O implique t = O, y = O ,  z = O 

En conséquence { E l ,  E,, E 3 }  est indépendant. 

Donc { E l ,  E,, E , }  est une base de V et donc la dimension de V‘ est 3. 

5.30. Soit V l’espace vectoriel des polynômes en t de degré < n. Montrer que chacun des en- 
sembles suivants constitue une base de V : 
(i) (1, t ,  t2, . . ., tn-l, t“}, 
Donc dim V = n + 1. 
(i) 

(ii) (1, 1 - t, (1 - t)2,  . . ., (1 - t )n - l ,  (1 - t)nj. 

II est clair que chacun des polynômes de V est une combinaison linéaire de 1, t, . . . , t‘-l et t“. 
et ? sont indépendants puisqu’aucun de ces polynômes n’est une combi- De plus 1, t , .  . . , 

naison linéaire des polynômes précédents. Ainsi (1, t, î2, . . . , t”} est une base de V. 

(Remarquons que d’après(i) dim V = n + 1 ; et donc un ensemble quelconque de n f 1 poly- 
nômes indépendants forme une base de V).  Chaque polynôme de  la suite 1, 1 - t, . . . , (1 - î)” 
est d’un degré supérieur au précédent et donc ne peut être une combinaison linéaire des précé- 
dents. Donc les n f 1 polynômes 1, 1 - t ,  . . . , (1 - t)“ sont indépendants et forment une base 
de V. 

tn - 1 

(Ü) 

5.31. Soit V l’espace vectoriel des couples de nombres complexes sur le corps réel R (voir pro- 
blème 4.42). Montrer que V est de dimension 4. 

Nous affirmons que l’ensemble suivant est une base de V: 

B = ((1, O), (i, O), (0, 11, (0, 41 
Supposons v E V .  Alors v = ( z ,  w )  où z, w sont des nombres complexes et donc de la forme 
v = (a f bi, c f di) où a, b, c, d sont des nombres réels. Donc 

2i = ~ ( 1 ,  O) + b(i ,  O) + c(0, 1) + d(0, i) 

Ainsi B engendre V, 
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La démonstration est complète si nous montrons que B est indépendant. Supposons 

%(l, O )  + ZZ(i, O )  + %,(O, 1) + %,(O,  i) = O 

où x l ,  xs, x3, x 4  E R.  Alors 

Donc x1 = O, x2 = O, x3 = O, x4 = O et donc B est independant 

5.32. Soit V l’espace vectoriel des matrices rn x n sur un corps K.  Soit E ,  E V la matrice qui 
contient 1 cornme zj-élément et O partout, ailleurs. Montrer que {E,} est une base de V .  
Donc dim V = m x n. 

il nous faut donc démontrer que {E,} engendre V et est indépendant. 

Soit k = (a,) une matrice quelconque de V. D’où A = 2 a..E...  Donc {Eii}engendre V. i, Y ZJ 

Supposons maintenant que ,x. xij  E.. = O, où les x- sont les scalaires. Le ij-élément de c xijEii est 

xji et le ijerneélément de O est O. Donc xji  = O, i = 1 , .  . . , m j = 1 , .  . . , n. Les matrices sont en consé- 
quence indépendantes. 

11 B 
1 . 1  i, i 

D’où {Eij} est une base de V. 

Remarque : En considérant un vecteur de K n  comme une I x n matrice. nous avons montré par le précé- 
dent résultat que la base habituelle dSfinie dans l’exemple 5.3 page 88 est une base de K n  et donc dim Kn = II. 

SOMMES ET INTERSECTIONS 

5.33. Supposons que U et  W soient deux sous-espaces distincts de dimension 4 d’un espace vectoriel 
V de dimension 6. Trouver les dimensions possibles de U n W .  

Puisque U et W sont distincts, U + W contient donc U et W ; donc d im(U + W )  > 4. Mais dim(US W )  
ne peut pas être supérieure à 6, puisque dim Y = 6. Nous avons donc deux possibilités : 1) dirn ( U +  W ) =  5, 
ou 2) dim(U + W )  = 6. En utilisant le théorème 5.8 : dim(U + W )  = dim U + dim W - dim(U n W ) ,  on 
obtient 

1) 5 = 4 + 4 - dim(CT n W )  ou dini(U ri W )  = 3 

2 )  6 = 4 4- 4 - dim(U n W )  o u  dim(U n W) = 2. 

Donc la dimension de U fl W doit être soit 2 soit 3. 

5.34. Soient U et W deux sous-espaces de R4 engendrés par 

((1, 1, Q, -1)’ (1, 2, 39 O), (2, 3, 37 -1)) et ( ( 1 7  2, 2, -2), (2, 3, 2, -3), (1, 3, 4, -3)) 

respectivement, Trouver 1) dim(U + W), 2) dim(U n W). 

1 )  U + W est l’espace engendré par les six vecteurs. Donc formons la matrice dont les lignes sont les six 
vecteurs donnés et réduisons-la à sa forme échelonnée. 

1 1  0 - 1  1 1  0 - 1  1 1 O -l\ 1 1  0 - 1  

[i ’ 2 ’ 2 - j d 3 0 ù  -2 [! / 2 8 -1 v d 7 0 f i  (i i O 0 0  -i)d,où [i i -: 
0 0 0 0  2 3 2 - 3  2 -1 

,1 3 4 -3 O 2 4 - 2  O 0 0 0  ,O O O O 

Puisque la matrice échelonnée a trois lignes non nulles, dirn (U f W )  = 3. 
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2) Trouvons d’abord la dimension de U et la dimension de W .  Formons les deux matrices dont les lignes 
sont les générateurs de U et de W respectivement et réduisons-là à sa forme échelonnée par des opérations 
élémentaires sur les lignes : 

1 1  0 - 1  1 1  0 - 1  1 O -1 

(; 3 3 O) d’où 1; ; 9 :) d’où (: 1 3 a) 3 -1 O 0 0  
et 

2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2 

[: 3 

2 - 3 )  d’où (n -; -2 1) d’où (‘ -1 -2 a) 
3 4 -3 2 -1 O 0 0  

Puisque chacune des matrices échelonnées a deux lignes non nulles, dim U = 2 et dim W = 2. En utili- 
sant le théorème 5.8, on a dim(U + W )  = dim U f dim W - dim(U n W),ce qui donne 

3 = 2 + 2 - d i m ( U n W )  ou d i m ( U n W )  = 1 

5.35. Soit U un sous-espace de R5 engendré par 

((1, 3, -2, 2, 3), (1, 4, -3, 4, 2), (2, 3, -1, -2, 9)) 

et soit W le sous-espace de R5 engendré par 

((1, 3, O ,  2, l), (1, 5,  -6,  6 ,  3), (2, 5,  3, 2, i)} 
Trouver une base et  la dimension de 1) U + W, 2) U fl W .  

1) U f W est l’espace engendré par l’ensemble des six vecteurs. Formons la matrice dont les lignes sont 
les six vecteurs et réduisons-la à sa forme échelonnée par des opérations élémentaires sur les lignes : 

1 3 - 2  2 3 
4 -3 1 -1 2 -1 

5 - 6  6 3 O 2 - 4  4 
2 5 3 2 1  O -1 7 -2 -5 

3 -2 2 3 -2 2 

d’où 

O -2 
O O 6 0 - 6  O 0  

L’ensemble des lignes non nulles de la matrice échelonnée 

((1, 3, -2, 2, 3), ( O ,  1, -1, 2, -11, ( O ,  O, 2, O, -2)) 

constitue une base de U + W ; donc dim(U + W )  = 3. 

Trouvons d’abord les systèmes homogènes dont les ensembles solutions sont U et W respectivement. 
Formons la matrice dont les premières lignes sont les générateurs de U et dont la dernière ligne est 
(x, y ,  z, s, t )  et reduisons-la à sa forme échelonnée. 

2) 

1 3 -2 2 
1 -1 2 

3 

3 -2 2 

3 -1 -2 O -3 f 
-3 4 :) d’où 

3 -6 
x y z s t  O - 3 x + y  2 x + x  - 2 s +  s -3x+ t 

1 3  -2 2 
-1 2 

O O - x + ~ + x  4 ~ - 2 y + s  - 6 x + v + t  
O O O 

d’où 
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Ecrivons que les éléments de la troisième ligne sont égaux à O de manière à obtenir le système homo- 
gène dont l’ensemble solution est U : 

- X + Y + Z  == O, ~ x - ~ Y + s  = O, - 6 x + y + t  = O 

Formons maintenant la matrice dont les premières lignes sont les générateurs de W et dont la der- 
nière ligne est (x, y, z, s, t )  et réduisons-la à sa forme échelonnée: 

-1 

1 3 0 2  3 O 2 
2 -6 4 (i 5 -3 !) d’où (O O -1 3 -2 

x y z s t  O - 3 x + y  2 - 2 x + s  - x +  t 

O Y (: i O O 

2 
-3 2 

O O - 9 x + 3 y + z  4 x - 2 y f s  2 x - y + t  

Ecrivons que la troisième ligne est composée d’éléments que nous égalerons à O pour obtenir le système 
homogène dont l’ensemble solution est W :  

- 9 x + 3 y + 2  = O, 4 x - 2 y + s  = O, 2 x - y + t  = O 

En combinant les deux systèhes, nous obtenons le système homogène dont l’ensemble solution est U n  W: 

-x+ y + z  = O  
4 2 - 2 y  +.s = O 

- 6 ~ +  y + t  = O 
-9s + 3y + z = O  

4 2 - 2 y  + s  = O  
2 x -  y + t  = O 

ou 

- x +  y +  2 = O  

-5y-62 + t = O 
-6y - 82 = O  

2 y + 4 x + s  = O  
y + 2 2  + t = O  

2 y + 4 Z + S  = O  

- x + y +  2 = O  
2y + 42 + S = O  

82 + 5s 4- 2t = O 
s - 2 t  = O 

- % + y +  2 = O  
2y + 42 + S = O  

82 + 5s + 2t  = O ou 
42 + 3s = O  

s - 2 t  = O 

Il y a une inconnue libre, qui est t ; donc dim(U f i  W )  = 1. Posons t = 2,  on obtient la solution x =  1 ,  
y = 4, z = - 3, s = 4, t = 2 .  Donc ((1, 4, - 3, 4, 2 ) )  est une base de U n  W .  

VECTEURS COORDONNES 

5.36. Trouver les coordonnées de u relativement à la base ((1, 1, 1) ; (1, 1, O) ; (1, O, O)} de R3 
où 1) u = (4, - 3, 2), 2) u = (a, b ,  c) 

Dans chaque cas écrivons que v est une combinaison linéaire des vecteurs de la base en utilisant les sca- 
laires inconnus x, y et z :  

2, = x(1, 1, 1) + y(1, 1, O) + z(1, O, O) 
et résolvons en x, y, z pour obtenir les vecteurs (la solution est unique puisque les vecteurs de la base sont 
linéairement indépendants). 

1) (4, -3,2) = x(1, 1, 1) + Y(1, 1, O) + 4 1 ,  O, O) 
= (2, 2, x) + (y, Y, O) + (2, O, O) 
= ( x + y + z , z + y , % )  

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, on obtient le système 

Remplaçons x par 2 dans la seconde équation ;on obtient y = - 5 ; remplaçons ensuite x par 2 et y,par -5 
dans la première équation ;on  obtient z = 7 .  Ainsi x = 2, y = - 5,  z = 7 est la solution unique du système 
et les coordonnées du vecteur v relativement à la base donnée sont [v] = ( 2 ,  - 5, 7 ) .  

s + y + z  = 4, x + y  = -3, x = 2 
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2 )  (a, b,  c )  = x(1, 1, 1) + y(1, 1 ,  O) + x(1, O, O) = (x + y + z ,  x + y, x) 

Alors x + y + x = a ,  x + y =  b,  x = c  

d’où x = c, y = b - c, z = a - b. Ainsi [ V I  = (c, b - c, a - c) c’est-à-dire [ (a ,  b,  c)] = (c, b - c, a - b). 

5.37. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R. Trouver le vecteur coordonné de la matrice 
A E V relativement 6 la base 

2 3  {(: :). (i -0). (O -0). (: a)] Où A =(4 -7) 

Posons A comme une combinaison linéaire des matrices de la base en utilisant les scalaires inconnus x, y ,  z, w: 

x >  

- x + x + w  2 - y - 2  

- ( % + Y  

Ecrivons que les éléments correspondants sont égaux les uns aux autres. On obtient le système 

x + x f w  = 2, x - y - 2  = 3, x + y  = 4, x = -7 

duquel on  tire x = - 7 ,  y = 11, z = - 21, w = 30. Ainsi [ A ]  = (- 7, 11, - 21, 30). (Remarquons que le vec- 
teur coordonné de A doit être un vecteur de R4 puisque dim V = 4). 

5.38. Soit W l’espace vectoriel des matrices symétriques 2 x 2 sur R (voir problème 5.29). Trouver 

le vecteur coordonné de la matrice A = ( - 
relativement à la base 

-11 -77  

Ecrivons A sous forme de combinaison linéaire des matrices de la base en utilisant les scalaires inconnus 
x, y et z :  

Egalons les éléments correspondants entre eux; on obtient le système équivalent d’équations linéaires, et ré- 
duisons-le à sa forme échelonnée: 

x + 2 y + 4 2 =  4 
x + 2 y + 4 x =  4 x f 2 y f 4 2 =  4 

5y + 72 = -3 OU - 2 x +  y -  2 = -11 ou 
5y + 72 = -3 

-22 + II - 2 = - 1 1  _ _  0 .- ~.~ , 

x + 3 y - 5 2  = -7 
y - 92 = -11 522 = 52 

On obtient z = 1 d’après la troisième équation, puis y = - 2 de la seconde équation et enfin x = 4 de la 
première équation. Donc la solution du système est x = 4, y = - 2, z = 1. D’où [ A ]  = (4, - 2, 1). (Puisque 
dim W = 3 d’après le problème 5.29 Ie vecteur coordonné de A doit être un vecteur de R3). 

5.39. Soit {el , e ,  , e 3  } et {fi , f2  , f 3  } des bases d’un espace vectoriel (de dimension 3). Supposons 

Soit P la matrice dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs e ,  , e ,  , e3 respectivement 
relativement 6 la base {fi}. 
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Montrer que, pour un vecteur quelconque u E V, [ u ] ,  P = [ u 4 .  C’est-à-dire qu’en multipliant 
le vecteur coordonné de u relativement à la base {ei} par la matrice P ,  on obtient le vecteur 
coordonné de u relativement à ia base {fi}. (La matrice P appelée la matrice de changement 
de base), 

Supposons que v = rel f se2 + t e3  ; alors [VI, = (r,  s, t ). En utilisant (1 ) ,  nous avons 

v = .(aifi + azf2 + ad,) + 4 b i f i  + b2f2 + b3f3) + t(c,.f, + c2f2 + ~ 3 f 3 )  

= (rai + sb, + tc,)fl + (ru2 + sb, + tc,)f, + (ru3 + sb, + t c3) fg  

D’où [vlr = (rai + sb ,  + tc,, ~ a g  + sbz + tc2, yu3 + sb, i- te3) 

D’autre part 

[ V I e P  = 

= (rai + sb ,  + te,, ru2 + sb, + tc,, TU, + sb, + te,) 

En conséquence [v], P = [vif. 

plutôt que de les écrire sous forme de vecteurs lignes. Alors d’après ce qui précéde 
Remarque : Dans le chapitre 8, nous écrirons les vecteurs coordonnés comme des vecteurs colonnes, 

b, cl\ r TU,  + s b ,  + t c ,  

Qbj, = [i! ;; ;;)[;) = [.O. + sb2 + t e ? )  = [vlr 
 TU^ + sb,  + t C g  

où Q est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs coordonnés de e l  , e 2  et e3  respectivement, relative- 
ment à la base{fi). Remarquons que Q est 1a.transposee de P et que Q est multipliée à droite par le vecteur 
[v],, tandis que P est multipliée à gauche par le vecteur [v],. 

RANG D’UNE MATRICE 

5.40. Trouver le rang de la matrice A où 
1 3 1 -2 -3 1 2 -3 1 3  

2 3 -4 -7 -3 -2 -1 3 5 -1 
3 8 1 -7 -8 -1 4 -2 -2 3 

(i) A = [’ -’ -4) (ii) A = [ O )  (iii) A = [ 0 -2) 

1) Réduisons par des opérations élémentaires sur les lignes à la forme échelonnée: 

1 3 1 -2 -3 1 3 1 -2 -3 3 1 -2 -3 [i 4 3 -1 -4) d’où ( O  1 2 1 -!) dYoù [i ‘0 0 0 
3 -4 -7 -3 O -3 -6 -3 

3 8 1 -7 -8 O -1 -2 -1 0 0 0 0 0  

Puisque la matrice échelonnée a deux lignes non nulles, rang ( A )  = 2. 

Puisque le rang ligne est égal au rang colonne, il est facile de former la transposée de A et de réduire 
ligne à une forme échelonnée: 

2) 

1 2 -2 -1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 (i 0 -1 4 )  d’où (E -3 3 6 )  d’où ( 0 - 3  3 6 
3 -2 6 -3 -5 0 0 3 7  

Donc rang ( A )  = 3. 



112 

5.41. 

5.42. 

5.43. 

Algèbre linéaire 

3) Les deux colonnes sont linéairement indépendantes, car l’une n’est pas un multiple de l’autre. Donc 
rang ( A )  = 2. 

Soient A et B des matrices quelconques pour lesquelles le produit AB est défini. Montrer 
que rang (AB)  < rang ( B )  et rang (AB)  < rang(A). 

D’après le problème 4.33 page 80, l’espace ligne de AB est contenu dans l’espace ligne de B ; d’où 
rang ( A B )  < rang (BI. De plus, d’après ie problème 4.7 1 page 84, l’espace colonne de AB est contenu dans 
l’espace colonne de A ; d’où rang (AB) < rang(A). 

Soit A une n-matrice carrée. Montrer que A est inversible si et seulement si rang ( A )  = n. 

Remarquons que les lignes de la n-matrice identité 1, sont linéairement indépendantes puisque 1, est 
sbus sa forme échelonnée ; donc rang (1,) = n. Maintenant si A est inversible, alors d’après le problème 
3.36 page 57, A est équivalente ligne à in ; donc rang,(A) = n. Mais si A n’est pas inversible, alors A est 
équivalente ligne à une matrice avec une ligne nulle ; donc rang (A) < n. Donc A est inversible si et seu- 
lement si rang ( A )  = n. 

Soient xi ,  , x i ,  , . . . , xik les inconnues libres d’un système homogène d’équations linéaires 
à n inconnues. Soit uj la solution pour laquelle x. = 1 et  toutes les autres inconnues libres 
= O. Montrer que les solutions u,  , u,, . . . , uk sont linéairement indépendantes. 

‘i 

Soit A la matrice dont les lignes sont les vi respectivement. Echangeons la colonne 1 et la colonne i l ,  
puis la colonne 2 et la colonne i,, . . . , et enfin la colonne k et la colonne i, ; on obtient la matrice kx n 

/ 1  O O . .  . O O C I , k + l  . . . CI,,\ 

.................................... 
O 1 O . . .  O O C 2 , k + l  . .  . B = (Z, C )  = 

La matrice précédente B est sous forme échelonnée, et donc ses lignes sont indépendantes, donc rang@)= k.  
Puisque A et B sont équivalentes colonne, elles ont le même rang, c’est-à-dire rang ( A )  = k.  Mais A a k lignes; 
d’où ces lignes, c’est-à-dire les vir sont linéairement indépendantes, comme nous l’affirmions. 

PROBLEMES DIVERS 

5.44. Le concept de dépendance linéaire peut être étendu à n’importe quel ensemble de vecteurs, 
fini ou infini,comme suit : l’ensemble des vecteurs A = { ui } ,  est linéairement dépendant ssi, 
il existe des vecteurs ui , u i 2 , .  . . , u.  
nuls, tels que : 

E A et des scalaires a, , a , ,  . . . , a, E K non tous 
1 ‘n 

a12/‘,1 + a27A2 + . . * + anvin = O 

Sinon A est dit linéairement indépendant. Supposons que A ,  , A , ,  . . . , soient des ensembles 
de vecteurs linéairement indépendants et que A ,  C A ,  C . . . Montrons que l’union A = 
A ,  U A ,  *U . . . est aussi linéairement indépendante. 

a , ,  a,,. . . , a, E K ,  non tous nuls, tels que 
Supposons A linéairement dépendant. Il existe alors des vecteurs Y, , Y,,. . . , v, E A et des scalaires 

(1 ) u1v1 + UZVup + . . .  + UnVn = O 

Puisque A = U Ai et vi E A, il existe des ensembles A, , ,  . . . , A i n  tels que 

E A,1, ‘ ~ 2  E . . ., vn E Ai,l 

Soit k l’indice maximum des ensembles Aii ; k = max ( i l ,  i, , . . . , in). Il s’ensuit, puisque A , C A ,  C . . . , 
que chaque A i .  est contenu dans A, .  Donc v, , v,,. . . , v, E Ak et donc d’après (11, A k  est linéairement 
dépendant, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse. Ainsi A est linéairement indépendant. 

1 
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5.45. Considérons une suite finie de vecteurs S = { u l ,  u 2 ,  . . . .  u n } .  Soit T la suite de vecteurs 
obtenue à partir de S par une “des opérations élémentaires” suivantes : (i) Echange de 
deux vecteurs, (ii) Multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul, (iii) Addition d’un 
multiple d’un vecteur à un autre vecteur. Montrer que S et T engendrent le même espace W, 
Montrer aussi que T est indépendant si et seulement si S est indépendant. 

Remarquons que, pour chacune des opérations, les vecteurs de T sont des combinaisons linéaires des 
vecteurs de S. D’autre part chacune des opérations a une inverse du même type (à démontrer) ; donc les 
vecteurs de S sont des combinaisons linéaires de vecteurs de T. D’où S et T engendrent le même espace W. 
Ainsi T est indépendant si et seulement si dim W = n, ce qui est vérifié ssi S est aussi indépendant. 

5.46. Soient A = (a,) et B = (bij) deux matrices m x y1 équivalentes ligne sur un corps K ,  et 
soient u l ,  u 2 , .  . . .  un des vecteurs quelconques d’un espace vectoriel V sur K.  Soit 

~i = ~ ~ 1 1 ~ 1  + aiz~z  + . . .  + alnvn ~i = biivi + bizvz + . . .  + binvn 
~z = ~ z i v i  + a22v~ + . . * + aznvn wz 1 bnivi + b 2 2 ~ 2  + * * * + bznvn 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .............................. 
U n i  = ~ i ~ i  + amzz2 + * * * + amnvn ~m = bnlivi + bmzvz + . . * + bmnvn 

Montrer que {ui} et {wi} engendrent le même espace. 
Appliquer une “opération élémentaire” du problème précédent à { ui} est équivalent à appliquer une 

opération élémentaire sur les lignes de la matrice A .  Puisque A et B sont équivalentes ligne, B peut être 
obtenue à partir de A par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes ; donc { wi} peut être obtenu 
à partir de { u i }  par la suite correspondante d’opérations. Donc {ui}et {wi} engendrent le même espace. 

5.47. Soient u l ,  u 2 ,  . , . , un appartenant à un espace vectoriel V sur un corps K. Soit 

WI = allvl + aizvz + . . .  + uinvn 
wz = a ~ ~ v 1  + a22v2 + . . - + aznvn 

w n  = anivi + an2v2 + * * + 
............................ 

OU a, €5 K. Soit P la matrice carrée d’ordre n des coefficients, c’est-à-dire P = ( a i j ) .  

(i) 

(ii) 
(iii) Supposons {wi } indépendant. Montrer que P est inversible. 

(i) 

Supposons P inversible. Montrer que {wi} et {ui} engendrent le même espace ; donc 
{wi} est indépendant si et seulement si {ui} est indépendant. 
Supposons P non inversible. Montrer que {wi} est dépendant. 

Puisque P est iriversible, P est équivalente ligne à la matrice identité 1. Donc d’après le problème 
précédent {wi) et (yi} engendrent le même espace. Ainsi l’un de ces ensembles est indépendant si et 
seulement si l’autre l’est. 

Puisque P n’est pas inversible, elle est équivalente ligne à une matrice ayant une ligne nulle. Ce ui veut 
dire que (wi}engendre ur: espace dont un ensemble générateur a moins de n éléments. Ainsi {w> est 
dépendant. 

Il s’agit de la réciproque du théorème (ii), et donc elle découle de (ii). 

(ii) 

(iü) 

5.48. Supposons que V soit la somme directe de ses sous-espaces U et  W ,  c’est-à-dire V = U @ W .  
Montrer que : (i) si { u l ,  . . . .  um} C U et { w l ,  . . . .  wn} C W sont indépendants, alors 
{ui , wi} est aussi indépendant. (ii) dim V = dim U + dim W .  

(i) Supposons a l u l  -i . + a , ~ ,  4- b l w l  + + .  . + b,w, = O, où ui, bi sont des scalaires. Alors 

O = (alul + ... + a,um) + (b1w, + ... + b p , )  = O + O 

9 
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5.49. 

5.50. 

5.51. 

où O, a l u l  + 
unique, ceci conduit à : 

+ amum E U et O, b ,  w1 + . . . 4- b,w, E W .  Puisqu’une telle somme pour O est 

a l u l  + - + amum = O, b l w l  + . + bnwn = O 
L’indépendance des ui implique que les ai sont tous nuls, et l’indépendance des wj implique que les 
bj sont tous nuls. En conséquence {ui, w j }  est indépendant. 

Méthode 1. Puisque V = U @ W ,  nous avons V = U + W et U n W = {O}. Ainsi, d’après le théo- 
rème 5.8 page 90, 

(ii) 

dimV = dimU + d i m W  - dim(UnW) = dimU + dimW - O = dimU + dimW 

Méthode 2. Supposons que { u l ,  . . . , u,} et { w l ,  . , . , w,} soient les bases de U et W respectivement. 
Puisqu’ils engendrent U et W respectivement, { ui, w.} engendre V = U + W .  D’autre part d’après 
(i) {ui, wj}est indépendant. Donc {ui, w j }  est une dase de V ; d’où dim V = dim U + dim W .  

Soit U un sous-espace de l’espace vectoriel V de dimension finie. Montrer qu’il existe un 
sous-espace W de V tel que V = U 61 W .  

base de V,  par exemple, { u l ,  . . . , u,, w l , .  . . w,}. Soit W l’espace engendré par {wl, . . . , w,}. Puisque 
{ui, wj}  engendre V, V = U + W .  D’autre part, U n W = {O}. (Problème 5-62). Donc V = U @ W .  

Soit { ul ,  u2 ,  . . . , u,} une base de U. Puisque {ui} est linéairement indépendant, on peut l’étendre à une 

Rappelons (page 65) que si K est un sous-corps d’un corps E (où E est une extension de 
K ) ,  alors E peut être considéré comme un espace vectoriel sur K. (i) Montrer que le corps 
des complexes C est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps des réels R. (ii) Montrer 
que le corps des réels R est un espace vectoriel de dimension infinie sur le corps des 
rationnels Q .  

(i) Nous affirmons que (1 , i }  est une base de C sur R. Car si v E C alors v = a + bi = a - 1 + b i 
où a, b E R ; c’est-à-dire que (1, i }  engendre C sur R. De plus, si x 1 + y - i = O ou x + y i  = O, 
où x, y E R, alors x = O et y = O ; c’est-à-dire, { 1, i } est linéairement indépendant sur R. Ainsi 
(1, i}est une base de C sur R, et donc C est de dimension 2 sur R. 

Nous affirmons que, quel que soit n, (1, rr, r r 2 , .  . . , nn} est linéairement indépendant sur Q .  En 
effet supposons que a. i + alrr + a2n2 + . . + a,? = 0, où les ai E Q et ne sont pas tous nuis. 
rr est alors une racine du  polynôme non nul suivant sur Q : ,ao + a lx  + a2x2  + . . + a,x“. Mais 
l’on peut montrer que rr est un nombre transcendant ; c’est-a-dire que rr ne peut être la racine d’un 
quelconque polynôme non nul sur Q .  En conséquence les n + 1 nombres réels 1, rr, r r 2 ,  . . . , ff 
sont linéairement indépendants sur Q .  Ahsi quel que soit n fini, R ne peut être de dimension n sur 
Q ,  c’est-à-dire R est de dimension infinie sur Q .  

(ii) 

Soit K un sous-corps d’un corps L et L étant lui-même un sous-corps d’un corps 
E : K C L C E : Supposons que E soit de dimension n sur L et L soit de dimension rn 
sur K. Montrer que E est de dimension rnn sur K. 

Supposons que {v , . . . , v,} soit une base de E sur L et que{al,  . . . ,a,} soit une base de L sur K. 
Nous affirmons que t a i v j  : i = 1 , .  . . , m, j = 1 , .  . . , n} est une base de E sur K.  Remarquons que { a i v j }  
contient mn éléments. 

Soit w un élément quelconque de E. Puisque{ vl ,  . . . , v,} engendre E sur L,  W est une combinaison 
linéaire des vi dont les coefficients appartiennent à L :  

w = bivi + bzv, + . . . + bnVn, bi E L (1 1 
Puisque { a l ,  . . . , a,} engendre L sur K ,  chaque bi E L est une combinaison linéaire des ai dont les coeffi- 
cients appartiennent à K : 

b ,  = klial + kIza2 + * .  * + klmam 

b, = kzlal  + k2,a2 + * * * + kznLa, 
................................. 
b ,  = knlal + kn2az + . . . + knmam 
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où kii E K. w est donc une combinaison linéaire des aivj dont les coefficients appartiennent à K ; donc 
{ a i ,  vi} engendre E sur K. 

La démonstration sera complète si nous montrons que {aivi} est linéairement indépefidant sur K. 
Supposons que, pour les scalaires xii E K, xji(aivi) = O ; c'est-à-dire 

i,i 
(XllUIW1 + 2 1 2 a 2 w 1  + . . . + Xlmamwl)  + * . * + (x,lulw, + 2,$-L2w, + - . . + z,,a,w,) = O 

ou (xllal + X126.2 + . . . + XlrnUrn)W1 + * . . + (xnlal + x,2u2 + . . . + 2,,um)w, = O 

Puisque { v l ,  . . . , v,} est linéairement indépendant sur L ,  et puisque les coefficients des vi appartiennent 
à L, chaque coefficient doit être nul: 

xl la l  + zl2u2 + . . . + xlma, = O ,  . . . , xn1al + xn2u2 + . . . + z,,a, = O 

Mais {a l ,  . . . , a,,,} est linéairement indépendant sur K ; ainsi puisque xii E K, 
211 = O ,  21.2 = O ,  . . .> = O ,  . . ., 2,1 = O ,  x,2 = O ,  . . ., x,, = O 

Donc {a i ,  vi} est linéairement indépendant sur K ,  et le théorème est démontré. 

PRQRLEMES SUPPLEMENTAIRES 

DEPENDANCE LINEAIRE 
5.52. Déterminer si u et v sont linéairement dépendants où 

(i) 

(ii) 

u = (1, 2, 3, 4), w = (4, 3, 2, 1) 

u = (-1, 6, -12), w = (4, -3, 6 )  

(iii) 

(iv) 

u = ( O ,  1), w = ( O ,  -3) 

u = (1, O, O ) ,  w = ( O ,  O ,  -3) 

(vii) u = -t3 f ' t 2  2 - 16, w = 4t3 - &t2 + 8 (viii) u = t3 + 3t + 4, w = t 3  + 4 t  + 3 

4 5.53. Déterminer si les vecteurs suivants de R 
(3, 8, - 5 ,  71, (2, 9, 4, 23) ; (ii) (1, - 2, 4, 11, (2, 1, O, - 31, (3, - 6 ,  1, 4). 

sont iinéairement dépendants ou indépendânts : (i) (1, 3, - 1, 41, 

5.54. Soit V l'espace vectoriel des matrices 2 x 3 sur R. Déterminer si les matrices A ,  B ,  C E V sont linéairement 
dépendantes ou indépendantes où : 

5.55. Soit V l'espace vectoriel des polynômes de degré < 3 sur R. Déterminer si u, v, w E W sont linéairement 
dépendants ou indépendants avec : 

(i) u = t 3  - 4t2 + 2t + 3, w = t 3  + 2t2 + 4 t  - 1, w = 2 t 3  - t z  - 3t + 5 

(ii) u = t 3  - 5 t 2  - 2 t  + 3, w = t 3  - 4 t 2 -  3t + 4, w = 2 t 3  - 7 t2 -  7t  + 9 
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5.56. 

5.57. 

5.58. 

5.59. 

5.60. 

5.61. 

5.62. 

5.63. 

BASE 
5.64. 

5.65. 

5.66. 

5.67. 

5.68. 

Ugèbre linéaire 

Soit V l'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que J g, h E V sont linéairement indépen- 
dantes avec (i) f(t) = et, g( t )  = sin t ,  h(t) = t 2 ;  (ii) f(t) = et, g ( t )  = ezt, h( t )  = t ;  (iii) f(t) = et, 
g ( t )  = sin t, h(t) = cos t. 

Montrer que (i) les vecteurs (1 - i, i) et (2, - 1 + i) dans C sont linéairement dépendants sur le corps 
complexe C, mais sont linéairement indépendants sur le corps des réels R ; (ii) les vecteurs ( 3  + fi 1 4- fi 
et (7 ,  1 -t 2 d )  dans R2 sont linkairement dépendants sur le corps des réels R mais sont linéairement indé- 
pendants sur le corps des rationnels Q .  

2 

Supposons u, v et w vecteurs linéairement indépendants. Montrer que : 

(i) 
(ii) 

Démontrer ou trouver un contre-exemple : Si les vecteurs non nuls u, v et w sont linéairement dépendants, 
alors w est une combinaison linéaire de u et v. 

Supposons v l ,  v2,. . . , v, n vecteurs linéairement indépendants. Démontrer que 

(i) 
(ii) 

u + v - 2w, u - Y - w et u + w sont linéairement indépendants. 
u i- v - 3w, u + 3v - w et v + w sont linéairement dépendants. 

{alvl, u2v2,. . . , anvn}  est linéairement indépendant oÙ chaque ai f O. 

{ v l , .  . . , v i W l ,  w, 
et bi # O. 

. . . ,Y,} est linéairement indépendant où w = b l v l  + . 4- bivi + * m .  + b,v, 

Soient v = (a, b )  et w = (c, d )  appartenant à K 2 .  Montrer que {v, w} est linéairement dépendant si et 
seulement si ad - bc = O. 

Supposons que { u l ,  . . . , u,., wl,. . . , w,} soit un sous-ensemble linéairement indépendant d'un espace vectorieL V. Mon 
trer que L (ui)  n L (wi )  = {O). (Rappelons que L (ui) est l'espace linéaire engendré par les ui). 

Supposons que (all ,  . . . , a l " ) ,  . . . , (aml , .  . . , am") soient des vecteurs linéairement indépendants de K", 
et supposons que v l ,  . . . , v, soient des vecteurs linéairement indépendants d'un espace vectoriel V sur K. 
Montrer que les vecteurs 

w 1  = u1p1 + . * * + Ul,W,, . . .> w,, = U,lV, + . . .  + unLnVn 

sont aussi linéairement indépendants. 

ET DIMENSION 
Déterminer si oui ou non chacune des formes suivantes est une base de R2: 
(i) (1, 1) et (3, 1) (iii) (O,  1) et (O,  -3) 
(ii) (2, 1), (1, -1) et (O,  2) (iv) (2, 1) et (-3, 87) 

Déterminer si oui ou non les formes suivantes constituent des bases de R3: 
(i) (1, 2, -1) et (0 ,  3, 1) 
(ii) (2, 4, -3), ( O ,  1, 1) et ( O ,  1, -1) 
(iii) (1, 5, -6), (2, 1, 8), (3, -1, 4) et (2, 1, 1) 

(iv) (1, 3, -41, (1, 4, -3) et (2, 3, -11) 

Trouver une base et la dimension du sous-espace W de R4 engendré par 
(i) (1, 4, -1, 3), (2, 1, -3, -1) et ( O ,  2, 1, -5) 
(ii) (1, -4, -2, l ) ,  (1, -3, -1, 2) et (3, -8, -2, 7) 

Soit V l'espace des matrices 2 x 2 sur R et  soit W le sous-espace engendré par : 

1 -5 2 -4 1 -7 

(-4 2 ) '  (-: :>. (-5 7) et (-5 1 )  

Trouver une base et la dimension de W. 
Soit W l'espace engendré par les polynômes 

u = t 3 + 2 t 2 - 2 t + 1 ,  w = t 3 + 3 t 2 -  t f 4  et w = 2 t 3 + t 2 - 7 t - 7  

Trouver une base et la dimension de W. 
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5.69. Trouver une base et la dimension de l’espace solution W de chacun des systèmes homogènes suivants : 

x + 3 y + 2 x  = O x - 2 y i 7 2  = O 

x + 5 y +  2 = O 2% + 3y - 22 = O 

3x + 5y + 82 = O 2 x -  y +  2 = O 

x + 4 y + 2 2  = O 

2 x +  y + 5 x  1 O 

(9 (ii) (iii) 

. 5.70. Trouver une base et la dimension de l’espace solution W de chacun des systèmes homogènes : 

x + 2 y - 2 2 + 2 s -  t = O x + 2 y -  z f 3 s - 4 t  = Q 
x + 2 y -  x + 3 s - 2 t  = O 2x + 4y - 22 -- s + 5 t  = O 

2 x + 4 y - 7 2 +  s +  t = O 2x + 4y - 22 + 4s -- 2t  = O 

(i) (ii) 

5.71. Trouver un système homogène dont l’ensemble solution W est engendré par 

5.72. Soient V et W les sous-espaces suivants de R4 : 

V 1 { ( ~ , b , c , d ) :  b - 2 c + d = O ) ,  W = ( ( a , b , c , d ) :  ~ = d ,  b = 2 ~ )  

Trouver une base et la dimension de 1) V,  2) W, 3) V n W .  

5.73. Soit V l’espace vectoriel des polynômes en i de degré < n. Déterminer si oui ou non chacun des systèmes 
suivants est une base de V: 
(i) (1, l + t ,  l + t + t 2 ,  1 + t + t 2 + t 3 ,  ..., 1 + t + t 2 + . - - + t n - l + t n )  

(ii) (1 + t ,  t + t 2 ,  t 2 +  t3, . . ., tn-2 + tn-1, tn-’+ t”}. 

SOMMES ET INTERSECTIONS 

5.74. Supposons que U et W soient des sous-espaces de dimension 2 de R3. Montrer que U n  W # {O). 

5.75. Supposons que U et W soient des sous-espaces de V et que dim U = 4, dim W = 5 et dim V = 7.  Trouver 
les dimensions possibles de U fi W. 

5.76. Soient U et W des sous-espaces de R3 pour lesquels dim U = 1, dimW = 2 et U $ W .  Montrer que 
R3 = U @  W. 

5.77. Soit U le sous-espace de R5 engendré par 

((1, 3, -3, -1, -41, (1, 4, -1, -2, -2), (2, 9, O ,  -5: -2)) 

et soit W le sous-espace engendré par 

((1, 6, 2, -2, 3), (2, 8, -1, -6, -5), (1, 3, -1, -5, -6)) 

Trouver 1) dim(U -t W ) ,  2 )  dim(U n W). 

5.78. Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur R. Soient U et W les sous-espaces engendrés par 
(t3 + 4t2 - t + 3, t 3  + 5t2 -t 5, 3t3 + lo t2  - 5t  + 5) 

respectivement. Trouver 1) dim(U + W ) ,  2) dim (U n W ) .  
et (t3 + 4t2 + 6, t 3  + 2t2 - t + 5, 2t3 + 2t2 - 3t + 9) 

5.79. Soit U le sous-espace de RS engendré par 
((1, -1, -1, -2, O ) ,  (1, -2, -2, O, -3), (1, -1, -2, -2, 1,) 

((1, -2, -3, O ,  -2), (1, -1, -3, 2, -4), (1, -1, -2, 2, -5)) 
et soit W le sous-espace engendré par 

1) 
2) 

Trouver deux systèmes homogènes dont les espaces solutions sont U et W respectivement. 
Trouver une base et la dimension de U n W .  
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VECTEURS COORDONNES 

5.80. 

5.8 1 .  

5.82. 

5.83. 

5.84. 

5.85. 

Considérons la base suivante de R3 : ( ( 2 ,  1), (1, - l)}. Trouver le vecteur coordonné de  v E R2 relativement 
à la base précédente où 1) v = ( 2 ,  3);  2) v = (4, - 1); 3)  (3, - 3); 4) v = (a ,  b) .  

Dans l’espace vectoriel V des polynômes en t de degré < 3, considérons la base suivante:{l, 1 - t ,  (1 - t)’, 
( 1  - t )3} .  Trouver le vecteur coordonné de v E V relativement à la base précédente si 1) v = 2 - 3t 4- t2 + 2t3 ; 
2) v = 3 - 2t - t2;  3)  Y = a + bt  i- C t 2  d t 3 .  

Dans l’espace vectoriel W des matrices symétriques 2 x 2 sur R, consid6rons la base suivante : 

{(-; -é) ’  (: :)> (-: - Y ) >  
Trouver le vecteur coordonné de la matrice A E W relativement à la base précédente si 

Considérons les deux bases suivantes de R3:  

{el = (1, 1, 1), e2 = (O,  2 ,3) ,  e3 = (O, 2, -l)} et {fi = (1,1, O), fz = (1, -1, O), f~ = (0,0,1)> 

1) 
2) 

3) 

Supposons que { e l ,  . . . , en}  et {f,, . . . ,fn} soient des bases de l’espace vectoriel V (de dimension n). Soit P 
la matrice dont les iignes sont respectivement les vecteurs coordonnés des e relativement à la base { f i>  Démon- 
trer que pour un vecteur quelconque v € V; [v], P = [v],. (Ce résultat est démontré dans le problème 5.39 dans 
le cas n = 3). 

Trouver le vecteur coordonné de v = (3, 5, - 2 )  relativement à chaque base : [v], et [ v ] ~  
Trouver la matrice P dont les lignes sont respectivement les vecteurs coordonnés des ei relativement à la 

Vérifier que [v], P = [vIlf. 
base {f, t f2 , f3). 

Montrer que le vecteur coordonné de O E V relativement à une base quelconque de V est toujours le n-tuple nul 
(O, O, O, . . . , O). 

RANG D’UNE MATRICE 

5.86. Trouver le rang de chacune des matrices : 

4 2 4  8 -7 -2 -11 -6 
2 7 -3 6 13 5 -8 

(i) (ii) (iii) (iv) 

5.87. Soient A et  B deux matrices arbitraires rn x n. Montrer que rang (A i- B )  < rang@) + rang@). 

5.88. Donner des exemples de matrices 2 x 2 A et B telles que : 
(i) rang ( A  + B )  < rang ( A ) ,  rang (B) 
(iii) .rang ( A  + B )  > rang (A) ,Fag (B) . 

(ii) rang ( A  + B )  = rang ( A )  = rang <B) 

PROBLEMES DIVERS 
5.89. Soit W l’espae vectoriel des matrices symétriques 3 x 3 sur K .  Montrer que dim W = 6 en donnant une 

base de W (Rappelons que A = (a,) est symétrique ssi aii = uii). 

une base de W .  (R.appelons que A = (a,) est antisymétrique ssi aij = - aii). 

théorème 5.6 (3) page 89). 

5.90. Soit W l’espace vectoriel des matrices antisymétriques 3 x 3 sur K. Montrer que dim W = 3 en donnant 

5.91. Supposons dim V = n. Montrer qu’un ensemble générateur de n éléments est une base. (Comparer avec le 
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5.92. Soient t l  , t 2 , .  . . , t, des symboles et soit K un corps quelconque. Soit V l’ensemble des expressions 
a l  t l  + a2 t2 + . . + a, t, où ai E K.  Définissons une addition dans V par 

(ait ,  + ~ 2 t z  + . . . + anin) + ( b i t ,  + b2t2  + ’ . . + b,ttn) 
= (a ,  + b,)t, + (a2 -k b,)t, + * .  * + (a, + b,)t, 

Définissons une multiplication scalaire dans V par 

k(ait ,+ aztz + . . . + ~,t,) = kalt1 + kaztz + . . + ka,t, 

Montrer que V est un espace vectoriel sur K avec les opérations précédentes. Montrer aussi que{ t l ,  . . . , t,} 
est une base de V où, pour i = 1, . . . ,n,  

ti = O t ,  + ... + Oti_1+ l t i  + 0ti+1 + . . .  + Ot ,  

5.93. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K ,  et supposons que K soit un espace vectoriel de di- 
mension m sur un sous-corps F. (D’où V peut être aussi regardé comme un espace vectoriel sur le sous-corps F). 
Démontrer que la dimension de V sur F est mn. 

5.94. Soient U et W deux espaces vqctor<els sur le même corps K ,  et soit V ka somme directe extérieure de U et W 
(voir problème 4.45). Soient U et W les sous-espaces de V définis par U = {(u , O )  : u E U}et W = { ( O ,  W )  : 
w E W}. 

1) 

2 )  

M I t r e r  que U est isomorphe à U par la correspondance biunivoque u * (u , O )  et que W est isomorphe 
à W par la correspondance biunivoque w ++ ( O ,  w). 
Montrer que dim Y = dim U + dim W .  

5.95. Supposons V = U @ W .  Soit le produit direct extérieur de U et W. Montrer que V est isomorphe à ? par 
la correspondance biunivoque v = u + w ++ ( u ,  w). 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

5.52. 1) non 2) oui 3) oui 4) non 5) oui 6) non 7) oui 8) non. 

5.53. 1 ) dépendant 2) indépendant. 

5.54. 1 )  dépendant 2) indépendant. 

5.55. 1) indépendant 2) dépendant. 

5.57. (i) ( 2 ,  -1 + i) = (1 + i)(i - i, i); 
5.59. L’énoncé est faux. Contre-exemple : u = (1, O),v  = ( 2 ,  O) et w = (1, 1) dans R2.  Le lemme 5.2 suppose 

(ii) (7, i + 2$i) = (3 - f i ) (3  + fi, i + fi). 

qu’un des vecteurs non nuls u, v, w est une combinaison linéaire des vecteurs précédents. Dans ce cas v =  2u. 

5.64. i )  oui 2) non 3) non 4) oui. 

5.65. i )  non 2) oui 3 )  non 4) non. 

5.66. 1) dim W = 3. 

5.67. dim MJ = 2. 

5.68. dim W = 2. 

5.69. 1)  base ((7, - 1, - 2 ) )  ; dim W = 1; 2 )  dim W = O ;  3)  base ((18, - 1, - 7)) ; dim W = 1. 

2 )  dim W = 2. 

5.70. (i) base ((2, -1, O ,  O ,  O), ( % O ,  1, -1, O), (3, O ,  1, O ,  1)); dim W = 3 

(ii) base ( ( 2 ,  -1, O,O, O ) ,  ( l , O ,  1, O ,  O ) ) ;  dim W = 2.  



120 Algèbre linéaire 

5 x + y - z - s  = O 

z + y - 2 - t  = O 
5.71. { 
5.72. (i) base ((1, O, O , O ) ,  (0,2,1, O),  (O, -1, O ,  1)); dim V = 3. 

(ii) base { ( l , O ,  O , l ) ,  (0,2,1, O)}; dim W = 2. 

( i ~ i !  base {(O, 2,1, O)}; dirn ( V n  W )  = 1. R é p .  v W doit satisfaire les trois conditions sur 
a, b, c et d. 

5.73. 1) oui 2) non. Car dim V = n -t 1, mais l'ensemble contient seulement n éléments. 

5.75. d i m ( U n W )  = 2, 3 ou 4. 

5.77. d i m ( U + W ) = 3 ,  d i m ( U n W ) = 2 .  

5.78. dini (U + W )  = 3, dim ( U n  W) = 1. 

4x + 2y - s = O  
9 2 + 2 y + z  i - t  = O 

3 2 + 4 y - z  - t = O  
4 x f 2 y  + s  = O '  

5.79. (i) { 
(ii) ((1, -2, -5, O, O), (O, O ,  1, O ,  -i)}. dim ( U n  W )  = 2. 

5.80. (i) [w] = (5/3, -4/3), (ii) [w] = (1, 2), (iii) [w] = ( O ,  3), (iv) [ V I  = ((a + b)/3, (a - 2b)/3). 

5.81. (i) [w] = (2, -5, 7, -2), (iij [v] = ( O ,  4, -1, O ) ,  (iii) [w] = (a + b + e + d, -b  - 2c - 3d, e + 3d, 4). 

5.82. (il [ A ]  = (2, -1, 1), (ii) [A] = (3, 1, -2). 

O 
(ii) P = 1 -1 5.83. (i) [vie = (3, -1, 2), [ w ] ~  = (4, -1, -2); i: -1 

5.86. (i) 3, (ii) 2, (iii) 3, (iv) 2. 

5.93. La démonstration est identique à celle donnée dans le problème 5.48 page 113 pour un cas particulier (lorsque 
v est une extension du corps K ) .  



CHAPITRE 6 

Applications linéaires 

FONCTIONS 

ment unique de B ; l’ensemble de ces correspondances est appelé une fonction ou application de 
A dans B et on l’écrit 

f : A + B  ou A f B  

On écrit f ( a ) ,  lu “ f  de a”, pour l’élément de B associé 5 a E A par f ; c’est la valeur donnée par 
f 6 a ,  où l’image de a par f .  Si A’ est un sous-ensemble quelconque de A ,  alors f ( A ‘ )  est l’ensemble 
des images des éléments de A’ ; et  si B‘ est un sous-ensemble de B ,  alors f-’(B‘) est l’ensemble 
des éléments de A dont les images appartiennent à B’: 

Soient A et B deux ensembles quelconques. Supposons qu’à chaque a E A on associe un 616- 

f (A’)  = {f(a): a E A’} et f - ’ (B’)  = {a E A : f ( a )  E B’} 

Nous appelons f ( A ’ )  l’image de A’ et f-’(B’) l’image réciproque ou la préimage de B‘. En parti- 
culier l’ensemble de toutes les images, c’est-à-dire f ( A ) ,  est appelé l’image de f. De plus A est 
appelé le domaine de l’application f : A -+ B et  B est appelé son co-domaine. 

A chaque fonction f : A -+ B ,  il correspond le sous-ensemble de A x B défini par 
{ a ,  f ( a )  : a E A } .  Nous appelons cet ensemble le graphe de f. Deux fonctions f : A -+ B et 
g : A -+ B sont dites égales par définition si f ( a )  = g ( a )  pour chaque a E A et on écrit f = g ,  
c’est-à-dire qu’elles ont le même graphe. Ainsi nous ne distinguerons pas une fonction de son 
graphe. La négation de la propriété f = g est écrite f # g et signifie qu’il existe un a de A tel que 
f ( a )  f &?(a). 

Exemple 6.1 : Soient A = { a ,  b, c, d }  et B ={x,  y ,  .z, w}. Le diagramme suivant définit une application 
f de A dans B :  

Ici f(a) = y ,  f(b) = x, f(c) = z et f(d) = y .  Aussi 

f ( ( a ,  b ,  d ) )  = M a ) ,  f(b), f(4) = {Y, x, Y> = {X, Y) 

L’image de f est l’ensemble {x, y? z} : f(A) = { x, y ,  z}. 

Exemple 6.2 : Soit f : R -+ R I’applicztion qui associe à chaque nombre réel x son carré x2: 

x t+ x* ou f(x) = x y  
Ici l’image de - 3 est 9 et nous pouvons écrire f ( -  3) = 9. 
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Nous utilisons la flèche I+ pour indiquer l’image d’un élément arbitraire x E A par la fonc- 

x t-, f(x) tion f : A + B et  on écrit 

comme dans l’exemple précédent. 

Exemple 6.3 : Considérons la 2 x 3 matrice A = (i -4 -:) . Si nous écrivons les vecteurs dans R 3  

et R2 comme des vecteurs colonnes, alors A détermine l’application T : R3 -+ R2 définie 
Par 

v !+ Av c’est-à-dire T ( v )  = Av, v E R 3  

Remarque : Chaque matrice m x n A SUT un corps K détermine l’application T : K n  + K” dé- 
finie par u I+ Au 
où les vecteurs dans K” et Km sont écrits comme des vecteurs colonnes. Pour la 
commodité nous noterons habituellement l’application précédente par A ,  qui est le 
même symbole utilisé pour la matrice. 

Exemple 6.4 : Soit V l’espace vectoriel des polynômes de la variable t sur le corps des réels R. Alors la 
dérivation définit une application D : V -+ V,  où à chaque polynôme f E V on associe 
D ( f )  = d f /d t .  Par exemple D ( 3  t2 - 5 t + 2 )  = 6 t  - 5. 

Soit Y l’espace vectoriel des polynômes en t sur R (comme dans l’exemple précédent). 
Alors l’intégrale de O 

on associe j(f) = j1 f ( t )  dt .  Par exemple 

Exemple 6.5 : 
1 définit une application 4 :  V -* R , où à chaque polynôme f E V 

O 

4 ( 3 P  - 5 t  + 2) = i ’ ( 3 t 2 - 5 t + 2 ) d t  = 3 
Remarquons que cette application est une application de l’espace vectoriel Y dans le corps 
des scalaires R, tandis que l’application dans l’exemple précédent est une application de V 
dans lui-même. 
Considérons les deux applications f : A -+ B et g : B -+ C représentées ci-dessous : Exemple 6.6 : 

Soit a E A : donc f ( a )  E B, le domaine de g. Donc, nous pouvons obtenir l’image de f(a) 
par l’application g, qui est g ( f ( a ) ) .  Cette application 

de A dans C est appelée l’application composée ou produit de f et de g et est notée g O f. 
En d’autres termes ( g  O f) : A -+ C est l’application définie par 

a [-+ g ( f ( a ) )  

(g O f ) ( U )  = s ( f ( 4 )  
Notre premier théorème montrera que la composition des applications est associative. 

Théorème 6.1 : Soit f : A + B, g : B + C et h : C += D. Alors h O ( g  O f )  = ( h  O g )  O f. 

Démontrons maintenant ce théorème. Si a E A ,  alors 

(h  O (g O f ) ) ( a )  = h ( ( g  of)(a)) = h ( g ( f ( 4 ) )  

( (h  O 9 )  ofNa) = (h  O g)V(a))  = h(s(f(4)) et 

D’où ( h o ( g o f ) ) ( a )  = ( ( h o g ) o f ) ( a )  quel que soit a E A et donc h ( g  f )  = ( h  g )  f. 

Remarque : Soit F : A + B. Certains auteurs écrivent aF à la place de F ( a )  pour l’image de a 
par F. Avec cette notation la composition de fonctions F : A + B et  G : B += C 
est notée par F O G et non par G O F comme on l’utilisera par la suite dans le 
texte. 
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Nous introduirons maintenant des types spéciaux d’applications. 

Définition : Une application f : A + B est dite injective si des éléments distincts de A ont des 
images distinctes ; c’est-à-dire 

si a # a’ implique f ( a )  # f ( a ’ )  
ou ce qui est équivalent si f ( a )  # f ( a ’ )  implique a = a’ 

Une application f : A + B est dite surjective si chaque b E B est l’image d’au moins 
un a t A .  

Définition : 

Une application qui est à la fois injective et surjective est dite bijective. 

Soient f : R -+ R, g : R -+ R et k : R -+ R définies par f ( x )  = 2x, g ( x )  = x 3  - x et 
h ( x )  = x 2 ,  dont les graphes sont les suivants : 

Exemple 6.7 : 

f ( x )  = 22 g ( 2 )  = 2 3  - x h(2)  = 22 

L’application f est injective ; géométriquement ceci veut dire que toute droite horizon- 
tale ne contient pas plus d’un point de f. L’application g est surjective : géométrique- 
ment ceci veut dire que toute droite horizontale contient au moins un point de g. 
L’application h est ni injective, ni surjective, par exemple 2 et - 2 ont la même image 4, 
et - 14 n’est pas l’image d’un élément quelconque de R. 

Soit A un ensemble quelconque. L’application f : A + A définie par f(a) = a, c’est-à- 
dire qui associe à chaque élément de A lui-même, est appelée l’application identique de 
A et est notée par 1, ou 1 ou 1. 

Soit f : A -+ B.  Nous appelons g : B + A l’inverse de f, écrite f-f si 

Exemple 6.8 : 

Exemple 6.9 : 

f o g  = 1, et g o f  = lA 

Nous affirmons que f admet un inverse si et seulement si f est à la fois injective et sur- 
jective (Problème 6.9). Ainsi si b € B alors f - ’ (b)  = a, où a est l’élément unique de A 
pour lequel f(a) = b. 

APPLICATIONS LINEAIRES 
Soient U et V deux espaces vectoriels sur le même corps K. Une application F : V -+ U est 

appelée une application linéaire (ou transformation linéaire ou homomorphisme d’espace vectoriel ) 
si elle satisfait aux deux conditions suivantes : 

(1) Quels que soient u, w G V ,  F ( u  + w )  = F ( v )  + F ( w ) .  
(2) Quel que soit k E K et quel que soit u t V, F ( k u )  = k F ( u ) .  

En d’autres termes F : V -+ U est linéaire si elle conserve les deux opérations de base d’un espace 
vectoriel, c’est-à-dire l’addition vectorielle et la multiplication par un scalaire. 

En remplaçant k par O dans (2) on obtient F ( 0 )  = O. En conséquence, chaque application li- 
néaire donne du vecteur nul une image qui est le vecteur nul. 
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Maintenant quels que soient les scalaires a, b E K et quels que soient les vecteurs u, w E W ,  
nous obtenons en appliquant les deux conditions de linéarité à la fois. 

Plus généralement, quels que soient les scalaires ai E K et quels que soient les vecteurs ui E V, 
nous obtenons la propriété de base des applications linéaires : 

F ( a u  + bw) = F(au)  + F ( b w )  = aF(u) + bF(w) 

F ( u m  + uzvz + . * * + unv,) = aiF(v1) + azF(v2) + . . . + a,*F(v,) 

Remarquons que la condition F(au + bw) = aF(u)  + bF(w) caractérise complètement les 
applications linéaires et peut être utilisée comme la définition des applications linéaires. 

Exemple 6.10 : Soit A une matrice quelconque m x n sur le corps K. Comme on l’a dit précédemment, 
A détermine une application T : K n  -+ K M  par la correspondance Y H Av. (Ici les vec- 
teurs de Kn et Km sont écrits sous forme de vecteurs colonnes). Nous affirmons que T 
est une application linéaire. Car, d’après les propriétés des matrices, 

T ( v +  w )  = A(w + w )  = Av + Aw = T(v )  + T ( w )  

et T ( k v )  = A(kv )  = kAw = k T ( v )  

où v, w E K n  et k E K.  
Dans le chapitre suivant, nous montrerons que toute application linéaire d’un espace vectoriel 

Exemple 6.11 : Soit F : R3 -+ R3 l’application “projection” dans le plan <y : F ( x ,  y ,  z) = (x, y ,  O ) .  

F (v  + w )  = F(a + a’, b + b‘, c + c’) = ( a  + a’, b + b’, 0 )  

fini dans un autre, peut être représentée par une application ’ linGaire’ du type précédent. 

Montrons que F est linéaire. Soient i~ = (a ,  b, c) et w = ( a ,  b’, c‘). Alors 

= (a,  b, O )  + (a’, b‘, O )  = F ( v )  + F ( w )  
et quel que soit k E R ,  

F(kv )  = F ( k a ,  kb, kc)  = (ka,  kb, O )  = k(a, b, O )  = kF(v) 

Donc F est linéaire 

Exemple 6.12 : Soit F : R2 -+ R2 l’application “translation” définie par F ( x ,  y )  = (x -k 1, y + 2). 
Remarquons que F ( 0 )  = F ( 0 ,  O )  = (1, 2) # O. En d’autres termes le vecteur nul 
n’est pas transformé en vecteur nul. Donc F n’est pas linéaire. 

Soit F : V -f U l’application qui associe O E U à chaque Y E V .  Alors quels que soient 
v, w E V et quel que soit k E K nous avons 

F ( w  + w )  = 0 = 0 + O = F ( v )  + F ( w )  

Exemple 6.13 : 

et F ( k v )  = O = kO = k F ( v )  

Ainsi F est linéaire. Nous appelons F l’application nulle et on la notera habituellement 
par O. 

Exemple 6.14 : Considérons l’zpplication identité 1 : V -+ V qui transforme v E V en lui-même. Quels 
que soient v, w E V et quels que soient a, b E K nous avons 

Z(av t bw) = av + bw = aZ(v) + bl (w)  
Donc Z est linéaire. 

Exemple 6.15 : Soit V l’espace vectoriel des polynômes de la variable t sur le corps des réels R. L’appli- 
cation différentielle D : V -+ V et l’application intégrale 3 : V -+ R définies dans les 
exemples 6.4 et 6.5 sont linéaires. On démontre en effet en analyse que quels que soient 
u, v E  V e t  k E R ,  

c’est-à-dire D ( u  -t v j  = D ( u )  -i D ( v )  et D ( k u )  = k D ( u )  ; et aussi 

(u(t) + w ( t ) ) d t  = s,’ u ( t ) d t  + w ( t ) d t  

i’ k u(t)  d t  = k s,’ u(t) d t  

c’est-à-dire J(u + v) = J(u)  + J(v) et ~ ( k u )  = k J ( u ) .  
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Exemple 6.16 : Soit F : Y + U une ap lication linéaire qui est à la fois injective et surjective. Alors 
l‘application inverse F-’ : U -+ Y existe. Nous montrerons (Problème 6.17) que l’appli- 
cation inverse est aussi linéaire. 

Lorsque nous avons discuté des coordonnées d’un vecteur relativement à une base donnée 
nous avons aussi introduit la notion de deux espaces isomorphes. Donnons maintenant une défi- 
nition formelle. 

Définition : Une application linéaire F : V -+ U est appelée un isomorphisme si elle est irijec- 
tive. Les espaces vectoriels V, U sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme 
surjectif de V sur U. 

Exemple 6.17 : Soit V un espace vectoriel sur K de dimension n et soit {el, e 2 ,  . . , , e , }  une base de 
Y. Alors comme on l’a dit précédemment l’application v I+ [ u ] ~ ,  c’est-à-dire l’applica- 
tion qui à tout v E V associe son vecteur coordonné relativement à la base {ei},est un 
isomorphe surjectif de Y sur K”. 

Le théorème suivant nous donne une foule d’exemples d’applications linéaires ; en particulier 
il nous apprend qu’une application linéaire est complètement déterminée par les images des 616- 
ments d’une base. 

Théorème 6.2 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur un corps K. Soit { u l ,  u 2 , .  . . , un}  une 
base de V et soit u l ,  u 2 ,  . . . , u, des vecteurs quelconques de U. 11 existe alors 
une application linéaire unique F : V + U telle que 
F ( u , )  = u l ,  F(u, )  = u 2 , .  . . , F(u, )  = un. 

Il faut bien remarquer que les vecteurs u l ,  . . . , un du précédent théorème sont arbitraires ; ils 
peuvent être linéairement dépendants, ou égaux les uns aux autres. 

NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE 
Nous commençons par les deux propriétés suivantes : 

Définition : Soit F : V + U une application linéaire. L’image de F, que l’on note Im F,  est l’en- 
semble des éléments-images de U: 

Im F = { u  E U : F ( u )  = u pour un certain u E V} 
Le noyau de F ,  noté Ker F ,  est l’ensemble des éléments de V dont l’image est 
O E U :  

Ker F = ( u  E V ;  F ( u )  = O )  

Le théorème suivant se démontre facilement (Problème 6.22). 

Théorème 6.3 : Soit F : V -+ U une application linéaire. L’image de F est un sous-espace de U 
et le noyau de F est un sous-espace de V. 

Exemple 6.18 : Soit F : R3 + R3 l’application projection 
dans le plan xy : F ( x ,  y ,  z )  = (x, y ,  O). 
il est clair que l’image de F est le plan xy 
entier: 

Im F = {(a, b ,  O ) :  a, b E RI 

Remarquons que le noyau de F est l’axe des 

Ker F = ( ( O ,  O ,  c)  : c E R} 

puisque ces points et seulement ces points 
ont pour image le vecteur nul O = (O, O, O) .  

Z: 

x 
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Supposons maintenant que les vecteurs u1 , . . . , u, engendrent V et que F : V +  U soit linéaire. 
Nous allons montrer que les vecteurs F ( u ,  ), . . . , F(u,)  E U engendrent ImF. Supposons en effet 
u E I m F  ; alors F ( u )  = u pour un certain vecteur u E V. Puisque les ui engendrent V et puisque 
u E V, il existe des scalaires a ,  , . . , , a, pour lesquels u = a ,  v1 + u2 u2 + . . - + a, un. En conséquence 

u = F(v)  = F ( a m +  azv, + ’ . . + anvn) = ai F(v1) + a2 F(v2) + ’ . . + an F(v,,) 

et donc les vecteurs F(u,  ), . . . , F(u, )  engendrent ImF. 

Exemple 6.19 : Considérons une matrice arbitraire 4 x 3 A sur un corps K :  

/ a ,  a2 %\ 

que nous considérons comme une application linéaire A : K 3  + K 4 .  La base usuelle {el,e2,e3} 
de K 3  engendre K 3  et donc les images des éléments de cette base A e , ,  A e 2 ,  A e 3  par A 
engendrent l’image de A .  Mais les vecteurs A e l ,  A e 2 ,  A e 3  sont les colonnes de A :  

donc l’image de A est précisément l’espace colonne de A .  

Il est à remarquer que si A est une matrice quelconque rn x n sur K ,  qui peut être considérée 
comme une application linéaire A : Kn -+ K m ,  l’image de A est précisément l’espace, colonne de A. 

Nous n’avons cependant pas parlé de la notion de dimension attachée à une application li- 
néaire F : V + CJ. Dans le cas où V est de dimension finie, nous avons le théorème fondamental 
suivant : 

Théorème 6.4 : Soit V de dimension finie et soit F : V -+ U une application linéaire. Alors : 

dim V = dim (Ker F )  + dim (Im F )  

C’est-à-dire, la somme des dimensions de l’image et du noyau d’une application linéaire est 
égale à la dimension de son domaine de définition. Cette formule est visiblement vérifiée pour l’ap- 
plication projection F dans l’exemple 6.18. Alors l’image (plan xy) et le noyau (axe des z )  de F 
ont pour dimensions respectives 2 et 1, tandis que le domaine de F qui est R 3  a pour dimension 
3. 

Remarque : Soit F : V + U une application linéaire. Le rang de F est défini comme étant la di- 
mension de son image, et la nullité de F est définie comme étant la dimension de 
son noyau: 

rang ( F )  = dim (Im F )  et nullité ( F )  = dim (Ker F ) .  
Ainsi le théorème précédent vérifie la formule suivante pour F lorsque V est de dimension finie : 

Rappelons qu’habituellement le rang d’une matrice A est défini comme la dimension de son 
rang(F) + nullité ( F )  = dim V. 

espace colonne et de son espace ligne. Remarquons que si nous considérons maintenant A comme 
une application linéaire, les deux définitions se correspondent puisque l’image de A est précisément 
son espace colonne. 
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APPLICATIONS SINGULIERES ET NON SINGULIERES 

Une application linéaire F : V-+ U est dite singulière s’il existe un vecteur non nul dont l’image 
par F est O ; c’est-à-dire s’il existe u E V avec u # O et pour lequel F ( u )  = O. De même F : V -+ U 
est non singulière si seul le vecteur O E V se transforme en O E U ,  ou ce qui est équivalent, si le noyau 
de F se réduit au seul vecteur nul : Ker F = {O}. 

Exemple 6.20 : Soit F : R3 + R3 une application linéaire qui fait tourner un vecteur autour de l’axe des 
z de l’angle 8: 

Wz, Y, x )  = (Z cos û - y sin B ,  x sin û + y cos B ,  z )  

Remarquons que seul le vecteur nul est transformé en le vecteur nul: donc F est non sin- 
gulière. 

Si l’application linéaire F : V + U est injective, alors seul O E V peut être transformé en O E U 
et donc F est non singulière. La réciproque est aussi vraie. En effet supposons que F soit non singu- 
lière et que F ( u )  = F ( w )  ; alors F ( u  - w )  = F ( u )  - F ( w )  = O d’où u - w = O ou u = w.  Ainsi 
F ( u )  = F ( w )  implique u = w ; c’est-à-dire que F est injective. D’après la définition (page 125) une 
application linéaire injective est appelée un isomorphisme. Nous avons ainsi démontré 

Théorème 6.5 : Une application linéaire F : V -+ U est un isomorphisme si e t  seulement si elle 
est non singulière 

Nous remarquons que les applications non singulières peuvent aussi être caractérisées comme 
étant des applications qui transforment des ensembles indépendants en des ensembles indépendants 
(Problème 6.26). 

APPLICATIONS LINEAIRES ET SY STEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 

Considérons un système de m équations linéaires à n inconnues sur un corps K. 

aiixi + aizxz + . . . t a i n x n  = bi  

aZixi +- a22xz + . . . + aanxn = bz 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

a,,,ixi + am2x2 + . . . + aninZn bn, 

qui est équivalent à l’équation matricielle 

où A = ( a i j )  est la matrice des coefficients et x = ( x i )  et b = ( b j )  sont les vecteurs colonnes des 
inconnues et des constantes respectivement. La matrice A peut être aussi considérée comme une 
application linéaire 

A : K“ -+ Km 
En conséquence la solution de l’équation A x  = b peut être considérée comme l’image réciproque ou 
préimage de b E Km par l’application linéaire A : K” -+ K“‘ . De plus la solution du système homo- 
gène associé Ax = O peut être considérée comme le noyau de l’application linéaire A : K” + K”’ . 

A x  = b 

D’après le théorème 6.4, 
dim(Ker A )  = dimKn - dim(1mA) = n - rang A 

Mais IZ est exactement le nombre d’inconnues dans le système homogène A x  = O. Nous avons ainsi le 
théorème suivant sur les équations linéaires que l’on a rencontré dans le chapitre 5. 
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Théorème 5.1 1 : La dimension de l’espace solution W d’un système homogène d’équations linéaires 
AX = O est n - r ,  où n est le nombre d’inconnues et r le rang de la matrice coef- 
ficient A .  

QPERATIQNS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES 
Nous pouvons combiner entre elles des applications linéaires de différentes manières, de façon 

à obtenir de nouvelles applications linéaires. Ces opérations sont très importantes et seront utilisées 
dans toute la suite. 

corps K .  Nous définissons la somme F + G qui est l’application linéaire de V dans U qui associe 
F ( u )  + G ( u )  6 u E V :  

( F  + G ) ( v )  = F ( v )  + G(w) 

De plus, pour tout scalaire k E K ,  nous définissons le produit kF comme étant l’application de V 
dans U qui associe k F ( v )  à u E V: 

Montrons que si F et G sont linéaires, alors F + G et  kF sont aussi linéaires. Nous avons, quels 
que soient u, w E V et quels que soient les scalaires a, b E K, 

Supposons F : V + U et G : V -+ U deux applications linéaires d’espaces vectoriels sur un 

( k F ) ( v )  = k F ( v )  

( F  + G)(av + bw) = 

= 

= u(F(w)  + G ( w ) )  + b(F(w) + G ( w ) )  
= a ( F + G ) ( v )  + b ( F + G ) ( w )  

F(UV + bu;) + G(UV + b ~ )  
uF(v)  + bF(w)  + U G ( ~ )  + ~ G ( z c )  

et (kF)(av + bw) = kF(av + bw) = k(aF(v) + bF(w))  
= akF(v) + bkF(w)  = a(kF) (v )  + b ( k F ) ( w )  

Donc F + G et kF sont linéaires 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème 6.6 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur le corps K. L’ensemble de toutes les 
applications linéaires de V dans U avec les opérations précédentes d’addition et 
de multiplication par un scalaire forme un espace vectoriel sur K .  

L’espace dans le théorème précédent est habituellement noté par 

Hom (V , U )  
Ici Hom provient du mot homomorphisme. Dans le cas où V et U sont de dimension finie, nous 
avons le théorème suivant 

Théorème 6.7 : Supposons dim V = m et dim U = n. Alors dim Hom ( V ,  U )  = mn. 

et que F : V -+ U et G : U + W soient des applications linéaires: 
Supposons maintenant que V ,  U et W soient des espaces vectoriels sur un même corps K ,  

G 

Rappelons que la fonction composé G O F est l’application de V dans W définie par (G 0 F ) ( u )  = 
G(F(u) ) .  Montrons que G O F est linéaire si P et G sont linéaires. Nous avons,quels que soient les 
vecteurs u, w E V et quels que soient les scalaires a, b E K, 

(G 0 F)(av + bw) = G(F(av + bw)) = G(aF(v)  + bF(w))  
= uG(F(w)) + bG(F(w))  = a(GoF) (ü )  t b(GoF) (w)  

Donc G 0 F est linéaire. 
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Les propriétés de la composition d’applications linéaires, de l’addition et de la multiplication 
par un scalaire sont résumées ci-dessous : 

Théorème 6.8 : Soient V, U et W des espaces vectoriels sur K, Soient F et F‘ des applications li- 
néaires de V dans U et G , G’ des applications linéaires de U dans W et soit k E K. 
Alors 

(i) G o ( F + F ’ )  = G o F  + GoF’ 

(ii) ( G + G ’ ) o F  = G o F  + G’oF 

(iii) k ( G o F )  = ( k G ) o F  = G o ( k F ) .  

ALGEBRE DES OPERATEURS LINEAIRES 

Soit V un espace vectoriel sur un corps K.  Considérons le cas particulier d’applications linéaires 
T : V -+ V c’est-à-dire de V dans lui-même. Elles sont aussi appelées opérateurs linéaires ou trans- 
formations linéaires sur V .  Nous écrirons A ( V ) ,  au lieu de Hom ( V ,  V ) ,  pour l’espace déterminé par 
toutes ces applications particulières. 

dimension n. Si T, S E A ( V )  alors la composée 
de V dans lui-même, c’est-à-dire S 0 T E A ( V ) .  Nous avons ainsi une “multiplication” définie dans 
A ( V ) .  (Nous écrirons S T  au lieu de S 0 T dans l’espace ( A ( V ) ) .  

ration de multiplication est définie et satisfait, pour chaque F ,  G, H E A et pour chaque h E K, 

D’après le théorème 6.6, A ( V )  est un espace vectoriel sur K ; sa dimension est n 2 ,  si V a pour 
So T existe et est aussi une application linéaire 

Remarquons qu’une algèbre A sur un corps K est un espace vectoriel sur K dans lequel l’opé- 

1) 
2) 

3) 

4) ( F G ) H  = F ( G H )  

F ( G  + H )  = FG + FH. 
(G + H ) F  = GF + HF 
k ( G F )  = ( k G ) F  = G ( k F ) .  

Si l’associativité reste aussi vraie pour la multiplication, c’est-à-dire si pour tout F ,  G, H E A,  

alors l’algèbre A est dite associative. Ainsi d’après les théorèmes 6.8 et 6.1 A ( V )  est une al- 
gèbre associative sur K par rapport à la composition des applications ; on l’appelle souvent l’algèbre 
des opérateurs linéaires sur V .  

nous avons TI = IT = T. Nous pouvons aussi former des puissances de T en utilisant la notation 
T 2  = T 0 T ; T 3  = T 0 T 0 T .  De plus, quel que soit le polynôme 

Remarquons que l’application identique I : V + V appartient à A( V ) .  Quel que soit T E A (V) 

P ( X )  = a0 + aix + azx2 + . . . + a n v ,  a, E K 
on peut former l’opérateur p ( T )  défini par 

(Pour un scalaire k E K ,  l’opérateur kI  est fréquemment noté simplement k ) .  En particulier, si 
p ( T )  = O, l’application nulle, on dit que T est un zéro du polynôme p(3c). 

p ( T )  = ad + aiT + uzT2 + . . . + anTn 

Exemple 6.21 : Soit T : R 3  -+ R 3  définie par T ( x , y ,  z )  = (O, x, y ) .  Si (a, b, c )  est itn étCment quel- 
conque de R3 alors 

(T+ I)(G, b, c) = (O, a ,  b )  + (a ,  b ,  c) = (a ,  a + b,  fi 6 ri 

T3(a, b,  c) = T2(0, a ,  b )  = T(0 ,  O, a)  = (O, O, 0) et 

Donc T 3  = O est l’application nulle de V dans lui-même. En d’autres termes, T est 
un zéro du polynôme p ( x )  = x3. 

10 
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OPERATEURS INVERSIBLES 

Un opérateur linéaire T : V + V est dit inversible s’il a un inverse, c’est-à-dire s’il existe 
T-’ E A(V)  tel que TT-’ = T-’T  = 1. 

Or T est inversible si et seulement si T est bijectif. Ainsi, en particulier, si T est inversible, 
alors seulement O E V peut être transformé en lui-même ; c’est-à-dire T est non singulier. D’autre 
part, supposons T non singulier c’est-à-dire Ker T = {O}. Rappelons (page 127) que T est aussi 
injectif. De plus en supposant V de dimension finie, nous avons,d’après le théorème 6.4, 

dim V = dim (Im T )  + dim (Ker T )  = dim (Im T )  + dirn ( { O } )  
= dim(1m T )  + O = dim(1m T )  

Donc Im T = V ,  c’est-à-dire que l’image de T est V ; donc T est surjectif. T est donc à la fois 
injectif et surjectif et donc est inversible. Nous avons démontré le 

Théorème 6.9 : Un opérateur linéaire T : V + V sur un espace vectoriel de dimension finie est 
inversible si et seulement s’il est non singulier. 

Exemple 6.22 : Soit T l’opérateur de R2 défini par T ( x  , y )  = ( y ,  2x - y ) .  Le noyau de T est {(O,  O)) ; 
donc T est non singulier et, d’après le théorème précédent,il est inversible. Il s’agit de 
trouver l’expression de T-l. Supposons que (s, t )  soit l’image de (x , y )  par T ; donc 
( x ,  y )  est l’image de ( s ,  t )  par T-l : T ( x ,  y )  = (s, t )  et T-l ( s ,  t )  = (x , y ) ,  Nous avons 

T(%,  Y) = (Y, 2 % - Y )  = ( S ,  t )  et donc y = s, 2 2 -  y = t 
1 1 

En résolvant en x et y ,  on obtient x = ;; s i- t ,  y = s. Donc T-’ est donné par la 

La dimension de V doit être finie dans le théorème précédent, comme on peut le voir dans 
l’exemple suivant. 

Exemple 6.23 : Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur K et soit T l’opérateur de V défini par 

T(a ,  + a,t + . . . t a$%) = a,t + a,@ + . * .  + untn+’ 

c’est-à-dire que T augmente la puissance de chaque terme de 1. T est une application li- 
néaire non singulière. Toutefois, T n’est pas surjectif et donc non inversible 

Donnons maintenant une application importante du théorème précédent aux systèmes d’équa- 
tions linéaires sur le corps K .  Considérons un système qui a le même nombre d’équations que d’in- 
connues, c’est-à-dire II. Nous pouvons représenter ce système par l’équation matricielle 

Ax = b (*) 

où A est une matrice carrée d’ordre n sur K que nous pouvons considérer comme un opérateur linéaire 
de Kn. Supposons que la matrice A soit non singuiière ; c’est-à-dire que l’équation matricielle A x  = O 
admette seulement la solution nulle. Alors. d’après le théorème 6.9, l’application linéaire A est injec- 
tive et surjective. Ceci veut dire que le système (*) a une solution unique quel que soit b E Kn .D’autre 
part, supposons que la matrice A soit singulière, c’est-à-dire que l’équation matricielle Ax = O admette 
une solution non nulle ; l’application linéaire A n’est alors pas surjective. Ce qui veut dire qu’il existe 
b E Kn pour lequel (*) n’a pas de solution. De plus, si une solution existe, elle n’est pas unique. 
Nous avons ainsi démontré le résultat fondamental suivant : 

Théorème 6.10 : Considérons le système suivant d’équations linéaires : 
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(i) Si le système homogène associé admet seulement la solution nulle, le système 
précédent a une solution unique quelles que soient les valeurs de bi .  

(ii) Si le système homogène associé admet une solution non nulle alors (i) il y a 
des valeurs de b, pour lesquelles le système précédent n’a pas de solution ; 
(ii) cependant s’il existe une solution du système précédent, cette solution 
n’est pas unique. 

PROBLEMES RESOLUS 

APPLICATIONS 
6.1. Rechercher si oui ou non chacun des diagrammes suivants définit une application de 

A = { a ,  b, c} dans B = { x ,  y ,  z}. (pf)mm C z C z C z 

6) (ii) (iii) 

(i) 
(ii) 
(iii) Oui 

Non : L’élément b E A n’a pas d’image. 
Non : Deux éléments x et z ayant le même antécédent c E A .  

6.2. Utiliser une formule pour définir chacune des fonctions suivantes de R dans R .  
(i) A chaque nombre f associe son cube. 
(ii) A chaque nombre g associe le nombre 5. 
(iii) A chaque nombre positif h associe son carré, et à chaque nombre non positif h associe 

le nombre 6. 
Trouver aussi les valeurs prises par chaque fonction pour 4, - 2 et O. 

(i) Puisque f associe 2 un nombre quelconque x, son cube x3, nous pouvons définir f par f(x) = x3. 
Ainsi 

f(4) = d3 = 64, f ( - 2 )  = (-2)3 = -8, f(0) = 03 = 0 

Puisque g associe 5 à tout nombre x ,  nous pouvons définir g par g(x) = 5 .  Ainsi les valeurs prises 
par g pour chacun des nombres 4, - 2 et O sont égales à 5 :  

(Ü) 

d 4 )  = 5, g(-2) = 5, g(0) = 5 

(iii) On utilise deux formules distinctes p o u  définir h comme suit : 
x2 si x > O i 6 s i x G 0  

h(x) = 

Puisque 4 > O, h ( 4 )  = 4’ = 16. D’autre part, - 2, O < O et donc h ( -  2) = 6, h ( 0 )  = 6. 
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6.3. Soit A = (1, 2, 3, 4, 5 )  et  soit f : A -+ A l’application 
définie par le diagramme de droite. (i) Trouver l’image 
de f .  (ii) Trouver le graphe de f. 

(il L’image f(A) de l’application f contient toutes les images 
des éléments de A .  Or seulement 2 ,  3 et 5 sont les images 
d‘éléments de A ,  d’où f(A) = (7, 3, 5) .  

Le graphe de f contient tous les couples (a, f ( a ) )  où a E A .  
Or f(1) = 3, f(2) = 5, f(3) = 5 ,  f(4) = 2, f(5) = 3, d’où 
le graphe de 

(ii) 

6.4. Tracer le graphe de (i) f ( x )  = x2 + x - 6,  (ii) g(x) = x 3  - 3x2 - x + 3. 
Remarquons qu’il s’agit de “fonctions polynômes”. Dans chaque cas dressons une table de valeurs qui 

à x fait correspondre f ( x ) .  Plaçons les points dans un repère cartésien, et joignons ces différents points ob- 
tenus par une courbe continue régulière. 

(i) . x - 
-4 

-3 

-2 

-1 

O 

1 
2 

3 

f(4 - 
6 

O 

-4 

-6 

-6 

-4 

O 

6 

(ii) x - 
-2 

-1 

O 

1 

2 

3 

4 

-15 

O 

3 

O 

-3 

O 

15 

6.5. Soient les applications f : A + B et g : B -+ C définies par le diagramme 

(i) Trouver l’application composée (g O f )  : A -+ C. (ii) Trouver l’image de chacune des 
applications f, g et  g O f. 

Utilisons pour calculer la définition de la composition des applications : (i) 

(gof)(4 = M a ) )  = g(y) = t 
(g = s(f(b)) = g(x) = s 

(9 Of)(C) = g(f(4) = g(Y) = t 

Remarquons que nous arrivons à la même réponse que celle obtenue à l’aide des flèches dans le dia- 
gramme : 

a - t y - t ,  b j x - t s ,  c - + y - + t  
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(ii) D’après le diagramme les images par l’application f sont x et y et les images par g sont r, s et t, donc 

D’après (i) les images par l’application g O f sont t et s ; donc l’image de g O f = {s, t). Remarquons 
que les images de g et g O f sont différentes. 

image de f = {x, y }  et image de g = { r ,  s, t). 

6.6. Soient les applications f et g définies par f ( x )  = 2x + 1 et g(3ç) = x’ - 2. (i) Trouver 
(g O f )  (4) et (f O g)(4). (ii) Trouver les formules définissant la composition des applications 

(i) 

g o f e t f o g .  
f(4) = 2 .  4 4- 1 = 9 .  Donc ( g  0 f )  (4) = g(f(4)) = g ( 9 )  = g ( 9 )  = 9’ - 2 = 79 

g(4) = 4’ - 2 = 14. Donc (f O g )  (4) = f(g(4)) = f(14) = 2 .  14 + 1 = 29. 

(ii) Calculons la formule donnant g O f comme suit : 

(g O f) (x) = g ( f ( x ) )  = g ( 2 x  + 1) = (2x + 1)’ - 2 = 4x2 + 4x  - 1. 
Remarquons que la même réponse peut être trouvée en écrivant y = f(x) = 2x + 1 et z = g ( y )  = y’ - 2 ,  
et en éliminant y : z = y’ - 2 = (2x + 1)’ - 2 = 4x’ + 4x - 1. 

(f 0 g )  (x) = f(g(x)) = f (x’  - 2) = 2(x2 - 2) + 1 = 2x’ - 3. Remarquons que f O g # g O f. 

6.7. Soient les applications f : A -+ B ,  g : B -+ C et h : C -+ D définies par le diagramme 

A f B g G h D 

Déterminer si chacune de ces applications (i) est injective, (ii) surjective, (iii) a un inverse. 

(i) L’application f : A -+ B est injective puisque chaque élément de A a une image distincte. L’application 
g : B -+ C n’est pas injective puisque x et z ont tous deux pour images le même élément 4. L’application 
h : C -+ D est injective. 
L‘application f : A + B n’est pas surjective puisque z E B n’est pas l’image d’un élément quelconque 
de A .  L’application g : B -f C est surjective puisque chaque élément de C est l’image d’un élément 
de B. L’application h : C -+ D est aussi surjective. 

(iii) Une application admet une application inverse si et seulement si elle est à la fois injective et surjec- 
tive. Ainsi seulement h a un inverse. 

(ii) 

6.8. Supposons f : A -+ B et g : B + C ; donc l’application composée (g O f )  : A -+ C existe. 
Démontrer que : (i) Si f et g sont injectives, alors g O f est injective. (ii) si f et g sont 
surjectives alors g O f est surjective. (iii) Si g O f est injective alors f est injective. (iv) Si 
g O f est surjective alors g est surjective. 

(i) Supposons ( g  O f) (x) = ( g  O f) ( y ) .  Alors g ( f ( x ) )  = g(f(y)). Puisque g est injective 
f(x) = f(y). Puisque f est injective x = y .  Nous avons démontré que ( g  O f)(x) = ( g  O f)(y) implique 
x = y ; donc g O f est injective. 
Supposons c E C. Puisque g est surjective, il existe b E B pour lequel g ( b )  = c .  Puisque f est sur- 
jective, il existe a E A pour lequel f(~) = h. Donc ( g  O f )  ( a )  = g(f(a))  = g ( b )  = c, donc g O f est 
surjective. 

(iii) Supposons f non injective. II existe alors des éléments distincts x, y E A pour lesquels f ( x )  = f(y). 
Ainsi ( g  O f )  (x) = g (f(x)) = g (f(y)) = ( g  O f )  ( y )  donc g O f n’est pas injective. En conséquence 
si g 0 f est injective alors f doit être aussi injective. 
Si a E A ,  alors ( g  O f )  (a) = g ( f ( a ) )  E g ( B )  ; donc ( g  O f )  ( A )  C g(B). Supposons g non surjective. 
Alors g(B) est contenu dans C et ainsi ( g  O f )  ( A )  est contenu dans C ; donc g O f n’est pas surjec- 
tive. En conséquence si g O f est surjective, alors g doit être surjective. 

(ii) 

(iv) 
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6.9. Démontrer qu’une application f : A -+ B admet une inverse si et seulement si elle est in- 
jective et surjective. 

f-’ 0 f = 1, et f 0 f-’ = 1,. Puisque 1, est injective, f est injective d’après le problème 6.8 (iii) et 
puisque 1, est surjective, f est surjective d’après le problème 6.8 (iv). Donc f est à la fois injective et 
surj ec t ive. 

élément unique de A ,  appe’é b.  Ainsi si f ( a )  = b alors a = b ; donc f ( b )  = b. Soit g l’application de 
B dans A définie par b I-+ b. Nous avons 

( 1 )  ( g  O f) ( a )  = g(f(a)) = g ( b )  = 
( 2 )  (f O g ) ( b )  = f ( g ( b ) ) =  f(z) = b, 

Supposons que f admette une inverse ; c’est-à-dire qu’il existe une fonction f-’ : B + A pour laquelle 

Supposons maintenant que,f soit à la fois injective et surjective. Alors chaque b E B est l’image d’un 

= a, pour chaque a E A ; donc g O f = 1, 
pour chaque b E B ; donc f O g = 1,. 

En conséquence, f a une inverse. Son inverse est l’application g. 

6.10. Soit f : R -+ R définie par f ( x )  = 2x - 3. f est injective et surjective ; donc f a une 
application inverse f - ’  . Trouver la formule définissant f - ’  . 

Soit y l’image de x par l’application f : y = f ( x )  = 2x  - 3.  En conséquence x sera l’image de y 
par l’application inverse f-’. Résolvons l’équation précédente en exprimant x en fonction de 
y : x = ( y  4- 3) /2 .  Cette formule définit la fonction inverse qui est f-’(y) = ( y  + 3) /2 .  

APPLICATIONS LINEAIRES 
6.1 1 .  Montrer que les applications F suivantes sont linéaires : 

(i) F : RZ -+ R définie par F (x , y )  = (x + y, x). 
(ii) F : R3 -+ R définie par F ( x ,  y, z )  = 2x - 3 y  + 42. 
(i) Soit v = (a, b )  et w = (a’, b’) ; donc 

z 

v + w = ( a +  a’, b + b’) et k v  = ( k a ,  k b ) ,  k E R 

Nous avons F ( v )  = (a  + b, a )  et F(w) = (a’ 4- b’, a’). Ainsi 

F(v  + w) = F ( a  + a’, b + b’) = (a  + a’ + b + b‘, a + a’) 

= ( a  + b, a )  + (a’ + b‘, a’) = F ( v )  + F(w) 
et F ( k v )  = F ( k a ,  k b )  = ( k a +  kb,  k a )  = k(a+ b,  a )  = k F ( v )  

Puisque v, w et k étaient arbitraires, F est linéaire. 

Soient v = (a, b, c )  et w = (a’, b’, c’) ; donc (ii) 
w + w = ( a +  a’, b + b‘, c +  c’) et Icw = ( k a ,  kb,  k c ) ,  k E R 

Nous avons F ( v )  = 2a - 3 b  -t 4c et F(w) = 2a‘ - 3b’ + 4c’. Ainsi 

F(v  + W )  = 

= ( 2 ~  - 3b + 4 ~ )  + ( 2 ~ ‘ -  3b’ + 4 4  = F ( v )  + F(w) 
F ( a  + a’, b + b‘, c + c’) = 2(a + a’) - 3(b + b’) + 4(c f c’) 

et F ( k v )  = F(ka ,  kb,  kc )  = 2ka  - 3kb + 4kc = k ( 2 a - 3 b  + 4c) = k F ( v )  

En conséquence, F est linéaire. 

6.12. Montrer que les applications suivantes F ne sont pas linéaires : 
(i) F : R2 -+ R définie par F ( x ,  y) = xy .  
(ii) F : R2 -+ R3 définie par F ( x ,  y )  = (x + 1, 2y, x + y ) .  
(iii) F : R3 -+ R2 définie par F ( x ,  y, z )  = (Ix l , O). 
(i) Soient v = (1, 2 )  et w = (3, 4) ; alors v -t- w = (4, 6) .  

Nous avons F ( v )  = 1 . 2 = 2 et F(w) = 3 . 4 = 12. Donc 
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F(v  + w) = F(4 ,  6 )  = 4 * 6 = 24 .f F(7J) + F(’lU) 

En conséquence, F n’est pas linéaire. 
Puisque F(O , O) = (1, O, O )  # (O, O, O), F ne peut être linéaire. 
Soit v = (1, 2, 3 )  et k = - 3 ,  donc kv = (- 3,  - 6,  - 9). 

(ii) 
(iii) 

Nous avons F(v) = (1, O)  et donc aussi k F ( v )  = - 3 (1, O)  = (- 3, O). Alors 
F(lcv) = F(-3, -6, -9) = (3 ,  O) 5- IcF(v) 

et donc F n’est pas linéaire. 

6.13. Soit V l’espace vectoriel des matrices carrées n sur K. Soit M une matrice arbitraire de V. 
Soit T : V -+ V définie par T ( A )  = AM 4- MA où A E V. Montrer que T est linéaire. 

Quels que soient A ,  B E V et quel que soit k E K ,  nous avons 

T ( A  + B )  - ( A  + B ) M  + M ( A  + B )  = A M  + B M  + MA + M B  

= ( A M +  M A )  + ( B M + M B )  = T ( A )  + T(B)  

et T ( k A )  = ( k A ) M  + M(/cA)  = L ( A M )  + k(MA)  = k ( A M +  MA) = k T ( A )  
Donc, T est linéaire. 

6.14. Démontrer le théorème 6.2 : Soient V et U deux espaces vectoriels sur le corps K. Soit 
{ u , ,  u 2 ,  . . . , un}  une base de V et soit u l ,  . . . , u, des vecteurs quelconques de U. Il existe 
alors une application linéaire unique F : V -+ U ,  telle que 
F ( u , )  = u l ,  F ( u 2 )  = u 2 , .  . . , F ( u , )  = u n .  

teile que F(vi )  = u i ,  i = 1, . . . , n. (2) Montrer que F est linéaire. (3 )  Montrer que F est unique. 

a l ,  . . . ,  an E K  p o u r l e s q u e l s v = a l v l  + a 2 v 2  + - - .  +a,v, .NousdéfinissonsF: V + U p a r  
F ( v )  = a l u l  + a2u2 + . . . -t a,u,.(Puisque les ai sont uniques, l’application F est bien définie). Mainte- 
nant, pour i = 1, .. . , n ,  

Ii y a trois étapes dans la démonstration de ce théorème : (1) Définir une application F : Y -f U 

Première étape. Soit v E V. Puisque {v,, v2, . . . , v, } est une base de V ,  il existe des scalaires uniques. 

v, = ou, + . . .  + IV, + . . .  + ow, 

Donc F(u,)  = O u ,  + . . . + + . . . + Ott, = Z t l  

Ainsi la première étape de la démonstration est complète. 

Deuxième étape : Supposons v = a lv l  + u2v2 4- . + anvn et w = b,v, + b2v2 4- 4- b,v,. 
Alors 

+ w = (ai + b,)v, + (a2 + by)v2 + . . . + (a, + b,,)v, 

et pour k quelconque k E K ,  kv = k a l v l  + ka2v2 + 
Flv)  = alul + a2ua + . . . + a,u, et 

. . + ka,v,. D’après la définition de l’application F, 

F(w) = blztl + b2v2 + ... + b,71, 

Donc F(v  + w) -: (a ,  + bl)ul + (a2 + b,)u, + . 1 (a, + bn)zt ,  

= (aiui+ + . . . + CL,~ , )  + ( b , ~ l +  b,u, + * * * + ~,zc,) 

= F(v )  + F(W) 

et F ( h )  = k(a,u, + asuq + . . . + a,u,,) = kF(w) 

D’où F est bien linéaire. 
Troisième étape 

v = a lv l  + a2 v2 + . - + a,~,, alors 
Supposons maintenant G : V -+ U linéaire et G ( v i )  = ui, i = 1, . . . , n. Si 

G(v)  == G(UIWI + a92  + . . . + a,Lv,J = u,G(vl) + a,G(v,) + . . . + a,G(v, ,)  
= alul + af7Lz + . . . + a,u, = F(v )  

Puisque G ( v )  = F(v) quel que soit‘ v E V,  G = F. Ainsi F est unique et le théorème est démontré. 
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Soit T : R2 -f R l'application linéaire pour laquelle 

T ( 1 , l )  = 3 et T ( 0 , i )  = - 2 (1 1 
(Puisque ((1, 1) , ( O  , 1)) est une base de R2, une telle application linéaire existe et est unique 
d'après le théorème 6.2). Trouver T ( a ,  b ) .  

Ecrivons d'abord ( a ,  b )  comme une combinaison linéaire de (1 , 1) et ( O ,  1) en utilisant les inconnues 
scalaires x et y :  

( a ,  b )  = x(1 , 1) + ~ ( 0 ,  1 )  12) 

Alors ( a , b ) = ( x , x ) + ( O , y ) = ( x , x + y )  et d o n c x = a , x + y =  b 

Résolvons en x et y en fonction de a et b ,  nous obtenons 

x = a  et y = b - a  (3) 

En utilisant maintenant (1) et ( 2 )  

T(a ,  b )  = T(z(1, 1) + $40, 1)) = zT(1, 1) + yT(0, 1) = 32 - 2y 

Finalement en utilisant (3) nous avons 

Soit T : V += U une application linéaire, et supposons 'que u1 , u2,, , . . , u, E V aient la pro- 
priété que leurs images T(ul  ) ,  . . . , " ( u n )  soient linéairement independantes. Montrer que les 
vecteurs u l ,  . . . , un sont aussi linéairement indépendants. 

T ( u , b )  = 32 - 2y = 3 ( ~ )  - 2 ( b - a )  = 5~ - 2b .  

Supposons que, pour les scalaires a l , .  . . , a,, a l  v 1  + a2v2  + . + a,~,  = O. Alors 

O = T ( 0 )  = T(a,vl + u2v2 + . . . + a,v,) = a,T(w,) + a2T(v,) + . * . + a,T(v,) 

Puisque les T ( v i )  sont linéairement indépendants, tous les ai = O. Ainsi les vecteurs v l , .  . . ,v, sont linéaire- 
ment indépendants. 

Supposons que l'application linéaire F : V -+ U soit injective et surjective. Montrer que l'ap- 
plication inverse F-' : U -+ V est aussi linéaire. 

Supposons u , u' E U. Puisque F est injective et surjective, il existe des vecteurs uniques v , v' E Y pour 
lesquels F ( V )  = u et ~ ( v ' )  = u' .  Puisque F est linéaire, nous avons aussi 

F ( w  + w') = F ( v )  + F(v')  = u + u' et F ( k v )  = k F ( v )  = ku 

Par définition de l'application inverse F - ' ( u )  = v , F - ' ( u ' )  = v', F-'(u + u ' )  = v + Y' et F-'(ku)=kv. 
Alors 

~ - 1 ( u +  u') = w + w' = F-l (u)  + F-'(u') et F - i ( k u )  = kv = kF- ' (u)  

et donc F-' est linéaire. 

IMAGE ET NOYAU D'APPLICATIONS LINEAIRES 

6.18. Soit F : R4 -+ R 3  une application linéaire définie par 

F(x ,Y,s ,  t )  = ( x - . y + s + t , x + 2 s - t , x + y + 3 s - 3 t )  

Trouver une base et la dimension de 1) image U de F ,  2) noyau W de F. 
1) Les images des générateurs suivants de R4 engendrent l'image U de F :  

F(1, O ,  O, O) = (1, 1, 1) F(0 ,  O ,  1, O )  = (1, 2, 3) 

F(0, 1, O ,  O) = +(-l, O, 1) F(0,  O, O, 1) = (1, -1, -3) 

Formons la matrice dont les lignes sont les générateurs de  U et réduisons-la par des opérations élémen- 
taires sur les lignes à sa forme échelonnée: 

1 1  (-: 2 donne (i i donne (k j 
1 -1 -3 O -2 -4 O 

Ainsi{ ( 1  , 1 , l )  , ( O ,  1 , 2 ) )  est une base de U ; donc dim U = 2 .  
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2) Cherchons l’ensemble des (x , y ,  s , t )  tel que F ( x ,  y ,  z , t )  = (O , O , O) c’est-à-dire 

F ( x , y , s ,  t )  = ( . c - y + s t t , x + 2 s - t , x + y + 3 s - 3 t )  = ( O , O , O )  

En égalant les unes aux autres les composantes correspondantes, on obtient le système homogène sui- 
vant dont l’espace solution est le noyau W de F. 

% - y +  S S  t = O  2 - y +  s +  t = O 

z + 2 s -  t = O  ou y +  s - 2 t  = O ou 
x + y + 3 s - 3 t  = O 2y + 2s - 4 t  = O 

x - y + s +  t = O 

y + s - 2 t  = O 

Les inconnues libres sont s et i ; donc dim W = 2. Posons 

a) s = - 1 ,  t = O on obtient la solution (2, 1, - 1, O )  

b) s = O ,  t = 1 on obtient la solution ( 1 ,  2, O, 1 )  

Ainsi ((2, 1 ,  - 1 ,  O) et (1, 2, O, 1)) est une base de W. (Remarquons que dim U + dim W = 2 i- 2 =  4 
qui est la dimension du domaine R4 de F ) .  

6.19. Soit T : R3 -+ R3 l’application linéaire définie par 
T ( x ,  y, x) = (x + 2y - 2, y + x, x + y -- 22)  

Trouver une base et la dimension de 1) image U de T, 2) noyau W de T .  

1) Les images des générateurs de R 3  engendrent l’image U de T :  

T(1, O ,  O )  = (1, O ,  i), T(O,1, O )  = (2,1,  l), T(0 ,  O ,  1) = (-LI, -2) 

Formons la matrice dont les iignes sont les générateurs de U et réduisons-la par des opérations élémen- 
taires sur les lignes à sa forme échelonnée: 

[ 1 i,) d’où (0 -:) d’où (u 1 -:) 
-1 1 -2 O 1 -1 O 0  

Ainsi((1, O, 1), (O, 1, - 1)) est une base de U et donc dim U = 2. 

Cherchons l’ensemble des (x , y ,  z )  tels que T ( x  , y ,  z )  = (O, O, O )  c’est-à-dire 2) 
T ( 2 ,  y, 2) = ( x - t 2 y - x ,  y + z ,  2 j 

En égalant les composantes correspondantes les unes aux autres, on  forme le système homogène dont 
l’espace solution est le noyau W de T: 

x + 2 y -  z = O x + 2 y - z  = O 
x + 2 y - z  = O 

y f z  = O 
y +  z = o  ou y + z = o  ou 

x t  y - 2 2  = O - y - 2  = O 

La seule inconnue libre est z ; donc dim W = 1 .  Soit z = 1 ; alors y = - 1 et x = 3. Donc ((3, - 1, 1)) 
est une base de W .  (Remarquons que dim U + dim W = 2 + 1 = 3, qui est la dimension du domaine 
R3 de Y). 

6.20. Trouver une application linéaire F : R 3  -+ R4 dont l’image est engendrée par (1, 2, O, - 4) 
et (2, O, - 1, - 3). 

Méthode 1 .  

Considérons la base habituelle de R3: e l  = ( 1 ,  O ,  O ) , e 2  = (O,  1, O),e3  = (O, O, 1 ) .  Soient F ( e  i )  = 
(1, 2, O, - 4), F ( e 2 )  = ( 2 ,  O,  - 1, - 3) et F ( e 3 )  = (O, O, O, O). D’après le théorème 6.2, une telle appli- 
cation linéaire F existe et est unique. De plus, l’image de  F est engendrée par les F ( e i )  ; donc F a la pro- 
priété requise, Nous trouvons la formule générale pour F ( x  , y ,  z )  : 

F ( 2 ,  ‘y, z )  = F ( x e ,  + ye, + 263) = xF(e , )  + yF(e2) + xF(e3) 

= x(1, 2, O, -4) + y(2, O, -1, -3) + z ( 0 ,  O ,  O ,  O) 

(z + 2y, 22,  -y, -4x - 3y) = 
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Méthode 2. 

Formons une matrice 4 x 3 dont les colonnes sont uniquement les vecteurs donnés ; c’est-à-dire 

Rappelons que A détermine une application linéaire A : R 3  + R4 dont l’image est engendrée par les colonnes 
A. Ainsi A satisfait à la condition requise. 

6.21. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M = ( 0 ) .  Soit F : v 4 ~i ’app i i -  

cation linéaire définie par F ( A )  = AM - MA. Trouver une base et la dimension du noyau W de 
F.  

X Y  O 0  

O 0  
Nous cherchons l’ensemble des 

F ( :  t) = (9 :)(i :) - (i 3)(s :) 
) 

= (; 2 x + 3 7  - ( x + 2 s  y + 2 t  

) = (; u> = (-2s 2s 

2s + 3t 3s 3t 

-2s 2x  + 2y - 2t 

Ainsi 2x 4- 2y - 2t = O x + y - t  = O 

2s = O s = o  
ou 

Les inconnues libres sont y et t ; donc dirn W = 2.  Pour obtenir une base de W posons 
a) y = - 1, t = O, on obtient la solution x = 1, y= - 1, s = O ,  t = O. 
b) y = O ,  t = 1, on obtient la solution x = 1, y = O, s = O, t = 1. 

Donc : 1 (0 - 0) ; (0’ p) 1 est une base de W .  

6.22. Démontrer le théorème 6.3 : Soit F : V .+ U une application linéaire. Alors 1) l’image de 
F est un sous-espace de U et 2) le noyau de F est un sous-espace de V. 

1) Puisque F ( 0 )  = O, O E Im F .  Supposons maintenant u , u’ E I m F  et a, b E K.. Puisque u et u’ appar- 
tiennent à l’image de F, il existe des vecteurs v, v’ E V tels que F(v) = u et F(v‘) = u’. D’où 

F(aw + bw’) = aF(w) + bF(w’) = UZL + bu’ E Im F 

Ainsi l’image de F est un sous-espace de U, 
Puisque F ( 0 )  = O, O E Kerf. Supposons maintenant v, w E Ker F et a, b E K.  Puisque v et w appar- 
tiennant au noyau de F, F ( v )  = O et F ( w j  = O. Donc 

F(UW + Ow) = aF(w) + bF(w) = a0 + bO = O et donc a w  + bw E Ker F 

2 )  

Donc le noyau de F est un sous-espace de V 

6.23. Démontrer le théorème 6.4 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et soit F : V+ U 
une application linéaire d’image U’ et de noyau W .  Alors dirn U’ 4- dim W = dim V. 

Supposons dim V = n. Puisque W est un sous-espace de V, sa dimension est finie, c’est-Mire dim W = r < n. 
Nous avons maintenant besoin de démontrer que dim U’ = n - r. 
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Soit { w l  , . . . , wr }une base de W. Etendons-la à une base de V. 

Soit 
{Wl, . . . , w,, v1> . . . , an-,} 

B = {F(v,) ,  F(vz), . . .>  F(vn-,)} 

Le théorème est démontré si nous montrons que B est une base de l’image U’ de F. 

engendre V et puisque v E V,  
Démontrons que B engendre U’.  Soit u E U’.  Alors il existe v E V tel que F ( v )  = u .  Puisque {wi, v i }  

w = alwl + . . . + a,w, + b,vl + . . . + bn-,.vn-T 

où les a i ,  b, sont des scalaires. Remarquons que F(wi )  = O, puisque wi appartient au noyau de F. D’où 

u = F ( w )  = F(alwl + * * * + a,w, + blvl + . . . + bn-,Vn-,) 

= alF(w1) + ... + u$’(w,) + b,F(vl) + ... + b n - r F ( ~ n - T )  

al0 + * . * + u,O + b i F ( ~ 1 )  + = . * + bn-,F(Vn-r) 
= blF(W1) + * * * + bn-,F(Wn-J 

En conséquence les F(vi) engendrent l’image de F. 

Démontrons que B est linéairement indépendant. Supposons 

a,F(v,) + a,F(v,) + . . .  + a, ,F(v,,-,) = O 

Alors F(al v1 f a z  v2 f - a ‘ f an-r v , - ~ )  = O et donc al v, f 
F. Puisque { wi }engendre W ,  il existe des soalaires b,,  . , . , b,  tels que 

- + un-r v , - ~  appartient au noyau W de 

~ 1 ~ 1  + ~ Z V Z  + . . *  + an-,wn-, = biw1 + bzwz + . .  4- b,w, 

O ou alvl  + ’ .  . -t un-,v,-, - blwl - ...  - b,w, = (*) 

Puisque { w i ,  vi)est une base de V ,  il s’agit d’un système linéairement indépendant ; donc les coefficients 
des wi et vi dans (*) sont tous nuls. En particulier a l  = O,. . , a n p v  = O. En conséquence les F ( v j )  sont 
linéairement indépendants. 

Ainsi B est une base de U’ et donc dim u‘ = n - r et le théorème est démontré 

6.24. Supposons que f : V -+ U soit une application linéaire de noyau W et que f ( u )  = u. Montrer que 
la “classe’’ u + W = { u  + w ; w E W} est la préimage ou l’image réciproque de uj  c’est-à-dire 
que f - l ( u )  = u + W .  

Sypposons v‘ E f-’(u>. Alors f , (v ) = u et donc f ( v  - v) = f ( v  ) - f ( v )  = u - u = O, c’est-à-dire 
v - Y E W .  Ainsi v = v f (v - v )  E v -t W et donc f - ’ ( u )  C v f W. 

Démontrons maintenant 2). Supposons v ’  E v 4- W. Alors v‘ = v f w où w E W. Puisque W est le 
npyau de f, f ( w )  = O. En conséquence f(v‘) = f(v f w )  = f ( v )  f f ( w )  = f ( v )  f O = f(v) = u. Ainsi 
v = f - ’ (u )  et donc v + W C f-’(u). 

Nous devons démontrer que ,l) . f - ’ (u)  C v 4- y et 2) v f C f-’(u). Prouvons premièrement 1). 

APPLICATIONS SINGULIERES ET NON SINGULIERES 

6.25. Supposons F : V -+ U une application linéaire, et V de dimension finie. Montrer que V et 
l’image de F ont la même dimension si et seulernent si F est non singulière. Déterminer 
toutes les applications non singulières T : R4 -+ R3. 

si et seulement si dim (Ker F )  = O ou Ker F = { 0)c’est-à-dire si et seulement si F est non singulière. 

de T .  En conséquence, aucune application linéaire T : R4 -+ R 3  ne peut être non singulière. 

D’après le théorème 6.4 dim b’ = dim (Im F )  + dim (Ker f ) .  Donc V et Im F ont la même dimension 

Puisque la dimension de R3 est inférieure à la dimension de R4, elle est donc la dimension de l’image 

6.26. Démontrer qu’une application linéaire F : V -+ U est non singulière si e t  seulement si l’image 

Supposons F non singulière et supposons que { y I , .  . . , v,} est un sous-ensemble indépendant de K Nous 
d’un ensemble indépendant est un ensemble indépendant. 

affirmons que les vecteurs F ( v , ) ,  . . . ,F(v,)  sont indépendants. Supposons a l  F ( v , )  f a2 F ( v 2 )  + . . . a ,  F(v,)= O 
où ai E K. Puisque F est linéaire F ( a l  v1 f a2 v 2  + . . + a ,  v,) = O ,  donc 

f azV2 + . .. + anvn E Ker F 
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Mais F est non singulière c’est-à-dire KerF  = {O} ; donc a l  vl, 4- a2 v2 4- . . f u,v, = O. Puisque les v i  
sont linéairement indépendants, tous les ai sont nuls. En consequence, les F ( v i )  sont linéairement indépen- 
dants. En d’autres termes, l’image d’un ensemble indépendant { v l  , v 2 ,  . . . , v,} est indépendant. 

{ F ( v ) }  est indépendant et donc F ( v )  =# O. En conséquence, F est non singulière. 
D’autre part, supposons que l’image d’un ensemble quelconque indépendant soit indépendant. Alors 

OPERATIONS SUR DES APPLICATIONS LINEAIRES 

6.27. Soit F : R 3  -+ R2 et G : R3 -+ R2 définies par F ( x  , y , z )  = ( 2  x , y + z )  et G ( x  , y , z )  = 
( x  - z , y ) .  Trouver les formules définissant les applications F 4- G ,  3 F et 2F - 5G. 

( F  + G ) ( x ,  Y, 2) = F ( x ,  Y, 2) + G ( x ,  Y, Z )  

(2x ,  y + 2) + (x - 2, y) = = (3x - 2, 2y + 2) 
(3F)(x, y, 2) = 3 F ( x ,  y, 2) = 3(2r, y + 2) = (Gx, 3y + 32) 

(2F - 5G)(x,  y, 2) = 2F(x ,  y, 2) - 5G(x, y, 2) = 2(22, y + 2) - 5(x - Z, y) 

= (4x, 2y + 22)  + (-5% + 52, -5y) = (-x + 52, -3y + 22) 

6.28. Soit F : R3 -+ R2et  G : R2 + R2 définies par F ( x ,  y ,  z )  = ( 2 x  , y + z )  et G ( x , y )  = ( y , x ) .  
En déduire les formules définissant les applications G 0 F et F 0 G. 

( G o  F ) ( x ,  Y, 2) = G ( F ( 2 ,  Y, 2)) = G(2x,  y + z )  = (y + 2, 2%) 

L’application F 0 G n’est pas définie puisque l’image de G n’est pas contenue dans le domaine de F. 

6.29. Montrer 1) l’application nulle O, définie par O ( u )  = O pour tout u E V est l’élément nul de 
Hom (V,  U) .  
c’est-à-dire -F  = (- 1) F. 
1) 

2 )  La symétrique ou opposée de F E Hom ( V ,  U) est l’application (- 1) F, 

Soit F E Hom ( V ,  U) .  Alors pour chaque v E V 
(F+O)(w) = F ( v )  + O ( , U )  = F(w) + O = F(v )  

Puisque ( F  4- O) (v) = F ( v )  pour tout v E V, F f O = F. 

Pour tout v E V, 2 )  
( F +  ( - 1 ) F ) ( w )  = F(v )  + (-1)F(w) = F(w) - F(w) = O = O(v) 

Puisque ( F  f ( - 1) F )  ( v )  = O ( v )  pour tout v E V ,  F f ( -  l ) F  = O. Ainsi (- l)F est l’opposée de F. 

6.30. biontrer que pour F ,  , . . . , F ,  E Hom (V,  U )  et a ,  , . . . , a, E K et pour u E V quelconque, 

(a1F1+ azF2 + . * * + a,F,)(v) = a1F1(v) + azFz(v) + . . . + a,F,(v) 
Par définition de l’application u l F 1 ,  ( a lF l ) (v )  = a lFl (v)  = a lF l (v )  ; donc le théorème reste vrai pour 

n = 1. Ainsi par récurrence, 

(a1Fi + aZF2 + . . + a,F,)(v) = (a lFl ) (v )  + (asF2 + . . . + ~,F, , ) (w)  
= a,F, (v) + a,F,(w) + . . . + a,F,(w) 

6.31. Soit F : R3 + R2 , G : R3 + R2 et H : R 3  -+ R2 définies par F ( x  , y ,  z )  = ( x  + y + z, x + y ) ,  
G ( x ,  y ,  z )  = ( 2 x  + z,  x + y )  et H ( x ,  y ,  z )  = ( 2 y ,  x) .  Montrer que F , G ,  H E Hom ( R 3 ,  R 2 )  
sont linéairement indépendantes. 

Supposons pour les scalaires a, b, c, E K 

a F  f bG -t c H =  O 
(Ici O est l’application nulle). Pour el  = (1, O, O) E R3, nous avons 

(aF + bG + cH)(el)  = aF(1, O ,  O )  + bG(1, O ,  O )  + cH(1, O, O) 
= a(1, 1) + b ( 2 ,  1) + c(0, 1) = ( a  + 2 b ,  a + b + c) 
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et O ( e l )  = ( O ,  O ) .  Donc d’après (1 ) ,  (a f 2 b ,  a + b f c) = ( O ,  O)  et ainsi 

a + 2 b - O  et a + b + c = û  ( 2 )  
De façon analogue pour e2  = (O, 1, O)  E R 3 ,  nous avons 

(aF + bG + cH)(e , )  = aF(0, 1, O )  + bG(0, 1, O )  + cH(O, 1, 0) 

= ~ ( 1 ,  1) + b(0 ,  1) + 4 2 ,  O )  = (a+  2c,  a +  b)  = O(e,) = (0, 0) 

Ainsi a + 2 c = O  et a + b = O  (3 ) 

En utilisant (2) et (3) nous obtenons a = 0 ,  b = 0 ,  c = O  (4)  

Puisque ( 1 )  implique ( 4 ) ,  les applications F ,  G et H sont linéairement indépendantes. 

6.32. Démontrer le théorème 6.7 : Supposons dim V= rn et dim U = 11. Alorsdim Hom (V, U )  =mn. 

Supposons que { v l , .  . . , v,} soit une base de V et { u l ,  . . . , uP}une base de U. D’après le théorème 6.2 
une application linéaire dans Hom ( V  , V) est uniquement déterminee en désignant arbitrairement des éléments 
de V qui sont les images d’éléments de la base de V .  On définit 

i = 1, . . .,m, j = 1, . . .,m FiJ E Horn (V,  U ) ,  

comme l’application linéaire pour laquelle F..(vi)  = ui et Fii(vk)  = O pour k # i. c’est-à-dire F. .  transforme vi 
en ui et les autres v en O. Remarquons que rFFii}contient exactement mn éléments, donc le theorème est dé- 
montré si nous montrons qu’il s’agit d’une base de Hom ( V ,  U) .  

w2 , . . . , F ( v m )  = w,. buisque w k  E U c’est une combinaison linéaire des u,  c’est-à-dire 

‘1 

Démontrons que {Fi.}engendre Hom ( V ,  U )  : Soit F E Hom(V, U).  Supposons F ( v l )  = w l ,  F(v,)  = 

w k  = aklul + ak2u2 + . . . + akT,un, k = 1, . . . ,m, aij E K (1 ) 

m n  
Considérons l’application linéaire G =, 

que { F..} engendre Hom ( V ,  U )  est complète si nous démontrons que F = G. 

a. .  F... Puisque G est une combinaison linéaire des F,, la preuve , = 1  J=l  ‘I ‘I 

‘I 

Calculons maintenant G(vk ) , k  = 1 , .  . . , m. Puisque Fi j (vk)  = O pour k # i et F k i ( v k )  = ui, 

m n  n n 

Ainsi d’après ( 1 )  G ( v k )  = wk pour tout k .  Mais F ( v k )  = wk pour tout k.  En conséquence, d’après le théorème 
6.2, F = G ; donc {Fij}engendre Hom ( V ,  U ) .  

Démontrons que {Fii}est linéairement indépendant : Supposons que pour les scalaires aij E K ,  
m n  

Pour vk, Ik : 1.  . . . ~ m, 
m n  n n 

O = 0 ( W k )  = 2 2 U i j F i j ( 3 , )  = 3 U k j F k j ( W k )  = B akjuj 
i = 1  j=1 j=i  j=1 

= U k l U l  + ak& + ’ . .  + U k n U n  

Mais les ui sont linéairement indépendants ; donc pour k = 1 , .  . . , rn nous avons a k l  = O ak2 = O , .  . . , 
akn = O. En d’autres termes, tous les aij = O et donc (F,} est linéairement indépendant. 

Ainsi{Fij}est une base de Hom ( V ,  U )  ; donc dim(V, U )  = mn. 

6.33. Démontrer le théorème’6.8: Soient V ,  U et W des espaces vectoriels sur K .  Soient F ,  F’ 
des applications linéaires de V dans U et soient G , G’ des applications linéaires de U dans W ; et 
soit k E K. Alors 1) G O ( F  4- F ‘ )  = G 0 F + G 0 F’ ; 2) (G + G ’ )  0 F = G O F  f G ’  0 F ;  
3) 

1) 

k (G  0 F )  = G 0 (kF) .  

Quel que soit v E V, 
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(G 0 ( F  + F‘))(w) = G ( ( F  + F’)(w)) = G(F(w) + F’(v)) 
= G ( F ( w ) )  + G(F’(u))  1 (G ~ F ) ( v )  + (G 0 F’)(v) = (G 0 F + G 0 F’)(w) 

Puisque (G  0 ( F  + F’))  (v) = (c 0 F + G 0 F ’ )  (v) quel que soit v E V, e 0  (F  + F ’ )  = G 0 F + G 0 F’ 

2) Quel que soit v E V, 

( (G + G’) 0 F)(v )  = (G + G’)(F(w)) = G(F(w)) + G’(F(v))  
= (G 0 F)(v )  + (G’ 0 F ) ( u )  = (G 0 F + G’ 0 F ) ( w )  

Puisque ((G f G’) 0 F )  (v) = (G 0 F + G 0 F ’ )  (v) quel que soit v E V ,  ( G  + G ’ )  0 F = G 0 F + G ’ 0 F.  

Quel que soit v E V ,  3) 
(k (G 0 F)) (v )  = k(G o F ) ( v )  = k ( G ( F ( v ) ) )  = (kG)(F(w))  = (kG 0 F ) ( v )  

et ( k ( G o F ) ) ( v )  = k ( G o F ) ( w )  = k(G(F(w)))  = G(kF(w)) = G((kF)(w))  = ( G o k F ) ( w )  

En conséquence k ( G  0 F )  = ( k G )  0 F = G 0 (kF).(Nous pouvons affirmer que deux applications sont 
égales en montrant qu’elles associent la même image à chaque point du domaine de définition). 

6.34. Soit F : V + U et G : U + W deux applications linéaires. Donc (G 0 F )  : V -+ W est linéaire. 
Montrer que 1 )  rang (G 0 F )  < rang G,, 2) rang (G 0 F )  < rang F .  
1 )  Puisque F( V) C U, nous avons aussi G(F(  V ) )  C G (U) et donc dim G (F(  V ) )  < dim G( U). Alors 

rang ( G o F )  = dim ( ( G o F ) ( V ) )  = dim ( G ( F ( V ) ) )  5 dim G ( U )  = rang G 

2) D’après le théorème 6.4 : dim (G ( F ( V ) ) )  < dim F( V). Donc 

rang ( G o F )  = dim ( ( G o F ) ( V ) )  = dim ( G ( F ( V ) ) )  f dim F ( V )  = rang F 

ALGEBRE DES OPERATEURS LINEAIRES 

6.35 Soient S et T des opérateurs linéaires sur R2 définis par S(x , y)  = (y , x) et T ( x  , y )  = ( O ,  x). 
Trouver les formules définissant les opérateurs S t T ,  2s - 3T, S T ,  T S ,  S2 et T2 

6.36. Soit T un opérateur linéaire de R2 défini par 

T ( 3 ,  1 )  = ( 2 ,  -4) et  T ( l ,  1 )  = ( O ,  2 )  (1) 
(D’après le théorème 6.2 un tel opérateur linéaire existe et est unique). Trouver T(a , b ) .  En 
particulier trouver T(7  ,4) 

laires x et y :  
Ecrivons d’abord ( a ,  b )  comme combinaison linéaire de ( 3  , i )  et ( i  , 1 )  en utilisant les inconnues sca- 

(a, b )  = 4 3 ,  1) + Y(1,  1) (2 )  

3 x + y = a  

( x + y  = b }  
Donc 

Résolvons en x et y en fonction de a et b ,  

(a ,-b) = (3x,  x )  i- ( y ,  y) = (3x + y ,  x + y )  et donc 

1 1 3 1 
2 2 2 2 

a - - b  et y = - - a + - b  x = -  

Utilisons maintenant (Z), (1) et (3, 
T(u,  b )  = zT(3 , i )  + yT(1, 1) = 4 2 ,  -4) + Y(0, 2) 

= ( 2 2 ,  -42) + (O, 2 ~ )  = ( 2 2 ,  -42 + 2 ~ )  = (U - b,  5 b  - 3 ~ )  
Ainsi T(7  ,4) = (7 - 4 , 20 - 21) = (3, - 1) .  

131 
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6.37. Soit T un opérateur de R3 défini par T ( x ,  y ,  z )  = (2x, 4x - y ,  2x + 3 y  - 2). 1) Mon- 
trer que T est inversible. 2) Trouver une formule donnant T-’ .  
1) 

T(x ,  y, x )  = (22, 4x -y, 2x + 3y - 2) = (O, O ,  O )  

2% = O, 4 x - y  = O, 2 x f 3 y - z  = 0 

Le noyau W de T est l’ensemble de tous les (x , y ,  z )  tels que T ( x  , y ,  z )  = (O , O , O )  c’est-à-dire : 

W est l’espace solution du système homogène 

qui admet seulement la solution triviale (O , O , O). Donc W = {O 1 et T est non singulière et donc 
d’après le théorème 6.9 inversible. 

Soit ( r  , s , t )  l’image de (x , y ,  z )  par T ; alors (x , y ,  z )  est l’image de ( r  , s , t )  par T-’ : T ( x  , y ,  z )  = 
( r ,  s, t )  et T-’ ( r ,  s ,  t )  = ( x ,  y ,  z ) .  Nous trouverons les valeurs de x ,  y ,  z en fonction de r ,  s ,  t ,  et en 
remplaçant dans la formule précédente T-’ . Formons 

2 )  

T ( x ,  y, x )  = (2x, 42 - y, 2x + 3y - z )  = (Y, s, t )  
1 
2 

nous trouvons x = - r , y = 2 r  - s, z = 7 r - 3 s - t. Ainsi T-’ est donné par 

T-1 (T, s, t )  = (+r, 21. - s, 7r - 3s - t )  

6.38. Soit V de dimension finie et soit T un opérateur linéaire sur V. Rappelons que T est inver- 
sible si et seulement si T est non singulière ou injective. Montrer que T est inversible si et 
seulement si T est surjective. 

D’après le théorème 6.4 dim V = dim (Im T )  + dim (Ker 7‘). Donc les résultats suivants sont équiva- 
lents: 1) T est surjective; 2 )  Im T = V ;  3) dim (Im T )  = dim V ;  4) dim (Ker T )  = O ;  5 )  Ker T = {O}; 
6) T est non singulière;7) T est inversible 

6.39. Soit V de dimension finie et soit T un opérateur linéaire sur V pour lequel TS = 1, quel que 
soit l’opérateur S de V. (Nous appelons S l’inverse 6 droite de T ) .  1) Montrer que T est inver- 
sible 2) Montrer que S = T-’ .  3) Donner un exemple montrant que le résultat précédent ne 
reste plus valable si V est de dimension infinie. 
1) Soit dim V = n. D’après le problème précédent, T est inversible si et seulement si T est surjective ; donc 

T est inversible si et seulement si rang T = n. Nous avons n = rang I = rang TS < rang T < n. Donc 
rang T = n et T est inversible. 

TT-’ = T-’ T = I. Alors S = IS = (T-’T) S = T-’ ( T S )  = T-’1 = T-’. 

Soit V l’espace des polynômes en t sur K ; soit p ( t )  = a. 4- a l t  -i a2 t2 f . +  . + a, tn. Soient T et S 
deux opérateurs de V définis par 

2) 

3) 

T ( p ( t ) )  = O + al + a,t + . . .  + a,tn-l et S ( p ( t ) )  = aot + a,t2 + . . .  + antn+l 

Nous avons ( T S ) ( p ( t ) )  = T ( S ( p ( t ) ) )  = T(aot + a1t2 + . . . + a,tn+l) 

= a. + a,t + + antn = p ( t )  

et donc TS = 1,l’application identique. D’autre part, Si k E K et k # O alors S T ( k )  = S ( T ( k ) ) =  S(O)= 
O # k.  En conséquence ST f I. 

6.40. Soient T et S des opérateurs linéaires sur R2 définis par S ( x  , y )  = (O , x )  et T ( x , y )  = (x , O). 
Montrer que TS = O mais ST # O. Montrer aussi que T 2  = T. 

c’est l’application identique TS = O. 
( T S )  (x ,  y )  = T ( S ( x ,  y ) )  = T(0 , x) = ( O ,  O). Puisque TS associe O = (O , O )  à chaque (x , y )  E R2, 

( S T )  (x , y )  = S ( T ( x  , y ) )  = S(x , O )  = (O , x). Par exemple ST(4, 2 )  = (O, 4). Ainsi ST # O, puisqu’on 
n’associe pas O = ( O ,  O )  à chaque élément de R 2 .  

Pour tout (x , y )  E R! (T2 (x , y )  = T ( T ( x  , y ) )  = T ( x  , O )  = x , O )  = T ( x  , y ) .  Donc T 2  = T. 
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PROBLEMES DIVERS 

6.41. Soit { e l  , e2 , e ,  } une base de V et { f i  , f i >  une base de U .  Soit T : V + U un opéra- 
teur linéaire. De plus, supposons 

Montrer que, pour tout u E V, A [ u ] ,  = [ T(u) l f  où les vecteurs dans K Z  et K 
écrits comme vecteurs colonnes. 

sont 

k 
Supposons v = k ,  el + k ,  e2 + k ,  e ,  ; alors [v], = ($) . Aussi 

3 

En conséquence, 

Calculons, on obtient 

6.42. Soit h un scalaire non nul. Montrer qu’une application linéaire T est singulière si et seu- 

Supposons T singulière. Alors T ( v )  = O quel que soit le vecteur v # O. Donc ( k T )  (v) = kT(v )  = 

Supposons maintenant kT singulière. Alors (kT)(w) = O quel que soit le vecteur w # O ; donc 

lement si hT est singulière. Donc T est singulière si et seulement si - T est singulière. 

kO = O et donc kT est singulière 

“(kw) = k T ( w )  = (kT)(w)  = O. Mais k # O et w # O implique kw # 0 ; ainsi T est aussi singulière. 
2 6.43. Soit E un opérateur linéaire sur V pour lequel E = E .  (Un tel opérateur est appelé une 

projection). Soit U l’image de E et W le noyau. Montrer que : 1) si u E U alors E ( u ) =  u 
c’est-à-dire que E est l’application identique sur U ; 2) si E # 1, alors E est singulière, 
c’est-à-dire E ( v )  = O pour au moins un u f O. 
1) 

3) V = U CB W .  
2 Si u E U,  l’image de E ,  alors E ( v )  = u quel que soit v E V. En utilisant E = E ,  nous avons 

u = E(w) = E2(v) = E(E(w)) = E(u) 

E(w -u) = E(v)  - E(u) = u - u = O où w - U Z O  
2) Si E f 1, alors quel que soit v E < E ( v )  = u où v # u. D’après (1 )  E ( u )  = u. Ainsi 

Montrons d’abord que V = U + W .  Soit v E Y .  Posons u = E ( v )  et w = v - E(v) .  Alors 

w = E ( v )  + w -E(w)  = u +  w 

E(w) = E(w -E(w)) = E(w) - E2(v) = E(w) - E(w) = O 

3) 

Par définition, u = E ( v )  E U, l’image de E. Montrons maintenant que w E W, noyau de E 

et ainsi w E W .  Donc Y = U i- W. 
Montrons maintenant que U fl W = {O}. Soit v E U n W. Puisque v E U,E(v )  = v 

d’après (1). Puisque v E W ,  E ( v )  = O et ainsi U n W = (0). 

Les deux propriétés précédentes impliquent que V = U @ W .  
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6.44. Montrer qu’une matrice carrée A est inversible si et seulement si elle est non singulière. 
(Comparer avec le théorème 6.9 page 130). 

Donc les résultats suivants sont équivalents: 1) A est inversible. 2 )  A et 1 sont équivalentes lignes. 3) Les 
équations A X  = O et iX = O ont le même espace solution. 4) A X  = O a seulement la solution nuiie. 
5 )  A est non singulière. 

Rappelons que A est inversible si et seulement si A est équivalente ligne à une matrice identité 1. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

APPLICATIONS 

6.45. Dire si chacun des diagrammes suivants définit une application de { 1, 2, 3 )  dans (4, 5, 6). 

6.46. Définir chacune des applications suivantes f : R -+ R par une formule. 

1) 

2) 

3) 

A chaque nombre f associe son carré plus 3. 

A chaque nombre f associe son cube plus deux fois le nombre. 

A chaque nombre 2 3, f associe le carré de ce nombre et à chaque nombre < 3, f associe le nombre 2. 

6.47. Soit f : R + R définie par f(x) = xz - 4x + 3 .  Trouver 1) f(4), 2) f(- 3) ,  3 )  f(y - 2x),4) f(x - 2). 

6.48. Déterminer le nombre d’applications différentes de {a , b )  sur { 1, 2, 3). 

6.49. Soit l’application g associant à chaque nom de l’ensemble {Berthe, Marie, David, Alain, Rebecca} le nombre 
de lettres distinctes nécessaire pour épeler le nom. Trouver 1) le graphe de g, 2) l’image de g. 

1 
2 6.50. Dresser le graphe de chacune des applications 1) f(x) = - x - 1 ,  2) g(x) = 2x2 - 4x - 3. 

6.51. Les applications f : A -+ B, g : B -+ A ,  h : C -+ B,  F : B -+ C et G : A -+ C sont illustrées par le dia- 
gramme ci-dessous. 

Déterminer si chacune des formules suivantes définit une application composée et si oui trouver le domaine 
et le Co-domaine: 1) g 0 f ,  2) h o f ,  3)  F 0 f, 4) G 0 f, 5 )  g 

finissant l’application composée 

h ,  6 )  h O G O g. 

6.52. Soit f : R -+ R et g : R -+ R définies par f(x) = xz 4- 3x + 1 et g(x) = 2x - 3. Trouver les formulesdé 
1) f 0 g, 2) g 0 f, 3) g 0 g , 4) f 0 f. 

6.53. Quelle que soit l’application f : A -+ B ,  montrer que 1, 0 f = f = f 0 l,, 

11 
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6.54. Pour chacune des applications suivantes f : R -f R trouver une formule définissant l’application inverse : 
1) f ( x )  = 3 x  - 7,  2 )  f ( x )  = x3 + 2 .  

APPLICATIONS LINE AIRES 
6.55. Montrer que les applications suivantes F sont linéaires : 

F : R2 -+ R2 définie par F ( x ,  y )  = ( 2 x  - y ,  x ) .  

F : R3 -+ R2 définie par F ( x ,  y ,  z )  = ( 2 ,  x + y ) .  

F : R -+ R2 définie par F ( x )  = ( 2 x ,  3 x ) .  

F : R2 + R2 définie par F ( x ,  y )  = (ax f by ,  cx -k d y )  où a, b, c, d E R. 

1) 

2 )  

3 )  

4 )  

6.56. Montrer que les applications suivantes F ne sont pas linéaires: 

F : R2 -’ R2 définie par F ( x  , y )  = (x’ ,  y’). 

F : R3 -+ R2 définie par F ( x ,  y ,  z )  = ( x  f 1, y f z ) .  

F : R -+ R2 définie par F ( x )  = ( x ,  1). 

F : R2 -+ R 

1) 

2 )  

3 )  

4 )  définie par F ( x , y )  = 1x - y ] .  

6.57. Soit V l’espace vectoriel des polynômes en t sur K .  Montrer que les applications T : V -+ V et S : V -+ V 
définies ci-dessous sont linéaires : 

T(a0 + a,t + . . . + a,P) = aot + a1t2 + . . . + antn+l 

S(a, + a,t + . . . + anP)  = O + a1 + a,t + . f .  + a,tn-1 

6.58. Soit Y l’espace vectoriel des matrices n x n sur K ; et soit M une matrice arbitraire de V. Montrer que les 
deux premières applications sont linéaires T : V + V ,  mais que la troisième n’est pas linéaire (à moins que 
M = O). 1) T ( A )  = M A ,  2) T ( A )  = MA - A M ,  3)  T ( A )  = M + A .  

6.59. Trouver T ( a ,  b )  où T : R2 -+ R3 est définie par T(1, 2 )  = ( 3 ,  - 1, 5) et T ( 0 ,  1) = ( 2 ,  1, - 1). 

6.60. Trouver T(a, b, c) oÙ T : R3 -+ R est définie par 
T(O,  O, 1) = -2 

6.61. Supposons F : V -+ U linéaire. Montrer que, pour tout v E V,  F ( -  u )  = - F ( v ) .  

662. Soit W un sous-espace de V .  Montrer que l’application inclusion de W dans V notée par i : W C V et défi- 

NOYAU ET IMAGE D’APPLICATIONS LINEAIRES 
6.63. Pour chacune des applications linéaires F suivantes, trouver une base et la dimensions de (a)  son image U et 

T(L 1, 1) = 3, T(O, 1, -2) = i et 

nie par i ( w )  = w est linéaire 

( b )  son noyau W : 

1) 

f . - * 2 )  

3 )  

F : R’ -+ R3 définie par F ( x ,  y ,  z )  = (x  f 2y,  y - z ,  x + 22) .  

F : R2 -+ R définie par F ( x  , y )  = ( x  + y ,  x f y) . - ,  

F 7 R 3  -+ R2 définie par F ( x , ~ ,  z )  = ( x  f y , y  f z )  

2 
” ,,?; 

- ). Soit F : V -+ v l’application 
( - 2  2 

6.64. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M = 
# 

linéaire définie par F ( A )  = M A .  Trouver une base et la dimension de (1) le noyau W de F e t  (2 )  l’image 
U de F. 

6.65. Trouver une application linéaire F : R3 -+ R3, dont l’image est engendrée par (1, 2, 3 )  et ( 4 ,  5 ,  6). 

6.66. Trouver une application linéaire F : R4 -+ R3 dont le noyau est engendré par (1, 2 ,  3 ,  4 )  et ( O ,  1, 1, 1). 

(6.67 Soit V l’espace vectoriel des polynômes en t sur R. Soit D : Y -+ V l’opérateur différentiel:DCf)= dfldt .  
../ Trouver le noyau et l’image de D. 

6.68. Soit F : Y -+ U une application linéaire. Montrer que 1) l’image sous-espace quelconque de Y est un sous- 
espace de U et 2) la préimage d’un sous-espace quelconque de U est un sous-espace de V. 
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6.69. Chacune des matrices suivantes détermine une application linéaire de R4 dans R3: 

2 0  O 2 -1 
(i) A = (: -1 2 -il (ii) B = ( i 3 -1 ;) 

1 -3 2 -2 -2 O -5 

Trouver une base et la dimension de l’image U et du noyau W de chaque application. 

6.70. Soit T : C -+ C l’application conjuguée sur le corps des complexss C, c’est-à-dire T ( z )  = 2 où z E c, ou T(@+ ib)= 
II - ib où a, b E R. 
lui-même; 2) montrer que T est linéaire si C est considéré comme un espace vectoriel sur le corps des réels 
R. 

1 )  Montrer que T est non linéaire si C est considéré comme un espace vectoriel sur 

OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES 

6.71. Soit F : R3 -+ R2 et G : R3 -+ R2 définies par F ( x  , y ,  z )  = (y, z i- x )  et G ( x  , y ,  z )  = (22, x - y ) .  

6.72. Soit H : R2 -+ R2 définie par H ( x ,  y )  = (y, 2x) .  En utilisant les applications F et G du problème précé- 

Trouver les formules définissant les applications F + G et 3F - 2G.  

dent, trouver les formules définissant les applications 1) H 0 F et H 0 G ,  2 )  F 0 H et G 0 H ,  3 )  H o  ( F i -  G )  
et H 0 F i- H o G .  

6.73. Montrer que les applications suivantes F,  G et H sont linéairement indépendantes: 

F ( x ,  Y )  = ( x  , 2 ~ )  , G ( x ,  Y )  = 01, x + Y )  , H ( x ,  Y )  = ( 0 ,  x )  
1) 

2) 

F, G,  H E  Hom (R2, R2)  définies par : 

F, G ,  H E Hom (R3, R) définies par 

F ( x , , v ,  z ) =  x + y  f z , G ( x , Y , z ) =  y f z ,  H ( x ,  Y ,  Z ) = X  - z 

6.74. Pour F ,  G E Hom ( V ,  U ) ,  montrer que rang (F  f G )  < rang F + rang G .  (Ici V est de dimension finie) 

6.75. Soit F : V -+ U et‘G : U -+ V deux applications linéaires. Montrer que si F et G sont non singulières, alors 
G o  F est non singulière. Donner un exemple où G 0 F est non singulière mais G est singulière. 

6.76. Montrer que Hom ( V ,  U) satisfait bien tous les axiomes d’un espace vectoriel, c’est-à-dire démontrer le théo- 
rème 6.6 page 128. 

ALGEBRE D’OPERATEURS LINEAIRES 

6.77. Soient 

6.78. Soit T un opérateur linéaire sur R2 défini par T ( x ,  y )  = (x f 2y,  3x + 4y). Trouver p ( T )  où p ( t )  = 

6.79. Montrer que chacun des opérateurs suivants T de  R3 est inversible et trouver une formule pour T-’ : 

et T deux opérateurs linéaires de R2 définis par S ( x  , y )  = (x f y , O)  et T ( x  , y )  = ( - y ,  x ) .  
Trouver les formules définissant les opérateurs S -t T ,  5S - 3T,  ST,  TS, S 2  et T 2 .  

t2  - 5 t  - 2. 

1) T ( x ,  y ,  z )  = ( x  - 3y - 22, y - 42, z ) ;  2 )  T ( x ,  y ,  z) = ( x  + z ,  x - 2 ,  y ) .  

6.80. Supposons S et T des opérateur, Iu.:aires sur V ,  et supposons que S soit non singulier. Nous supposons que 
V est de dimension finie. Montr- ? l e  rang ( S T )  = rang ( T S )  = rang T. 

6.81. Supposons V = U @ W .  Soient El et E ,  des opérateurs linéaires sur V définis par E l ( v )  = u,  E , ( Y )  = w, 
où Y = u + w, u E U,w E W. Montrer que 1) E i  = El et E i  = E, c’est-à-dire que El et E,  sont des 
“projections”. 2 )  El + E,  = 1,l’application identique. 3)  El E,  = O et E,  El = O. 

6.82. Soient E ,  et E ,  des opérateurs linéaires sur V‘ satisfaisant 1),2) et 3 )  du problème 6.81. Montrer que V 
est la somme directe de  l’image de El et de l’image de E,  : V = Im El @ Im E,. 

6.83. Montrer que si S et T sont des opérateurs linéaires inversibles, alors ST est inversible et (ST.)-l = T-l S-l. 
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684. Soit V de dimension finie, et soit T un opérateur linéaire sur V ,  tel que rang (7'') = rang 7'. Montrer que 
Ker T n I m T  ={O}. 

PROBLEMES DIVERS 
6.85. Supposons T : K" + K m  une application linéaire. Soit { e l , .  . . , e n }  la base usuelle de K"et soit A la 

matrice m x n dont les colonnes sont les vecteurs T(el), . . . , T(e,) respectivement. Montrer que, pour tout vecteur 
v E K " ,  T ( v )  = Av, où v est écrit sous la forme de vecteur colonne. 

686. Supposons F : V + U une application linéaire et k un scalaire non nul. Montrer que les applications F et 
kF ont le même noyau et la même image. 

687. Montrer que si F : V + U est surjective, alors dim U < dim V. Déterminer toutes les applications linéaires 
T : R3 + R4 qui sont sujectives. 

6.88. Trouver ceux des théorèmes du chapitre 3 qui montrent que l'espace des matrices carrées n sur K est une 
algèbre associative de K .  

6.89. Soit T : Y + U une application linéaire et soit W un sous-espace de V. La restriction de T à W est l'appli- 
cation T ,  : W + U définie par T,(w) = T ( w ) ,  pour tout w E W. Démontrer que 1) T ,  
2) Ker T ,  = Ker T r l  W ;  3 )  ImT, = T(W). 

S = P-Y TP. Déterminer que : 1) La similitude des opérateurs est une relation d'équivalence. 2) Des opéra- 
teurs semblables ont le même rang (quand V est de dimension finie). 

est linéaire; 

6.90. Deux O érateurs S, T E A( V) sont dits semblables, s'il existe un opérateur inversible P E A (  v) pour lequel 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

6.45. i )  non 2) oui 3) non 

6-47. (i) 3, (ii) 24, (iii) y2 - 42y + 4 6  - 4y + 82 + 3,  (iv) z2 - 8x + 15. 

6.48. 

6.49. 1) {(Berthe, 5) ,  (Marie, 5 ) ,  (David 4), (Alain, 4), (Rebecca, 5 ) )  

2) Image de g = 13, 4, 5 ,  6) .  

6.51. 1) ( g o  : A + A  2) non 3) ( F o f )  : A + C 4) non 5 )  (go h )  : C + A 6 )  ( h o G o g )  : B + B. 

6.52. (i) 
(ii) 

( f o g ) ( x )  = 422 - 62  + i 
(g 0 f)(x) = 222 + 62 - 1 

(iii) (g 0 g)(z )  = 42 - 9 
(iv) (f 0 f)(z) = x4 + 623 + 14x2 + 152 + 5 

6.54. (1) f - ' ( z )  = (z + 7 ) / 3 ,  (ii) f-+) = m. 
6.59. T(a ,  b )  = (-a + 2b, -3a + b, 7a - b). 

6.60. T(a, b, c) = 8a - 3b - 2c. 

6-61. F(w) + F(-v) = F(w + (-w)) = F(0)  = O; d'où F(-w) = -F(v). 

6.63. (i) (a)  {(l,O, l), (O, 1, -2)}, dim U = 2; (b) {(2, -1,-1)}, dim W = 1. 
(ii) (a)  ((1, l)}, dim U = 1; (b) ((1, -l)}, dim W = 1. 
(iii) ( a )  ((1, O), (O, 1)}, dim U = 2; (b) ((1, -1, l)}, dim W = 1. 



Chapitre 6/Applications linéaires 149 

base de Ker F dim (Ker F )  = 2 

(ii) {(-: :), ( 0  -:>> base de Im F ; dim (Im F )  = 2. 

6-65. F ( x ,  y, z )  = (x + 4y, 22 + 5y, 32 + 6y). 

6.66. F(X,Y,Z,W) = ( x + ~ - z , ~ x + ~ - w , o ) .  

6.67. Le noyau de D est l'ensemble des polynômes constants. L'image de D est l'espace entier Y 

6.69. 1) a){(1, 2, 1) , (O, 1, 1))base de ImA ; dim (ImA) = 2. 
b ) { ( 4 ,  - 2,  - 5, O) , (1, -3, O, 5))base de Ker A ; dim (Ker A )  = 2 .  
a )  Im B = R3;  b ) { ( -  1, 2 / 3 ,  1, 1))base de Ker B ; dim (Ker B )  = 1. 2) 

6-71. ( F  + G ) ( x ,  y, z )  = (y + 22, 2x - y + z) ,  (3F - 2G)(s, y, z )  = (3y - 42, + 2y + 32). 
6.72. (i) (H OF)(%, y, z)  = (x + z, 2y), ( H  0 G)(z, y, z)  = (x - y ,  42). (ii) Non définie 

(iii) (H 0 ( F  + G))(x ,  y, n) = ( H  0 F + H 0 G ) ( x ,  y, 2 )  = (2% - y + z, 2y + 42). 

6-77. (s + T)(x, Y) = (xr 2) ( S W x ,  Y) = (5 -Y, 0 )  
( 5 s  - 3T)(x, y) = (5% + 8y, -32) (TA)(%,  y) = (O, x + y )  

s2 (x , y )  = (x + y , O) ; remarquons que S' = S. 
T (x,  y )  = (- x , - y )  ; remarquons que T2 + 1 = O donc 1 est un zéro de x2  + 1 2 

6.78. p ( T )  = O. 

6.87. Il n'y a pas d'applications linéaires de R3 dans R4 qui soient surjectives. 



CHAPITRE 7 

Matrices et opérateurs linéaires 

INTRODUCTION 

Supposons { e l ,  . . . , e,} une base de l’espace vectoriel V sur le corps K ,  et pour u E V, sup- 
posons que u = a,  el + a2e2 + . . + a, e,. Alors, le vecteur coordonné de u relativement à {ei } 
que l’on écrit sous forme de vecteur colonne, à moins qu’il en soit spécifié autrement, est 

Rappelons que l’application u I-+ [ V I ,  déterminée par la base {e i  }est un isomorphisme de V sur 
l’espace K n .  

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il y a aussi un isomorphisme déterminé par la base {ei} 
de l’algèbre A (V) des opérateurs linéaires sur V sur l’algèbre C A  des matrices carrées sur K. 

Un résultat analogue est aussi valable pour les applications linéaires F : V + U d’un espace 
dans un autre. 

REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN OPERATEUR LINEAIRE 

Soit T un opérateur linéaire d’un espace V sur un corps K et supposons que {e l , . e2 , ,  . . , e,} 
soit une base de V. 

Donc T(el ), . . . , T(en ) sont des vecteurs de V et  donc chacun est une combinaison linéaire des 
éléments de la base { e i }  : 

T(e1) = aile1 + u12e2 + . . + ainen 
T(e2) = m e l  + a22e2 + . . + aznen 

T(e,)  = anlei + an2e2 + . . . + anne, 
On a la définition suivante : 

Définition : La transposée de la matrice précédente des coefficients, notée [ T I ,  ou [??],est appelée 
la représentation matricielle de T relativement à la base {ei} ou simplement la matrice 
de T sur la base {ei}: 

a11 a21 . . . an1 

. . . . . . . . . . . . . . . .  (1:: u, 111 -\I [TI, = 

Exemple 7.1 : Soit Y l’espace vectoriel des polynômes en t sur R de degré < 3 et soit D : Y + Y 
l’opérateur différentiel défini par D ( p ( t ) )  = d ( p ( t ) ) / d t .  Calculons la matrice de D dans 
la base { 1, t , t2  , t3} .  Nous avons : 

D(1) = O = O + O t  + O t 2 i  O @  

D ( t )  = 1 = 1 + O t  i O t 2  + Ot“ 
~ ( t 2 )  = 2t = O + 2 t  + o t 2  + ot“ 
~ ( t 3 )  = 3t2 = O i ot + 3t2 + 0 t 3  
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En conséquence, 
O 1 0 0  

O 0 0 3  [: Y 1 :I 
Exemple 7.2 : Soit T l’opérateur linéaire sur R2 défini par T(x , y )  = 4 x  - 2 y ,  2x + y ) .  Calculons la 

matrice de T dans la base {f, = (1 , 1) , fz = (- 1, O) ’} ;nous avons 

T(f1 )  = T(1, 1) = (2, 3) = 3(1, 1) + (-1, O) = 31, + fz 
T(j2) = T(-1, O) = (-4, -2) = -2(1, 1) + 2(-1, O) = -2j1 + 2j, 

3 - 2  
En conséquence, 

Remarque : Rappelons qu’une matrice A quelconque carrée d’ordre y1 sur K définit un opérateur 
de K” par l’application u H Au (où u est écrit sous forme de vecteur colonne). Nous 
montrerons (problème 7.7) que la représentation matricielle de cet opérateur est pré- 
cisément la matrice A si on utilise la base usuelle de K”. 

Notre premier théorème nous indique que “l’action’’ d’un opérateur T sur un vecteur u est 
conservée par sa représentation matricielle. 

Théorème 7.1 : Soit { e ,  , e ,  , . . . , en } une base de V et soit T un opérateur linéaire quelconque 
sur V. Alors quel que soit le vecteur u E V, [TI,  [u], = [T(u) Ie .  

C’est-à-dire que si nous multiplions le vecteur coordonné de u par la représentation matri- 
cielle de T ,  nous obtenons le vecteur coordonné de T ( u ) .  

Exemple 7.3 : Considérons l’opérateur différentiel D : V -+ Ir dans l’exemple 7.1. Soit : 

p ( t )  = a + b t  + ct2 + dt3 et donc D ( p ( t ) )  = b + 2ct + 3dtz 

Donc, relativement à la base (1 , t ,  f 2 ,  f 3 } ,  

Montrons que le théorème 7.1 s’applique bien ici : 

Exemple 7.4 : Considérons l’opérateur linéaire T : RZ + RZ dans l’exemple 7.2 : T(x, y )  = (4x - 2y , 
2x i- y ) .  Soit v = (5 , 7). Alors, 

où f, = (1, 1) et fi = (- 1, O). Donc, relativement à la base { f, , fi}, 

En utilisant la matrice [TI dans l’exemple 7.2, nous vérifions que le théorème 7.1 reste 
applicable ici : f 
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Nous avons maintenant associé une matrice [TI ,  à chaque T dans A (V), algèbre des opérateurs 
linéaires sur V. D’après le premier théorème, l’action d’un opérateur T est préservée par sa représen- 
tation matricielle. Les deux théorèmes suivants montrent que les trois opérations de base avec ces 
opérateurs : 

sont aussi conservées. 

Théorème 7.2 : 

1) addition, 2) multiplication par un scalaire, 3) composition, 

Soit {el , . . . , e n }  une base de V sur K et soit C A  l’algèbre des matrices carrées n sur 
K. L’application T + [TI ,  est un isomorphisme d’espaces vectoriels de A (V) sur 
C’est-à-dire que l’application est injective et surjective quels que soient S, T E A (V) 
et h E K. 

[T + S ] e  = [TI, + [SI, et [kT]e  = k[T]e 

Théorème 7.3 : Quels que soient les opérateurs S, T E A (V) ,  [ST] ,  = [SI, [TI,. 

Illustrons les théorèmes précédents dans le cas où dim V = 2. Supposons { e l ,  ez> 
une base de V et T et S des opérateurs sur V pour lesquels : 

T(el) = alel + azez 
T(ez) = b1e1 + bzez ’ 

S(e1) = ciel + cze2 
S(ez) = diel + dzez 

Alors 

Pour h t= K ,  nous avons aussi : 

D’où 

Finalement, nous avons 
(ST)(el) = S(T(el)) = S(aiei + azez) = aS’(e1) + ah’(&) 

= al(ciei + czez) + az(diel+ dzez) 

= (aici + azdl)el + (aie2 + azdz)ez 

(ST)(e2) = S(T(e2)) = S(blel+ bzez) = blS(e1) + b2S(e~)  

= bl(clel + czez) + bz(dle1 +chez) 

= (bicl + bzd1)el + (blcz + bzdz)ez 
En conséquence, 

alcz + azdz bicz + bzdz [ST]e = 
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CHANGEMENT DE BASE 

des opérateurs linéaires par des matrices, lorsqu’on a choisi une base. Posons-nous la question sui- 
vante, qui est naturelle : comment la représentation matricielle change-t-elle si nous choisissons 
une autre base ? Pour répondre ii cette question nous avons d’abord besoin de la définition sui- 
vante : 

Nous avons montré que l’on peut représenter des vecteurs par des n-tuples (vecteurs colonnes) et 

Définition : Soit { e l ,  . . . .  en } une base de V et soit { f i  . f z  . . . . .  f n  } une autre base. Supposons 

f l  = aile1 + alZe2 + . . .  + ainen 

f z  = azlel + azzez + . . .  + aznen 

f n  = aniei + an2e2 + . . .  + annen 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

La transposée P de la matrice des coefficients ci-dessus est appelée matrice de passage 
de l’ancienne base { e , }  à la nouvelle base { f i } .  

azl . . .  
P =  (:il aZ2 . . .  “:) 

. . . . . . . . . . . . . . . .  
ain azn . . .  ünn 

Nous pouvons dire, puisque les vecteurs f i  . . . . .  f n  sont linéairement indépendants, que la 
matrice P est inversible (Problème 5.47). En fait, son inverse P-’ est la matrice de passage de la 
base { f l }  à la base {e j } .  

Exemple 7.5 : Considérons les deux bases suivantes de RZ : 

{el = (1, O), e2 = (O, 1)) et { f i  = (1, l), f 2  = (-1, O)) 

Alors f i  = ( 1 , î )  = (1,O) + (0 , l )  = e l  + e2 

f z  = (-1,o) = - ( l ,o)  + O(0,i) = -el + Oe, 

Donc la matrice de passage P de la base {e,} à la base {G} est : 

Nous avons aussi e l  = ( 1 , O )  = O ( 1 , l )  - (-1,O) = Of1 - f i  

e2 = (0 , i )  = ( i , i )  + (-1,O) ;= f i  + fz 
Donc la matrice de passage Q de la base { A . } à  la base {ei} est : 

Observons que P et Q sont inverses: 

Montrons maintenant comment les vecteurs coordonnées sont affectés par un changement de 
base. 

Théorème 7.4 : Soit P la matrice de passage de la base {e , }  à la base { f j }  dans un espace vectoriel 

lnsistons sur le fait que, quoique la matrice P soit la matrice de passage de l’ancienne base .(ei } à 
V. Pour un vecteur quelconque u E V, P[u!, = [ u ] ~ .  Donc [uIf = P-’ [ u ] ~ .  

la nouvelle base { f i ) ,  elle a pour effet de transformer les coordonnées d’un vecteur de la nouvelle base { f i }  
en les coordonnées de ce vecteur dans la base {ei}. 
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Illustrons le précédent théorème dans le cas de dim V = 3. Supposons que P soit la matrice de 
passage de la base {el , e ,  , e3}  de V à la base { f ,  , f i  , f 3 }  de V ; c'est-à-dire : 

f l  = alel + aze2 + a3e3 
f z  = b1e1 + bzez + b3e3. 
f 3  = clel + cze2 + c3e3 

Donc P = az b2 cz (a: 1: i:) 
Supposons maintenant u E V ,  c'est-à-dire u = h ,  f ,  + k ,  f, + k ,  f 3  et remplaçons dans cette 
expression les fi par leurs valeurs, on obtient: 

v = kl(alel+ azez + a3e3) + kZ(biei+ b2ez + b3e3) + k3(clei + czez + cse3) 
= (aiki + blkz + cik3)ei + (azlc1 + bzkz + czk3)ez + (a& + b3kz + c3kde3 

a1k1 + bikz + Clk3 

a3k1 + b3k2 + c3k3 

Ainsi, 

blf - - ("i et 
k3 

En conséquence, 
bi ci aikl  + blkz + Clk3 

a& + b3kZ + c3k3 
P [ v ] f  = (!: ,": ;j[ii) = [a&1 + b2kz + cZk3) = [VI. 

Multiplions aussi l'équation précédente par P-' , nous avons : 
P-l[v] ,  = P-lP[v] ,  = Z[V]f = [V]f 

Exemple 7.6 : Soit v = ( a ,  b )  E R2. Alors, pour les bases de R2 de l'exemple précédent, 

w = (a, b) = a.(i,O) + b(0,l) = ae,  + be, 

w = (U, b)  = b ( 1 , l )  + ( b  - ~)(-1, O) = b f1  + ( b  - a)fz 

Donc 

D'après l'exemple précédent, la matrice de passage P de { ei}à (4 }et son inverse P- sont 
données par 

1 -1 
= (1 O) et P - 1  = (-: :> 

Nous vérifions ainsi le résultat du théorème 7.4 : 

Le théorème suivant montre comment les représentations matricielles d'opérateurs linéaires 
sont affectées par un changement de base. 

Théorème 7.5 : Soit P la matrice de passage d'une base { e , }  à une base { f . }  dans un espace vec- 
toriel V. Alors, quel que soit l'opérateur linéaire T de V, [TIf  = P-' [TI, P. 

Exemple 7.7 : Soit T un opérateur linéaire de R2 défini par T ( x , y )  = (4x - 2y, 2x + y).  Alors, pour 
les bases de R2 dans l'exemple 7.5 nous avons : 

!l'(el) = T(1,O) = (4,2) = 4(1,0) + 2(0,1) = 4e1 + 2e2 

T(ez)  = T(0, l )  = (-2,l) = -2(1,0) + (0 , l )  = -2e1 + e2 

En conséquence 
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Calculons [TI , en utilisant le théorème 7.5 : f 

[TIf = P-’[T] ,P  = (-: :)(2 - y ) ( ;  -a> = (; 3 
Remarquons que ce résultat concorde avec la manière dont on obtient [ T ]  dans 
l’exemple 7.2. f 

Remarque : Supposons P = (u . . )  une matrice quelconque carrée d’ordre y1 inversible sur un corps 
J I  K. Si { e l  , e2 , . . . , en } est une base d’un espace vectoriel V sur K ,  alors les n vecteurs 

sont linéairement indépendants (Problème 5.47) et donc forment une autre base de V. 
De plus, P est la matrice de passage de la base { e , )  à la base { f i } .  En conséquence, si 
A est la représentation matricielle quelconque d’un opérateur linéaire T sur V, alors la 
matrice B = P - l A P  est aussi une représentation matricielle de T. 

f i  = altel + aziez + . . + unien, i = 1, . . . , n 

MATRICES SEMBLABLES 

Supposons que A et B soient des matrices carrées pour lesquelles il existe une matrice inver- 
sible P telle que B = P-lAP. On dit alors que B est semblable à A. On dit aussi que B est obte- 
nue à partir de A par une similitude. Nous montrerons (Problème 7.22) que la similitude des ma- 
trices est une relation d’équivalence. Ainsi, d’après le théorème 7.5 et la remarque précédente, nous 
avons le résultat fondamental suivant : 

Théorème 7.6 : Deux matrices A et B représentent le même opérateur linéaire T si, et seulement 
si, elles sont semblables. 

C’est-à-dire que toutes les représentations matricielles de l’opérateur linéaire T forment une 

Un opérateur linéaire T est dit diagonalisable, s’il existe une base {ei } sur laquelle il est repré- 
classe d’équivalence de matrices semblables. 

senté par une matrice diagonale ; la base {e,}diagonalise T. Le théorème précédent nous donne 
le résultat suivant : 
Théorème 7.7. : Soit A-une représentation matricielle d’un opérateur linéaire T .  T est alors diagona- 

lisable si, et seulement si, il existe une matrice inversible P telle que P-’AP soit une 
matrice diagonale. 

C’est-à-dire que T est diagonalisable si, et seulement si, sa représentation matricielle peut être 

itemarquons que tous les opérateurs ne sont pas diagonalisables. Cependant, nous montrerons 
diagonalisée par une similitude. 

(Chapitre 10) que tout opérateur T peut être représenté par certaines matrices “standard” appe- 
lées ses formes normale ou canonique. 11 faut dire que cette discussion demandera quelques 
connaissances de la théorie des corps, polynômes et déterminants. 

trices semblables ; c’est-à-dire que f(A) = f ( B )  si A est semblable i B. Donc f introduit une fonc- 
tion notée aussi f ,  sur les opérateurs linéaires T de façon naturelie : f ( T )  = f ( [ T ] , )  où {e,} est 
une base quelconque. La fonction est bien définie par le précédent théorème. 

un autre exemple important d’une telle fonction. 

Supposons que f soit une fonction de matrices carrées qui associe la même valeur à des ma- 

Le déterminant est peut-être le plus important exemple du type précédent de fonctions. Voici 

Exemple 7.8 : La trace d’une matrice carrée A = (a,) écrite tr(A) est définie comme étant la somme 
de ses éléments situés sur la diagonale principale 

tr ( A )  = all + aZ2 + . * + ann 
Nous montrerons (problème 7.22) que des matrices semblables ont la même trace. Nous 
pouvons ainsi parler de la trace d’un opérateur linéaire T : c’est la trace d’une quelconque 
de ses représentations matricielles : tr ( T )  = tr ([TI,). 
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MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 

Soient V et U des espaces vectoriels sur le même corps K et soit dim V = rn et dim U = n. De 
Considérons maintenant le cas général d’applications linéaires d’un espace dans un autre espace. 

plus, soit { e ,  . . . . .  e ,  } et { f i ,  . . . .  f n  } des bases arbitraires mais fixées de V et U respectivement. 
Supposons F : V --+ U une application linéaire. Alors, les vecteurs F ( e , ) ,  . . . .  F ( e , )  appar- 

tiennent à U et donc chacun est une combinaison linéaire des f i :  

F(ei) 
F(e2) 

F(em) = &if1 + ~ z f z  + 

= ail f i  + a d 2  + . * . + a i n f n  

= a d 1  + a 2 2 f z  + 1 . . + aznfn 

* . + a m n f n  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

La transposée de la matrice des coefficients ci-dessous, notée par [FI;, est appelée la représentation 
matricielle de F relativement aux bases { ei } et { f i } ,  ou la matrice de F dans les bases { ei } et {fi}: 

. . .  1 . . .  
/a11 a21 ami 
ai2 a22 am2 

. . . . . . . . . . . . . . . .  \ ain azn . . .  amn 

[FI: = 

On a alors les théorèmes suivants. 

Théorème 7.8 : Quel que soit le vecteur u E V, [F)é [ u ] ,  = [ F ( u ) l f .  

C’est-à-dire, en multipliant le vecteur coordonné de u dans la base j e i )  par la matrice [ F g ,  
nous obtenons le vecteur coordonné de F(u)  dans la base { h  1. 
Théorème 7.9 : L’application F * [FI; est un isomorphisme de Hom (V, U )  sur l’espace vec- 

toriel des matrices n x m sur le corps K .  C’est-à-dire que l’application est injec- 
tive et surjective et quels que soient F, G E Hom (V, U )  et quel que soit k E K ,  

[F+G]B = [FI: + [G]!  et [kF],‘ = k [ F ] ;  

Remarque : Rappelons qu’une matrice quelconque n x m A sur K a été identifiée à un opérateur 
linéaire de Km dans K” donné par u I+ Au. Supposons maintenant que V et  U soient 
des espaces vectoriels sur K de dimensions respectives rn et n et supposons que { e i  } 
soit une base de V et { f i >  une base de U. Alors, eu égard au théorème précédent, 
nous identifierons aussi A avec l’application linéaire F : V -+ U donnée par 
[ F ( u ) l f  = A [ u ] , .  Nous pouvons dire que si d’autres bases de V et U sont données, 
alors A est identifiée avec une autre application linéaire de V dans U. 

Théorème 7.10 : Soient {ei), {fi} et {g,} des bases de V,  U et W respectivement. Soit F : V +- U 
et G : U 3 W des applications linéaires. Alors, 

[GOFI: = [GIfg[F]é 

C’est-à-dire, relativement à des bases appropriées, que la représentation matricielle de la com- 
position de deux applications linéaires est égale au produit des représentations matricielles de cha- 
cune des applications. 

Nous montrons enfin comment la représentation matricielle d’une application linéaire 
F : V + U est affectée lorsqu’on prend de nouvelles bases. 

Théorème 7.11 : Soit P la matrice de passage d’une base { e i }  à une base { e l }  dans V, et soit Q 
la matrice de passage d’une base { f i }  à une base { f i }  dans U. Alors, pour une 
application linéaire quelconque F : V + U : 
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Ainsi, en particulier, 

c’est-à-dire lorsque le changement de base opère uniquement dans U, et 

lorsque le changement de base opère uniquement dans V. 

[FI: = Q-’[Fl: 

IF&= [ F l p  

Remarquons que les théorèmes 7.1, 7.2, 7.3 et 7.5 sont des cas particuliers des théorèmes 

Le théorème suivant montre que chaque application linéaire d’un espace dans un autre peut 
7.8, 7’9, 7.10 et 7.11 respectivement. 

être représentée par une matrice très simple. 

Théorème 7.12 : Soit F : V += U une application linéaire, et rang F = r. Il existe alors des 
bases de V et de U telles que la représentation matricielle de F a la forme 

où i est la matrice carrée identité d’ordre r. Nous appelons A la forme normale 
ou canonique de F. 

REMARQUE 

à droite du vecteur u, on écrit alors : 
Comme il était dit précédemment, on rencontre dans certains textes le symbole opérateur T 

UT au lieu de T ( u )  
Dans de tels textes, les vecteurs et opérateurs sont représentés par des n-tuples et des matrices 
qui sont les transposées des matrices que nous avons utilisées. C’est-à-dire, si : 

v = klel + k2e2 + . . .  + k,e, 

dors on écrit 

[VI. = (ki, kz, . . . .  k n )  au lieu de 

T(e i )  = alei + a2ez + . . .  + anen 

T(ez) = biel + b2e2 + - + bnen 
Et si, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
T(en)  = clel + c2ez + . * + C n e n  

dors on écrit 
CL2 . . .  an bi . . .  

[TI, = [f 1: : : :  :] au lieu de [TI, = 
. . .  

. . . . . . . . . . . . . .  
. . .  

Ceci est aussi vrai pour la matrice de passage d’une base à une autre e t  pour les représentations 
matricielles d’applications linéaires F : V += U. De tels textes ont évidemment des théorèmes ana- 
logues à ceux que nous avons donnés ici. 
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PROBLEMES RESOLUS 

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D'OPERATEURS LINEAIRES : 

7.1. Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs T de R2 relativement à la base 
usuelle {el = (1, O), e2 = (O ,  1)). 

(i) T(x ,  y) = ( 2 y ,  3 x  - y ) ,  (ii) T ( x ,  y)  = (3x - 4y, x + 5y) .  
Remarquons d'abord que si (a, b )  E R: alors (a, b )  = ael + be2.  

(ii) T ( q )  = T(i,O) = ( 3 , i )  = 3e, + e2 et 3 -4 
T ( 4  = T ( 0 , i )  = (-4,5) = -4e, + 5e2 

7.2. Trouver la représentation matricielle de chacun des opérsteurs T dans le précédent problème 
relativement à la base {fi = (1, 3), f i  = (2, 5)). 

Nous devons d'abord trouver les coordonnées d'un vecteur arbitraire (a, b )  E R relativement à la base ui}. Nous avons 

ou x + 2 y = a  et 3 x + 5 y = b  

ou x = 2 b - 5 a  et y = 3 a - b  

Ainsi (a ,  b )  = (2b - 5a)f1 + (3a - b)f2 

(i) 

2 

(a ,  b)  = x(1,  3) + y(2,  5 )  = (x + 2y, 32 + 5y) 

Nous avons T(x,  y )  = ( 2 y ,  3x - y ) .  Donc 

T( f , )  = T(1,3)  = (6,O) = -30f1 + 18fz -30 -48 
T(f2) = T(2:5)  = ( 1 0 , l )  = -48fi + 2952 18 29 

(ii) Nous avons T(x, y )  = (3x  - 4y, x + 5y).  Donc 

7.3. Supposons que T soit un opérateur linéaire de R3 défini par 

T(X, y, X )  = (six + a2y f a32, bix f bzv f b 3 X ,  C i X  f Czy  f C 3 X )  

Montrons que la,,matrice de T dans la base usuelle {ei} est donnée par 
a1 a2 a3 

[TI, = (;; Cn ;;) 
C'est-à-dire, les lignes de [TI,  sont obtenues 6 partir des coefficients de x ,  y, z dans les 

composantes de T ( x ,  y, z) .  

l''(el) = T(1 ,  0, O )  = (a l ,  b,, cl) = alel + b1~2 + cle3 

T(ez )  = T(0,  1, O )  = (az ,  b,, cz) = a2e1 + b,e2 + c2e3 

T(c3)  = T(0,  O ,  1) = (a3, b3, c3) = a361 + b3e2 + ~ 3 ~ 3  

En conséquence 

Remarque : Cette propriété reste vraie pour un espace quelconque K", mais uniquement relativement à la 
base usuelle 

{el = (1, O ,  . . . , O ) ,  e2 = ( O ,  i , O ,  . . . , O ) ,  . . ., en = (O, . . . , O ,  1)) 
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7.4. Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs linéaires suivants T sur K3 
relativement ii la base usuelle {el = (1, O, O), e ,  = (O, 1, O), e3  = (O, O, 1)): 

(i) T ( x ,  y, x) = (2% - 3y + 42, 5x - y + 2x, 4x + 7y), 

(ii) T ( x ,  y, x) = (2y + x, x - 4y, 3x). 

D’après le problème 7.3 : (i) [TI, = (! --: 2 -3 4 O 2  

, (ii) [TIF = (i -0 8) 
7.5. Soit T un opérateur linéaire sur R3 défini par T ( x ,  y ,  z )  = (2y + z, x - 4y, 3x). 

(i) 
(ii) Vérifier que [TIf  [uI f  = [T(U)! ,  pour un vecteur quelconque u E R 3 .  

base {fi, fi, f3}. Ecrivons (a, b, c) sous forme de combinaison linéaire des fi à l’aide des scalaires inconnus 
x ,  y ,  z :  

Trouver la matrice de T dans la base {f i  = (1, 1, i), f, = (1, 1, O), f 3  = (1, O, O)}. 

Nous devons d’abord trouver les coordonnées d’un vecteur arbitraire (a, b, c) E R3, par rapport à la 

(a ,  b,  c) = x (1 ,  1, 1) + y (1 ,  1, O )  + z(1, O, O) 

= ( x + y + z ,  2 +  y ,  x) 

En égalant les composantes correspondantes entre elles, on  obtient le système d’équations 

En résolvant ce système en x, y, z en fonction de a, b, c on trouve x = c, y = b - c, z = a - b. Ainsi 

(a ,  b,  c) = cfl + ( b  - c ) f z  + (a  - b ) f 3  

Puisque T ( x ,  y ,  z )  = ( 2 y  + z ,  x - 4y, 3x1 (i) 
T(f1) = T(1,1,1) = (3,-3,3) = 3f1 - 6 f z  + 6 f3  
p(f2) = T(l j1 ,  O )  = (2, -393) = 3 f i  - 6f2 + 5 f 3  et [T]f = -6 -6 -2 ( 1 5 -:) V f 3 )  = T(1,0,0) = (O, 1,3) = 3 f ,  - 2f2  - f 3  

(ii) Supposons v = (a, b, c )  ; alors 

w = (a ,  b,  C) = cfi + ( b  - c ) f 2  + ( a  - b ) f 3  et donc [v]f = b - c 
( a :  b )  

Ainsi 

On a aussi, 
T(w) = T(a ,  b,  c) = (2b + c, a -  4b, 3a) 3a 

( -a  + ôb + C) 
et donc [T(w)]f = - 2 ~  - 4b 

= 3af, + (-2a - 4 b ) f 2  + (-a + 6b + e ) f 3  

7.6. Soit A = (3 4 ) et T l’opérateur linéaire de RZ défini par T(u)  = Au (où u est écrit sous 

forme de vecteur colonne). Trouver la matrice de T dans chacune des bases suivantes : 

(i) {e, = (1, O), e,  = (O, 1)) c’est-à-dire la base usuelle ; 

(ii) { f i  = (1, 3 ) , f 2  = (2, 5)). 
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Observons que la matrice de T dans la base usuelle est précisément la matrice initiale A qui défi- 
nissait T. Ceci n'est pas inhabituel. En fait, nous montrerons dans le problème suivant que ceci est vrai 
pour une matrice quelconque A lorsqu'on utilise la base usuelle. 

(ii) D'après le problème 7.2, (a, b )  = (2b - Sa) f l  + ( 3 a  - b ) f 2 .  Donc 

1 2  1 
W l )  = ( 3  4)(3)  = (17) = -5f,+ 6fz 

T(f,)  = (3 1 2  J( 2 5) = (;;) = -*f1+ lof2 
et donc [Tlf = (-6 y:) 

7.7. Rappelons qu'une matrice carrée quelconque n ,  A = (a,) peut être considérée comme un 
opérateur linéaire T sur K" défini par T ( u )  = Au, où u est écrit sous la forme d'un vecteur 
colonne. Montrer que la représentation matricielle de T relativement à la base usuelle {ej) 
de K" est la matrice A ,  c'est-à-dire [TI, = A.  

= allel + u2,e2 + * + anlen T(el) = Ae, = ................. 
U n i  an2  + . .  ann 

T(e,) = Ae, = ... + anzen ................. 
. . .  ann 

....................................................................................... 

T(e,) = Ae, = 1::: ::: ::: q;) = (q = alnel + + ... + annen ................. 
ann  ann an1 an2 . . -  

(C'est-à-dire T(ei )  = Aei est la ième colonne de A ) .  Donc 

7.8. Chacun des ensembles (i) (1, t, e', te'} et (ii) {e3', te3', tZe3'}est une base d'un espace vec- 
toriel V de fonctions f : R + R . Soit D l'opérateur différentiel de V, tel que D( f )  = df/dt .  
Trouver la matrice de D dans la base donnée. 
(i) D(1) = O = O(1) + O ( t )  + O(et) + O(tet) 

D ( t )  = 1 = i(1) + O ( t )  + O(et) + O(tet) 
D(et) = et = O(1) + O ( t )  + l(et) + O(tst )  

D(tet) = et + tet = O(i) + O ( t )  + l(et) + l(tet) 

(ii) D(e3t) = 3e3t = 3(e3t) + O(te3t) + O(t2e3t) 

et P l  = 

D(te3t) = e3t + 3te3t = l(e3t) + 3(te3t) + O(tZe3t) et [O] = 
D(t2e3t) = 2te3t + 3t2e3t = O(e3t) + Z(te3t) + 3(t2e3t) 
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7.9. Démontrer le théorème 7.1 : Supposons que{el, . . . , en} soit une base de V et T un opérateur 
linéaire sur V. Alors pour tout u t V, [TI, [ u ] ,  = [T(u)] , .  

Supposons que, pour i = 1 , .  . . , iz. 

n 

j = 1  
T(ei)  = ailel + ai2e2 + . . . + ainen = 2 aijej 

Alors [TI,  est la matrice carrée d’ordre n dont la jème ligne est : 

(aijy a2j’ . . .> anj)  

n 

i= 1 
Supposons maintenant que v = kle, + k,e2 + + k,en = 2 kiei 

En écrivant un vecteur colonne comme transposé d’un vecteur ligne, 

De plus en utilisant la linéarité de T, 

Ainsi [ T ( v ) ] ,  est un vecteur colonne, dont le jème élément est 

aljk1 + aZjk2 + . . + anjkn (3) 

D’autre part, le jème élément de [TI, [v], est obtenu en multipliant la jième ligne de [TI, par [v], 
c’est-à-dire (1) par (2). Mais le produit de (1) et (2) est (3 )  ; donc [TI, [v], et [T(v)], ont les mêmes 
éléments. Ainsi [TI ,  [v], = [ T ( v ) ] ,  . 

7.10. Démontrer le théorème 7.2 : Soit {el, e,, . . . , en}  une base de V sur K ,  et soit CA l’al- 
gèbre des matrices carrées n x I I  sur K .  Alors l’application T * [TI ,  est un isomorphisme 
d’espace vectoriel de A (V) sur C A .  C’est-à-dire que l’application est à la fois injective et 
surjective et quels que soient S, T E A (V) et quel que soit h t K ,  [T f SI, = [ T I ,  -k [SI, 
et [ h T ] ,  = k [ T ] , .  

L’application est injective puisque. d’après le théorème 8.1, une application linéaire est complètement 
déterminée par les images de la base. L‘application est surjective puisque chaque matrice M E CA est l’image 
de l’opérateur linéaire 

n 

j=i  
F(ei) = 2 mij ej i = 1,. . .>n 

où (m..) est la transposée de la matrice M. 

Supposons maintenant que pour i = 1, . . . , n, 
IJ 

n 
T(ei)  = aijej et S(ei)  = 2 bijej 

j = 1  j=i  

t Soient A et B les matrices A = (a,) et B = ( b j j ) .  Donc [ T I ,  = A t  et [SI, = B . Nous avons pour 
i =  1, . . . ,  n, 

n 

j=1 
(T+ S)(ei) = T(ei )  + S(ei)  = 2 (aii+. bij)ej 

Remarquons que A -t B est la matrice (aij -k bii) .  En conséquence 

[ T + S ] ,  = ( A  +B)t  = At + Bt = [TI, + [SI, 
Nous avons aussi, pour i = 1 , .  . . , n, 

n n 

j=l j=1  
( k T ) ( e i )  = k T(ei)  = k 2 aijej = 2 (kaij)ej 

Remarquons que kA est la matrice (kaii). En conséquence 

Le théorème est ainsi démontré. 
[kT], = (kA) t  = kAt = k [ T ] ,  

12 
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7.11. Démontrer le théorème 7.3 : Soit {e , , .  . . , e n }  une base de V. Alors quels que soient les 
opérateurs linéaires S, T E A (V) ,  [ S T ] ,  = [SI, [TI,. 

n n 
a.. e .  et S(e.)  = 

j=1  II I I k = l  
Alors [TI ,  = A' et [SI, = Bt. Nous avons 

Supposons T(ei)  = bik ek .  Soient A et B les matrices A = (u . . )  et B = (bji). 
'I  

(ST) (e i )  = S(T(ei)) = S 

n 

j =  1 
Rappelons que AB est la matrice A B  = ( c ik )  où aii bik. En conséquence, 

[ST], = (AB)t = BtAt = [S],[T], 

CHANGEMENT DE BASE, MATRICES SEMBLABLES 

7.12. Considérons les bases suivantes de R2 : {el = (1, O), e, = ( O  , 1)) et { f , =  (1 , 3) f, = (2,5)}.  
1) Trouver la matrice de passage P de la base {e , }  5 la base { f i } .  2) Trouver la matrice de 
passage Q de { f i >  à { e i } .  3) Vérifier que Q = P- l .  4) Montrer que [ U ] ~  = P-' [ u ] ,  pour 
tout vecteur u E R2. 5) Montrer que [TIf  = P-l [T]eP. pour l'opérateur T de RZ défini par 
T ( x  , y) = ( 2 y ,  3x - y )  (Voir problèmes 7.1 et 7.2). 

f i  = (1,3) = l e ,  + 3e, 1 2  
f, = (2,5) = 2e1 + 5ez et p = ( 3  5) 

2) D'après le problème 7.2,(a, b )  = ( 2 b  - 5a) f, -t (3a - b )  f,. Ainsi 

el = (1,O) = -5f1 + 3f2 -5 2 

e2 = (0,U = 2fl - fz et = ( 3 -1) 

3) 

4) 

-5 2 
P Q  = (; :)( 3 -1) = (0 1") = I 

Si w = (a, b), alors [w], = (b) et Ainsi 

-5 2 -5a + 2b 
P-"vle = ( 3 -1 )(b) = ( 3a- b ) = ['If 

O 2  - 3 0  - 4 8  

3 -1  
). Donc ,) et [ ~ l i . =  ( 18 29 

5) D'après les problèmes 7.1 et 7 . 2 ,  [TI, = ( 
- 5 2 0 2 1 2  -30 -48 

P-"T],P , = ( 3 -1)(3 -1)(3 5 )  = ( 18 29) = 

7.13. Corisidérons les bases suivantes de R3 : {el = (1, O, O),  e2 = (O, 1, O),  e3 = (O,  O, 1)) et 
{ f ,  = (1, 1, 1), f i  = (1, 1, O) , f 3  = (1, O, O)}. 1) Trouver la matrice de passage P de 
{ ei} à {fi>. 2) Trouver la matrice de passage Q de { f i  } 5 {ei>. 3) Vérifier que Q = P-? 
4) hiontrer que [us .  = P-' [uIe pour tout vecteur u E R 3 .  5) Montrer que [ T b  = P' [ T],P 
pour T défini par T ( x  , y ,  z )  = (2y + z ,  x - 4y , 3x) (voir Problèmes 7.4 et 7.5). 

1) fi = ( i , i , i )  = le ,  + lez  + le3 1 1 1  
fi = (1,1,0) = le ,  + le, + Oe3 et 
f 3  = (l,O,O) = le, + Oe, + Oe3 1 0 0  

P = l1 1 
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2) D’après le problème 7.5,(a, b, c )  = cf, -i ( b  - c )  fi + (a - b )  f3. Ainsi 

el = (1,0,0) = Ofl  + Ofz + lf3 
e2 = (O, 1,O) = Ofl + i f z  - l f 3  et 
e3 = ( O ,  O ,  1) = Ifl - ifz + o f 3  

3) 

4) Si v = (a, b, c), alors [ v ] ,  = (:) b et [ v ]  = (,” !;). Ainsi 

O 

a - b  

3 3  
5 )  D’après les problèmes 7.4 ( 2 )  et 7.5,[TIe = 1 - 4 O et [TI = - 6 -6  - 2  . Ainsi 

(3’ 1) ( 6 5 --:) 

7.14. Démontrer le théorème 7.4 : Soit P la matrice de passage de la base { e .  } à la base { f i  )dans 
un espace vectoriel V. Pour tout vecteur u E V, P[u l f  = LU],. Aussi [u), = P-’ [u],. 

n 

j= i  
Supposons, pour i = 1 , .  , , , n, fi = ail el + ai, e, + . . 1 + ain en = aij ej. Alors P est la ma- 

trice carrée n x rz dont la jeme ligne est 

(a . , azi , . . . , anil (1 ) 
1 1  

n 
2 ki f i .  Alors en écrivant un vecteur colonne comme 

i= 1 
Supposons aussi v = k ,  f + k ,  f, +. . .+ k f = 
le transposé d’un vecteur kgne, n n  

[v!, = ( k ,  , k ,  , . . . , knIt 

En remplaçant les fi par leurs valeurs dans l’éqüation donnant v, 

n 

j=1  
= 2 (alikl + azjk2 + * * + anJk,)ei 

En conséquence [v] ,  est le vecteur colonne dont le jeme élément est : 

D’autre part, le jème élément de P[v] est obtenu en multipliant la jème ligne de P par [vif c’est-à-dire(1) 
et (2). Mais le produit de(1) et(2) est (3) ; donc P [ v ]  et [v], ont les mêmes éléments et donc P[v] = [Y],. 

a k ,  + a  .k  + * - * +  anikn  (3) 
1 i  21 2 

f 
f f 

De plus, en multipliant l’égalité précédente par P-’ on obtient P-’ [v], = P-’P[vIf = [ v ] f .  

7.15. Démontrer le théorème 7.5 : Soit P la matrice de passage d’une base {ei) à la base { f i )  dans 
l’espace vectoriel V. Alors, quel que soit l’opérateur linéaire T sur V, [ TIf = P-’ [TI, P. 

Pour un vecteur quelconque Y E V, P-1[T],P[v]f = P-l[T),[uI, = iTb)Ie = i T ( v ) I f .  
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Mais [T]f[~]f = [T(v)If ; donc P-'[T],P[V]~ = [TIf[vlf. 

Puisque l'application Y I+ [vif est surjective sur K " , Pi[ T ] ,  PX = [ T] X quel que soit X E K". 

En conséquence P-' [ TIe P = [ T ' f .  
f 

7.16. Montrer que la similitude des matrices est une relation d'équivalence, c'est-à-dire que 1) A est 
semblable à A ,  
à E et B semblable à C, alors A est semblable à C. 
1) La matrice identique 1 est inversible et 1 = 1-'. Puisque A = r' AI,  A est semblable à A .  

2 )  Puisque A est semblable à B ,  il existe une matrice inversible P telle que A = P-'BP. Donc B = PAP-' = 

3) Puisque A est semblable à B ,  il existe une matrice inversible P telle que A = P-' BP et puisque B est 

2) si A est semblable à B ,  alors B est semblable à A ,  3) si A est semblable 

(P-')-' AP-l  et P-' est inversible. Ainsi B est semblable à A .  

semblable à C, il existe une matrice inversible Q telle que B = Q-' CQ. Donc A = P-'BP=P-'(Q-'CQ)I 
(QP)-' C (QP) et QP est inversible. Donc A est semblable à C. 

TRACE 

7.17. La trace d'une matrice carrée A = (a i i ) ,  que l'on écrit tr(A), est la somme de ses éléments 
diagonaux ; tr(A) = a, ,  + a Z 2  + 
semblable à B alors tr(A) = tr(B). 

- i- a n " .  Montrer que 1) tr (AB) = tr (BA), 2) si A est 

n 
2 a . .  b .  1) Supposons A = (u..) et B = (b..). Alors A B  = ( c i k )  où cik = Ainsi 

ZJ 9 j=' Y Jk' 

n n n  

n 
D'autre part, BA = (d. ) où dik = bji aik.  Ainsi 

Jk i = l  

2 )  Si A est semblable à B ,  il existe une matrice inversible P telle que A = P-' BP. En utilisant 1), 

tr(A) = tr(P-1BP) = tr(BPP-1) = tr(B) 

7.18 Trouver la trace de l'opérateur suivant de R 3 :  

T(x ,  y, 2 )  (six + azy + a$, bix + b2y + b32, CiX + c2y + c32) 

Nous devons d'abord trouver une représentation matricielle de T. En choisissant la base usuelle {ei}, 

c1 ez c3 

et tr (T) = tr ([TI,) = al + b2 + e3. 

7.19. Soit V l'espace des matrices 2 x 2 sur R et soit M = (8 4 >. Soit T l'opérateur linéaire 

de V défini par T(A) =MA. Trouver la trace de T. 

Nous devons d'abord trouver une représentation matricielle de T.  En choisissant la base usuelle de 
V :  
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T(E,) = M E ,  = (; ;)(; 0) = (; ;) = 2E, + OE, + 4E, + OE, 

T(E,) = M E ,  = (; :)(O y )  = (0 1) = OE, + 2E2 + OE3 + 4E, 

Donc /l O 2 O\ 
0 1 0 2  

= ( 3  0 4 ,\ 
\ O  3 O 41 

et tr ( T )  = 1 + 1 + 4 + 4 = 10. 

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D'APPLICATIONS LINEAIRES 

7.20. Soit F :  R3+ Rz l'application linéaire définie par F ( x  , y , z )  = (3x + 2y - 42, x - 5y + 32). 
1) Trouver la matrice de F dans les bases suivantes de R3 et RZ 

{fl = (LI, l), f 2  = (1, LO), f 3  = ( L O ,  C I ) ) ,  ( 9  1 - - ( 1,311 L72 = ( 2 , 5 ) }  

2) Vérifier que l'action de F est préservée par sa représentation matricielle, c'est-à-dire, que 
pour un vecteur quelconque, u E R3, [ F C  [VI, = [ F ( v ) I g .  

1 )  D'après le problème 7.2,(aI b )  = ( 2 b  - 5a)g ,  -1- (3a  - b)g , .  Donc 

W,) = W , l , l )  = (1,-1) = -79, + 49, 

F(fd = FU, 1,O) = (5,-4) = -339, + 199, 
-7 -33 -13 

et [FI? = ( 4 19 8 )  
F(f3) I= F(1,O, O )  I= ( 3 , l )  = -139, + 89, 

2) Si v = (x, y ,  z ) ,  alors,d'après le problème 7.5,  v = zf, + ( y  - z )  fi + (x - y )  f,. Aussi 

F ( v )  = ( 3 ~  + 2~ - 42, x - 5y + 32) = (-13% - 2Oy + 2 6 ~ ) g I  + (8% + l l y  - 1 5 ~ ) g ,  

-7 -33 -lai( -13% - 2Oy + 2 6 ~  

= ( Y - Z  

% - Y  
8~ + l l y  - 152 

7.21. Soit F : Kn + K M  l'application linéaire définie par : 

Montrer que la représentation matricielle de F relativement aux bases habituelles de K n  et 
de K m  est donnée par 

F ( x , ,  xz, . . . , x n )  = (aiixi + . * * + ainxn, u21z1+ . . . + a2nzn, . . . , amixi + . . . + amnXn) 

a12 . . . ai, 
= . . . . . . . . . . . . . . . . . 

a m i  am2 . . . am,, 
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C'est-à-dire que les lignes de [FI sont obtenues à partir des coefficients des xi dans les com- 
posantes de F (x  , x, , . . . , x n  ) respectivement, 

F U ,  0 ,  . . . , 0 )  = (a,,, aZ1, . . . , ami) a12 . . . 
F(O, 1, . . ., 0 )  = (al2, aZ2, . . . , amz) 

[FI = . . . . .. . . . . .. ... ... et ................................ 
F(O, 0 ,  . . . ,1) = (ain, aznj . . . , amn) a m i  a m 2  . . .  a m n  

7.22. Trouver la représentation matricielle de chacune des applications linéaires suivantes relative- 
ment aux bases habituelles de R" : 

1) F : R2 -+ R 3  définie par F ( x ,  y) = (3x - y ,2x  + 4y , 5x - 6y) .  

2) F : R4 -+ R2 définie par F ( x ,  y ,  s ,  t )  = (3x - 4y + 2s - 5 t ,  5x + 7y - s - 2t ) .  

3) F : R 3  -+ R4 définie par F ( x ,  y ,  z )  = (2x  + 3y  - 82, x -t y -t z ,4x - 5 2 , 6 y ) .  

D'après le problème 7.21, nous avons seulement besoin des coefficients des inconnues dans F ( x  , y ,  ... ). 
Ainsi : 

2 3 -8 
3 -4 2 -5 
5 7 -1 -2 

7.23. Soit T : R2 -+ RZ définie par T ( x ,  y )  = (2x - 3y  , x + 4y). Trouver la matrice de T dans 
les bases {el = (1 , O), e, = (O,  1)) et { f ,  = (1, 3), f, = ( 2 ,  5 ) )  de R2 respectivement. 
(Nous pouvons considérer T comme une application linéaire d'un espace dans un autre, cha- 
cun ayant sa propre base). 

D'après le Problème 7.2, ( a ,  b )  = (2b - 5a)  fl -t (3a - b )  fi. Alors 

T(el) = T(i,û) = (2, 1) = -8f1 + 5 f 2  -8 23 
T ( e z )  = T(0,i) = (-3,4) = 23f1 - 13f2 

et [*lé = ( 5 -13) 

- ). Rappelons que A détermine une application linéaire F : R3 -+ R2 

définie par F ( u )  = A'u où v est écrit comme un vecteur colonne. 

1) Montrer que la représentation matricielle de F relativement à la base usuelle de R-? et de 

2) Trouver la représentation matricielle de F relativement aux bases suivantes de R3 et R 2 .  

c -4 7 
'7.24. Soit A = 

R2 est la matrice A elle-même:[F] = A .  

{fl = (L1, 1)t f 2  = (h1, O), f 3  = (LO, O ) } ,  {Sl = (1,3), g 2 - - (2,5)) 

1) 

. 2  5 - 3 .  
pour lequel [FI = ) = A .  (Comparer avec le problème 7.7). 

( 1 - 4  7 
2 j  D'après le problème 7.2, ( a ,  b )  = (2b - Sa) g, + (3a - b )  8,. Alors 
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-12 -41 -8 

7.25. Démontrer le théorème 7.12 : Soit F : V + U une application linéaire. Alors il existe une 
base de V et une base de U telle que la représentation matricielle A de F ait la forme 

A = (’ ) où 1 est la matrice identité carrée r x r et r est le rang de F .  
O 0  

Supposons dim V .= rn et dim U = n. Soit W le noyau de F et U’ l’image de F. Nous supposons que 
} une base du noyau de F rang F = r ; donc la dimension du noyau de F est rn - r .  Soit {wl ,  . . . .  w m  

et prolongeons-la pour obtenir une base de V :  

Posons 
{ Y , ,  . . . .  v r ,  w 1  ..... W m v r  } 

u1 = F ( v l ) ,  uz = F(v,) ,  . . . .  u,, = F ( v Y )  

Remarquons que {ul . . . . .  u n }  est une base de U’, l’image de F .  Prolongeons-la pour obtenir une base. 

* * t U r >  * * * u n }  
de U. Remarquons que 

F ( q )  lu1 + ou, + .. .  + ou, + OU,+ 1 4- . . .  + ou, 

F(?J,) ou, + l u 2  + . . * + 026, + Ou,+ 1 + . ‘ .  + ou, 

F(%) ou, + ou, + ... + lu, + Ou,+ 1 + ... + ou, 
F(w,) ou, + ou, + ... + O u ,  + Ou,+ 1 + .. .  + ou, 

F(w,-,) = O = ou, + ou, + * .  . + ou, + ou,+1 + . . * + ou, 

= u, = 

= ZL2 = 
.......................................................... 

= u, = 
= O = 

.......................................................... 

Ainsi la matrice de F dans les bases précédentes a la forme demandée. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’OPERATEURS LINEAIRES 

7.26. Trouver la matrice de chacun des opérateurs linéaires suivants T de RZ par rapport à la base ordinaire {el = (1  , O) ,  
e2 - (O , i)) :( i)  ~ ( x , y )  = (2x - 3 y ,  x + y ) ,  (ii) T ( X ,  y )  = (5x + y , 3x  - 2y).  - 

7.27. Trouver la matrice de chacun des opérateurs T dans le précédent problème par rap ort à la base{fl = (1 , 2) , 

7.28. Trouver la matrice de chacun des opérateurs T du problème 7.26 dans la base {gl = (1 , 3 ) ,  g2  = (1, 4)). 

fi = (2 , 3)).  Dans chaque cas, vérifier que [TIf [ Y ] ~  = [ T ( Y ) ] ~  quel que soit Y E R i: . 
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7.29. 

7.30. 

7.3 1 .  

7.32. 

7.33. 

Algèbre linéaire 

Trouver la représentation matricielle de chacun des opérateurs linéaires suivants T de R3 relativement à la 
base usuelle. 

(il 

(iii) 

T ( x ,  Y ,  z )  = ( x ,  Y ,  0 )  

T ( x ,  y ,  z )  = (2 ,  y + z ,  x + y + z) 
(Ü) T ( x ,  y ,  2 )  = ( 2 ~  - 7 y  - 42, 3~ + y + 42, 6~ - 8y + Z )  

Soit D l’opérateur différentiel, c’est-à-due D (f) = d f / d t .  Chacun des ensembles suivants constitue une 
base d’un espace vectoriel V des fonctions f : R + R. Trouver la matrice de D dans chacune des bases 
(il {et, e 2 >  t e z t } , ( i i )  {sin t, cos t},(iii) { e 5 t ,  t e 5 t ,  t2e5t),(iv){i, t sin 3 t ,  cos 3t). 

Considérons le corps des complexes C comme un espace vectoriel sur le corps des réels R. Soit T l’opé- 
rateur de conjugaison sur C tel que T ( z )  = ?. Trouver la matrice T dans chaque base (i) (1, i}, 
(ii) {i + i, i + 2i}. 

Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R et soit M = (1 d) .  Trouver la matrice de chacun des 

opérateurs linéaires suivants de T sur V dans la base habituelle (voir problème 7.19) de V : (i) T ( A )  = MA, 
(ü) T ( A )  = AM. (iii) T ( A )  = M A  - AM. 

Soit 1, et O,. respectivemegt l’opérateur identique et l’opérateur nul de l’espace vectoriel V. Montrer que, 
quelle que soit la base {ei} de V ,  (i) [l,], = 1 la matrice identité, (ii) [q], = O la matrice nulle. 

CHANGEMENT DE BASE, MATRICES SEMBLABLES 
7.34. Considérons les bases suivantes de R2 : {e l  = (1, O), e 2  = (O, 1)) et {fl = (1, 2) ,  fi = ( 2 ,  3 ) ) .  

(i) 
(ii) 
(iii) 

Reprendre le problème 7 .34  pour les bases{fi = (1, 2 ) ,  fi = ( 2 ,  3)) et{gl = (1, 3 ) ,  g2  = (1, 4)). 

Supposons que {el, e 2 }  soit une base de V et T : V + V un opérateur linéaire pour lequel T(el) = 3e1  - 2e2 
et T ( e 2 )  = el + 4e2.  Supposons que {fi, fi}  soit une base de V pour laquelle f l  = e l  4- e2 et 
f i  = 2 e ,  + 3 e 2 .  Trouver la matrice de T dans la base{fl, fi}. 

Considérons les bases B = (1, i ) e t  B’ = (1 + i, 1 + 2;} du corps des complexes C sur le corps des réels 
R. (i) Trouver les matrices de passage P et Q de B à B et de B à B ,  respectivement. Vérifier que 
Q = P-’. (ii) Montrer que [TIB‘ = P-’ [TIB P pour l’opérateur conjugué T du problème 7.31. 

Trouver les matrices de passage P et Q de { e i }  à {fi} et de { f i }  à {ei} respectivement. Vérifier Q = P-l. 

Montrer que [v], = P[v],, quel que soit v E R . 
Montrer que [TIf = P-’ [TI ,  P quel que soit l’opérateur T du problème 7 .26 .  

2 

7.35. 

7.36. 

7.37. 

7.38. Supposons que {ei}, {fi} et {gi} soient des bases de V et soient P et Q les matrices de passage de { e i }  à 
{fi}et de {fi}à {gi}respectivement. Montrer que PQ est la matrice de passage de { e i } à  {gi}. 

Soit A une matrice 2 x 2 telle que seulement A soit semblable à elle-même. Montrer que A est de la 
forme 

7.39. 

Généraliser aux matrices n x n. 

7.40. Montrer que toutes les matrices semblables 5 une matrice inversible sont inversibles. Plus généralement, 
montrer que des matrices semblables ont le même rang. 

REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’APPLICATIONS LINEAIRES 
7.41. Trouver la représentation matricielle des applications linéaires suivantes relativement aux bases habituelles 

de Rn: 

(i) 
(ii) 
(iü) 
(iv) 

F : R3 -+ RZ définie par F ( x ,  y ,  z )  =* ( 2 x  - 4y  + 92, 5.x + 3y - 2 2 )  
F : R2 += R4 définie par F ( x ,  y )  = ( 3 x  + 4 y ,  5 x  - 2y,  x + 7y, 4 x )  
F : R4 -+ R 
F : R + R2 

définie par F ( x ,  y ,  s, t )  = 2x + 3y  - 7 s  - t 

définie par F ( x )  = (3x ,  5 x )  
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7.42. Soit F : R 3  +. R2 l’application linéaire définie par F ( x ,  y ,  z )  = (2x -t y - z ,  3x - 2y + 42). 

(i) Trouver la matrice de F dans les bases suivantes de R3 et R2: 
tf,  = (1, 1 ,  11, f* = (1, 1, O), f 3  = ( 1 ,  O, 0 ) )  et {g1  = (1, 31, g ,  = (1, 4)) 

(ii) 

Soient t e j }  et {fi’ des bases de V, et soit lvl’application identique sur V. Montrer que la matrice de 1, 
dans les bases {ei{ et {fj }est l’inverse de la matrice de passage P de {ei} à {fi} ; c’est-à-dire [ lV]: = P-’. 

Démontrer le théor2me 7.7 page 155. (voir Problème 7.9 page 161). 

Démontrer le théorème 7.8. (voir Problème 7.10). 

Démontrer le théorème 7.9 (voir Problème 7.1 1). 

Démontrer le théorème 7.10 (voir Problème 7.15). 

Vérifier que, pour un vecteur quelconque v E R 3 ,  [FI? [vif = [F(v ) Ig .  

7.43. 

7.44. 

7.45. 

7.46. 

7.47. 

PROBLEMES DIVERS 
7.48. 

7.49. 

7.50. 

7.5 1. 

7.52. 

7.53. 

Soit T un opérateur linéaire sur V et soit W un sous-espace de V invariant par T,  c’est-à-dire tel que <u ”,> T ( W )  C W. Supposons dim W = m. Montrer quo T a une représentation matricielle de la forme 

où A est une sous-matrice rn x rn. 

Soit V = U CB W et soit U et W chacun étant invariant par l’opérateur linéaire T : V -+ V. Supposons 

dim U = rn et dirn V = n. Montrer que T a une représentation matricielle de la forme (A ( “ o ù i e t  

B sont des sous-matrices rn x rn et n x n respectivement. 

Rappelons que deux opérateurs linéaires F et G sur V sont dits semblables s’il existe un opérateur inver- 
sible T sur V tel que G = T-’FT. 
(i) Montrer que des opérateurs linéaires F et G sont semblables si et seulement si, pour une base t e j }  

quelconque de V, les représentations matricielles [FI ,  et [Cl, sont des matrices semblables. 
(ii) Montrer que si un opérateur F est diagonalisable, alors un opaateur quelconque semblable G est 

aussi diagonalisable. 

Deux matrices rn x n A et B sur K sont dites équivalentes s’il existe une matrice carrée rn inversible Q 
et une matrice carrée n inversible P telle que R = QAP. 

(i) 
(ii) 

(iü) Montrer que toute matrice A est équivalente à une matrice de la forme ( 0 0 ) où 1 est la ma- 

Deux algèbres A et B sur un corps K sont dites algèbres isomorphiques s’il existe une application bijec- 
tive f : A -f B telle que pour u, v E A et k E K ,  (i) f(u + v) = f (u)  + f(v),  (Ü) f ( k u )  = kf(u), 
(üi) f ( u v )  = f(u) f(v). (C’est-à-dire f conserve les trois opérations d’une algèbre : addition vectorielle, 
multiplication scalaire, et multiplication vectorielle). L’application f est alors appelée un isomorphisme de 
A sur B. Montrer que la relation d’isomorphisme entre algèbres est une relation d’équivalence. 

Soit CA l’algèbre des matrices carrés n sur K et soit P une matrice inversible de C A .  Montrer que l’appli- 
cation A k-+ P-’AP, où A E CA est un isomorphisme d’algèbre de CA dans lui-même. 

Montrer que l’équivalence des matrices est une relation d’équivalence. 
Montrer que A et B peuvent être les représentations matricielles du même opérateur linéaire 
F : V -+ U si et seulement si A et B sont équivalents. 

trice carré r identité et r = rang A .  
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REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

7.26. (i) ( 2  1 1  - 3 )  (ii) ( 5  3 -2 ') 
7.27. Ici (a,  b )  = ( 2 b  - 3a)fi + ( 2 a  - b)f , .  (i) ( l8 " )  

-11 -15 

O 0 1  

1 1 1  

O b 0  C O 0  O -c 
- b  a - d  

7.32. (i) [ a O d O  O (ii) [' O O a c  O O )  (iii) 1 C O  

\O c O d /  \O O b d /  \ O  

-23 -39 
(ii) ( 15 2 6 )  

b 
O 

d - a  -c 

- b  O 

-3 2 
7.34. p = (: 3 2 )  Q = ( 2 -1)  

2 5  
7.35. P = ( ' ) ,  Q = ( -1 -3 ) -1 -2 

2 -1 (: é ) J  = (-1 1) 
7.37. p = 

13 4 \  

7.42. (i) ( ') -1 -8 -3 



CHAPITRE 8 

Déterminants 

INTRODUCTION 

A chaque matrice carrée sur un corps K on peut associer un scalaire appelé le déterminant de 
A ,  noté habituellement 

det ( A )  ou IAI 

Cette application déterminant a été découverte pour la première fois lors de l’étude de sys- 
tèmes d’équations linéaires. Nous aurons l’occasion de voir dans les chapitres suivants que le déter- 
minant est indispensable pour l’examen, la recherche et l’obtention des propriétés d’un opérateur 
linéaire. 

valables dans le cas où les éléments d’une matrice appartiennent à un anneau (voir l’Appendice B) .  

dans la définition du déterminant. 

Notons que la définition du déterminant et la plupart de ses propriétés sont également 

Nous commencerons le chapitre par l’étude des permutations, ce qui est absolument nécessaire 

PERMUTATIONS 

Une application bijective u de l’ensemble { 1, 2,..  . . , n }dans lui-même est appelée une per- 
mutation. Nous noterons la permutation u par 

ou bien u = j ,  j , .  . . j ,  , où ji = u(i) 
u = (  1 2 . . .  n 

j ,  . . . j ,  

Observons que,puisque u est injective et surjective, la suite j ,  , j z  , . . . , j n  est simplement un réar- 
rangement des nombres 1, 2 , .  . . , n . Remarquons que le nombre de ces permutations est n ! et 
que leur ensemble est noté habituellement Sn . Remarquons aussi que si u E S ,  , alors l’application 
réciproque 0-l E Sn ; et si u , T E Sn alors l’application composée u 0 T E S,. En particulier, 
l’application identique 

E = 0 O 0 - 1  = 0-1 O 0 

appartient aussi à S,.(En fait E = 1 2 . . . . n ) .  

Exemple 8.1 : 

Exemple 8.2 : 

Il y a 2 ! = 2 x 1 = 2 permutations dans S ,  : 12 et 21. 

Il y a 3 ! = 3 x 2 x 1 = 6 permutations dans S ,  : 123, 132, 213, 231, 312, 321. 

Considérons une permutation quelconque u de Sn : u = j ,  j ,  . . . . . j , .  Nous dirons que u 
est paire ou impaire selon que nous avons un nombre pair ou impair de couples (i  , k )  pour lesquels 

i > k mais i précède k dans u (*) 

Nous définissons alors la signature ou la parité de u, et on écrit sgn u, par 

1 si u est paire 
- 1 si O est impaire 

sgn u = 
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Exemple 8.3 : 

Exemple 8.4 : 

Exemple 8.5 : 

Exemple 8.6 : 

Considérons la permutation u = 35 142 de S , .  

3 et 5 précèdent 1 et sont supérieurs à 1 ; donc (3, 1) et (5, 1) satisfont (*). 

3, 5 et 4 précèdent 2 et sont supérieurs à 2 ; donc (3, 2) , (5,  2) et (4, 2) satisfont (*). 
5 précède 4 et est supérieur à lui ; donc (5, 4)  satisfait (*). 

Il existe donc exactement six couples satisfaisant (*), u est paire et sgn u = 1. 
La permutation identique E = 12 . . .  n est paire puisqu’aucune paire ne satisfait (*). 

Dans S , ,  12 est paire, 21 est impaire 

Dans S , ,  123, 231 et 312 sont paires, et 132, 213 et 321 sont impaires. 

Soit T la permutation qui échange les deux nombres i et j en laissant les autres nombres 
fixes : 

T ( i )  = j ,  T ( j )  = i ,  T ( k )  = k ,  k #  i ,  j 

On appelle T une transposition. Si i < j , on a alors 

T = 12 . . .  ( i  - 1) j ( i  + l ) . .  . ( j  - 1) i ( j  + 1) ... n 

il y a 2 (j - i - i )  + 1 couples satisfaisant (*) : 

( j ,  i ) ,  ( i , x ) , ( x ,  i), où x =  i +  1 ..... j - 1  

Donc la transposition T est impaire. 

DETERMINANT 
Soit A = (u..) une matrice carrée n sur un corps K :  

11 

a11 ai2 . . .  al,\ 
a 2 2  . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . .  
A = an2 . . .  :j 

Considérons un produit de n éléments de A tel qu’un seul et unique élément appartienne à. cnaque 
ligne et  un seul et unique élément appartienne à chaque colonne. Un tel produit peut être écrit sous 
la forme 

a . a . . .  a 
11 ,  Zi, n in 

où les facteurs proviennent des lignes successives et donc les premiers indices sont dans l’ordre 
naturel 1, 2 , .  . , n. Mais à. partir du moment où les facteurs proviennent des colonnes différentes, 
la suite des deuxièmes indices forme une permutation u = j ,  j ,  . . .  j ,  de S, . 
chaque permutation de Sn détermine un produit de la forme précédente. Ainsi la matrice A con- 
tient n ! produits. 

Réciproquement 

Définition : Le déterminant d’une matrice carrée n x n, A = ( a . . ) ,  noté par det ( A )  ou IAl, est la 
somme suivante, qui est obtenue par la somme sur foutes les permutations possibles 
O = j ,  j ,  . . .  j n  de Sn : 

/Al = (sgn a) alj, azj, . . .  anj, 
Ir 

C’est-à-dire IAi = (sgn a) C L I ~ U )  azU(2) . . .  anu(n) 
u E s, 

Le déterminant de la matrice carrée A n x n est dit d’ordre n,  et est noté fréquemment par 

ai1 a 1 2  . . .  ai, 
a,21 a22 . . .  a211 
. . . . . . . . . . . . . . . .  

j an1 an2 . . .  ann 
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(i) 

Soulignons qu’un tableau carré de scalaires entouré de segments de droite n’est pas une matrice 
mais plutôt le scalaire que le déterminant associe à la matrice formée par ce même tableau de 
scalaires. 

Exemple 8.7 : Le déterminant d’une matrice 1 x 1 A = (a l l )  est le scalaire a l l  lui-même : /Al = a l l .  
(Remarquons que la seule permutation dans S ,  est paire). 

Dans Sz la permutation 12 est paire et la permutation 21 est impaire. D’oh Exemple 8.8. : 

alla22 - a12a21 

2 3 4  
5 6 7 
8 9 1  

Ainsi 1 -; 121 = 4(-2) - (-5)(-1) = -13 et 1 11 = a,d - bc. 

Exemple 6.9 : Dans S , ,  les permutations 123, 231 et 312 sont paires et  les permutations 321, 213 et 
132 sont impaires. D’où 

1 al1 a12  a13 

a21 a22 a22 - a11a2?a33 + u12‘23a31 + a13a21a32 

a31 a32 i -  - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32 

ce qui peut également s’écrire 
all(a22a33 - 6123%) - a12(%ia33 - %%i) + 4 a 2 1 a 3 2  - %2U31) 

a22 + a13 
a22 a23 %1 %3 

’ 1 a32 a33 - 1 a31 u33 1 1 a32 1 ou 

qui est une combinaison linéaire des trois déterminants du second ordre dont les coeffi. 
cients (avec des signes alternés) forment la première ligne de la matrice donnée. Remar- 
quons que chaque matrice 2 x 2 peut être obtenue en supprimant, dans la matrice ini- 
tiale, la ligne et la colonne contenant le coefficient : 

Exemple 8.1 O : 

= 2(6 - 63) - 3(5 - 56) + 4(45 - 48) = 27 

= 2(-20+2) - 3 ( 0 - 2 )  - 4 ( 0 + 4 )  = -46 

Quand n augmente, le nombre de termes dans le determinant devient très grand. En conséquence, 
on utilise des méthodes indirectes pour calculer les déterminants, plutôt que la définition. En fait nous 
allons démontrer un certain nombre de propriétés sur les déterminants qui vont nous permettre d’é- 
courter considérablement le calcul. En particulier, nous démontxerons qu’un déterminant d’ordre n est 
égal à une combinaison linéaire de déterminants d’ordre n - 1, comme dans le cas où n = 3 ci-dessus. 

PROPRIETES DES DETERMINANTS 

Voici maintenant la liste des propriétés fondamentales du déterminant. 

Théorème 8.1 : Les déterminants d’une matrice A et de sa transposée At  sont égaux : IA( = IAt 1. 
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D’après ce théorème, tout autre théorème concernant le déterminant d’une matrice A qui s’ap- 

Le théorème suivant donne certains cas dans lesquels le déterminant peut être obtenu immédia- 
plique aux lignes de A aura un théorème analogue s’appliquant aux colonnes de A.  

tement. 

Théorème 8.2 : Soit A une matrice carrée. 
1) Si A a une ligne (colonne) de zéros, alors J A  1 = O.  
2) Si A a deux lignes (colonnes) identiques, alors IA I = O. 
3) Si A est triangulaire, c’est-à-dire A est constituée de zéros au-dessus ou au- 

dessous de la diagonale, alors IA 1 = produit des éléments diagonaux. Ainsi en 
particulier II 1 = 1 où I est la matrice identique. 

Le théorème suivant montre comment le déterminant d’une matrice est affecté par les opéra- 
tions “élémentaires”. 

Théorème 8.3 : Soit B la matrice obtenue à partir de la matrice A : 
1) par multiplication d’une ligne (colonne) de A par un scalaire k ; alors IBI = k IA 1. 
2) en échangeant deux lignes (colonnes) de A : alors IB I = - IA 1. 
3) en additionnant un multiple d’une ligne (colonne) de A à un autre ; alors 

IBI = MI. 
Enonçons maintenant deux des théorèmes les plus importants et les plus utiles concernant les 

dé ter minants . 
Théorème 8.4 : Soit A une matrice carrée n x n quelconque. Les énoncés suivants sont équivalents. 

1) A est inversible, c’est-à-dire A a une matrice A-“inverse. 
2) A est non singulière, c’est-à-dire AX = O admet seulement la solution nulle , ou 

3) Le déterminant de A n’est pas nul : IAI # O. 

Théorème 8.5 : Le déterminant est une fonction multiplicative, c’est-à-dire que le déterminant d’un 
produit de deux matrices A et B est égal au produit de leurs déterminant: 
IABI = IAI. IBI. 

le rang A = n,  ou les lignes (colonnes) de A sont linéairement indépendantes. 

Nous démontrerons les deux théorèmes précédents en utilisant la théorie des matrices élémen- 

: Soit E une matrice élémentaire. Alors, quelle que soit la matrice A,IEA 1 = IE 1 .  !A 1. 
Remarquons que l’on peut démontrer les deux théorèmes précédents directement, sans utiliser 

taires (voir page 56) et  le lemme suivant. 
Lemme 8.6 

la théorie des matrices élémentaires. 

MINEURS ET COFACTEURS 

de A, obtenue en supprimant la ième ligne et la jème colonne de A. Le déterminant IM,I est appelé 
le mineur de l’élément uij de A, et nous définissons le cofacteur de ai noté Aii comme étant le mi- 
neur affect4 de sa signature : 

A.. = ( -  1)”i IMiJ 
Notons que les “signatures” ( -  1)”j des mineurs forment un arrangement en échiquier, avec les + 
sur la diagonale principale : 

Considérons une matrice carrée n x n A = ( u i j ) .  Soit M..  la sous-matrice carrée ( n  - 1) x (n-1) 
$1 

11 

/ + - + -  - \  
+ - + - :::) r + - +  . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Il faut souligner que M. .  note une matrice alors que A..  note un scalaire. 
‘1 11 
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5 4 2 1  
2 3 1 - 2  

1 -2 -1 4 

l A l  = -5 -7 -3 g 

Exemple 8.11 : Soit A = . Alors M2:3 = ( 

1 - 2  O 6 

1 2 0 3  
3 1 0 2  

- 2 3 1 - 2  - 

Le théorème suivant s’applique alors. 

Théorème 8.7 : Le déterminant de la matrice A = (a..) est égal à la somme des produits obtenus 
en multipliant les éléments d’une ligne (colonne) quelconque par leurs cofacteurs 
respectifs : 

11 

IA/ = aiiAil + aizAiz + * .  . + arnAzn = 5 aijAij 
j = 1  

n 

Les formules précédentes, appelées développements de Laplace du déterminant de A suivant 
la ième ligne ou la jème colonne respectivement, offrent une méthode simplifiant le calcul de IAl, 
c’est-à-dire qu’en additionnant un multiple d’une ligne (ou colonne) à une autre ligne (colonne), 
nous pouvons réduire A à une matrice contenant une ligne ou une colonne avec un seul élément 
égal à 1 et les autres éléments étant nuls. En développant par rapport 5 cette ligne ou colonne, 
nous réduisons le calcul de IA( au calcul d’un déterminant d’un ordre immédiatement inférieur. 

Exemple 8.12 : Calculons le déterminant de A = 

MATRICE ADJOINTE CLASSIQUE 
Considérons une matrice carrée 

(OU COMMATRICE) 
n x n A = (a,) sur un corps K : 

Uiz . . . ain 

A =  . . . . . . . . . . . . . . . .  
an2 . . . an,, 
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La transposée de la matrice des cofacteurs des éléments aii de A ,  notée par adj A ,  est appelée 
adjointe classique de A :  

I 

/A i l  Azi . . .  
a d j A  = 1 AI; A2z . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  \ l 
\ A M  Azn . . .  Ann/ 

Nous disons “adjointe classique” au lieu de simplement “adjointe” parce que le terme adjointe 
sera utilisé dans le chapitre 13 pour un concept entièrement différent. 

2 3 - 4  
Exemple 8.13 : Soit A = O -4  2) .  Les cofacteurs des neüf éléments de A sont 

( 1 - 1  5 ~~ 

O 2  
A , ,  = + I w 4  2 !  = -18, A , ,  = - i l  6j = 2, A,, = + i y  = 4 

(-1 5 

Pour obtenir la matrice adjointe classique de A ,  nous prenons la transposée de la ma- 
trice précédente : 

-18 -11 -10 
a d j A  = [ 4 1; 

Théorème 8.8 : Pour une matrice carrée quelconque A ,  
A - ( a d j A )  = ( a d j A ) . A  = ]Al1  

où I est la matrice identique. Ainsi, si IAI # O, 
1 A - ,  = m ( a d j A )  

Remarquons que le théorème précédent nous donne une méthode importante pour obtenir 
l’inverse d’une matrice donnée. 

Exemple 8.14 : Considérons la matrice A de l’exemple précédent pour laquelle Ml  = - 46. Nous avons 

1 0 0  

= -461 = IA/ Z 
Nous avons aussi, d’après le Théorème 8.8, 

-181-46 -11/-46 -101-46 9/23 11/46 5/23 i 41-46 51-46 -81-46 -2123 -5146 4/23 

A-1 = IA I (adj  A )  = 21-46 141-46 -41-46) = (-1123 -7123 2/23) 

APPLICATIONS 
Considérons 

AUX EQUATIONS LINEAIRES 
un système de n équations linéaires à n inconnues: 

ui1x1 + aiyxz + . . .  + ainxn = bl 
azixi + ~ 2 2 x 2  + * . . + C L Z ~ X ~  = bz 

unixi + UnzXz + . * . + an?& = 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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Appelons A le déterminant de la matrice A = (a,) des coefficients : A = IAl. Et appelons Ai le 
déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la Gme colonne de A par la colonne des termes 
constants. Il s’ensuit la relation fondamentale entre les déterminants e t  la solution du système 
précédent. 

Théorème 8-9 : Le système précédent a une solution unique si et seulement si A # O. Dans ce 
cas la solution unique est donnée par 

Le théorème précédent est connu sous le nom de “Règle de Cramer” pour la résoiution des 
systèmes d’équations linéaires. Soulignons que ce théorème s’applique uniquement à un système 
qui a le même nombre d’équations que d’inconnues, et qu’il donne une solution unique dans le 
cas où seulement A # O. En fait, si A = O, le théorème n’indique pas si le système admet ou 
non une solution. Cependant dans le cas d’un système homogène, nous avons le résultat suivant 
qui s’avère d’un grand intérêt. 

Théorème 8.10 : Le système homogène A x  = O admet une solution non nulle si et seulement 
si A = IAI = O. 

2x - 3y = 7 i 3% + 5y = 1 
Exemple 8.15 : Résoudre en utilisant les déterminants : 

Calculons d’abord le déterminant A de la matrice des coefficients: 

Puisque A # O le système a une solution unique. Nous avons aussi 

En conséquence, la solution unique du système est 

Nous pouvons remarquer que le théorème précédent est intéressant plus pour des raisons théo- 
riques et historiques que pour des raisons pratiques. La méthode déjà indiquée, de résolution des 
systèmes d’équations linéaires par réduction du système à sa forme échelonnée, est plus efficace 
que celle qui utilise les déterminants. 

DETERMINANT D’UN OPERATEUR LINEAIRE 
En utilisant la propriété multiplicative d’un déterminant (Théorème 8.5), nous obtenons 

Théorème 8.1 1 : Supposons que A et  B soient des matrices semblables. Alors 

Nous définissons le déterminant de T,  écrit det ( T ) ,  par 

où [TI,  est la matrice de T dans une base {ei}. D’après le théorème précédent cette définition est 
indépendante de la base particulière qui est choisie. 

1 = IB 1. 
Supposons maintenant que T soit un opérateur linéaire quelconque sur un espace vectoriel V. 

det ( T )  = I[Tl,I 

Le théorème suivant découle des théorèmes analogues sur les matrices. 

Tliéorème 8.12 : Soit T et S des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V. Alors 
(i) det (S 0 T )  = det (S) - det ( T ) ,  
(ii) T est inversible si et seulement si det ( T )  # O. 

13 
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det(T) = 

Remarquons aussi que det (iv) = 1 où 1, est l’application identique, et  que ‘det (T-’) = det (T)-’ 
si T est inversible. 

2 -4 1 
1 -2 3 = 2(2 -3 )  + 4(-1-15) + 1(1+10) = -55 
5 1 -1 

Exemple 8.16 : Soit T l’opérateur linéaire de R3 défini par 

T(%, y, Z) = (22 - 4y + 2, Z - 2y -f- 32, 5% + y - 2 )  

La matrice de T dans la base usuelle de R3 est [TI = i‘ 1 -4 -2 . Alors 
5 1 -1 

MULTILINEARITE ET DETERMINANTS 

dérer A comme un n-tuple constitué de ses vecteurs lignes A , ,  A , ,  . . . , A ,  : 

Donc CA peut être considérée comme l’ensemble des n-tuples de K : 

Il s’ensuit les définitions suivantes. 

Définition : Une fonction D : C A  + K est dite multilinéaire si elle est linéaire suivant chacune de 
ses composantes, c’est-à-dire 

(i) si ligne Ai = B 4- C, alors 

Soit CA l’ensemble de toutes les matrices carrées n x n A sur un corps K .  Nous pouvons consi- 

A = ( A , ,  A * , . * * > A , )  

C A  = ( K n ) ,  

D ( A )  = D ( .  . . , B + C,. . .) = D(. . . , B , .  . .) f D(. . . ,C,. . .) ; 

D ( A )  = D ( .  . . , kB, . . .) = h D ( .  . , , B ,  . . ,). 
(ii) si ligne Ai = kB, où h E K ,  alors 

Nous pouvons dire aussi n-linéaire au lieu de multilinéaire si elle est linéaire pour cha- 
cune de ses n composantes. 

Définition : Une fonction D : CA + K est dite alternée si D ( A )  = O toutes les fois que A a deux 
lignes identiques : 

D ( A , ,  A , ,  . . . , A , )  = O toutes les fois que Ai  = A i ,  i # j 

Nous obtenons le résultat fondamental suivant : ici 1 note la matrice identique. 

Théorème 8.13 : Il existe une fonction unique D : CA + K telle que 

(i) D est multilinéaire, (ii) D est alternée, (iii) D ( I )  = 1. 
Cette fonction D n’est pas autre chose que la fonction déterminant ; c’est-à-dire 
la fonction qui à une matrice quelconque A E C A  associe D ( A )  = IAl. 
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(iii) 

PROBLEMES RESOLUS 

2 0 1  
3 2 -3 = 2(10-9)  + 1(-9+2) = -5 

-1 -3 5 

CALCUL DE DETERMINANTS 

8.1. Calculer le déterminant de chacune des matrices (i) (i -:), (ii) (' 
a + "j 

14 2:1 = O -  
8.2. Déterminer les valeurs de h pour lesquelles 

1: ,k 1 = 2k2 - 4k = O, ou 2k(k - 2) = o. Donc k = O; et k = 2. c'est-à-dire si k = O ou 

k = 2, le déterminant est nul. 

8.3. Calculer le déterminant de chacune des matrices 

l ( 2  - 15) - 2(-4 - 6) + 3(20+4) = 79 
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3 -6 -2 3 -6+4(3)  -2- (3) 

= 1 1 -4+4(1 )  1 - (1) 
6.41AI = 241AI = 3 2 -4 1 2 +  4(3) -4- (3) I l  -4 

Formons maintenant le produit de chacun des trois nombres liés par une flèche dans le diagramme de 
droite, et faisons précéder chaque produit par un signe moins comme il suit: 

- a3b,cl - b3czal - c3a,bl 

Alors le déterminant de A est précisément la somme des deux expressions précédentes : 

al bl c1 

]Al = a2 b2 cp = alb2c3 + blc2a3 + cla2b3 - a3b,cl - b3c2al - c3azbl 1 a3 b3 c3 

La méthode précédente de calcul de IAI ne s’applique pas à des déterminants d’un ordre supérieure à 3. 

= 

8.5. Calculer le déterminant de chacune des matrices : 

2 O -1 a b c  3 2 -4 

4 -3 7 b c a  -2 3 3 

(i) Développons le déterminant suivant la deuxième colonne en négligeant les termes contenant un zéro. 

(ii) En utilisant la méthode du précédent problème : 

1; b c a  

1 = a3 + b3 + c3 - abc  - abc - a b c  = a3 + b3 + c3 - 3abe 

(iii) En additionnant le double de la première colonne à la troisième colonne, et en développant par rapport 
à la seconde ligne : 

2 2  
3 2 -4+2(3 )  3 2 2  
1 O -2+2(1 )  1 = 1 1 O 01  = -11 3 -1 1 = 8 

-2 3 -1 -2 3 3+2(-2)  

1 - 1  -1 

1 -4 1 
8.6. Calculer le déterminant de A = 

Multiplions d’abord la première ligne par 6 et la seconde ligne par 4. Alors 

3 6 -5 
1 1 4  -7 
1 0 0  

1 2 5 -3 -2\ 
-2 -3 2 -5 

1 3 - 2  2 
8.7. Calculer le déterminant de A = 

\-1 -6 4 31 
Remarquons que 1 est dans la troisième ligne, première colonne. Appliquons les opérations suivantes à 

A (où Ri est la &me ligne) : (i) ajoutons - 2R, à R 1, (fi) ajoutons 2R, à R,, (iii) ajoutons 
lR, à R,. Ainsi on a 
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2 5 -3 -2 
-2 -3 2 -5 

-1 -6 4 3 

IAl = 1 3 -2 2 

O -1 1 -6 
O 3 -2 -1 
1 3 - 2  2 
0 - 3  2 5 

- - 

-1+ 1 1 -6+ 6(1) O 1  
3 - 2  -2 -1+6(-2) 

= /  -31-2 2 5 + 6 ( 2 )  

3 -2 -5 4 
1 -2 -2 3 - - - - 

-2 4 7 -3 

f 3 -2 -5 4\ 

3 -2+ 2(3) -5+2(3)  4-3(3) 
1 -21- 2(1) -2+2(1)  3-3(1) 

-2 4 + 2(-2) 7 + 2(-2) -3 -- 3(-2) 

-5 2 8 -5 
-2 4 7 -3 8.8. Calculer le déterminant de A = 

- - 

\ 2 -3 -5 81 

Tout d’abord réduisons A à une matrice admettant 1 comme élément ; pour cela ajoutons le double 
de la première ligne à la seconde ligne et procédons alors comme dans le problème précédent. 

2 -3 -5 8 2 -3 + 2(2) -51- 2(2) 8-3i2)  

3 4 1 - 5  

- 2 0 3 3  
2 1 - 1  2 

4 1 -5 1 -5-(1) 
1 0 0 0 -  - - 0  3 3 = - l :  3 3-(3)  

1 -1 2 1 -1 2 - ( - l ) ,  

1 3 -2 -5 4 j  1 3 -2 -5 4 1  

/Al = 

5 2 8 - 5  -5 + 2(3) 2 + 2(--2) 8 + 2(-5) -5 + 2(4) 
/ = /  -2 4 7 -3 

O t - 2  t + 4  

c + 2  O 
t f 2  t - 2  1 

8.9. Calculer le déterminant de A = 
-6 t f 4  

Ajoutons la seconde colonne à la première ligne, et ensuite ajoutons la troisième colonne à la seconde 
colonne ; on obtient 

Mettons en facteur t i- 2 qui se trouve dans la première colonne et t - 2 qui se trouve dans la seconde 
colonne ; on obtient 

\Al = ( t + 2 ) ( t - 2 )  
O 1 t + 4  

Finalement soustrayons la première colonne de la troisième colonne ; on obtient 

lAl = ( t + 2 ) ( t - 2 )  1 1 0 1 = ( t+Z)( t -Z)( t i -4)  
O 1 t f 4  
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COFACTEURS /2 1 -3 4\ 
5 -4 7 -2 

8.10. Trouver le cofacteur de 7 dans la matrice 

L'exposant 2 + 3 provient du fait que 7 apparaît dans la seconde ligne, troisième colonne. 

8.11. Considérons la matrice A = 

que A(adj A)  = (AI - 1. (iv) Trouver A - ' .  

. (i) Calculer [Al .  (Ü) Trouver adj A .  (iii) Vérifier 

(i) = l is  3 4  ? /  - 2 i 1  2 4  7 I  + 31; 51 = 1 - 20 + 21 = 2 

C'est-à-dire que adj A est la transposée de la matrice des cofacteurs. Remarquons que les signes dans 

la matrice des cofacteurs ont une forme en échiquier (: t :). + - +  

2 3  1 1 -1 2 0 0  O 0  
(iii) A. (ad jA)  = [! 5 :)[-IO 4 2)  = [: 2 O )  = 2[: :) = lAlZ 

7 -3 -1 O 2  

8.12. Considérons une matrice quelconque 2 x 2 A = 

(i) Trouver adj A .  (ii) Montrer que adj (adj A )  = A .  

(i) adj A = ( + I d '  = ( - b  d -C a ) t  = (-. d -b -14 +la1 

d -b 
b d  (ii) adj (adj A) = adj 
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8 5 2 
1 3 -1 

-1 -2 -3 

DETERMINANTS ET SY STEMES D'EQUATIONS LINEAIRES 
8.13. Résoudre les systèmes suivants en x et y en utilisant les déterminants : 

= 6 6 ,  A y =  = -22, Az = 

2 x +  y = 7 a x - 2 b y  = c 
3 x - 5 y  = 4 3ax - 5by = 2~ 

(ii) , où ab-t'-O. 0) 

y = AyfA = 1. 

DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 
8.15. Démontrons le théorème 8.1 : IA'l = IAl. 

8.16. Démontrer le théorème 8.3 (ii) : Soit B la matrice obtenue ?i partir de la matrice carrée A 
en échangeant deux lignes (colonnes) de A .  Alors IB 1 = - IA 1. 

échange les deux nombres correspondant aux deux colonnes de A qui sont échangées. S i  A = (a,) et 
B = (bii) alors b, = aiTu).  Donc, pour une permutation quelconque u, 

Nous démontrons ce théorème dans le cas où deux colonnes sont échangées. Soit T la transposition qui 
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Puisque la transposition7 est une permutation impaire, sgn ru = sgn r * sgn u = - sgn u. Donc 
sgn u = - sgn ru et donc 

I B I  = - B (sgn 70)  a i ru ( i )  azTu(2)  . . . anTu(n) 

Mais comme u parcourt tous les éléments de S,, r u  parcourt aussi tous les éléments de S, ; donc 
u E s, 

IBI = - IAI. 

8.17. Démontrer le théorème 8.2 : (i) Si A a une ligne (colonne) de zéros, alors IAI = O. 
(ii) Si A a deux lignes identiques (colonnes) alors IAl = O. (iii) Si A est triangulaire alors 
IAl = produit des éléments diagonaux. Ainsi en particulier 111 = 1 où I est la matrice 
identité. 

(i) 

(Ü) 

Chaque terme dans IAl contient un facteur provenant de chaque ligne et donc de la ligne de zéros. 
Donc chaque terme de IAI est nul et donc 1-41 = O. 

Supposons 1 + 1 # O dans K.  Si nous échangeons les deux lignes identiques de A ,  nous obtenons 
toujours la matrice A .  Donc d’après le problème précédent IA 1 = - [ A  1 et donc IA 1 = O. 

Supposons maintenant 1 + 1 = O dans K .  Alors sgn u = 1 pour tout u E S,. Puisque A a 
deux lignes identiques, nous pouvons arranger les termes de A en paires de termes égaux. Puisque 
chaque paire est nulle le déterminant de A est zéro. 

Supposons que A = (a,) soit une matrice triangulaire inférieure, c’est-à-dire que les éléments au- 
dessus de la diagonale sont tous nuls : aii = O toutes les fois que i < j .  Considérons un terme 1 
du déterminant de A : 

(Üi) 

. .  où u = zlzz . . . in t = (sgn u)  alil azi2 . . . anin, 

Supposons i l  # 1. Alors 1 < i l  et donc a l i l  = O ; d’où t = O. En somme, chaque terme pour 
lequel il # 1 est nul. 

chaque terme pour lequel il # 1 ou i, # 2 est nul. 

in # n, est nul. En conséquence ]Al = a l l  a,, . . . a,, = produit des éléments diagonaux. 

Supposons maintenant i, = 1, mais i, # 2 .  Alors 2 < i, et donc a,+ = O, d’où i = O. Ainsi 

De façon analogue, nous obtenons que chaque terme, pour lequel i l  # 1 ou i, # 2 ou . . . ou 

8.18. Démontrer le théorème 8.3 : Soit B obtenue à partir de A en 

(i) 
(ii) 
(iii) 

multipliant une ligne (colonne) de A par un scalaire h ; alors IB 1 = h IA 1. 
échangeant deux lignes (colonnes) de A ; alors IBI = - IA 1. 
additionnant un multiple d’une ligne (colonne) de A à une autre ; alors IBI = [Al. 

(i) Si la jème ligne de A est multipliée par k ,  alors chaque terme de ]AI est multiplié par k et donc 
/BI = k [Al.  C’est-à-dire 

\BI = B ( ~ g n  U) alil a2j2 . . . (kajij) . . . anin 
U 

= k z (sgn u) alil a2i2 . . . anin = k lAl 
U 

(Ü) 

(Üi) 

Démontrée dans le problème 8.16. 

Supposons que l’on additionne la kième ligne multipliée par c, à la jème ligne de A .  En utilisant 
le symbole A pour noter la jème position dans le déterminant, nous avons 

A 
jBI = B ( s g n  u) al’ a2i . . . (CUk. + ajij) . . . anin 

0 ‘1 2 ‘k 

A A . . . aji. . . . a 1 
= c B (sgn u) alil aZi2 . . . a k i  . . . a . + (sgn u) aIi 

U k nzn 1 J n’n 

La première somme est le déterminant d’une matrice dont les kième et jèmes ligne sont identiques ; 
donc d’après le théorème 8.2 (Ü) la somme est nulle. La seconde somme est le déterminant de A .  
Donc 1BI = c - O 4- IAl = /A l .  
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8.19. Démontrer le lemme 8.6 : Pour une quelconque matrice élémentaire E, IEAI = ( E l .  (AI.  
Considérons les opérations élémentaires suivantes : 1) multiplication d’une ligne par une constante k # O ; 

2 )  échange de deux lignes; 3) addition d’un multiple d’une ligne par une autre, Soient E ,  , E, et E ,  les 
matrices élémentaires correspondantes. C’est-à-dire que E l  , E ,  et E ,  sont obtenues en appliquant les opéra- 
tions précédentes, respectivement 2 la matrice identité i. D’après le problème précédent, 

IE,l = k \Il = k ,  IE,l = -/II = -1, \E31 = Il/ = 1 
Rappelons (page 56) que E . A  est identique à la matrice obtenue en appliquant l’opération correspondante 
à A .  Donc d’après le probdme précédent, 

IEiAI = k IAI = IEiI IAI, IE,AI = - / A l  = \Et/  IAl, IE& = /AI = 1 IAl = /E,I \Al 
et le lemme est démontré. 

8.20. Supposons que B soit équivalente ligne à A ; d’où B = En . E n - l .  . , E ,  El A, où les E,  
sont les matrices élémentaires. Montrer que 

1) IBI = lEnl IEn-lI . .  . IE,I IEII (Al , 
1) D’après le problème précédent IE, Al = IE, 1 .  (AI. Ainsi par récurrence. 

2) D’après le problème précédent Ei # O pour chaque i. Donc IBI # O si et seulement si IAl # O. 

8.21. Démontrer le théorème 8.4 : Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les affirmations suivantes 
sont équivalentes : 

valentes. 

donc d’après le problème précédent / A (  f O. D’autre part supposons A non inversible. Alors A est équiva- 
lente ligne à une matrice B qui a une ligne nulle. D’après le théorème 8.2 , 
le problème précédent IAl = O. Donc 

2) \BI # O si et seulement si lAl# O. 

IBI = /En1 IEn-i . . . Et El Al = IEn/ lEn-il . . . IE,/ IEiI 1-4 

1) A est inversible; 2) A est non singulière; 3) (Al f O. 

D’après le problème 6.44 

Supposons que A soit inversible. Alors A est équivalente ligne à la matrice identité Z ; mais 111 # O , 

1) et 2 )  sont équivalentes. Donc il suffit de montrer que 1) et 3) sont équi- 

1) 131 = O ; alors d’après 
1) et 3) sont équivalentes. 

8.22. Démontrer le théorème 8.5 : 1ABI = (AI . IB(. 
Si A est singulière, alors A B  est aussi singulière et donc 1 AB1 = O = IAl . [BI .  D’autre part si A est 

non singulière, alors A = En. . . E,  El est un produit de matrices élémentaires. Ainsi d’après le problème 
8.20, 

8.23. Démontrer le théorème 8.7 : Soit A = (a i j ) ;  alors IA 1 = ail A,, 4- ai, A ,  + - 4- ajn Ain , 
où Aij est le cofacteur de ai j .  

Chaque terme dans Ml  contient un et un seul élément de la ieme ligne (ail , a,, , . . . , c l i n )  de A .  Donc 
nous pouvons écrire /Al sous la forme 

(Remarquons que A *  est une somme de termes ne contenant aucun élément de la ieme ligne de A ) .  Ainsi 
le théorème est démontré si nous pouvons montrer que ‘1 

A*. = A . .  = (-1)i+j (M..l 

où M.. est la matrice obtenue en supprimant la ligne et la colonne contenant l’élément aii. (Historique- 
ment, l’expression AT. était définie comme le cofacteur de aii et le théorème se réduit à démontrer que 
les deux définitions du cofacteur sont équivalentes). 

11 

II 
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Considérons d’abord le cas où i = n, j = n. La somme des termes dans ]Al contenant an,, est 

annAnn = ann Z (sgn 0)  a i u ( ï )  a Z c ( 2 )  . . . an-i ,u(n- î )  

où nous sommons sur toutes les permutations u E Sn pour lesquelles u(n) = n,ce qui est équivalent (Pro- 
blème 8.63) à sommer sur toutes les permutations de (1,. . . , n - 1 }. Ainsi Ann = I n n  1 = (- l)n+n 

Considérons maintenant i et j quelconques. Echangeons la ieme ligne avec, la ligne qui lui succède et ainsi 
de suite jusqu’à ce qu’elle soit la dernière, et nous échangeons de même la jeme colonne avec celle lui succé- 
dant jusqu’à ce qu’elle soit la dernière. Remarquons que le déterminant IMi.I n’est pas affecté puisque les 
positions relatives des autres lignes et colonnes ne sont pas affectées par ce4 échanges. De toute façon, le 
“signe” de IAl et de A * est changé n - i et n - j fois. En conséquence : 

A*. = ( - 1 ) n - i + n - j  (Mi j \  = ( - 1 ) i + j  lMijl 

’Mnnl 

ZJ 

8.24. Soit A = (a,) et  soit B la matrice obtenue à partir de A en remplaçant la ième ligne de A 
par le vecteur ligne ( b i , ,  . . . , b i n ) .  Montrer que 

IBJ = biiAii + bi2Aiz + * * * + binAin 

De plus, montrer que, pour j # i, 
ajiAii + ~ j z A z z  + * . . + UjnAin  = O 

et aijAii + azjAzi + * . . + U n j A n i  zr O 

Soit B = (b..). D’après le problème précédent, 
‘J 

(BI = bilBi, + biZBi, + . . - + bi,Bi, 

Puisque B. .  ne dépend pas de la ieme ligne de B ,  B . .  = A . .  pour j = 1,. . . , n. Donc 
ZI 9 ZJ 

IBI = biiAi1 + bizAiz + 1 . .  + binAi, 

Soit A’ obtenue à p)ir de A en remplaçant la ième ligne de A par la jème ligne de A .  Puisque A’ a 
deux lignes identiques, IA 1 = O. Ainsi d’après le résultat précédent, 

(A’( = ajiAi1 + aj2AiZ + . * .  + ajnAin = O 

En utilisant lAtl = IAI, nous obtenons aussi que al jAl i  + aZjA, + * . -  + uniAni = O. 

8.25. Démontrer le théorème 8.8 : A . (adj A )  = (adj A )  . A  = IA 1 . 1. Ainsi si IAI f O , 
A-’ = (1/ IA 1 )  (adj A ) .  

Soit A = (a,) et soit A . (adj A )  = (bii). La ieme ligne de A est 

(ail > ai2 2 * - , ain)  

(Ai l  , A j z , .  . 9 (2) 

(1 1 

Puisque adj A est la t ansposée de la matrice des cofacteurs, la jeme colonne de adj A est la transposée 
des cofacteurs de la jLe  ligne de A :  

Maintenant bii , le ij élément de A.(adj A),est obtenu en multipliant (1) et (2): 

bij = aiiAj1 + ~i2Aj2 + . . . + ainAjn 

Donc d’après le théorème 8.7 et le problème précédent, 

En conséquence 11 . (adj A)est la matrice diagonale dont chaque élément diagonal est IAl. En d’autres termes, 
A.(adj A )  = IA 1 . 1. De façon analogue (adj A )  . A  = IA 1. 



Chapitre 8/Déterminants 187 

8.26. Démontrer le théorème 8.9 : Le système d'équations linéaires Ax = b admet une solution 
unique si et seulement si A = ( A (  # O. Dans ce cas la solution unique est donnée par 
x1 = A, /A,  x2 = A,/A,  . . . , xn = A n / A .  

A est inversible si et seulement si A = IAl # O. 

par A - ' ,  on obtient 

D'après les résultats précédents, A x  = b a une solution unique si et seulement si A est inversible, et 

Supposons maintenant A # O. D'après le problème 8.25 A-' = ( l /A)  (adj A ) .  En multipliant A x  = b 

z = A - l A z  = (l/A)(adj A ) b  ( 1 )  

Remarquons que la ième ligne de ( l /A)  (adj A )  est ( l /A)  ( A i i ,  A , i , .  . . , A n i ) .  Si b = ( b , ,  b , ,  . . . b,If 
alors, d'après (11, 

xi = ( l / ~ ) ( b ~ A ~ ~  + b , ~ , ~  + . . . + ~ , A , J  

De toute façon, comme dans le problème 8.24, 

blAli + b,A,, + . . . + b,A,i = Ai 

le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la ième colonne de A par le vecteur colonne b. Ainsi 
x i  = ( i /A)  Ai comme il était exigé. 

8.27. Supposons P inversible. Montrer que IP-l I = !PI- ' .  
P-1P = 1. Donc 1 = II/ = JP-1P/ = IP-11 lP/ ,  et donc IP-11 = \Pl-1. 

8.28. Démontrer le théorème 8.11 : Supposons que A et B soient des matrices semblables. Alors 

Comme A et B sont semblables il existe une matrice inversible P telle que B = P-'AP. Alors, d'après 

Remarquons que, bien que les matrices P-' et A ne commutent pas, leurs déterminants Lp-'l et Ml 

IAl = IBI. 

le précédent problème, IBI = iP-fAPI = IP-'I IA1 /PI = Ml lP-'l ]Pl = IAI. 

commutent puisqu'ils sont scalaires dans le champ K. 

8.29. Démontrer le théorème 8.13: Il existe une fonction unique D : CX -+ K telle que 1) D est 
multilinéaire, 2) D est alternée, 3) D ( i )  = 1. Cette fonction D est la fonction déterminant, 
c'est-à-dire D ( A )  = IAl. 

Soit D la fonction déterminant : D ( A )  = [Al. Nous devons montrer que D satisfait 1), 2) et 3) et que 
D est la seule fonction vérifiant 1 ) ,  2) et 3). 

D'après les résultats précédents, D satisfait 2)  et 3) ; dozc il nous reste à montrer que D est multilinéaire. 
Supposons A = (a,)  = ( A 1  , A , ,  . . . , A n )  où A ,  est la kleme ligne de A .  De plus, supposons que pour i 
fixé, 

Ai = Bi + Ci, où Bi = (bl, . . ., b,) et Ci = (cl, . . . ,cn)  

En conséquence ai1 = b ,  + CI, = b, + c,, . . ., ai, = b,  + C, 

Développons D ( A )  = IAl par rapport à la ieme ligne. 

D ( A )  = D ( A l ,  . . .,Bi + Ci, . . . , A , )  = ailAil + u~ZA,, + * .  ' + ainAin 

1 

= (b,Aii+ b,Ai, + . . . + b,AJ + ( c lAi1 t  C Z A ~ ~  + . . . + CnAin)  

(b1 + ~ i ) A i 1  + ( b ,  + c,)Aiz + * . + ( b ,  + cn)Ai, 

De toute façon d'après le problème 8.24, les deux sommes précédentes sont les déterminants des matrices 
obtenues à partir de A en remplaçant la terfie ligne par Bi et Ci respectivement. C'est-à-dire 

D ( A )  = D(A1, . . .,Bi + Ci, . . . ,A , )  

= D(A1, . . .,Bi, . . . , A , )  + D(A1, . . . ,C i ,  . . . ,A , )  
De plus, d'après le théorème 8.3 

Ainsi D est multilinéaire, c'est-à-dire que D satisfait 3). 

1), 
D(A1, . . . ,kAi ,  . . . , A , )  kD(A1,  . . . ,Ai ,  . . . , A n )  
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Nous devons maintenant démontrer l’unicité de D .  Supposons que D satisfasse à 1),2) et 3). Si 
{ e l , .  . . , e n }  est la base usuelle de K n ,  alors d’après 3) D ( e l  , e2 , . . . , e n )  = D ( I )  = 1. En utilisant 2) 
nous avons aussi (Problème 8.73) 

(1 ) 
. .  D(e. ei2, . . ., e. ) = sgn U ,  où O = alzz . . . in 9’ %n 

Supposons maintenant que A = (u..).  Remarquons que la kieme ligne A ,  de A est 
11 

A, = (a,,, ak29 . . ., akn) = aklel + ak2e2 + . ‘ . + aknen 

Ainsi D ( A )  = D(a,,e, + - - * + alne,, uZ1e1 + . . . + u2,cn, . . . anlel + * + anne,) 

En utiiisant la multilinéarité de D ,  nous pouvons écrire D ( A )  sous forme d’une somme de termes : 

D ( A )  = D(alileil, a2i2eiz, . . ., a “‘n . ei n ) 

= Z (alil aZi2 . . . uni,,) Wei,, ei2, . . . , ein) 

où la somme est sommée sur toutes les suites i ,  , i? , . . . , in où i, E { 1 ,  . . . , n}. Si deux des indices sont 
égaux, par exemple = i,, mais i + k, aiors d’apres ( 2 )  

D ( e i  , e .  , .. . , ei = 0 
1 ‘2 n 

En utilisant 1) nous avons fin-ement 

D(A)  = 2 (alil aZi2 . . . uni,) Wei,, ei2, . . .) ei,) 
U 

. .  
= 2 (sgn u) alil aziz . . . anin, 

Donc D est la fonction déterminant et donc le théorème est démontré. 

où O = alzz . . . i, 
U 

PERMUTATIONS 
8.30 Déterminer la parité de cr = 542163. 

Méthode 1. 
Il nous faut obtenir le nombre de paires ( i ,  j ) ,  pour lesquelles i > j et i précède i dans u, c’est-à-dire : 

3 nombres (5, 4 et 2) sont supérieurs à 1 et précèdent 1 .  
2 nombres (5 et 4) sont supérieurs à 2 et précèdent 2. 
3 nombres (5, 4 et 6) sont supérieurs à 3 et précèdent 3. 
1 nombre (5) est supérieur à 4 et précède 4. 
O nombres sont supérieurs à 5 et précèdent 5 .  
O nombres sont supérieurs à 6 et précèdent 6. 

Puisque 3 f 2 + 3 f 1 f O + O = 9 est impair, u est une permutation impaire et donc sgn u = - 1. 

Méthode 2. 
Transposons 1 à la première position comme suit : 

n 
5 4 2 1 6 3  d’où 1 5 4 2 6 3  

Transposons 2 à la seconde position : 
n 

1 5 4 2 6 3  d’où 1 2 5 4 6 3  

Transposons 3 à la troisième position: 
n 

1 2 5 4 6 3  d’où 1 2 3 5 4 6  

Transposons 4 à la quatrième position: 
c1 

1 2 3 5 4 6  d’où 1 2 3 4 5 6  

Remarquons que 5 et 6 sont dans leurs positions normales. Dénombrons le nombre des nombres ‘‘sautés”: 
3 f 2 -i 3 f 1 = 9. Puisque 9 est impair,u est une permutation impaire. (Remarque : cette méthode est 
essentiellement la même que la méthode précédente). 
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Méthode 3. 

L’échange de deux nombres dans une permutation est équivalent au produit de la permutation par une 
transposition. Donc transformons O en la permutation identique en utilisant des transpositions ; telles que 

5 4 2 1 6 3  

1 4 2 5 6 3  
;‘>c 

x 4x3 
55?4 

1 2 3 4 6 5  

1 2 3 4 5 6  
x 

F’uisqu’un nombre impair 5, de transpositions est utilisé, u est une permutation impaire 

8.31. Soient u = 24513 et 7 = 41352 des permutations de S, . Trouver 1) les permutations com- 
posées T 0 u et u 0 7, 2) u-’. 

Rappelons que u = 24513 et r = 41352 sont des écritures condensées de 

.=(:: 4 5 ;  3) . = ( 4  1 3 :  2) 
ce qui veut due 

u(1) = 2, 42) = 4, 43) 5, 44) = 1 et 45) = 3 

et 
~(1) = 4, ~(2) = 1, 43) = 3, T(4) = 5 et 7(5) = 2 

(ii) 

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5  

2 4 5 1 3  et 4 1 3 5 2  

1 5 2 4 3  1 2 5 3 4  

u l l l . l l  . J i 1 1 1  
r l l l l l  u l . l l . l . l  

Ainsi T O U  = 15243 et U O T  = 12534. 

O-1 
(2 4 5 1 3) - - (1 2 3 4 5) 
1 2 3 4 5  4 1 5 2 3  

c’est-à-dire O-, = 41523. 

8.32. Considérons une permutation quelconque u = j ,  j ,  . . . j ,  . Montrer que pour toute paire 

i > k et i précède k dans u 
( i  , k )  telle que 

il existe une paire (i* , k * )  telle que 

i* < k* et o(i*) > u(k*) (1) 

et vice versa. Ainsi u est paire ou impaire suivant qu’il y a un nombre pair ou impair 
de paires satisfaisant (1). 

Choisissons i* et k* de telle sorte que u( i * )  = i et o(k*) = k. Alors i > k si et seulement si 
u(i*) > o(k*) et i précède k dans u si et seulement si i* < k*. 
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8.33. 
l 

Considérons le polynôme g = g(x, , . . . , x n )  = II ( x i  - x.).Ecrivons explicitement le po- 
i< j J 

lynôme g = g(x, , x, ,  x 3  9 x4) .  

Le symbole II est utilisé pour un produit de termes, de la même façon que le symbole X est utilisé 
pour une somme de termes. C'est-à-dire II (x i  - x.) représente le produit de tous les facteurs (x i  - xi)  

pour lesquels i < j .  Donc 
J i <  j 

g = g ( z l ,  . . .> %4) = - 22)(51  - %3) - x4)(xZ - %3)(x2 - 24)(%3 - 2 4 )  

8.34. Soit u une permutation arbitraire. En considérant le polynôme g du problème précédent dé- 
fini par u(g) = II - x ). Montrer que 

i <  j 0 ( i )  

g si u est paire 
-g si u est impaire = 

En conséquence u(g) = (sgn a) g. 
Puisque u est injective et surjective, 

Ainsi a@) = g ou O&) = - g suivant qu'il y a un nombre pair ou impair de facteurs de la forme (x i  - x.) 
où i > j .  Remarquons que pour chaque paire ( i  , j )  pour laquelle 1 

i < j et u(i) > u ( j )  (1) 

il y a un facteur (x . - x 
il y a un nombre pair de paires satisfaisant (11, nous avons O@) = g si et seulement si u est paire ; en 
conséquence u(g) = - g si et seulement si u est impaire. 

) dans O&) pour lequel u(i) > 00'). Puisque u est paire si et seulement si 
0 0 )  00') 

8.35. Soit u , T E Sn. Montrer que sgn (T 0 a) = (sgn T) . (sgn u). Ainsi le produit de deux per- 
mutations paires ou impaires est pair, et le produit d'une permutation impaire par une per- 
mutation paire est impair. 

En utilisant le précédent problème, nous avons 

sgn ( ~ 0 ~ ) s  =   TOU)^) = d o @ ) )  = .r((sgn o)g) = (sgn d(sgn o)g 

En conséquence sgn ( r  0 u) = (sgn r )  (sgn u). 

8.36. Considérons la permutation a = j ,  j ,  . . . ,jn. Montrer que sgn O-' = sgn u, et  pour les 
scalaires a. .  , 

I l  

Nous avons a-' 0 u = E ,  la permutation identique. Puisque E est paire, CJ-' et u sont toutes les deux 
paires ou toutes les deux impaires. Donc sgn 0-l = sgn u. 

Puisque u = j j . . . j ,  est une permutation, aii l  , ajZ2 , . . . , a .  - - a l k l  aZkZ . . . a  . Alors k , ,  k z , .  . ., kn 
ont la propriété suivante 1 . 2  : Jn" kn 

u ( k l )  = 1, o(k2)  = 2 ,  . . ., ~(k,) = n 

Soit r = k ,  k ,  . . . kn.  Alors pour i = 1 , . . . , n, 
( u o ~ ) ( i )  = u ( ~ ( i ) )  = a(ki) = i 

Ainsi u 0 r = E ,  la permutation identique ; donc r = u-'. 
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d e t ( T )  = 

PROBLEMES DIVERS 

2 O -1 
1 2 -4 = 2(2-12) - 1(-3-6) = -11 
3 -3 1 

8.37. Trouver det ( T )  pour chacun des opérateurs linéaires T suivants : 
1) T est l'opérateur de R3 défini par 

T ( x ,  y, x )  = (2x - x ,  x + 2y - 4x, 3x - 3y + x )  

2) T est l'opérateur de l'espace vectoriel V des matrices carrées 2 x 2 sur K défini par 

a O c O  
O a O c  
b O d O  
O b O d  

de t  ( T )  = 

(," d ) .  T ( A )  = MA où M = 

- - a 

2 O - 1  

3 - 3  1 
1) Trouvons la représentation matricielle de T ,  relativement à la base usuelle qui est [TI =( 1 2 - 4 ). 

Alors 

2) Trouvons une représentation matricielle de T dans une base quelconque de V ,  par exemple 

= (: 0) = aE, + OE, + CE, + OE, 

= (0 s) = OE, + aE, + OE, + CE, 

= (i :) = bE, + OE, + dE, + OE, 

= (0 1) = OE, + bE, + OE3 + dE, 

O a c  
b O O 1 = a2d2 + bzc2 - 2abcd 
O b d  

1 1 1  

O 0 1  
8.38. Trouver l'inverse de A = ( O 1 1 ). 

1 X Y  

O 0 1  
L'inverse de A est de la forme :Froblème 8.53) A-' = ( O 1 z ). 
Posons AA-' = 1, matrice ideiIfjlé : 

O 1  2 + 1  O 1 0  = z  
O 0  1 O 0 1  

Egalons les éléments correspondants r,itre eux; on  obtient le système 
x + 1 = 0 ,  y + z + l = O ,  z + 1 = 0  



192 Algèbre linéaire 

1 - 1  
La solution du système est x = - 1, y = O, z = - 1. Donc A 

A-' peut être aussi trouvé grâce à la formule A-' = (adj A)/IAI. 

8.39. Soit D une fonction bilinéaire alternée. Montrer que D ( A ,  B )  = - D ( B ,  A ) .  Plus générale- 
ment, montrer que si D est multilinéaire et alternée dors 

C'est-à-dire que le signe est changé chaque fois que deux composantes, deux termes sont 
échangés. 

D(. . . , A , .  . ., B, . . .) = - D(. . . , B,  . . . , A , .  . .). 

Puisque D est alternée, D ( A  + B, A + B )  = O. De plus, puisque D est multilinéaire, 

O = D ( A + B , A + B )  = D ( A , A + B )  + D ( B , A + B )  

= D ( A , A )  + D ( A , B )  + D ( B , A )  + D ( B , B )  

Mais D ( A ,  A )  = O et D ( B ,  B )  = O, donc 

O = D { A , B )  + D ( B , A )  OU D ( A , B )  - D ( B , A )  
De façon analogue O = D ( .  . ., A + B, . . ., A + B,  . . .) 

= D( ..., A ,  ..., A ,  ...) + D( . . . ,  A ,  ..., B, ...) 

+ Di ..., B, ..., A ,  . . .)  + D( ..., B,  . . . ,  B, . . .)  

= D( ..., A ,  ..., B, ...) + D( ..., B, ..., A ,  ...) 

et donc D ( .  . . , A . .  . , B , .  . ,) = - D ( .  . . , B , .  . . , A , .  . .) 

8.40. Soit V l'espace vectoriel des matrices 2 x 2 M = (," d )  sur R. Déterminer si oui ou non 

D : V + R est bilinéaire (par rapport aux lignes) si (i) D ( M )  = a + d ,  (ii) D ( M )  = ad. 

(i) Non. Par exemple, supposons A = (1, 1) et B = (3, 3) ; alors 

D ( A , B )  = D (3 13) = 4 et D ( 2 A , B )  = D ( 3  32) = 5 + 2 D ( A , B )  

Donc quels que soient les scalaires s, t E R, 
= (sa1 + tb1)cz D ( s A + t B ,  C )  = D (sa, tb, sa2 + tb, 

c2 

= s(aIc2) + t(b,c2) = s D(A,  C )  + t D(B, C )  
C'est-à-dire, D est linéaire par rapport à la première ligne. 

Donc quels que soient les scalaires s, t E R, 

= cl(sa2 + tb2) ( sal f t b ,  sa2 + tb, 
D ( C , s A $ t B )  = D 

= s (c~u, )  + t (cIb2)  zz s D(C,A)  + t D ( C , B )  

Donc D est linéaire par rapport à la seconde ligne. 

Les deux conditions de linéarité impliquent que D est bilinéaire. 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAlRES 

CALCUL DE DETERMINANTS 

8.41. 

8.42. 

8.43. 

8.44. 

8.45. 

8.46. 

8.47. 

Calculer le déterminant de 

Calculer le déterminant de 

Pour chacune des matrices 
est nul. 

Calculer le déterminant de 

chacune des matrices : (i) ( 4  :), (ii) ( 6  ’ ) .  
3 -2 

chacune des matrices: (i) ( t - 2  -3 ) ,  (ii) ( t - 5  ) .  -4 t - 1  -1 t + 3  

du problème précédent, trouver les valeurs de i pour lesquelles le déterminant 

chacune des matrices : 

Calculer le déterminant de chacune des matrices : 

t - 2  4 t - 1  3 -3 t + 3  -1 

O O t - 4  -6 6 t - 4  6 -6 t + 2  

Pour chacune des matrices du problème précédent, déterminer les valeurs de t pour lesquelles le détermi- 
nant est nui. 

2 2  1 3  

1 -2 1 -1 
(ii) Calculer le déterminant de chacune des matrices: (i) 

4 - 3  O 2 2 2 -1 

COFACTEURS, ADJOINTS CLASSIQUES, INVERSES 

8.48. Pour la matric {; -; -! ;) trouver le cofacteur de : 

7 2 -3 

(i) l’élément 4, (ii) l’élément 5 ,  (iii) l’élément 7. 

1 0  
8.49. Soit A = (a i ) .  Trouver (i) adj A, ($  A-’. 

8.50. Soit A = [i y ‘1. Trouver (i) adj A,(ii) A - ’ .  
1 1 1  

8.51. Trouver l’adjoint classique de chaque matrice dans le problème 8.47. 

8.52. 

8.53. 

Déterminer la matrice générale 2 x 2 A pour laquelle A = adj A.  

Supposons A diagonale et B triangulaire ; c’est-à-dire 

/ul O . . .  O \  ( b l  c12 . . . Cln \ 

14 



194 Algèbre linéaire 

(i) 
(ii) 
(iii) 

Montrer que adj A est diagonale et adj B est triangulaire. 
Montrer que B est inversible si tous les bi f O ; donc A est inversible ssi tous les ai f O. 
Montrer que les inverses de A et B (s’ils existent) sont de la forme 

“1’ O . . .  O bl-’ d,, . . . d,, 

. . .  . . .  b i  

C’est-à-dire que, les éléments diagonaux de A-’  et B-’ sont les inverses des éléments correspon- 
dants diagonaux de A et B. 

DETERMINANT D’UN OPERATEUR LINEAIRE 
8.54. Soit T l’opérateur linéaire de R3 définie par 

Trouver det (T) .  
T ( z ,  y, 2) = (32 - 22, 5Y + 72, 5 i- y -t 2) 

8.55. Soit D : V -+ V l’opérateur différentiel ; c’est-à-dire D ( V )  = d v / d t  . Trouver det ( D )  si V est l’espace 
engendré par (i) {l, t , .  . . , t“}. (ii) {et, e2t ,  e3 t } .  (iii) {sin t ,  cos t } .  

8.56. Démontrer le théorème 8.12 : Soient T et S des opérateurs linéaires de V, Alors : 
(i) det (S 0 T )  = det (S) det ( T )  ; (ii) T est inversible si et seulement si det ( T )  # O. 

8.57. Montrer que (i) det Civ) = 1 où lVes t  l’opérateur identique de V, (ii) det (T-’) = det (T)-’  si Test 
inversible. 

DETERMINANTS ET EQUATIONS LINEAIRES 
3 s  + 5y = 8 8.58. Résoudre à l’aide des déterhinants : (i) 

2 2 -  3y = -1 
4 2 f  7y = -1 

(ii) 

2 2 + 3  = y + 3 x  i 32 - 4y - 62 = 5 i 3 y + z  = 2 - 2 s  

22 - 5y + 22 = 7 
8.59. Résoudre à l’aide des déterminants : (i) x + 2y - 42 = 3 (ii) x - 32 = 2y + 1. 

8.60. Démontrer le théorème 8.10 : Le système homogène Ax = O a une solution non nulle si et seulement si 
A = = O. 

PERMUTATIONS 
8.61. Déterminer la parité des permutations suivantes de S, : (i) u = 3 2 1 5 4, (ii) T = 1 3 5 2 4, 

Pour les permutations u, T et n du. problème 8.61, trouver (i) 7 0 u ,  (ii) 7r 0 u, (iii) a-’, (iv) 7- l .  

( i i i ) n = 4 2 5 3  1. 

8.62. 

8.63. Soit 7 E S,. Montrer que T 0 u parcourt S, lorsque u parcourt S, ; c’est-à-dire S, = (7 0 u : u E S,}. 

8.64. Soit u E S, qui a la propriété u ( n )  = n. Soit u* E S,-l définie par u * ( x )  = u(x) .  (i) Montrer que 
sgn u* = sgn u.  (ii) Montrer que lorsque cj parcourt S, avec ~ ( n )  = n, U* parcourt ; c’est-à-dire 
S,-l = {O* : u E s,, u ( n )  = n). 

MU LTILINEARITE 
8.65. Soit V = (Km)m c’est-à-dire que V est l’espace des matrices carrées m x m considérées comme m-tuples de 

vecteurs lignes. Soit D : Y -+ K .  

(i) Montrer que : 

D ( A , ,  A , ,  , . . , A , )  = O avec A i  = Ai+l  pour i quelconque 

est équivalent à dire que D est alterné. 

Supposons D m-linéaire et alternée. Montrer que si A 
alors DU,, A , ,  . . . , A r n )  = O. 

(ii) A , ,  . . . , A ,  sont linéairement dépendantes 
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zn-l 
Démontrer que : 1 XI z; . . .  1 

1 5 2  x; . . .  z;-1 

.................... 
1 2, x: . . .  %n- 1 

8.66. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 M = (5 d> sur R. Déterminer si oui ou non D : V +. R 

= (-1P ,JI. (Xi-- z7) 
I C Î  

est bilinéaire (par rapport aux lignes) si (i) D ( M )  = Q C  - bd,  (ii) D ( M )  = ab - cd, (iü) D ( M )  = O, 
(iv) D ( M )  = 1. 

8.67. Soit V l’espace des matrices carrées n x n sur K.  Supposons B € V inversible et donc det ( B )  # O. Dé- 
finissons D : V +. K par D ( A )  = det (AB)/det ( B )  où A € V. Donc 

D(A,, A,, . . ., A,) = det (A,B, A@, . . . , A,B)/det (B) 

o Ù  A ,  est la ième ligne de A et donc A,B est la &me ligne de AB.  Montrer que D est multilinéaire et 
alternée et que D(Z)  = 1. (Ainsi d’après le 8.13, D ( A )  = det ( A )  et donc det ( A B )  = det ( A )  det (B) .  
Cette méthode est utilisée dans quelques livres pour démontrer le Théorème 8.5, c’est-à-dire lABl = 1/11 IL?[). 

PROBLEMES DIVERS 
8.68. 

8.69. 

8.70. 

8.7 1 .  

8.72. 

8.73. 

8.74. 

Considérons la matrice bloc M = (0 c> où A et C sont des matrices carrées. Démontrer que 

1MI = [Al  ICI. Plus généralement, démontrer que si M est une matrice bloc triangulaire avec des matrices 
carrées A , ,  . . . , A m  sur la diagonale, alors IMI = / A , ]  - l A z l . .  . IA,I. 

Soient A ,  B, C et D des matrices carrées n x n commutables. Considérons la matrice bloc carrée 2n x 2n 

M = ( A  ’ ) . Démontrer que IMI = !AI * ID1 - IBI * ICI. 
C D  

Supposons que A soit orthogonale, c’est-à-dire que A‘A = I .  Montrer que IAI = 1. 

Considérons une permutation u = j l j z  . . . in. Soit {e,} la base usuelle de Kn,  et soit A la matrice dont 
les ièmes lignes sont eii, c’est-à-dire A = (cil, eiz, . . . , ein). Montrer que IA 1 = sgn u. 

Soit A une matrice carrée n x n. Le rang déterminant de A est l’ordre de la plus grande sous-matrice de 
A (obtenue en supprimant des lignes et des colonnes de A )  dont le déterminant n’est pas nul. Montrer 
que le rang déterminant de A est égal au rang de A ,  c’est-à-dire au nombre maximum de lignes linéaire- 
ment indépendantes (ou de colonnes). 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

8.41. (i) -18, (ii) -15. 

8.42. 

8.43. 

8.44. (i) 21, (ii) -11, (iii) 100, (iv) O. 

( i )  t 2  - 3 t  - 10, (ii) t z  - 2t - 8. 

(i) t = 5, t = -2; (ii) t = 4, t = -2. 
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8.45. (i) (t + 2)(t - 3)(t - 4), (ii) ( t  + 2)2(t - 4), (iii) ( t  + 2)2(t - 4). 

8.46. (i) 3, 4, -2; (ii) 4, -2; (iii) 4, -2. 

8.47. (ij -131, (ii) -55. 

8.48. (i) -135, (ii) -103, (iii) -31. 

8.50. a d j A  = [-: -: -il, A-' = f -:) 2 1 -5 -2 -1 

21 -14 -17 -19 -16 -29 -26 -2 
-30 -38 -16 29 11 33 

-13 28 -18 17 7 -19 -18 

8'51' (i) ( -8 5; -13 -1) (ii) [Iii 1 13 

8.52. A = ( z  i) 
8.54. det(T) = 4. 

8.55. (i) O, (ii) 6, (iii) 1. 

8.58. (i) 5 = 21/26, y = 29/26; (ii) 5 = -5/13, y = 1/13. 

8-59. (i) = 5, = 1, = 1. (fi) Puisque A = 0 le wstème ne peut être résolu à l'aide des déterminants. 

8.61. sgn 0 = 1, sgn 7 = -1, sgn 17 = -1. 

8.62. (i) 7 0 0  = 53142, (ii) ? T O U  = 52413, (iii) 0-1 = 32154, (iv) 7- l  = 14253. 

8.66. (i) Oui (ii) Non (iii) Oui (iv) Non. 



CHAPITRE 9 

Valeurs propres et vecteurs propres 

INTRODUCTION 
Dans ce chapitre nous approfondirons la théorie d'un opérateur linéaire T sur un espace vec- 

toriel de dimension finie. En particulier, nous trouverons les conditions pour que T soit diagona- 
lisable. Comme nous l'avons vu dans le chapitre 7, cette question est en relation étroite avec la 
théorie des transformations de similitude pour les matrices. 

Nous associerons aussi certains polynômes avec un opérateur T : son polynôme caractéris- 
tique et son polynôme minimal. Ces polynômes et leurs racines tiennent une très grande place 
dans l'étude de T. Le corps K tient aussi une place importante dans la théorie puisque l'existence 
des racines d'un polynôme dépend de K. 

POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES 

matrice carrée sur K, nous définissons alors 

où I est la matrice identité. En particulier, on dit que A est une racine ou un zéro du polynôme 
f ( t )  si f ( A )  = O. 

Considérons un polynôme f ( t )  sur un corps K : f ( t )  = a, t" + - + a ,  t + a , .  Si A est une 

f ( A )  GA" + * * * + aiA + aol 

1 2  
Exemple 9.1 Soit A = ( 4 )  , et soit f ( t )  = 2t2 - 3 t  + 7, g ( t )  = t Z  - 5t  - 2. Alors 

18 14 
21 39 O 1  

et 
g ( A )  = (i ; ) ' - 5 ( '  3 4  ' ) - 2 ( '  O 1  O )  = ( O  O 0  '1 

Donc A est un zéro de g ( t > .  

On a le théorème suivant : 

Théorème 9.1 : Soient f et g deux polynômes sur K, et soit A une matrice carrée n x n sur K. 
Alors 

(0 ( f  + g )  ( A )  = f ( A )  + g ( A )  
(W f f g )  ( A )  = f ( A )  g ( A )  

( i i )  (h f )  ( A )  = hf ( A )  

et pour tout scalaire h E K 

De plus, puisque f ( t )  g ( t )  = g ( t )  f ( t )  quels que soient les polynômes f ( t )  et g ( t ) ,  

f ( A )  g ( A )  = g ( A )  f ( A )  
C'est-à-dire, deux polynômes quelconques de la matrice A commutent. 
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Supposons maintenant que T : V + V est un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V 
sur K. Si f ( t )  = a,  t” + 
avons fait pour les matrices: 

- - + a ,  t + a , ,  nous définissons f ( T )  de la même manière que nous 

f ( T )  = unTn + . . . + a1T + uoz 

où I désigne l’application identité. Nous disons aussi que T est un zéro ou une racine de f ( t )  si 
f ( T )  = O. Remarquons que les relations du théorème 9.1 restent vraies pour des opérateurs comme 
d’ailleurs pour des matrices ; donc deux polynômes quelconques dans T commutent. 

De plus, si A est la représentation matricielle de T ,  alors f ( A )  est la représentation matri- 
cielle de f ( T ) .  En particulier, f ( T )  = O si et seulement si f ( A )  = O. 

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 

A 6 K est appelé valeur propre de T s’il existe un vecteur non nul u E V pour lequel 

Tout vecteur satisfaisant cette relation est alors appelé un vecteur propre de T correspondant à la 
valeur propre X. Remarquons que tout multiple k u  de v est aussi un vecteur propre: 

Soit T : V + V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V sur un corps K. Un scalaire 

T(u)  = Au 

T(lcw) = 16 T(w) = lz(,\v) = X(l6V) 

L’ensemble de tous les vecteurs propres est un sous-espace de V (Problème 9.6) appelé espace 
propre associé à A. 

au lieu de valeur propre et vecteur propre. 
On emploie aussi fréquemment la terminologie valeur caractéristique et vecteur caractéristique 

Exemple 9.2 : Soit Z : V + V l’application identique. Pour tout v E V ,  Z(v) = v = IV. Donc 1 est une 
valeur propre de 1 et tout vecteur de V est un vecteur propre associé au scalaire 1. 

Exemple 9.3 : Soit T : RZ -+ RZ 1’0 érateur linéaire qui fait subir A 

6’ = 90 . Remarquons qu’aucun vecteur non nul n’est 

aucune valeur propre et donc aussi aucun vecteur propre. 

chaqueovecteur v E R ! une rotation d’un angle 

transformé en un multiple de lui-même. Donc T n’a T ( v )  

Exemple 9.4 : Soit D l’opérateur différentiel sur l’espace vectoriel V 
des fonctions différentiables. Nous avons D (e5 ‘) = Se5 ‘. 
Donc 5 est une valeur propre de D avec un vecteur 
propre e 5 t .  

Si A est une matrice carrée II x n sur K ,  alors une valeur propre de A est considérée comme 
une valeur propre de A considérée comme un opérateur de K”. C’est-à-dire, X E K est une valeur 
propre de A si, pour un vecteur (colonne) non nul u E K n ,  

Dans ce cas u est un vecteur propre de A associé à A. 
Au = Au 

Exemple 9.5 : Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres non nuls associés à la matrice A = 

Cherchons un scalaire f et un vecteur non nul X = ( z  ) tel que A X  = t x :  

L’équation matricielle précédente est équivalente au système homogène 

( t -  1)x - 2y = O 
OU i -3% + ( t - 2 ) y  = 0 

x + 2y = tx 
3x: + 2g = fy  
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Rappelons que le système homogène a une solution non nulle si et seulement si le déter- 
minant de la matrice des coefficients est O : 

-2 ’ = t - - 3 t - 4  = ( t - 4 ) ( t + 1 )  = O Ir1 -3 t - 2 1  

Ainsi t est une valeur propre de A si et seulement si i = 4 ou t = - 1 .  

Posons t = 4 dans ( I l ,  

32 - 2y = O ou simplement 3n: - 2y = O -i -3x + 2y = O 
2 

Ainsi Y = (i ) = ( ) est un vecteur propre non nul correspondant à la valeur propre 

t = 4, et tout vecteur propre correspondant à t = 4 est un multiple de Y. 
Posons t = - 1 dans ( I ) ,  

-2x - 2y = O 
-3n - 3y = O 

ou simplement x + y = O i 
1 

Ainsi w = ( y )  = (- ) est un vecteur propre non nul correspondant à la valeur propre 

t = - 1, et tout vecteur, propre correspondant à t = - 1 est un multiple de w. 

Le théorème suivant donne une propriété caractéristique des valeurs propres qui est fréquem- 
ment utilisée comme définition. 

Tltéorème 9.2 : Soit T : V -+ V un opérateur linéaire sur l’espace vectoriel sur K. h E K est une 
valeur propre de T si e t  seulement si l’opérateur XI - T est singulier. L’espace 
propre de h est le noyau de XI - T. 

Démonstration : h est une valeur propre de T si et seulement si il existe un vecteur non nul 
u tel que 

c’est-à-dire hl - T est singulier. Nous avons aussi démontré que u est un espace propre de h si e t  
seulement si les relations précédentes sont vérifiées ; donc u appartient au noyau de ?d - T. 

par récurrence. 
Nous allons maintenant démontrer un théorème très utile qui est démontré (Problème 9.14) 

Théorème 9.3 : Des vecteurs propres distincts correspondant 5 des valeurs propres distinctes sont 
linéairement indépendants. 

Exemple 9.6 : Considérons les fonctions e a l t ,  e a Z t , .  . . , ean‘ où a l ,  a 2 , .  . . , a, sont des nombres réels 
distincts. si D est l’opérateur différentiel, aiors D (en’‘) = a k e a k t ,  En conséquence 
eal‘, . . . , eanr  sont les vecteurs propres de D correspondant aux valeurs propres distinctes 
a l ,  a * ,  . . . , a, et donc d’après le théorème 9.3 sont linéairement indépendants. 

Remarquons que des vecteurs propres indépendants peuvent être associés à la même valeur 
propre (voir Problème 9.7). 

DIAGONALISATION ET VECTEURS PROPRES 

quons que T peut être représenté par une matrice diagonale 
Soit T : V -+ V un opérateur linéaire d’un espace vectoriel V de dimension finie n. Remar- 

ki O . . .  
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si et seulement si il existe une base {ui . . . . .  un} de V pour laquelle 

T(vi) = kivi 
T(vz) = k2v2 

T(vn) knvn 
....................... 

ce qui veut dire que les vecteurs u1 , u, , , . . , un sont des vecteurs propres de T correspondant res- 

Théorème 9.4 : 

pectivement aux valeurs propres k . k, . . . . .  kn . En d'autres termes : 

Un opérateur linéaire T : V -+ V peut être représenté par une matrice diagonale 
B si et  seulement si V a une base formée des vecteurs propres de T. Dans ce cas 
les éléments diagonaux de B sont les valeurs propres correspondantes. 

Nous obtenons le théorème équivalent suivant. 

Autre forme du théorème 9.4 : Une matrice carrée n x n A est semblable à une matrice diago- 
nale B si et seulement si A a n vecteurs propres linéairement indé- 
pendants. Dans ce cas les éléments diagonaux de B sont les va- 
leurs propres correspondantes. 

Dans le théorème précédent, si P est la matrice dont les colonnes sont les n vecteurs propres 
indépendants de A ,  alors B = P-' AP. 

, 1  2 ,  
. D'après l'exemple 9.5. A a deux vecteurs propres (9 2 )  

Exemple 9.7 : Considérons la matrice A = 

2 1 
indépendants ( ) et ( ). Soit P = ( '> et donc P-' = 

- 3 -1  

Alors A est semblable à la matrice diagonale 

Comme on devait le prévoir, les éléments diagonaux 4 et - 1 de la matrice diagonale B 
sont les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres donnés. 

POLYNOME CARACTERISTIQUE. THEOREME DE CAY LEY-HAMILTON 
Considérons une matrice n x rz A sur un corps K: 

................ 
ani ü n 2  . . .  ann 

La matrice t l ,  - A ,  où in est la matrice carrée n x n identité et t une inconnue, est appelée 
la matrice caractéristique de A: 

/ t - a i i  -a12 . . .  -ai, '1 

. . .  
......................... 

-ani --ana . . .  t-a,,, 

-a21 t-a22 1 t l n  - A = 

Son déterminant 

qui est un polynôme en t ,  est appelé polynôme caractéristique de A ,  nous appelons aussi 
&(t) = det ( t l ,  - A )  

A , ( t )  = det ( t i ,  - A )  = O 

l'équation caractéristique de A .  
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Chaque terme dans le déterminant contient un et seulement un élément de chaque ligne et 
de chaque colonne ; donc le polynôme caractéristique précédent est de la forme 

AA ( t )  = ( t  - a,, ) ( t  - a22  1 * * ( t  - a"" 1 
+ des termes avec plus de ( n  - 2) facteurs de la forme t - aj j  

En conséquence 

A A ( t )  = t" - ( a l l  + aZ2 + . . . + a n a )  tn- '  + termes de degré inférieur. 

Rappelons que la trace de A est la somme de ses éléments diagonaux. Ainsi le polynôme caracté- 
ristique AA ( t )  = det ( t In  - A )  de A est un polynôme normé de degré n, et le coefficient de t"-' 
est l'opposé de la trace de A.(Un polynôme est normé si son coefficient de terme de plus haut 
degré est 1). 

De plus, si nous posons t = O dans AA ( t ) ,  nous obtenons 

Mais AA ( O )  est le terme constant du polynôme AA ( t ) .  Ainsi le terme constant du polynôme ca- 
ractéristique de la matrice A est (-l)n ]Al où n est l'ordre de A .  

Exemple 9.8 : Le polynôme caractéristique de la matrice A = - 2 2 - 1 est 
( 4 0 - 2  

~ ( t )  = ItZ-Al = IfP1 2 t - 2  -3 1 1 rz t 3 - t 2 + 2 t + 2 8  

O t f 2  l -4 

Comme prévu, A ( t )  est un polynôme normé de degré 3 .  

Nous allons maintenant énoncer l'un des théorèmes les plus importants de l'algèbre linéaire. 

Théorème de Cayley-Hamilton 9.5 : Chaque matrice est un zéro de son polynôme caractéristique. 

t; : )est  
Exemple 9.9 : Le polynôme caractéristique de la matrice A = 

Comme prévu, d'après le théorème de Cayley-Hamilton, A est un zéro de A(t)  : 

Le théorème suivant montre la relation principale entre les polynômes caractéristiques et les 
valeurs propres. 

Théorème 9.6 : Soit A une matrice n x n sur un corps K.  Un scalaire h E K est une valeur 
propre de A si et seulement si h est une racine du polynôme caractéristique 
A ( t )  de A. 

Démonstration. D'après le théorème 9.2, X est une valeur propre de A si et seulement si 
X I  - A est singulière. De plus, d'après le théorème 8.4, X I  - A est singulière si et seulement si 
1x1 - AI = O, c'est-à-dire X est une racine de A ( t ) .  Ainsi le théorème est démontré. 

En utilisant les théorèmes 9.3, 9.4 et 9.6 on obtient 

Corollaire 9.7 : Si le polynôme caractéristique A ( t )  d'une matrice carrée n x n A est un pro- 
duit de facteurs linéaires distincts. 
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A ( t ) =  

a(t) = (t  - a,)(t  - az) * . - ( t  -a,) 

c'est-à-dire, si a ,  , a, , , . . , an sont des racines distinctes de A ( t ) ,  alors A est sem- 
blable à la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les ai. 

De plus, en utilisant le théorème fondamental de l'algèbre (chaque polynôme de C admet une 
racine) et le théorème précédent, on obtient : 

O -1 t + 2  

t - 3  O 
O t - 2  = ( t - 3 ) ( t 2 + 1 )  

Corollake 9.8 : Soit A une matrice carrée n x n sur le corps des complexes C. Alors A a aumoins 
une valeur propre 

Considérons deux cas : 

1) A est une matrice sur le corps des réels R. Alors A admet seulement une valeur 
propre 3. Puisque 3 a seulement un vecteur propre indépendant, A n'est pas dia- 
gonalisable. 

A est une matrice sur le corps des complexes C. Alors A admet trois valeurs propres 
distinctes : 3, i et - i. Il existe alors une matrice inversible P sur le corps des com- 
plexes C pour laquelle 

2) 

O 
P - I A P  = (a i :) 

O -i 

c'est-à-dire que A est diagonalisable. 

Supposons maintenant que A et B soient des matrices semblables, c'est-à-dire B-= P-'AP où P 
est inversible. Montrons que A et B ont le même polynôme caractéristique. Utilisons t l  = P-' tlP, 

Itl - BI = jtZ - P-'API = /P-'tZP - P-'API 

= IP-'(tlT- A)PI = lP-11 l tZ  - Al ]Pl 

Puisque les déterminants sont des scalaires et commutent et puisque IP-lI IPI = 1, nous obtenons fi- 
nalement I tZ - Bi = j t Z  - Al 

Nous avons ainsi démontré 

Théorème 9.9 : Des matrices semblables ont le même polynôme caractéristique. 

POLYNOME MINIMAL 

Soit A une matrice carrée n x n sur un corps K .  Remarquons qu'il y a des polynômes 
non nuls f ( t )  pour lesquels f ( A )  = O ; par exemple le polynôme caractéristique de A .  Parmi ces 
polynômes, nous considérons ceux de plus bas degré et parmi ceux-ci nous choisissons celui qui 
admet pour premier coefficient 1 ; c'est-à-dire qui est normé. Un tel polynôme m ( t )  existe et est 
unique (Problème 9.25) ; nous l'appelons le polynôme minimal de A. 

Théorème 9.10 : Le polynôme minimal m(t )  de A divise tout polynôme qui admet A comme zéro. 
En particulier, m ( t )  divise le polynôme caractéristique A ( t )  de A.  

Il s'agit là d'une très importante relation entre m ( t )  et A(t) .  
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Théorème 9.11 : Les polynômes Caractéristique et minimal d’une matrice A ont les mêmes facteurs 
irréductibles. 

Ce théorème n’implique pas que m ( t )  = A ( t )  ; il implique seulement qu’un facteur irréduc- 
tible quelconque de l’un doit diviser l’autre. En particulier puisqu’un facteur linéaire est irréduc- 
tible, m ( t )  et A(t) ont les mêmes facteurs linéaires ; donc ils ont les mêmes racines. Ainsi d’après 
le théorème 9.6 on obtient 

Théorème 9.12 : Un scalaire X est une valeur propre pour une matrice A si et seulement si X est. 
une racine du polynôme minimal de A .  

[i ; ; $. Exemple 9.11 : Trouver le polynôme minimal m ( t )  de la matrice A = 

Le polynôme caractéristique de A est A(t )  = If1 - Al = ( t  - 2 ) 3  ( t  - 5). D’après 
le théorème 9.11 à la fois t - 2 et t - 5 doivent être des facteurs de m(t) .  Mais d’après 
le théorème 9.10 m ( t )  doit diviser A ( t )  ; donc m ( t )  doit être l’un des trois polynômes 
suivants : 

ml(t) = ( t  - 2 ) ( t  - 5 ~  mz(t) = ( t  - 2 ) 2 ( t  - 51, m3(t) = ( t -  2 ) 3 ( t -  5) 

Nous savons d’après le théorème de Cayley-Hamilton que m 3 ( A )  = A ( A )  = O. Le lecteur 
peut vérifier que m l  ( A )  # O mais m z ( A )  = O. En conséquence m,(t) = ( t  - 2)2 ( t  - 5) 
est le polynôme minimal de A .  

Exemple 9.12 : Soit A une matrice 3 x 3 sur le corps des réels R. Montrons que A ne peut être un zéro 
du polynôme f(t) = t2  f 1. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, A est un zéro de 
son polynôme caractéristique A(t ) .  Remarquons que A ( t )  est de degré 3 ; donc il a au 
moins une racine réelle. 

Supposons maintenant que A soit un zéro de f(t). Puisque f ( t )  est irréductible sur 
R, f ( t )  doit être le polynôme minimal de A .  Mais f ( t )  n’a pas de racine réelle. Ceci est 
en contradiction avec le fait que les polynômes caractéristique et minimal ont les mêmes 
racines. Donc A n’est pas un zéro de f(t). 

zéro de f ( t ) :  
Le lecteur peut vérifier que la matrice 3 x 3 sur le corps des complexes C est un 

o o i  

POLYNOMES CARACTERISTIQUE ET MINIMAL D’OPERATEURS LINEAIRES 

Supposons maintenant T : V -f V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimen- 
sion finie. Nous définissons le polynôme caractéristique A ( t )  de T comme étant le polynôme ca- 
ractéristique d’une quelconque représentation matricielle de T .  D’après le théorème 9.9, A( t )  est 
indépendant de la base particulière dans laquelle la représentation matricielle est calculée. Remar- 
quons que le degré de A ( t )  est égal à la dimension de V. Nous avons les théorèmes suivants pour 
T qui sont semblables à ceux appliqués sur les matrices. 

Théorème 9.5’ : T est un zéro de son polynôme caractéristique. 

Théorème 9.6’ : Le scalaire h E K est une valeur propre de T si et seulement si h est une racine 
du polynôme caractéristique de T. 

L’ordre de multiplicité algébrique d’une valeur propre X E K de T est défini comme étant la mul- 
tiplicité de h considéré comme une racine du polynôme caractéristique de T.  L’ordre de multiplicité 
géométrique d’une valeur propre X est défini comme étant la dimension de son espace propre. 

Théorème 9.13 : La multiplicité géométrique d’une valeur propre h n’est pas supérieure à sa multi- 
plicité algébrique. 



204 Algèbre linéaire 

Exemple 9.13 : Soit V l’espace vectoriel des fonctions, qui a comme base {sin 0, cos 6 )  et soit D l’opé- 
rateur différentiel sur V. Alors 

D(sin e)  = cose = O(sine) + l ( cose )  

D ( c o s e )  = - s ine  = -l(sine) + O(cose) 

O 1  
La matrice A de D dans la base précédente est donc A = [DI = (- ). Ainsi 

det ( t l -  A )  = 

et le polynôme caractéristique de D est A ( t )  = tZ + 1. 

D’autre part, le polynôme minimal m(t )  de l’opérateur T est défini indépendamment de la 
théorie des matrices, comme étant le polynôme de plus bas degré et admettant comme coeffi- 
cient 1 qui est un zéro de T. Cependant pour un polynôme quelconque f ( t ) ,  

f ( T )  = O si et seulement si f ( A )  = O 
où A est une représentation matricielle quelconque de T .  En conséquence T et A ont le même 
polynôme minimal. Remarquons que tous les théorèmes dans ce chapitre sur le polynôme minimal 
d’une matrice restent aussi valables pour le polynôme minimal de l’opérateur T. 

PROBLEMES KESOLUS 

POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES 

9.1. Trouver f ( A )  où A = (i -5) et f ( t )  = t Z  - 3 t  + 7. 

f ( A )  = A2 - 3A + 71 = ( 4  - 5 ) 2 -  3 ( i  -25) + 7 ( ;  :> = (12 - y >  

9.2. Montrer que A = (i ) est un zéro de f ( t )  = tZ-4t - 5. 

f ( A )  = A2 - 4A - 51 = (: y-  4(S ;>- 5(01 :> = (: 0”) 
9.3. Soit V l’espace vectoriel des fonctions qui admettent {sin û , cos 6 )  comme une base et  soit 

D l’opérateur différentiel de V .  Montrer que D est un zéro de f ( t )  = t2 + 1. 
Appliquons f ( D )  à chaque vecteur de la base: 

f(D)(sin e )  = ( P + l ) ( s i n  e)  = @(sine) + Z(sin e) = -sine + s ine  O 

f (D) (cose )  = ( P + Z ) ( C O S  e) = D ~ ( C O S  e)  + Z(cos e)  = -cose + cos e = O 

Puisque chaque vecteur de la base est transformé en O, chaque vecteur Y E V est aussi transformé en O 
par f(D). Ainsi f ( D )  = O. 

Ce résultat est normal puisque, d’après l’exemple 9.13, f ( t )  est le polynôme caractéristique de D. 
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9.4. Soit A une representation matricielle d'un opérateur T .  Montrer que f ( A )  est la représenta- 
tion matricielle de f ( T ) ,  pour un polynôme quelconque f ( t ) .  

Soit Q, l'application T H A ,  c'est-à-dire qui transforme l'opérateur T en sa représentation matricielle 
A .  Il nous reste à démontrer que 4 c f (T ) )  = f(A). Supposons f ( t )  = antn + . - .  + a l  t + ao. La démons- 
tration se fait par récurrence, sur n, degré de f(t). 

Ainsi. 
Supposons n = O. Rappelons que $(I') = I où f est l'application identique et 1 la matrice identique. 

d f ( T ) )  = daoz') = aodz') = a01 = f ( A )  

et donc le théorème est vrai pour n = O. 

4 est un isomorphisme, 
Supposons maintenant que le théorème soit vrai pour des polynômes de degré inférieur à n .  Alors puisque 

$( f (T ) )  = $.(anTn + an- 1 Tn- 1 + * - . + a,T + ad ' )  
= a, $(T) $(T"-1) + Tn-1 + * * * + a,T + ad')  
= anAAn-' + (an-,An-1 + 0 . .  + a,A + aoI)  = f ( A )  

et le théorème est démontré 

9.5. Démontrer le théorème 9.1: Soient f et g des polynômes de K .  Soit A une matrice carrée 
sur le corps K. Alors: 1) (f + g )  ( A )  = f ( A )  + g ( A ) ;  2 )  ( fg)  ( A )  = f ( A )  g ( A )  
( h f )  ( A )  = k f ( A )  où k E K.  

et 3) 

Supposons f = an t" + . . . + a l  t + a. et g = brn t"' + . + b ,  t + b,. Alors d'après la définition 

f ( A )  = anAn + + a,A + aol et g(A)  = bmAm + . + b,A + bol  

1) Supposons m < n et soit bi = O si i > m. Alors 

f + g = (a, + b,)t" + . . . + (ai + b J t  + (a0 + bo) 

Donc 
'(f + g)(A)  = (a ,  + bn)An + . * * + (ai + b1)A + + bo)Z 

= a,An + bnAn + -.  . + a,A + blA + aol + b0I = f ( A )  + g(A)  

n+m 
2 )  Par définition, f g  = en+mtn+m + + c,t + c,, = 2 Cktk où ck = aobk + albk-1-t 

k 

3) Par définition,kf = kantn + . .. + ka,t + ka,, et donc 

(k f ) (A)  = ka,An + + ka,A + ka,Z = k(a,An+ . .. + a,A + aoZ) = k f ( A )  

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 
9.6. Soit h une valeur propre d'un opérateur T : V -+ V .  Soit V, l'ensemble de tous les vecteurs 

propres de T correspondant à la valeur propre h (appelé espace propre de h) .  Montrer que 
VA est un sous-espace de V. 

conques a, b € K,  
Supposons v ,  w E V ,  ; c'est-à-dire T ( v )  = hv et T(w) = hw. Alors pour des scalaires quel- 

T(av+ bw) = a T ( v )  + b T(w) = a(Av) + b(xw) = X(av+ bw) 

Ainsi UV + bw est un vecteur propre correspondant à h ; c'est-à-dire av + bw E V,. Donc Y ,  est un 
sous-espace de V. 
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A ( t )  = ItZ-Al = 

1 4  
2 3  

9.7. Soit A = ( ) .  1) Trouver toutes les valeurs propres de A et leurs vecteurs propres 

correspondants. 2) Trouver une matrice inversible P telle que P-’ AP soit diagonale. 

(i) Formons la matrice caractéristique ti - A de A :  

t - 1  3 -3 
-3 t + 5  -3 = ( t + 2 ) 2 ( t - 4 )  
-6 6 t - 4  

Le polynôme caractéristique A(t) de A est son déterminant: 

Les racines de A ( t )  sont 5 et - 1 et donc ces nombres sont les valeurs propres de A .  
Nous obtenons les vecteurs propres correspondant à la valeur propre 5. Remplaçons d’abord t 

par 5 dans la matrice caractéristique (1) on obtient la matrice (- 2 -: >. Les vecteurs propres cor- 

respondant à la valeur 5 forment la solution du système homogène déterminé par la matrice précé- 
dente c’est-à-dire 

4x - 4y = O 
ou x - y = o  (-z -2)(;) = (:) OU { -2% + 2y = O 

(En d’autres termes, les vecteurs propres correspondant à 5 forment le noyau de l’opérateur ti - A 
pour t = 5).  Le système précédent admet une seule solution indépendante ; par exemple x = 1, y =  1. 
Donc v = (1, 1) est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de 5, c’est-à-dire que chaque vec- 
teur correspondant à la valeur propre 5 est un multiple de Y .  

Nous obtenons les vecteurs propres correspondants à la valeur propre - 1 en remplaçant t par - 1 
dans (1), ce qui donne le système homogène 

-2x - 4y = O 
ou z + 2 y  = O (1: :6)(;) = (U) OU { -2x - 4y = O 

Le système admet une seule solution indépendante ; par exemple x = 2 ,  y = - 1. Ainsi w = ( 2 ,  - 1) 
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de - 1. 

(Ü) Soit P la matrice dont les colonnes sont les précédents vecteurs propres : P = (: - :) . Alors 

B = P-’AP est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres respectives : 

B = P-IAP = 
1/3 -1/3 1 -1 O -1 

(Remarque : Ici P est la matrice de passage de la base usuelle de R2 à la base formée des vecteurs 
propres {u ,  w}. Donc B est la représentation matricielle de l’opérateur A dans la nouvelle base). 
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Trouvons une base de l’espace propre de la valeur propre - 2.  Remplaçons t par - 2 dans la matrice 
caractéristique tl - A de manière à obtenir le système homogène 

-32 + 3y - 32 = O (;; : ::y;) = (H) ou { - 3 2 + 3 ? / - 3 2  = O OU X - y + Z  O 
6 -6 -62 + 6y - 6 2  = O 

Le système admet deux solutions indépendantes par exemple x = 1, y = 1, z = O et x’ = 1, y = O, 
z = - 1. Ainsi u = (1, 1, O )  et Y = (1, O, - 1) sont des vecteurs propres indépendants qui engendrent 
l’espace propre de - 2. C’est-à-dire que u et v forment une base de l’espace propre de - 2.  Ceci veut 
dire que chaque vecteur propre correspondant à - 2 est une combinaison linéaire de u et v. 

téristique tI - A ;  on obtient alors le système homogène 
Trouvons une base de l’espace propre de la valeur propre 4. Remplaçons t par 4 dans la matrice carac- 

2 + y - z  = O 
2y -- z = O 

32  + 3tJ - 32 = 0 
-3X + 9 y - 3 ~  = O OU 

-6x + 6 y  = O  

[;; i :;$) = [!) ou ‘i 
Le système a une seule inconnue libre ; donc n’importe quelie solution non nulle, par exemple x = 1, 
y = 1, z = 2 engendre son espace solution. Donc w = (1, 1, 2) est un vecteur propre qui engendre et 
donc forme une base de l’espace propre de 4. 

Puisque A a trois vecteurs propres indépendants. A est diagonalisable. En fait, soit P la matrice dont 
les colonnes sont constituées des trois vecteurs propres indépendants : 

1 -2 O O 

P = [: O si. Alors P - I A P  = [ 0 -0 1) 
O -1 

Comme prévu, les éiéments diagonaux de P-IAP sont les valeurs propres de A correspondant aux co- 
lonnes de P. 

~ ( t + 2 ) ~ ( t - 4 )  
6 -6 t + 2  

t + 3  -1 
A(t) = 1tZ-B; = 

Les valeurs propres de B sont donc - 2 et 4. 

Trouvons une base de l’espace propre de la valeur propre - 2. Remplaçons t par - 2 dans fI - B; 
on obtient le système homogène 

Le système admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1, z = O. Ainsi 
u = (1, 1, O) forme une base de l’espace propre de - 2 .  

tient le système homogène. 
Trouvons une base de l’espace propre de la valeur propre 4. Remplaçons t par 4 dans tl - B on ob- 

7 2 -  y +  2 = O 
7 2 -  y +  z = o  ou 
62 - 6y + 6~ = O 

7 2 - y + z  = O { x = o  [; 6 1: -6 ;y) = (;) ou { 
Le système admet une seule solution indépendante, par exemple x = O, y = 1, z = 1. Ainsi v = (O, 1, 1) 
forme une base de l’espace propre de 4. 

Remarquons que B n’est pas semblable à une matrice diagonale puisque B admet seulement deux vec- 
teurs propres indépendants. De plus, puisque A peut être diagonalisée, alors que B ne peut pas être diago- 
nalisée, A et B ne sont pas des matrices semblables, quoiqu’elles aient le même polynôme caractéristique. 
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t - 2  -1 O 
A ( t )  = \ tZ-A(  = O t - 1  1 

O -2 t - 4  

1 - 1  
2 - 1  

9.9. Soient’A = ( y  - :) et B =( ) . Trouver toutes les valeurs propres et les vecteurs 

= ( t - 2 ) ? ( t - 3 )  

propres correspondants de A et de B considérés comme des matrices (i) sur le corps des 
réels R, (ii) sur le corps des complexes C. 

t - 3  1 1 t’ - 4 t  + 4 = ( t -2 )2  A,,(t) = I t l - A (  
-1 t - 1  

(il 

Donc 2 est la seule valeur propre. Remplaçons t par 2 dans tl - A on obtient le système 
- x + y  = O 

ou x - y = o  (1: :)(;) = (O: OU {-x f ? J  = O 

Le système admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1. Ainsi 
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de 2, c’est-à-dire chaque vecteur propre de 
multiple (complexe) de v. 

homogène 

u = (1, 1) 
2 est un 

Nous avons ainsi 

(Ü) Puisque tZ -t 1 n’admet pas de racine dans R, B n’a pas de valeur propre sur R. 
Puisque A A  ( t )  = ( t  - 2)’ a seulement une racine réelle 2, les résultats sont les mêmes que dans 
(i). C’est-à-dire, 2 est une valeur propre de A ,  et v = (1  , 1) est un vecteur propre engendrant 
l’espace propre de 2, c’est-à-dire chaque vecteur propre de 2 est un multiple (complexe) de v. 

La matrice caractéristique de B est A,(t) = 1ti - BI = tZ + 1. Donc i et - i sont les valeurs propres 

Nous trouvons les vecteurs propres associés à t = i en substituant t = i dans fl - B on obtient le 
de B. 

système homogène 

(i121 ,il>(;) = (0) ou { ( i - l ) x + ? J  0 ou ( i - l ) x  + y = O -2x + (i + 1)y = O 

Le système admet seulement une solution indépendante ; par exemple x = 1, y = 1 - i. Ainsi w’= (1, 1 - i) 
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de i. 

Remplaçons maintenant t par - i dans ti - B ,  on obtient le système homogène 
1-i - 1 

1 -2 
(-i-1)x + y = 0 

4’ l)(g> = (O) OU {-2x + (-i- l)u = 0 ou (- i - l )x  + y = 0 

Le système admet seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1 + i. Ainsi w’= (1, 1 i- i) 
est un vecteur propre qui engendre l’espace propre de - i. 
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Le système admet une seule solution indépendante, par exemple x = 1, y = O, z = O. Ainsi u = (1, O, O) 
forme une base de l'espace propre de 2. 

ti - A;on obtient le système homogène. 
Trouvons une base de l'espace propre correspondant à la valeur propre 3. Remplaçons t par 3 dans 

2 y + z  = O 

x - y  = O 

O -2 -1 - 2 y - 2  = O 
-: :yj = (g: ou { 2 y + x = o  ou 

Le système admet une seule solution indépendante, par exemple x = 1, y = 1, z = - 2 .  Donc v = (1, 1, - 2) 
forme une base de l'espace propre de 3. 

Remarquons que T n'est pas diagonalisable, puisque 7' a seulement deux vecteurs propres linéairement indé- 
pendants. 

9.1 1 .  Montrer que O est une valeur propre de T si et seulement si T est singulier. 

dire que T est alors singulier. 
O est une valeur propre de T si et seulement si il existe un vecteur non nul v tel que T(v)  = O 1i = O, c'est-à- 

9.12. Soient A et B deux matrices carrées n x n. Montrer que AB et BA ont les mêmes valeurs 
propres. 

gulière, les proprositions suivantes sont équivalentes : (i) O est une valeur propre de AB, (ii) AB est 
singulière, (iii) A ou B est singulière, (iv) BA est singulière, (v) O est une valeur propre de BA. 

nul v tel que ABv = hv. Posons w = Bv. Puisque X # O et v # O, 

D'après le problème 9.11 et le fait que le produit de matrices non singulières est une matrice non sin- 

Supposons maintenant que h soit une valeur propre non nulle de AB. Alors il existe un vecteur non 

Aw = ABv = xv P O et donc w # O 

Mais w est un vecteur propre de BA correspondant à la valeur propre h puisque 

BAw = BABv = Bhv = ~ B v  = hw 

Donc h est une valeur propre de BA. De manière analogue, une valeur propre de BA est aussi une valeur 
propre de AB. 

Ainsi AB et BA ont les mêmes valeurs propres. 

9.13. Supposons que X soit une valeur propre d'un opérateur inversible T .  Montrer que A-'  est 
une valeur propre de T -  ' . 

Puisque T est inversible, il est aussi non singulier ; donc d'après le Problème 9.11, h # O. 

D'après la définition d'une valeur propre, il existe un vecteur non nul v pour lequel T ( v )  = hv. 
Composons les deux membres avec T-' ,  on obtient v = T-'(hv) = hT- ' ( v ) .  Donc T - ' ( v )  = h-lv ; 
c'est-à-dire A-' est une valeur propre de T-'. 

9.14. Démontrer le théorème 9.3 : Soient u l , .  . , , un les vecteurs propres non nuls d'un opéra- 
teur T : V -+ V correspondant aux valeurs propres distinctes A,, . . . , A,. Alors u l ,  . . . , u, 
sont linéairement indépendants. 

La démonstration se fait par récurrence sur n. Si n = 1, alors v 1  est linéairement indépendant puisque 
v1 # O. Posons n > 1. Supposons 

a l v l  + a z v z  + . . ' + a,v, = O ( 1  ) 

où les ai sont des scalaires. En appliquant T à la relation précédente, nous obtenons par linéarité 

Mais par hypothèse T(vi)  = hivi ; donc 

a,T(v,) + a,T(v,) + f * + a,T(v,) = T(0)  = O 

a,xlw, + a,x,v2 + * . *  + anx,w, = O ( 2 )  

15 
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9.18. Démontrer le théorème de Cayley-Hamilton Théorème 9.5 : Toute matrice est un zéro de 
son polynôme caractéristique. 

Soit A une matrice carrée arbitraire n x n et soit A(t )  son polynôme caractéristique;par exemple, 

A ( t )  = ItI-Al = tn 4- dn_l tn-*  + . . *  + ait + do 

Soit B ( t )  l'adjoint classique de la matrice t f  - A .  Les éléments de B ( t )  sont les cofacteurs de la matrice 
tI - A et donc sont des polynômes en t de degré inférieur ou égal à n - 1. Ainsi 

B( t )  = B,-,t"-' + . . .  + Bit  + Bo 

où les Bi sont des matrices carrées n x n sur K qui sont indépendantes de t. D'après la propriété fonda- 
mentale de l'adjoint classique (Théorème 8.8), 

( tZ -A)B( t )  = ItZ-A(I  

(tl - A)(B, - ,  tn- l+ * .  . + B1t + Bo) = (t" + ~ , - l  tn-' + * * * + ait  + ao)I 

En supprimant les parenthèses et en égalant les coefficients des puissances correspondantes de r, 
Bn-l 1 I 

Bn-z - AB,- ,  = ~ n - 1 1  

Bn-3 - AB,-, = Un-21 
........................ 

Bo-  AB1 = a i l  

-AB0 = UOI 

En multipliant les équations matricielles par A n ,  A n s 1 , , .  . .  , A ,  f respectivement on a 

AnB,-, = An 

An-'B,-z - AnBn-l = an-1An-l 

An-zB,_3 - A"-1Bn-2 = an_2Anp2 
................................... 

ABo-  A'B, = uIA 

-AB0 = u O I  

En additionnant les équations matricielles précédentes, 

O = An + ~ ~ - 1 A n - l  + . . .  + alA + ~ 0 . l  

En d'autres termes, A(A) = O. C'est-à-dire que A est un zéro de son polynôme caractéristique. 

9.19. Montrer qu'une matrice A et sa transposée A' ont le même polynôme caractéristique. 
D',après l'opération de transposition ( t f  - A)' = tf' - A' = t f  - A'. Puisqu'une matrice et  sa trans- 

posée ont le même déterminant Itf - Al = I(tf - A f ) l  = Itf - A'l. Donc A et A' ont le même polynôme 
caractéristique. 

B 
9.20. Supposons M = (tl A m )  , où A ,  et A, sont des matrices carrées. Montrer que le poly- 

L 

nôme caractéristique de M est le produit des polynômes caractéristiques de A 
Généraliser 

et de A, .  

I O  t f - A ,  -B ) Donc d'après le problème 8.70 Itf - MI = O t I - A z  * 
tZ-M = 

ItI - Al Itf - BI, comme il était demandé. 
Par récurrence, le polynôme caractéristique de la matrice triangulaire bloc 
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A, . . .  C 

où les A i  sont des matrices carrées, est le produit des polynômes caractéristiques des divers Ai. 

POLYNOME MINIMAL 

9.21. Trouver le polynôme minimal m ( t )  de A = 

O 0 - 2  4 
Le polynôme caractéristique de A est : 

l t - 2  -1 O O 

I o  O 2 t - 4  

Le polynôme minimal m ( t )  doit diviser A(t) .  Donc, chaque facteur irréductible de A ( t )  par exemple 
t - 2 et t - 3, doit être un facteur de m(t) .  Ainsi m ( t )  doit être l’un des polynômes suivants : 

f ( t )  = ( t  - 3 ) ( t - 2 ) ,  g(t) = ( t . - 3 ) ( t  - z y ,  h( t )  = ( t - 3 ) ( t -  2)3 

Nous avons 

\ O O -2 i / \ O  O -2 2 1  

/-1 1 O o \ / o  1 O o \ z  

Ainsi g ( t )  = ( t  - 3) ( t  - 2)2 est le polynôme minimal de A .  

le degré de g ( t )  est inférieur au degré de h ( t )  ; donc g(t)  et non h ( t )  est le polynôme minimal de A .  
Remarque : Nous savons que h ( A )  = A(A) = O d’après le théorème de Cayley-Hamilton. Cependant, 

9.22. Trouver le polynôme minimal m ( t )  de chaque matrice (où a f O): 

(i) 

(ii) 

(Ci) 

Le polynôme caractéristique de A est A ( t )  = ( t  - A)2. Nous trouvons alors A - XI # O ; donc 
m(t )  = A(t)  = ( t  - 
Le polynôme caractéristique de B est A ( t )  = ( t  - A)3. (Remarquons que m ( t )  doit être l’un des 
polynômes t - A, ( t  - A)2 ou ( t  - 
Le polynôme caractéristique de C est A ( t )  = ( t  - A)4. Or on trouve (C - 
m ( t )  = A ( t )  = ( t  - A)4. 

On a (B - XI)2 # O ; ainsi m ( t )  = A(t)  = ( t  - 

# O donc 
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9.23. Soit M = (0 ) où A et B sont des matrices carrées. Montrer que le polynôme minimal 

m ( t )  de A2 est le plus petit commun multiple des polynômes minimaux g ( t )  et h ( t )  de A 
et B respectivement. Généraliser. 

Puisque m ( t )  est le polynôme minimal de M, m ( M )  = ("r) ,f,,) = O et donc m ( A )  = O et 
. .  

m ( B )  = O. Puisque g ( t )  est le polynôme minimal de A ,  g ( t )  divise m(t ) .  De façon analogue h ( t )  divise 
m(t) .  Ainsi m ( t )  est un multiple de g ( t )  et h ( t ) .  

) = O. 

Mais m ( t )  est le polynôme minimal de M ; donc m ( t )  divise f(t). Ainsi m ( t )  est le plus petit commun 
multiple de g( t )  et h( t ) .  

O 0  

0 f ( B )  O 0  
Soit maintenant f ( t )  un autre multiple de g ( t )  et h ( t )  ; alors f(M) = (f(A) ) =( 

Nous pouvons alors dire par récurrence, que le polynôme minimal de 

A ,  O . . .  O 

M = 1:: :J 11: . . . . . . . . . . . . . . . .  

où les A i  sont des matrices carrées, est le plus petit commun multiple des polynômes minimaux des Ai. 

9.24. Trouver le polynôme minimal m i t )  de 
2 8 0 0 0 0 0  
0 2 0 0 0 0 0  

M = [i i i i :  !) 
0 0 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 5  

B = (: y ) ,  C = ( O  ') , D = ( 5 ) .  Les polynômes minimaux de A ,  C et D Posons A = 2 ) ,  
2 8  

\ O  0 
sont ( t  - 2 ) 2 ,  t2 et t - 5 respectivement. Le polynôme caractéristique de B est 

et donc, il est aussi le polynôme minimal de B. 

Remarquons que M = [i !). Ainsi m ( t )  est le plus petit commun multiple des polynjmes 

O O O D  

minimaux de A ,  B ,  C et D. En conséquence m ( t )  = t 2 ( t  - 2)2 ( t  -- 5 ) .  

9.25. Montrer que le polynôme minimal d'une matrice (opérateur) A existe e t  est unique. 
D'après le théorème de Cayley-Hamilton, A est un zéro d'un polynôme non nul (problème 9.31). Soit 

n le plus bas degré pour lequel un polynôme f ( t )  existe et tel que f ( A )  = O. Divisons f ( t )  par le coefficient 
de son terme de plus haut degrA nous obtenons un polynôme normalisé m ( t )  de degré n qui admet A 
comme zéro. Supposons que ,m ( t )  soit un autre polynôme normalisé de degré n pour lequel m ( A )  = O. 
Alors la différence m ( t )  - m ( t )  est un polynôme non nul de degré inférieur à n qui admet A comme 
zéro. Ceci est en contradiction avec le degré n du polynôme minimal ; donc m ( t )  est un polynôme mi- 
nimal unique. 

l+' 
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9.26. Démontrer le théorème 9.10 : Le polynôme minimal m ( t )  d'une matrice (opérateur) A di- 
vise tout polynôme admettant A comme zéro. En particulier m ( t )  divise le polynôme carac- 
téristique de A.  

Supposons que f(t) soit un polynôme pour lequel f ( A )  = O. D'après l'algorithme de la division il 
existe des polynômes q ( t )  et r ( t )  pour lesquels f(t) = m ( t )  q ( t )  + r ( t )  et r ( t )  = O ou deg r ( t )  < deg m(t).  
Remplaçons t par A dans cette équation et utilisons le fait que f(A) = O et m ( A )  = O, on obtient ? ( A )  = O. 
Si r ( t )  # O, alors r ( t )  est un polynôme de degré inférieur à m ( t )  qui admet A comme zéro ; ce qui est 
en contradiction avec la définition du polynôme minimal. Donc r ( t )  = O et aussi f ( t )  = m(t)  q ( t ) ,  
c'est-à-dire m ( t )  divise f ( t ) .  

9.27. Soit m ( t )  le polynôme minimal d'une matrice carrée A ; n x n. Niontrer que le polynôme 
caractéristique de A divise ( m  (t))" . 

Supposons m ( t )  = t' + c 1  f- '  + + cr-' t + c,.. Considérons les matrices suivantes : 

Alors 

D'où 

Bo = Z 
Bi = A + C,Z 
B,  = A' + c,A + c,Z 

.................................... 
Br-' = Ar-1 + clAr--? + .. .  + c,-,Z 

Bo = Z 
Bl  - A B o  = c ~ I  
B z -  A B ,  = c ~ Z  

...................... 
Br- l  - ABr.-,  = c , - ~ I  

-AB,- c,I - ( A r +  ~ 1 A r - l  + . . .  + c , - - ~ A  + c,Z) 
= c,Z - m ( A )  
= c,I 

Posons B ( t )  = t'-'Bo + t r - 2 B ,  + .. .  + tB,-, + BT-' 

Alors 
( t I - A ) . B ( t )  = ( t r B o + t r - l B 1 +  . . .  + tB ,  1 )  - (t'-lABO+ tr-ZABI+ . . .  + A B , - , )  

= t'Bo+ t ' - ' ( B , - A B , )  + t ) - 2 ( B 2 - A B i )  + . . .  + t ( B r _ 1 - A B , - , )  - A B , - ,  
= trz + c, t ' - lZ + c2tr-2z + . . .  + c, 1 tz  + c,z 
= m( t ) I  

Le déterminant des deux membres donne Itl - A 1 lB(t)l = Im(t)l l  = (m( t ) In .  Puisque IB(t)l est un po- 
lynôme, If1 - Al divise (m(t))" ; c'est-à-dire, le polynôme caractéristique de A divise (rn(t))". 

9.28. Démontrer le théorème 9.11: Le polynôme caractéristique A ( t )  et le polynôme minimal 
m ( t )  d'une matrice A ont les mêmes facteurs irréductibles. 

Supposons que f ( t )  soit un polynôme irréductible. Si f ( t )  divise m ( t )  alors, puisque m ( t )  divise A(t ) ,  
f(t) divise A(t). D'autre part, si f(t) divise A( t )  alors, d'après le problème précédent, f(t) divise (m(t))". 
Mais f( t )  est irréductible ; donc f(t) divise aussi m(t) .  Ainsi m ( t )  et A ( t )  ont les mêmes facteurs irré- 
ductibles. 

9.29. Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension finie. Niontrer que T 
est inversible si et seulement si le terme constant du polynôme minimal (CaractéristiGue) 
de T est non nul. 

Chacun des résultats suivants est équivalent au suivant d'après les résultats précédents. (i) T est inversible. 
(ii) T est non singulière. (iii) O n'est pas une valeur propre de T .  (iv) O n'est pas une racine de m(t). 
(v) le terme constant a. n'est pas nul. Le théorème est donc démontré. 

Supposons que le polynôme minimal (caractéristique) de T soit f(t) = t' + t'-1 +...+ a l t + a o .  
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9.30. Supposons dim V = n. Soit T : V .+ V un opérateur inversible. Montrer que T-’  est égal 
6 un polynôme en T de degré n’excédant pas n. 

Puisque T est inversible, u,, # O, nous avons : 

Donc 

Soit m ( t )  le polynôme minimal de T. Alors m ( t )  = t‘ 4- u r - l  t‘-’ + . - + a l t  + uo,  où r < n. 

m(T)  = Tr + ur.-,T’-l + . . .  + a,T + a,$ = O 

+ a l4  
1 - - ( T r - l + a r - l T r - z +  . . .  +a,I)T = et T-1 = - 1 ( T r - 1 + n r - , T r - 2 + . . .  
a0 a0 

PROBLEMES DIVERS 
9.31. Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension n. Sans utiliser le théo- 

rème de Cayley-Hamilton, montrer que T est un zéro d’un polynôme non nul. 
Soit N = n 2 .  Considérons les N + 1 opérateurs suivants de V ; 1, T, T’,, . . , TN. Rappelons que 

l’espace vectoriel A ( V )  des opérateurs de V a pour dimension N = n 2 .  Ainsi les N + 1 opérateurs sont 
linéairement dépendants. Donc il existe des scalaires ao, a l ,  . . . .  aN pour lesquels aNTN + . . .  + a l  T -k a o l  = O. 
En conséquence, T est un zéro du polynôme f ( t )  = aJ,P + - - + a l  t + u o .  

9.32. Démontrer le théorème 9.13 : Soit X une valeur propre d’un opérateur T : V -f V. L’ordre 
de multiplicité géométrique de X n’excède pas son ordre de multiplicité algébrique. 

Supposons que l’ordre de multiplicité géométrique de h soit r .  Alors h contient r vecteurs propres li- 
néairement indépendants v l , .  . .  , Y,.. Etendons l’ensemble {yi} à une base de V : { v l , .  . .  , vr ; wl,. . .  , wsl 
Nous avons 

T(v,) = xv, 
T(%) = xv2 

T(vr) = x v r  

T ( w ~ )  
T ( w ~ )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

= 
= 

a l l u 1  + ... + u~,v,  + b,,W, + . . .  + bisu’s 

az1ü1 + * * .  + azrwr + bZiw1 + . . + b2,y?-V, 

............................................... 
T(w,) = a s l v l  + .. .  + aarwr + bslWl 3- . . .  + bssw, 

La matrice de T dans la base précédente est 
x O . . .  O a,, a 2 1  . . .  
O x . . .  . . .  

O O . . .  . . .  

0 O . . .  . . .  b,, 

. . . . . . . . . . . . .  

O O . . .  . . .  
. . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O . . .  . . .  
t où A = (a..)‘ et B = ( b j i )  . II  

D’après le problème 9.20, le polynôme caractéristique de Ur, qui est ( t  - h)‘, doit diviser le polynôme 
caractéristique de M et donc T. Donc l’ordre de multiplicité algébrique de h pour l’opérateur T est au 
moins r,  comme demandé. 

1 1  
O 1  

9.33. Montrer que A = ( ) n’est pas diagonalisable. 

Le polynôme caractéristique de A est A ( t )  = ( t  - 1)2 ; donc 1 est la seule valeur propre de A .  Nous 
trouvons donc une base de l’espace propre de valeur propre 1. RemplaCons t par 1 dans la matrice t l  - A ; 
on obtient le système homogène. 
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Le système a seulement une solution indépendante, par exemple x = 1, y = O, Donc u = (1, O) forme 
une base de l’espace propre de 1. 

Puisque A a au plus un vecteur propre indépendant, A ne peut être diagonalisée. 

9.34. Soit F une extension du corps K .  Soit A une matrice ^carrée n x n sur K .  Remarquons 
que A peut être aussi considérée comme une matrice A sur F ,  C’est-A:dire Itl - A 1 = Itl - A 1, 
d’où A et A ont le même polynôme caractéristique. Montrer que A et A ont le même poly- 
nôme minimal. 

Soient m ( t )  et m’(t) les polynômes minimaux de A et 2 respectivement.m’(t) divise tout polynôme de 
F qui admet A comme zéro. Puisque m ( t )  admet A comme zéro et puisque m (;) peut être considéré comme 
un polynôme sur F ,  m’(t) divise m(t) .  Montrons maintenant que m ( t )  divise m (t) .  

~ 

Puisque m’( t )  est un polynôme sur F ,  qui est une extension de K ,  nous pouvons écrire 

m’(t) = fi(t) bi + f 2 ( t )  b2 + ‘ ’ . + f,,(t) b,, 

où f i ( t )  sont des polynômes sur K ,  et b, ,  , . , , b, appartiennent 2 F et linéairement indépendants sur K. 
Nous avons 

m’(A) = f i ( A ) b l  + f 2 ( A ) b 2  + . . .  + f , ( A ) b ,  = O (1 1 

Soit u\:) le ij élément de fk ( A ) .  L’équation matricielle précédente implique que, pour chaque paire (i, j ) ,  

a!!’b, + a;;’b, + . . . + a;%, = O 

Puisque les b, sont linéairement indépendants sur K et puisque les a$‘) E K ,  chaque ai!’) = O. D’où 

f , ( A )  = O ,  f,(A) = 0, . . - ,  f , , ( A )  = O 

Puisque les f i ( t )  sont des polynômes sur K qui admettent A comme zéro, et puisque m ( t )  est le polynôme 
minimal de A considérée com,me une matrice sur K ,  m ( t )  divise chacun des f i ( t ) .  En conséquence, d’après 
(1), m ( t )  doit aussi diviser m (t) .  Mais les polynômes normalisés qui se divisent les uns les autres sont né- 
cessairement égaux. Donc m ( t )  = m’(t). 

9.35. Soit { u ,  . . . , un} une base de V. Soit T : V -+ V un opérateur pour lequel T ( u , )  = O, 
T(u,)  = u , , ~ , ,  T ( v 3 )  = u 3 , u 1  + u3,u2 , . . . ,  T(u,)  = a n l u ,  + . . .  + U , , , - ~ U ~ - ~ .  Montrer 
que T” = O. 

Il suffit de montrer que 
T1(v i )  = O 

pour j = 1, . . . , n. Il s’ensuit alors que 
Tn(wj) = Tn-j(Tj(v . ) )  = Tn-j(o)  = O ,  pour j = 1, . . . ,n 

et puisque {Y,,. . . v n }  est une base T” = O .  

rence (pour j = 2 , .  . . , n) 
Nous démontrons (*) par récurrence sur j .  Le cas j = 1 est vraie par hypothèse. Il s’ensuit par récur- 

Tj(Vj) = T+l(T(Vj))  = Tj-’(ajlv, + . . . + u j , j - , V j - l )  

- - a j i T j - l ( V 1 )  + . .. + uj,j-îTj-l(wj-l) 

= aj10 + . . .  + a j , j - 1 0  = O 

Remarque : Observons que la représentation matricielle de T dans la base précédente est triangulaire 
avec des éléments diagonaux nuls: 

O a21 a:jl . . . an î 
O O a32 . . .  
....................... 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

POLYNOMES DE MATRICES ET OPERATEURS LINEAIRES 

9.37. Soit T : RZ + R' défini par T ( x ,  y )  = ( x  f y ,  2x1. Soitf(t)  = t Z  - 2t + 3. Trouver f ( T )  ( x ,  y ) .  

9.38. Soit V l'espace vectoriel des polynômes v ( x )  = ax2 + bx + c .  Soit D : V -f V l'opérateur différentiel. 
Soit f(t) = t2 + 2t - 5 . Trouver f(D) ( v ( x ) ) .  

9.39. Soit A = (: :). TrouverA2,A3,A" .  

9.40. Soit B = O 8 12 . Trouver une matrice réelle A ,  telle que B = A 3 .  [: '1 ai 
9.4 1 .  Considérons une matrice diagonale M et une matrice triangulaire N :  

O . . .  a ,  b . . .  c [: a2 . . .  et N = [ O . . .  d M =  . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  . . .  O O a, O O an 

Montrer que, pour un polynôme quelconque f ( t ) ,  f(M) et f(N) sont de la forme 

..................... 
O O i . . .  f(a,) 

Y 
2 

..................... 
O O . . .  f(a,) 

9.42. Considérons une matrice diagonale bloc M et une matrice triangulaire bloc N: 

O . . .  O A ,  B . . .  C 
= [tl A ,  . . .  0 1 et N = [ 1 0 ::: :n) 

. . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O . . .  A ,  

où les A i  sont des matrices carrées. Montrer que, pour tout polynôme f ( t ) ,  f ( M )  et f(N) sont de la forme 

. . .  I . . .  
f ( A , )  O O 

O f ( A 2 )  O 
....................... 

0 . . .  f (An)  

f ( M )  = 

. . .  

. . .  
Y 

O f (A , )  2 
...................... 

O . . .  f ( A , )  

et f ( ~ )  = 

9.43. Montrer que pour une matrice carrée quelconque (ou opérateur) A ,  (P-' AP)" = P-' A n P  où P est inversible. 
Plus généralement, montrer que ~ ( P - ' A P )  = P-' f ( ~ )  P pour tout polynôme f ( t ) .  

9.44. Soit f ( t )  un polynôme quelconque. Montrer que (i) f ( A f )  = ( f ( A ) ) ' ,  (ii) si A est symétrique, c'est-à-dire 
A' = A ,  montrer que f ( ~ )  est symétrique. 

VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 

9.45. Pour chaque matrice, trouver toutes les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants : 

Trouver les matrices inversibles P, , P2 et P3 telles que Py' AP,  , Pz '  BPz et P;' CP3 soient diagonales. 
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9.46. 

9.47. 

9.48. 

9.49. 

9.50. 

9.51. 

9.52. 

9.53. 

9.54. 

9.55. 

9.56. 

9.57. 

9.58. 

9.59. 

4lgèbre linéaire 

Pour chacune des matrices suivantes, trouver toutes les valeurs propres et une base pour chacun des espaces 
propres : 

1 2 

(i) A = (! , (ii) 8 = ( - i -11 , (iii) c = (% i 
Lorsque c'est possible, trouver les matrices inversibles P,, P2 et P3 telles que P;' AP, , P2-' BP,, et 
PT1 CP3 soient des matrices diagonales. 

Considérons A = (: -:) et B = ( - ' )  comme des matrices sur le corps des réels R. Trouver toutes 
13 - 3  

les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants. 

Considérons A et B du précédent problème comme des matrices sur le corps des complexes C .  Trouver toutes 
les valeurs propres et les vecteurs propres linéairement indépendants. 

Pour chacun des opérateurs suivants T : R2 -+ RZ, trouver toutes les valeurs propres et une base pour cha- 
cun des espaces propres: (i) T ( x  , y )  = ( 3  x + 3y, x + 5y) ; (ii) T ( x  , r) = (Y , x )  ; (üi) T ( x  , Y )  = O,, - x ) .  

Pour chacun des opérateurs suivants 
chacun des espaces propres: (i) T ( x  , y , z )  = ( x  i- y + z, 2y + z, 2 y  + 3 2 )  ; 
(ii) T ( x , y ,  z )  = T ( x  + y , y  + z ,  - 2y - y ) ;  (iii) T ( x ,  y ,  z )  = ( x  - y ,  2x + 3y + 2 2 ,  x + y + 22) .  

T : R3 + R3, trouver toutes les valeurs propres et une base pour 

Pour chacune des matrices suivantes sur le corps des complexes C, trouver toutes les valeurs propres et les 
vecteurs propres linéairement indépendants : 

Supposons que v soit un vecteur propre des opérateurs S et T. Montrer que v est aussi un vecteur propre 
de l'opérateur US + bT où u et b sont des scalaires quelconques. 

Supposons que v soit un vecteur propre d'un opérateur T correspondant à la valeur propre h. Montrer que 
pour n > O, v est aussi un vecteur propre de T" correspondant à hn. 

Supposons que h soit une valeur propre d'un opérateur T. Montrer que f(h) est une valeur propre def(T).  

Montrer que des matrices semblables ont les mêmes valeurs propres. 

Montrer que les matrices A et A' ont les mêmes valeurs propres. Donner un exemple où A et A' ont dif- 
férents vecteurs propres. 

Soient S et T des opérateurs linéaires tels que ST = TS. Soit h une valeur propre de T et soit W son 
espace propre. Montrer que W est invariant par S, c'est-à-dire que S ( W )  C W. 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie SUT le corps des complexes C .  Soit W # (0) un sous-espace 
vectoriel de V invariant par l'opérateur linéaire T : V -+ V. Montrer que W contient un vecteur propre non 
nul de T. 

Soit A une matrice carrée n x n sur K. Soient v 1  , . . . , v f l  E K" des vecteurs propres linéairement indépendants 
de A correspondant aux valeurs propres h, , A,, . . . , An. respectivement. Soit P la matrice dont les colonnes sont 
les vecteurs v 1  , . . . , vn. Montrer que P-' PA est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les va- 
leurs propres A, , . . . , hfl. 

POLYNOME MINIMAL ET CARACTERISTIQUE 
9.60. Pour chacune des matrices suivantes, trouver un polynôme pour lequel la matrice donnée est une racine: 
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9.61. 

9.62. 

9.63. 

9.64. 

9.65. 

9.66. 

9.67. 

9.68. 

9.69. 

9.70. 

9.7 1.  

Considérons la matrice carrée n x n 

Montrer que f ( t )  = ( t  - A)" est à la fois le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A .  

Trouver les polynômes minimal et caractéristique de chacune des matrices 

O 0 3 5 0  O 0 0 3 1  0 0 0 x 0  
O 0 0 0 7  O 0 0 0 3  O O O O ~  

1 1 0  2 0 0  

O 0 1  
Soient A = ( O 2 O ) et B = ( O  2 2 ) .  Montrer que A et B ont des polynômes caractéristiques dif- 

férents (et donc ne sont pas semblables), mais ont le même polynôme minimal. Ainsi des matrices non sem- 
blables peuvent avoir le même polynôme minimal. 

L'application T : V + V définie par T(v )  = kv est appelée l'application scalaire correspondant à k E K .  
Montrer aue T est l'application scalaire correspondant à k E K si et seulement si le polynôme minimal de 
T est rn(t) = t - k .  

Soit A une matrice carrée n x n pour laquelle A k  = O pour k > n. Montrer que A" = O. 

Montrer qu'une matrice A et sa transposée A' ont le même polynôme minimal. 

Supposons que f ( t )  soit un polynôme irréductible normalisé pour lequel f(T) = O, où T est un opérateur 
linéaire T : V + V. Montrer que f ( t )  est le polynôme minimal de T. 

t I  - A -' ) est la matrice ca- 
( - C  t Z - D  

Considérons la matrice bloc M = (," n>. Montrer que t i  - M = 
- -  

ractéristique de M. 

Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel Y de dimension finie. Soit W un sous-espace de Vinva- 
riant par T c'est-à-dire T(W)  C W. Soit T,  : W + W la restriction de T à W .  (i) Montrer que le polynôme 
caractéristique de T ,  divise le polynôme caractéristique de T .  (ii) Montrer que le polynôme minimal de 
T ,  divise le polynôme minimal de T. 

Soit A = i"" aZ1 a,, a23 . Montrer que le polynôme Caractéristique de A est 

\a31 a32 a 3 3 1  %l a13 

%1 %2 u33 

Scit A une matrice carrée n x n. Le déterminant de la matrice d'ordre n - rn obtenue par suppression 
des lignes et des colonnes passant par m éléments diagonaux de A est appelé un mineur principal de degré 
n - rn. Montrer que le coefficient de t" dans le polynôme caractéristique A ( t )  = Iti - Al est la somme 
de tous les principaux mineurs de A de degré n - rn multipliés par (- 1)"-". (Remarquons que le pro- 
blème précédent est un cas particulier de ce résultat.) 
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9.72. Considérons un polynôme arbitraire normalisé f ( t )  = tn  + an - 1  t n - l  + . . . + a l t  + ao. La matrice carrée 
n x II A est appelée la matrice compagnon de f ( t )  : 

O O . . .  O -a0 

1 O . . .  O -a1 

.................... 
\O O . . .  1 -un-l 

Montrer que f ( t )  est le polynôme minimal de A .  

9.73. Trouver une matrice A dont le polynôme minimal est (i) t 3  - 5 t2 + 6 t  + 8. (ii) t4 - 5t3 - 2t2 -i 7 t  -k 4 

DIAGONALISATION 

9.74. 

9.75. 

9.76. 

9.77. 

9.78. 

Soit A = ( a ‘) une matrice sur le corps des réels R. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes en 
c d  

fonction de a, b, c et d de telle manière que A soit diagonalisable, c’est-à-dire admette deux vecteurs propres 
linéairement indépendants. 

Revoir le problème précédent dans le cas où A est une matrice sur le corps des complexes C. 

Montrer qu’une matrice (opérateur) est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal est un pro- 
duit de facteurs linéaires distincts. 

Soient A et B des matrices carrées n x n sur K 
diagonalisables. Montrer que A et B peuvent être simultanément diagonalisées C’est-à-dire qu’il existe une 
base de K n  dans laquelle A et B sont représentées par des matrices diagonales. (Voir Problème 9.57). 

Soit E : V + V un opérateur de projection c’est-à-dire EZ = E. Montrer que E est diagonalisable et peut 

être représenté par la matrice diagonale A = ( 2 0) où r est le rang de E. 

telles que (i) A B  = BA et (ii) A et B sont toutes deux 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

9-37. 

9.38. 

f ( T ) ( x , y )  = (4x - y, -2% + 5 ~ ) .  

f ( D ) ( ~ ( x ) )  = - 5 ~ ~ 2  + (4a-  5b) z  + (2a + 2 b  - 5 ~ ) .  

9.40 Soit A = O 2 c . Posons B = A 3  et on obtient alors les conditions sur a, b et C. (0 O l 
9.41. (ii) Utilisons (i), nous avons (f(A))‘ = f ( A t )  = f ( A ) .  

9.45. (i) h l  = 1, u = (2,-i) ;  h2 = 4, w = (1,l). 
hl = 1, u = (2,-3); hz = 6, 2’ 1 (1,l). (ii) 

(iii) 

Soit P, = (- 
dant et donc ne peut être diagonalisé. 

= 4, u = (1,l). 

2 1  

1 1  
) et P, = (- 3 :). P, n’existe pas puisque C a seulement un vecteur propre indépen- 
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9.46. 

9.47. 

9.48. 

9.49. 

9.53. 

9.51. 

9.56. 

9.57. 

9.58. 

9.59. 

9.60. 

9.62. 

9.73. 

(i) 
(ii) 
(iii) 

Soit P l  = ( 1 

propres linéairement indépendants, et donc :rie peut être diagonalisée. 

h, = 2, u = (1, -1, O ) ,  

h, = 3, u = (1 ,1 ,  O ) ,  2: = (1, O ,  1); h2 = 1, w = (2, -1,i). 
= 1, u = ( l , O ,  O ) ,  w = ( O , O ,  1). 

= (1, O ,  -1); h2 = 6 ,  w = (1,2,1) 

”) et P, = ( - I). P, n’existe pas puisque C a au plus deux vecteurs 
O - 1  1 

(i) h = 3 ,  u = (1, - 1). (ii) B n’a pas de valeurs propres (dans R). 

(i) A = 3, u = (1, -1). (ii) h l  = 2i, u = (1 ,3  - ai); Xz = -2i, v = (1 ,3  + 24.  

(i) A, = 2,u = ( 3 ,  - 1) ;A, = 6 ,  Y = (1, 1). (ii) h, = 1, u = (1, 1) ;A, = -1 ,  v = (1, - l).(iii) Il 
n’y a pas de valeurs propres (dans R). 

(i) h , = l , u = ( l , O , O ) ;  h 2 = 4 ,  w = ( i , i , 2 ) .  
(ii) X = 1, u = (1, O, O). Il n’y a pas d’autres valeurs propres (dans R). 
(iii) hl = 1, zc = (1, O ,  -1); h2 = 2, w = (2, -2, -1); h3 3, w = (1, -2, -1). 

(i) 1, = 1, zc = (1, O ) ;  h2 = i, w = ( 1 , l  + i). 
2: = (1,-i). 

Soit A = 

(: :), h = 1 est encore la seule valeur propre, mais w = (O,  1) engendre l’espace D’autre part, pour A r  = 

propre de h = - 1. 

(ii) h = 1, u = (1, O ) .  (iii) 1, = 2, u = (3,i); A, = -2, 
(iv) hl = i, u = ( 2 , l -  i); X2 = -i, w = ( 2 , l  + i). 

. Alors h = 1 est la seule valeur propre et v = (1, O) engendre l’espace propre de h = 1. 
( 0  7 1 

Soit vE W, et donc T(v)=hv .  Alors T ( S v )  = S ( T v )  = S(Xv) = h(Sv ) ,  c’est-à-dire, Sv est un vecteur propre 
de T correspondant a la valeur propre h. En d’autres termes Su E W et donc S(W) C W. 

Soit ? : W + U’ la restriction de T 2 W. Le polynôme Caractéristique de T est un polynôme sur le corps 
des complexes C, qui d’après le théorème fondamental de l’algèbre, a une racine h .  Alors h est une va- 
leur propre de ? et donc T admet un vecteur propre non nul dans W qui est aussi un vecteur propre de T. 

h 

CI 

Supposons T ( v )  = Xv. Alors (kT)  (v) = k T ( v )  = k(hi1) = (kX)v. 

(i) f(t) = t 2 -  8 t  + 43, (ii) g ( t )  = t2 - 8t  + 23, (iii) h(t) = t3 - 6t2 + 5t  - 12. 

(i) A ( t )  = ( t  - 2)3 ( t  - 7 ) 2 ;  m(t) = ( t  - 2)2(t - 7 ) .  (ii) A(t)  = ( t  - 3)5; m(t) = (t  - 3)3. (iii) A(t) = 
( t  - x)5; m(t) = t - a. 

O O 0 - 4  
O O -8 

En utilisant le résultat du problème 9.72:  (i) A = 

9.77. Utiliser le résultat du problème 9.57. 



CHAPITRE 10 

Formes canoniques 

INTRODUCTION 
Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie. Comme on l’a vu 

dans le précédent chapitre, T peut ne pas avoir de représentation matricielle sous forme diago- 
nale. Cependant, il est toujours possible de simplifier la représentation matricielle de T de diffé- 
rentes manières. Ceci est le principal sujet de ce chapitre. En particulier, nous obtiendrons le 
théorème de la décomposition primaire, triangulaire, de Jordan et les formes rationnelles cano- 
niques. 

Nous montrerons que les formes canoniques triangulaires et de Jordan existent pour T si et 
seulement si le polynôme caractéristique A(t)  de T admet toutes ses racines dans le corps de ré- 
férence K ce qui est toujours possible si K est le corps des complexes C, mais n’est pas toujours 
possible si K est le corps des réels R .  

Nous introduirons aussi la notion d’espace quotient. Il s’agit d’une notion très puissante qui 
sera utilisée dans la démonstration de l’existence de formes canoniques triangulaires et rationnelles. 

FORMES TRIANGULAIRES 

puisse être représenté par une matrice triangulaire 
Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension n. Supposons que T 

A =  [a11 a:: : : :  rE) 
. . . . . . . . 

Alors le polynôme caractéristique de T 
A(t) = I tZ - Al = (t  - u ~ ) ( t  - aZ2) . . . ( t  - unn) 

est un produit de facteurs linéaires. La réciproque est également vraie et est un théorème 
important : 

Théorème 10.1 : Soit T : V + V un opérateur linéaire dont les facteurs du polynôme carac- 
téristique sont des polynômes linéaires. Il existe alors une base de V dans 
laquelle T est représenté par une matrice triangulaire. 

Autre forme du théorème 10-1 : Soit A une matrice carrée, dont les facteurs du polynôme ca- 
ractéristique peuvent se mettre sous la forme de polynômes li- 
néaires. Alors A est semblable à une matrice triangulaire, c’est- 
à-dire, il existe une matrice inversible P telle que P-’AP soit 
triangulaire. 

Nous disons qu’un opérateur T peut être mis sous forme triangulaire, s’il peut être représenté 
par une matrice triangulaire. Remarquons que dans ce cas les valeurs propres de T sont précisément 
les éléments de la diagonale principale. Donnons une application de cette remarque. 
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Exemple 10.1 : Soit A une matrice carrée sur le corps des complexes C. Supposons que h soit une va- 
leur propre de A * .  Montrons que fi ou - 6 est une valeur propre de A .  Nous savons 
d’après le théorème précédent que A est semblable à une matrice triangulaire 

B =  (fil i2 1:: ;n) 
. . . . . . .  

Donc A’ est semblable à la matrice 

B2 = ... . . . .  
fin 

Puisque des matrices semblables ont les mêmes valeurs ropres,). = ,u; pour un certain i. 
On a donc pi = 6 ou pi = - 6 ; c’est-à-dire que & ou - fi est une valeur propre 
de A .  

INVARIANCE 

forme W en lui-même c’est-à-dire si u E W implique T(u) E W .  Dans ce cas_T restreint à W définit 
un opérateur linéaire sur W ,  c’est-à-dire que T induit un opérateur linéaire T : W + W défini par 
T(w) = T(w) pour tout w E W .  

Soit T : V + V linéaire. Un sous-espace W de V est invariant par T ou T-invariant si T trans- 

Exemple 10.2 : Soit T : R3 + R 3  un opérateur linéaire qui fait subir à un vecteur quelconque une ro- 
tation autour de l’axe des z d’un angle 0: 

T ( x ,  y, 2) = (X COS e - Y sin 8, x sin e + y COS 0, X )  

Remarquons que chaque vecteur 
w = (a, b, O) dans le plan xy, W reste 
dans W lorsqu’on lui applique la trans- 
formation T ,  c’est-à-dire que W est inva- 
riant par T. Remarquons aussi que U,  
l’axe des z, est invariant par T. De 
plus la restriction de T à W donne de 

rotation autour de l’origine O, et la res- 
triction de T à U est l’application iden- 
tique sur U. 

Exemple 10.3 : Les vecteurs propres non nuls d’un opérateur linéaire T : Y + Y peuvent être caractérisés 
comme les générateurs des sous-espaces vectoriels à une dimension invariants par T. Suppo- 
sons T(v) = hv, v # O. Alors W = { k v ,  k E K},le sous-espace à une dimension engendré 
par v est invariant par T, car 

chaque vecteur son transformé par une Y 

X 

T ( k v )  = k T ( v )  = k(hv) = khv E W 

Réciproquement, supposons dim U = 1 et u # O engendre U, U étant invariant par T. 
Alors T(u)  E U et donc T ( u )  est un multiple de u,  c’est-à-dire T(u)  = pu. Donc u est un 
vecteur propre de T. 

Le théorème suivant donne une classe importante de sous-espaces invariants. 

Théorème 10.2 : Soit T : V + V une application linéaire, et soit f ( t )  un polynôme quelconque. 
Alors le noyau de f ( T )  est invariant par T. 

La notion d’invariance peut s’exprimer sous forme de matrices comme il suit. 

Théorème 10.3 : Supposons que W soit un sous-espace invariant de T : V + V. Alors T admet 

une représentation matricielle bloc (t C> où A est la représentation matri- 

cielle de la restriction de T à W .  
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DECOMPOSITIONS EN SOMMES DIRECTES INVARIANTES 

Un espace vectoriel V est la somme directe de ses sous-espaces W,  , . . . , W,, e t  on écrit 

v =  W ,  @ w, @ . . . @  W, 

si tout vecteur u E V peut être écrit de manière unique sous la forme 

Le théorème suivant s'applique alors. 

Théorème 10.4 : Supposons que W,, . . , , W, soient des sous-espaces de V, et supposons que 

v = wi + W Z  + . . . + W r  avec wi E Wi 

{zuii, . . ., winl}j . . . y  ( ~ F i y  . . . , tOrn,j 

soient des bases de W,, . . . , W, respectivement. V est alors la somme directe des 
Wi si et seulement si l'ensemble { w l l , .  . . , w l n l ,  . . . , w,,, . . . , wrn, }est une base 
de V. 

Supposons maintenant T : V + V linéaire et V la somme directe de sous-espaces (non nuls) 
invariants par T ,  W ,  , . . . , W ,  : 

Notons la restriction de T à Wi. Alors T est dit décomposable suivant les opérateurs Ti, ou T 
est dit être la somme directe des Ti et on l'écrit T = T,  @ T, CB . . . @ T,. On dit aussi que les 
sous-espaces W , ,  . . . , W, réduisent T ou forment une décomposition de V en somme directe de 
sous-espaces invariants par T .  

Considérons le cas particulier où deux sous-espaces U et W réduisent un opérateur T : V-+ V ;  
par exemple, dim U = 2 et dim W = 3 et supposons que {u ,  , u,} et { w l ,  w2 , w3 } soient des bases 
de U et de W respectivement. s i  T ,  et T, sont les restrictions de T à U et W respectivement, alors 

V = W1 Cl3 '3 Wr et T(W,) C W,, i = 1, . . . , r' 

Donc 

sont les représentations matricielles de Tl et T, respectivement. D'après le théorème précédent 
{ u l  , u2 , w 1  , w,, w 3 )  est une base de V. Puisque T ( u i )  = T,(ui) et T ( w i )  = T ,  ( w i ) ,  la matrice 

de T dans cette base est la matrice bloc diagonale (;: 3 
La généralisation de la démonstration précédente nous donne le théorème suivant. 

Théorème 10.5 : Supposons T : V + V linéaire et V une somme directe de sous-espaces invariants 
par T,  W ,  , . . . , W,. Si Ai  est une représentation matricielle de la restriction de T à 
Wi, alors T peut être représenté par la matrice bloc diagonale 

La matrice diagonale bloc M dont les éléments diagonaux sont A ,  , . , . , A ,  est quelquefois 
appelée la somme directe des matrices A , ,  . . . , A ,  et est notée M = A ,  @ . . . @ A, .  
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DECOMPO SITION PRIMAI RE 

Le théorème précédent montre que tout opérateur T : V + V est décomposable en opérateurs 
dont les polynômes minimaux sont des puissances de polynômes irréductibles. Il s'agit ici de la pre- 
mière étape pour l'obtention de la forme canonique de T. 

Théorème de décomposition primaire 10.6 : Soit T : V -+ V un opérateur linéaire ayant pour poly- 
nôme minimal 

m(t) = f l ( t ) n l f 2 ( t p  . . . fl.(t)"7 
où les &(t)  sont des polynômes normalisés irréductibles distincts. Alors V est la 
somme directe des sous-espaces T-invariants W ,  , . , . , W ,  où W j  est le noyau de 
f;:(T)"'. De plus f;:(t)"' est le polynôme minimal de la restriction de T à W j ,  

Puisque les polynômes f j  (t)"' sont premiers entre eux, le résultat fondamental précédent découle 
(Problème 10.11) des deux théorèmes suivants. 

Théorème 10.7 : Supposons T : V + V linéaire et supposons que f ( t )  = g ( t )  h ( t )  sont des poly- 
nômes tels que f ( T )  = O avec g ( t )  et h ( t )  premiers entre eux. Alors V est la 
somme directe des sous-espaces T-invariants U et W ,  où U =  Kerg(T) et W =  Kerh(T). 

Théorème 10.8: Dans le théorème 10.7, si f ( t )  est le polynôme minimal de T [avec g ( t )  et h ( t )  
normalisés], alors g ( t )  et h ( t )  sont les polynômes minimaux de la restriction de 
T à U et  W respectivement. 

Nous utiliserons aussi le théorème de la décomposition primaire pour démontrer la propriété 
caractéristique des opérateurs diagonalisables. 

Théorème 10.9 : Un opérateur linéaire T : V + V a une représentation matricielle diagonale si et 
seulement si son polynôme minimal m ( t )  est un produit de polynômes linéaires 
distincts. 

ment si son polynôme minimal est un produit de polynômes linéaires distincts. 
Autre forme du théorème 10.9 : Une matrice A est semblable à une matrice diagonale si et seule- 

Exemple 10.4 : Supposons A # Z, A étant une matrice carrée pour laquelle A 3  = Z. Déterminer si oui ou 
non A est semblable à une matrice diagonale, lorsque A est une matrice sur ( 1 )  le corps 
des réels R (2) le corps des complexes C. 

Puisque A 3  = Z, A est un zéro du polynôme f ( t )  = t3  - 1 = ( t  - 1) ( tZ + t i- 1)- 
Le polynôme minimal m ( t )  de A ne peut être t - 1 puisque A # 1. Donc 

m ( t )  = t 2  + t + 1 ou m ( t )  = t 3  - 1. 

Puisque aucun de ces polynômes n'est le produit de polynômes linéaires de R,  A n'est 
pas diagonalisable sur R. D'autre part, chacun de ces polynômes est un produit de poly- 
nômes distincts linéaires sur C. Donc A est diagonalisable sur C. 

OPERATEURS NILPOTENTS 

Un opérateur linéaire T : V -+ V est dit nilpotent si T" = O pour une puissance n donnée 
positive ; on appelle k indice de nilpotence de T si Tk = O mais Tk-' # O. De façon analogue, 
une matrice carrée A est dite nilpotente si A" = O pour une puissance n donnée positive, et d'in- 
dice h si A k  = O mais Ak-l # O. Plus clairement le polynôme minimal d'un opérateur, ou d'une 
matrice, nilpotent d'indice h est m(t)  = tk, donc O est sa seule valeur propre. 

Il en résulte le résultat fondamental suivant sur les opérateurs nilpotents. 

Théorème 10.10 : Soit T : V -+ V un opérateur nilpotent d'indice h. T a alors une repré- 
sentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc dont les éléments 
diagonaux sont de la forme suivante : 

16 
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O 1 O . . .  O O 
O O 1 . . .  O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

= O O . . .  O 1 )  
O O O . . .  O O 

(c’est-à-dire que tous les éléments de N sont nuls sauf ceux qui sont directe- 
ment au-dessus de la diagonale principale e t  qui sont égaux à 1). Il y a au 
moins une matrice N d’ordre k et toutes les autres matrices N sont d’ordre < k. 
Le nombre de matrices N de tous les ordres possibles est uniquement fonction 
de T. De plus, le nombre total de N de tous les ordres est égal à la nullité de 
T. 

mi-l , où mi est la nullité de T i .  
Dans la démonstration du théorème précédent, nous montrerons que le nombre des N d’ordre i 

Nous remarquons que la matrice précédente N est elle-même nilpotente et que son indice de 

- est 2mi - mi+l  

nilpotence est égal à son ordre (Problème 10-13). Notons que la matrice N d’ordre 1 est justement 
la matrice nulle 1 x 1, c’est-à-dire la matrice (O). 

FORME CANONIQUE DE JORDAN 
Un opérateur T peut être mis sous la forme canonique de Jordan si ses polynômes caractéris- 

tique et minimal contiennent des facteurs qui sont uniquement des polynômes linéaires. Ceci est 
toujours vrai si K est le corps des complexes C. Dans tous les cas, nous pouvons toujours étendre 
le corps de référence K à un corps dans lequel les polynômes caractéristique et minimal se trans- 
forment en produit de facteurs linéaires ; ainsi au sens large chaque opérateur a une forme canonique 
de Jordan. De façon analogue, chaque matrice est semblable à une matrice dans la forme canonique 
de Jordan. 
Théorème 10.11 : Soit T : V +- V un opérateur linéaire dont les polynômes caractéristique et mi- 

nimal sont respectivement 

A(t)  = (t -  XI)"^ . . . ( t  - A,)”r et 
où les hi sont des scalaires distincts. Alors T admet une représentation matri- 
cielle diagonale bloc J dont les éléments diagonaux sont de la forme 

~ ( t )  = ( t  - hi)ml . . . ( t  - x,)mr 

A, 1 O . . .  O O 
O A, 1 . . .  O O 

J,, = (!. u.o. ./i:.. 

Pour chaque hi les blocs correspondants Jii ont les propriétés suivantes. 

1) 

2) 

3) 

4) 

Il y a au moins une Jii d’ordre m i ,  toutes les autres Jii sont d’ordre < mi. 

La somme des ordres des Jii est ni. 
Le nombre des Jii est égal à l’ordre de multiplicité géométrique des hi . 
Le nombre des Jii de chaque ordre possible est uniquement déterminé par T. 

La matrice J qui apparaît dans le théorème précédent est appelée la forme canonique de Jordan 
de l’opérateur T. Une matrice diagonale bloc Jii est appelée une matrice bloc de Jordan correspondant 
à la valeur propre hi. Remarquons que 

hl 1 O . . .  O O A, O . . .  O O O 1 O . . .  O O 
O A, 1 . . .  O O O A, . . .  O O O O 1 . . .  O O 

O O . . .  O A, O O O . . .  O O O O O . . .  O A, 
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C’est-à-dire 
Jii = hi I + N 

où N est la matrice bloc nilpotente apparaissant dans le théorème 10.10. En fait, nous démontrons 
le théorème précédent (Problème 10.18) en montrant que T peut être décomposé en opérateurs, 
chacun étant la somme d’un scalaire et d’un opérateur nilpotent. 

Exemple 10.5 : Supposons que les polynômes caractéristique et minimal d’un opérateur T soient respective- 
ment 

A ( t )  = ( t - 2 ) 4 ( t - 3 ) 3  et m(t) = ( t - 2 ) 2 ( t - 3 ) 2  

Alors la forme canonique de Jordan de T est l’une des matrices suivantes: 

ou 

La première matrice se présente si T a deux vecteurs propres indépendants correspondant 
6 la valeur propre 2 ; et la seconde matrice se présente si T a trois vecteurs propres indé- 
pendants correspondant à 2.  

SOUS-ESPACES CYCLIQUES 
Soit T un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de dimension finie sur K. Supposons 

u E V et u # O. L’ensemble de tous les vecteurs de la forme f ( T )  ( u )  où f ( t )  décrit l’ensemble 
des polynômes de K ,  est un sous-espace T-invariant de V appelé le sous-espace T cyclique de V 
engendré par u;nous le noterons par Z ( u  , T )  et noterons par T ,  la restriction de T à L(u , T) .  
Nous pouvons définir de manière équivalente Z(u , T )  comme l’intersection de tous les sous-espaces 
T-invariants de V contenant u. 

Considérons maintenant la suite 
v, T ( v ) ,  T’(v), T3(v), . . . 

des puissances de T(u) .  Soit k le plus petit entier tel que Tk(u) soit une combinaison linéaire des 
vecteurs le précédant dans la suite ; c’est-à-dire 

T k ( v )  = -ak-l Tk-’(v) - ‘ * * - a1 T ( v )  - aov 

Alors mu(t) = tk f a k - 1  t“-’ + . ’ ‘ + ait + a0 
est le seul polynôme normalisé de plus bas degré pour lequel m, ( T )  ( u )  = O. Nous appelons q ( t )  
l’arinihilateur T de u et Z(u ,  T ) .  

Le théorème suivant s’applique alors, 

Théorème 10.12 : Soient Z(u, T), T ,  et m,(t) définies ci-dessus. Alors 

1) L’ensemble { u ,  T ( u ) ,  . . . , T k - l  (u)}est une base de Z( u ,  T) ; donc dim Z( u,  T) = k .  

2) Le polynôme minimal de T, est m,(t). 

3) La représentation matricielle de T ,  dans la base précédente est 
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O O O . . .  O -a0 

1 O O . . .  O -ai 
O 1 O . . .  O -a2 

...................... 
0 0 0 . . . 0 -ak-ï 
0 0 0 . .  . 1 -ak-l 

La matrice précédente est appelée la matrice, compagnon du polynôme m,(t), ou matrice asso- 
ciée au polynôme rn,(t). 

FORMES RATIONNELLES CANONIQUES 

Dans cette partie, nous présentons la forme rationnelle canonique d'un opérateur linéaire 
T : V + V. Soulignons que cette forme existe même si le polynôme minimal ne peut être factorisé 
en polynômes linéaires.(Rappelons que ce n'est pas le cas pour la forme canonique de Jordan). 

Lemme 10.13 : Soit T : V + V un opérateur linéaire, dont le polynôme minimal est f ( t ) "  où 
f ( t )  est un polynôme normalisé irréductible. V est alors la somme directe 

v = Z(v1, T) CI3 . L .  CI3 Z(V7, T) 

de sous-espaces T-cycliques Z( ui , T) avec pour T-annihilateurs correspondants 
n = n i 2 z n z 2  . . .  k n ,  f(t)"l, f ( t ) " Z ,  . . . , f(V, 

Toute autre décomposition de V en sousespaces T-cycliques a le même nombre de 
composantes et le même ensemble de T-annihilateurs. 

Soulignons que le lemme précédent n'indique pas que les vecteurs vi ou les sous-espaces T- 
cycliques Z(ui ,  T) sont uniquement déterminés par T ; mais il indique par contre que l'ensemble 
des T-annihilateurs est uniquement déterminé par T . Ainsi T a une représentation matricielle 
unique 

ci 
CZ 

où Ci sont les matrices compagnon. En fait, les Ci sont les matrices compagnon des polynômes 
f( t)" ' .  

En utilisant le théorème de la décomposition primaire et le lemme précédent, nous obtenons le 

Soit T : V --+ V un opérateur linéaire dont le polynôme minimal 

où les f i ( t )  sont des polynômes distincts normalisés irréductibles. T admet alors 
une représentation matricielle unique sous forme de matrice bloc diagonale 

résultat f ondamen ta1 suivant. 

Théorème 10.14 : 
m(t) = fl(t)"l fz(t)"z 1 .  . fs(t)"s 

c s  1 

. .  
csr, 

où les C, sont les matrices compagnon. En particulier, les Cii sont les matrices 
compagnon des polynômes f i (  t )V où 

nii h niz 2 . . . 2 niTi, . . ., m, = nsl mi nsZ 2 * - * nSrs 
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La représentation matricielle précédente de T est dite sa forme rationnelle canonique. Les po- 
lynômes f i ( t ) ” ”  sont appelés les diviseurs élémentaires de T. 

Exemple 10.6 : Soit V un espace vectoriel de dimension 6 sur R, et soit T un opérateur linéaire dont le 
polynôme minimal est m ( t )  = ( t2  - t + 3) ( t  - 2)2. Alors la forme rationnelle canonique 
de T est l’une des sommes directes suivantes de matrices compagnon: 

(i) C(t2- t + 3) @ C( t2 -  t + 3) C3 C ( ( t  - 2)’) 

(ii) C(t2-  t + 3) @ C(( t  - 2)2) @ C(( t  - 2)’) 

(iii) C(t2-  t + 3 )  @ C((t - 2 ) 2 )  @ C ( t -  2) @ C(t-  2) 
où CCf(t)) est la matrice compagnon de f ( t )  ; c’est-à-dire 

(ii) (iii) 

ESPACES QUOTIENTS 

quelconque de V, nous pouvons écrire u + W comme l’ensemble des sommes u + w avec w E W: 
Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit W un sous-espace de V. Si u est un vecteur 

u + w = { u  + w : w E W> 

Ces ensembles sont appelés les classes de W dans V. Nous montrerons (Problème 10.22) que ces 
classes réalisent une partition de V en sous-ensembles deux à deux disjoints. 

Exemple 10.7 : Soit W le sous-espace de R2 défini 
PX 

W =  ( ( a ,  b )  ; a = b )  

W est donc la droite dont l’équation 
est x - y = O. Nous pouvons consi- 
dérer v + W comme la translatée de 
cette droite, obtenue en faisant subir 
à chaque point de W une translation 
de vecteur v. Comme on le remarque 
sur le diagramme de droite, v + W 
est aussi une droite qui est parallèle 
à W .  Ainsi toutes les classes de W dans 
R2 sont constituées de toutes les droites 
parallèles à W. 

X 

Dans le théorème suivant, nous utiliserons les classes d’un sous-espace W d’un espace vecto- 
riel V pour définir un nouvel espace vectoriel ; qui sera appelé l’espace quotient de V par W et 
est noté V / W .  
Théorème 1 O. 15 : Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel sur un corps K ,  Les classes de W dans V 

forment un espace vectoriel sur Ky en prenant pour addition et multiplication par un 
scalaire : 
(i) (u + W )  + (v + W )  = (u+v)  + W 
(ii) k(u+ W )  = ku + W ,  où k E K .  

’ Remarquons que, dans la démonstration du théorème précédent, il est d’abord nécessaire de 
montrer que les opérations sont bien définies ; c’est-à-dire que lorsque u + W = u’ + W et 
u + w = u’ + W ,  alors 

(ii) ku + W = Jm‘ + W ,  pour h E Kquelconque (i) (u + v) + W = (zc’ + v’) + W et 
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Dans le cas d’un sous-espace invariant, nous avons le résultat suivant. 

Théorème 10.16 : Supposons que W soit un sous-espace invariant par rapport à l’opérateur li- 
néaire - T : V +. V. T induit alors un opérateur linéaire T sur VIW défini par 
T(u + W )  = T(u)  + W .  De plus, si T est un zéro d’un polynôme quelconque, 
alors il en est de même pour T. Donc le polynôme minimal de T divise le po- 
lynôme minimal de T. 

PROBLEMES RESOLUS 

SOUS-ESPACES INVARIANTS 
10.1. Supposons T : V -+ V linéaire. Montrer que chacun des sous-espaces suivants est invariant 

par T. 

1) 
1) 

2 )  

3) 

4) 

{O}; 2) V; 3) le noyau de T ;  4) l’image de T. 
Nous avons T ( 0 )  = O E {O} ; donc {O}est invariant par T. 

Pour tout v E V, T ( v )  E V ; donc V est invariant par T. 

Soit u E Ker 2“. Alors T ( u )  = O E Ker T puisque le noyau de T est un sous-espace de V. Ainsi 
Ker T est invariant par T. 
Puisque T ( v )  E Im T pour tout v E V ,  ceci est vérifié si v E Im T ; donc l’image de T est inva- 
riante par T. 

10.2. Supposons { W j }  un système de sous-espaces invariants par T d’un espace vectoriel V. Mon- 
trer alors que l’intersection W = ni W i  est aussi invariante, par T. 

Ainsi T ( v )  E W = niWj et donc W est invariant par T.  

Démontrer le théorème 10.2 : Soit T : V +. V un opérateur linéaire quelconque et soit 
f ( t )  un polynôme quelconque. Le noyau de f ( T )  est alors invariant par T. 

au noyau de f ( T )  c’est-à-dire que f ( T )  (T(v)) = O. Puisque f ( t ) t  = tf(t) nous avons f(T)T = Tf(T).  
Ainsi 

comme il est demandé. 

Supposons v E W ; alors v E W i  pour tout i. Puisque W i  est invariant par T, T ( v )  E W i  pour tout i. 

10.3. 

Supposons v E Ker f ( T )  c’est-à-dire f(T) ( v )  = O. Cherchons à montrer que T ( v )  appartient aussi 

f ( T ) T ( v )  = T f ( T ) ( v )  = T(0)  = O 

10.4. Trouver tous les sous-espaces invariants de A = ( y 1 ) considérée comme un opérateur 
de R2. 

Tout d’abord, R2 et {O} sont invariants par A .  Si A admet maintenant d’autres sous-espaces inva- 
riants, ils doivent être de dimension 1. Le polynôme caractéristique de A est 

Donc A n’a pas de valeurs propres (dans R) et donc A n’a pas de vecteurs propres. Mais les sous-espaces 
invariants à une dimension correspondent aux vecteurs propres ; donc R2 et {O }sont les seuls sous-espaces 
invariants de A .  

10.5. Démontrer le théorème 10.3 : Supposons que W soit un sous-espace invariant de T : V-+ V. 

Alors T a une représentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc 
A est une représentation matricielle de la restriction f” de T à W .  

Nous avons 

(0 :>où 

Choisissons une base { w l , .  , . , w, } de W et étendons-la à une base { w l , .  . . , w,., v l , .  . . , vs }de V. 
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T(w1) = T ( w ~ )  = a l l W 1  + . . .  + a1rWr 
A 
T(w,) = T(W*) = U21W1 + .. .  + ag,w, 

T(w,) = T(w,) = arlwl + . . .  + ar,w, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
h 

T ( w ~ )  
T ( v ~ )  

= 
= 

b11w1 + * . * + bi,w, + C l l V 1  + . * .  + Clsvs 
b21W1 + . * . + barw, + cp1w1 + * * * + czsws 

................................................ 
T(v,) = bslWl + * .  * + b,,w, + CslW1 + * * + CssVs 

Mais la matrice de T danscette base est la transposée de la matrice des coefficients dans le système pré- 

cédent d'équations (voir page 150). Donc elle a la forme (: :) où A est la transposée de la matrice 

des coefficients du sous-système évident. Par le même raisonnement, A est la matrice de f relativement 
à la base {wi} de W. 

10.6. Soit T la restriction d'un opérateur T a un sous-espace invariant W ,  tel que ?(w) = T ( w )  
pour tout w E W .  Démontrer que 

(il 
(ii) 

(i) 

pour tout polynôme f ( t ) ,  f ( !F)  (w) = f ( ~ )  (w). 
le polynôme minimal de T divise le polynôme minimal de T. 
Si f ( t )  = O ou si f(t) est une constante, donc de degré 1, le résultat est évident. Supposons que 
deg f = n > 1, et que le résultat soit vrai pour les polynômes de degré inférieur à n. On a 

A 

f(t)  = a,tn + un-ltn-l + . . .  + a l t  + a0 
A h A 

Alors f (  T ) ( w )  = (a,Tn + un-1 P-'+ . . .  + a0Z)(w) 
h h A 

= (anTn- l ) (T(w))  + (un-l Tn-1 + . . .  + aoZ)(w) 
(cr,T,-l)(T(w)) + (unpl  P-'+ . . .  + a,f)(w) = 

= f ( T ) ( w )  

(ii) Soit m ( t )  le polynôme minimal de h Alors d'après (i), m ( f ) ( w )  = m ( T ) ( w )  = O(w) = O 
p o u ~ t o u t  w E W ; c'est-à-dire, que T est un zéro du polynôme m(t) .  Donc le polynôme minimal 
de T divise m(t) .  

DECOMPOSITIONS EN SOMMES DIRECTES INVARIANTES 
10.7. Démontrer le théorème 10.4 : Supposons que W , ,  . . , , W ,  soient des sousespaces de V 

et supposons, que pour i = 1,. . .  , r , { w i l , .  . . .  wjni }soit une base de W j .  Alors V est la 
somme directe des W i ,  si e t  seulement si l'union 

est une base de V. 
1 B ( ~ 1 1 ,  . . . .  wlnl, . . . .  W r l ,  . . . .  Wrn,j  

Supposons que B soit une base de V. Alors pour tout v E V, 

v = U l l W l l  + .. .  + alnlWlnl + . . .  + U,l?4J71 + . . .  + a wrn = w 1  + PU2 + . . .  + w ,  ,"r r 

où wj  = ail wil -t . . a -t aini wjni E Wi. Montrons ensuite qu'une telle somme est unique. Supposons 

v = w ; + w ; +  * . .  + w ;  où w ; E  wi 
Puisque {wil, .  ... winj}est une base de W i ,  wi = bilwil  + . . .  -t b .  znz .w. znl . et donc 

v = bi1w11 + .. .  + blnlWlnl + . . .  + bri?ori + .. .  + brn,Wynr 

Puisque B est une base de V ,  aii = b, pour tout i et j .  Donc wi = wi et la somme donnant v est unique. 
En conséquence, V est la somme directe des Wi. 

où wi E W j .  Or {wji,},est une base de W i ,  chaque wi est une combinaison linéaire des wii, et donc v est 
une combinaison linéaire des éléments de B. Donc B engendre V. Montrons maintenant qde B est linéaire- 
ment indépendant. Supposons 

Réciproquement, supposons que V soit la somme directe des W i .  Alors pour tout v E V, v = W1 +. .. + w y  

a,,w,, + . . .  + alnlWlnl + . . .  + arlzurl + . . .  + ar,rw,,r = O 
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Remarquons que ail wil + . . . -k aini wini E Wi. Nous avons aussi O = O -k O -k . 
Puisqu’une telle somme pour O est unique, 

4- O où O E Wi. 

ailw,l +- . . . + aln:cini = O pour i = 1, . . . , r 

L’indépendance des bases {wiii } implique que tous les a sont nuls. Ainsi B est linéairement indépendant 
et donc est une base de V. 

10.8. Supposons T : V + V linéaire et supposons que T = TI @ T, par rapport 6 une décompo- 
sition en sommes directes T-invariante. V = U CI? W. Montrer que 

(i) m ( t )  est le plus petit commun multiple de m1(t)  et rn,(t) où rn(t), rn,(t) ,  rn2( t )  sont 
les polynômes minimaux de T, T ,  et T, respectivement. 

(ii) A ( t )  = A,(t)  A,(t) où A ( t ) ,  A , ( t )  et  A , ( t )  sont les polynômes caractéristiques de T, 
T ,  et T, respectivement. 

(i) D’après le problème 10.6 chacun des m l ( t )  et m,(t)  divise rn(t). Supposons maintenant que f ( t )  
soit un multiple à la fois de rn,(t) et de rn,(t) ; alors f(T,) ( V )  = O et f ( T 2 )  ( W )  = O. Soit v E V,  
alors v = u + w avec u E U et w E W. On a donc 

f ( T ) v  = f ( T ) u  + f ( T ) w  = f ( T , ) u  + f ( T 2 ) W  = O + O = O 

C’est-à-dire que T est un zéro de f(t) .  Donc m ( t )  divise f(t) et donc m ( t )  est le plus petit commun 
multiple de rnl(t)  et rn,(t). 

(ii) D’après le théorème 10.5, T a une représentation matricielle M = <O :) où A et B sont les repré- 

sentations matricielles de T ,  et T,  respectivement. Alors d’après le problème 9.66 

comme il est demandé. 

10.9. Démontrer le théorème 10.7. Supposons T : V + V linéaire, et supposons que f ( t )  = g ( t )  h(t)  
soient des polynômes tels que f ( T )  = O, g ( t )  et h ( t )  soient premiers entre eux, Alors V 
est la somme directe des sous-espaces invariants par T, U et W où U = Kerg(T) et 
W = Ker h(T).  

h ( t )  sont premiers entre eux, il existe des polynômes r ( t )  et s ( t )  tels que 
Remarquons d’abord que U et W sont invariants par T d’après le théorème 10.2. Puisque g ( t )  et 

r ( t ) g ( t )  + s ( t )  h(t)  = 1 

Donc, pour l’opérateur T,  r ( T ) g ( T )  + s ( T )  h ( T )  = z (*) 

Soit v E V ;  alors d’après (*) 21 = r ( T ) g ( T )  7l + s (T )  h ( T )  v 

Mais le premier terme dans cette somme appartient à W = Ker h ( T )  puisque 

h ( T ) r ( T ) g ( T ) w  = r ( T ) g ( T )  h ( T ) v  = r ( T ) f ( T ) v  = r(T)Ov = O 

De façon analogue, le second terme appartient à U. Donc V est la somme de U et W .  

uniquement déterminée par v. Appliquons l’opérateur r ( T )  g ( T )  à v = u 4- w en utilisant le fait que 
g ( T )  u = O ; o n  obtient 

Pour démontrer que V = U @ W ,  nous devons montrer qu’une somme v = u -k w avec u E U et W E w 

r ( T )  Y(T) v = 4 T )  Y(T) u + r ( T )  Y(T) w = r ( T )  Y(T) w 

w = r ( T ) g ( T ) w  + s ( T ) h ( T ) w  = r ( T ) g ( T ) w  

Appliquons aussi (*) à w seul en utilisant le fait que h ( T )  w = O ;on  obtient 

Les deux formules précédentes nous donnent w = r ( T )  g ( T ) v  et donc w est uniquement déterminé par v. 
De façon analogue u est uniquement déterminé par v. Donc V= U @ W comme demandé. 
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10.10. Démontrer le théorème 10.8 : Dans le théorème 10.7 (Problème 10.9), si f ( t )  est le poly- 
nôme minimal de T (avec g ( t )  et  h ( t )  normalisés), alors g ( t )  est le polynôme minimal de 
la restriction T ,  de T à U et h ( t )  est le polynôme minimal de la restriction T ,  de T 5 W. 

Soient r n , ( t )  et rn,(t) les polynômes minimaux de T ,  et T ,  respectivement. Remarquons que g ( T , )  = O 
et h(T,) = O car U = Ker g ( T )  et W = Ker h(T) .  Ainsi 

r n l ( t )  divise g ( t )  et rn,(t) divise h ( t )  ( 1 )  

D'après le Problème 10.9, f(t) est le plus petit commun multiple de rn,(t) et rn,(t). Mais rn,(t) et rn,(t) 
sont premiers entre eux, puisque g ( t )  et h ( t )  sont premiers entre eux. En conséquence, f ( t )  = rnl(t)rnZ(t). 
Nous avons aussi f ( t )  = g( t )  h ( t ) .  Ces deux équations avec ( 1 )  et le fait que tous les polynômes sont 
normalisés impliquent que g ( t )  = rnl( t )  et h ( t )  = rn,(t) comme il est demandé. 

10.11. Démontrer le théorème 10.6 sur la décomposition primaire : Soit T : V + V un opérateur 
linéaire avec pour polynôme minimal 

où les f i ( t )  sont des polynômes distincts irréductibles et normalisés. Alors V est la somme 
directe des sous-espaces invariants par T ,  W , ,  W,, . . . , W ,  où W i  est le noyau de f,(T)"i. 
De plus fi(t)"' est le polynôme minimal de la restriction de T à Wi. 

La démonstration se fait par récurrence sur Y. Le cas r = 1 est trivial. Supposons que le théorème ait 
été démontré pour r - 1. D'après le théorème 10.7 nous pouvons écrire V comme la somme directe des 
sous-espaces T-invariantsW, et V ,  où W ,  est le noyau de f,(T)"l et où V ,  est le noyau de 
f,(T)"' . . . f,(T)",. D'après le théorème 10.8 les polynômes minimaux des restrictions de T à W ,  et V ,  
sont respectivement f l ( t ) n l  et fi ( t ) " ~ . .  . f , ( t l n r .  

Notons la restriction de T à V ,  par T, .  D'après l'hypothèse de récurrence, V ,  est. la somme directe 
des sous-espaces W,,  . . . , W ,  telle que W i  est le noyau de f i(T,l)ni  et telle que fi(t)"' est le polynôme 
minimal de la restriction de T ,  à Wi. Mais le noyau de fi(T)"' pour i = 2 , .  . . , Y est nécessairement 
contenu dans V puisque fi(t)"' divise f , ( t ) n 2 .  . . f,(t)",. Ainsi le noyau de fi(T)"' est le même que le 
noyau de fi(Tl) ' qui est Wi. Ainsi, la restriction de T à W i  est la même que la restriction de T ,  à W i  
pour i = 2 , .  . . , Y) ; donc fi(t)ni est aussi le polynôme minimal pour la restriction de T à W j .  Donc 
V= W ,  @ W ,  @ - .  . @ W ,  est la décomposition demandée de T. 

m(t) = f l ( t ) n l f 2 ( t ) n z  . . . f , ( t )nv  

h'. . 

10.12. Démontrer le t.héorème 10.9 : Un opérateur linéaire T : V -+ V a une représentation ma- 
tricielle sous forme diagonale si et seulement si son polynôme minimal m ( t )  est un produit 
de polynômes linéaires distincts. 

Supposons que m ( t )  soit un produit de polynômes linéaires distincts ; par exemple 

m(t) = (t  - A , ) ( t  - A,) . . . ( t  - A,) 

où les sont des scalaires distincts. D'après le théorème de la décomposition primaire, V est la somme di- 
recte des sous-espaces W , ,  . . . , W ,  où W j  = Ker ( T  - Ail). Ainsi si v € W i  alors (T  - A i l )  ( v )  = O oÙ 
T ( v )  = h.v. En d'autres termes, chaque vecteur de W i  est un vecteur propre appartenant à la valeur propre 
hi. D'apris le théorème 10.4, l'union des bases de W , ,  . . . , W, est une base de V.  Cette base est une base 
de vecteurs propres et donc T est diagonalisable, 

Réciproquement, supposons que T soit diagonalisable, c'est-à-dire que V soit une base contenant les 
vecteurs propres de T .  Soit h,, . . . , h, les valeurs propres distinctes de T. Alors l'opérateur 

f ( T )  = (T-A1Z)(T-A2Z) . . .  (T-A,Z) 

transforme chaque yecteur de base en O. Ainsi f ( T )  = 0 et donc le polynôme minimal rn( t )  de T divise 
le polynôme 

En conséquence, rn ( t )  est un produit de polynômes linéaires distincts. 

f ( t )  = ( t  - A , ) ( t  - A,) . . . ( t  - X,Z) 
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OPERATEURS NILPOTENTS. FORME CANONIQUE DE JORDAN 

10.13. Soit T : V + V- linéaire. Supposons que pour 11 E V, Tk(u)  = O, mais Tk- ' (u)  f 0. Dé- 
montrer que 

L'ensemble S = { u ,  T(u)  . . .  Tk-'  ( u )  } est linéairement indépendant. 
Le sous-espace W engendré par S est invariant par T.  
La restriction ? de T à W est nilpotente et d'indice k .  
Relativement 5 la base {Tk-' ( u ) ,  . . .  , T ( u )  , u )  de W ,  la matrice de T est de la forme 

O 1 O . . .  O O 
O O 1 . . .  O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O . . .  O J 
O O O . . .  O O 

Donc la matrice k x k précédente est nilpotente et d'indice k .  

Supposons 

En appliquant Tk-  à (*) et en utilisant le fait que ?(v) = O, on obtient a T k - ' ( v )  ;puisque Tk-'(v) # O, 
a = O. Appliquons maintenant T k - 2  à (*) et utilisons le fait que T k ( v )  = O et a = O, nous trouvons 
a l  T k - l ( v )  = O donc a l  = O. En appliquant ensuite TkA à (*) et en utilisant le fait que ? ( v ) =  O 
et a = a l  = O, nous obtenons a2 Tk-l(v) = O, donc a2 = O. En continuant la même démonstration 
nous trouvons que tous les a sont nuls donc S est indépendant. 

Soit v E W. Alors 

. . .  UV + u1T(v) + a,TZ(w) + + U k - l T k - ' ( w )  = O (*) 

w = bv + b ,  T(V) + b,  T 2 ( W )  + " *  + b k - 1  Tk-'(w) 

En utilisant T k ( v )  = O, nous avons 

T(w) = b T(w) + b ,  P ( V )  + - . .  + b k P 2  Tk- ' (v )  E w 
Donc W est invariant par T. 

D'après l'hypothèse que T k ( v )  = O, donc pour i = O , .  . .  , k  - 1, 
A 
Tk(Ti (v) )  = Tk+{(w) 1 O 

n n 

C'est-à;dire qu'en appliquant T k  à chaque générateur de W,-nous obtenons O ; donc T k  = O et 
donc T est nilpotent d'indice au plus égal à k .  D'autre part T k - ' ( v )  = T k - l ( v )  # O ; donc T est 
nilpotent d'indice égal exactement à k. 

Pour la base ( T k - ' ( v ) ,  Tk- ' (v) ,  . . . .  T ( v ) ,  v} de W, 
A 

T(Tk-'(v)) = Tk(v )  = O 
A 

T(Tk-Z(w)) = Tk-l(v) 
T(T"-J(w)) = Tk -2(v) 
A 

................................................... 
T ( T ( V ) )  = T 2 ( w )  

T ( v )  ~ - T ( v )  

Donc la matrice de T dans cette base est 

O 1 O . . .  O O 
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10.14. Soit T : V + V linéaire. Soit U = Ker T i  et  W = Ker T i +  '. Montrer que (1) U C W 
(2) T ( W )  C U. 
(1) Supposons u E U = Ker Ti. Alors T' (u)  = O et donc Ti+'(,) = T(T ' (u ) )  = T ( 0 )  = O. Donc 

u E Ker Ti+' = W .  Mais ceci est vrai pour tout u E U ; donc U C W .  

De façon analogue, si w E W = Ker Ti+,, alors Ti+' (w)  = O. Donc Ti+ ' (w)  = T ' (T (w) )  = O et 
donc T ( W )  C U. 

( 2 )  

10.15. Soit T : V + V linéaire. Soit X = Ker T i - 2 ,  Y = Ker Tipi et 2 = Ker T i .  D'après le pro- 
blème précédent X C Y C 2. Supposons que 

( ~ i ,  . . . , ~ r } ,  { ~ i ,  .. . . , U r ,  211, . . . , z i s } ,  (UI ,  . . . , U r ,  ~ ï ,  . . . , US, WI,  . . . , wt} 
soient des bases de X ,  Y et 2 respectivement. Montrer que 

S = { ~ i ,  . . ., Ur, T ( z o ~ ) ,  . . ., T(wt)) 

est contenu dans Y et est linéairement indépendant. 

dépendant. Alors il existe une relation 
D'après le problème précédent T ( 2 )  C Y et donc S C Y. Supposons maintenant que S soit linéairement 

~ 1 ~ 1  + . .. + U,?L, + b1 T(w1) + . .. + b ,  T(wt) = O 

où au moins un coefficient n'est pas nul. De plus, puisque {ui} est indépendant au moins un des b,  ne doit 
pas être nul. En transposant, nous trouvons 

b1 T(w1) + . . .  + bt T ( w t )  = -U]ul - .. .  - U,U, E X = Ker Ti-2 

Donc T"'(b1 T ( w ~ )  + . * + bt T(w,))  = O 

Ainsi Ti-'(b1wl + . . .  + b p , )  = O et donc b,w, + a . .  + btwt E y = K~~ ~ i - i  

Puisque {ui, v }engendre Y, nous obtenons une relation entre les ui, vi et W ,  où l'un des coefficients, c'est- 
à-dire l'un des b,  n'est pas nul. Ceci contredit le fait que { u j ,  vj, w k }  est indépendant. Donc S doit être 
aussi indépendant. 

I 

10.16. Démontrer le théorème 10.10 : Soit T : V + V un opérateur nilpotent d'indice k. Alors T 
a une représentation matricielle sous forme de matrice diagonale bloc dont les éléments dia- 
gonaux sont de la forme 

O 1 O . . .  O O 

O O O ... O O 

Il existe au moins un N d'ordre k et tous les autres N sont d'ordre < h.  Le nombre desN 
de chaque ordre possible est uniquement déterminé par T. De plus le nombre total des N 
de tous les ordres est la nullité de T. 

Supposons dim V = n. Soit W ,  = Ker T, W ,  = Ker T 2 ,  . . . , W ,  = Ker Tk. Posons mi = dim W j  pour 
i = 1, . . . , k. Puisque T est d'indice k, W ,  = V et Wk-, # V et donc m k P l  < mk = n. D'après le problème 
10.17, 

w1 c w,c - - .  c Wk = v 

Ainsi, par récurrence, nous pouvons choisir une base { u ,  , . . . , un 1 de V telle que { u ,  , . . . , umj }soit une 
base de W j .  

quer les membres de cette nouvelle base par des couples d'indices. Commençons en posant 
Choisissons maintenant une nouvelle base pour V dans laquelle T a la forme désirée. Il sera pratique d'indi- 

k v(1, k )  = umk-l t 1, v(2, k )  = umkPl + 22 . . . t  vu(7nk - m k - l ,  k )  = U ,  
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et posons 

W ( 1 ,  k - 1) = TW(1, k), W ( 2 ,  k - 1) = TW(2, k), .... W ( m k  - mk-1, k - 1) = T'U(mk - mk- 1, k )  

D'après le problème précédent, 

s1 = { U l  .... U m k - 2 ,  w(1, k - 11, . . . .  'J(mk -'%-l, k - 1)) 

est un sous-espace de W k - l  linéairement indépendant. Etendons S, à une base de W k - l  en adjoignant de 
nouveaux éléments (si nécessaire) que nous noterons par 

W ( m k - m k - 1  -k 1, k - l), v(mk-mk-1-k 2 ,  k -  l), .... w ( m k - 1  - m k - 2 ,  k-1) 

Posons maintenant 
~ ( 1 ,  k - 2 )  = Tv(1, k - 1), ~ ( 2 ,  k - 2) = Tw(2, k - l), .... 

W ( m k - 1 -  mk-2, k- 2 )  = TW('WLk-1 -WZk-z ,  k- 1) 

D'après le problème précédent 
S2 = { ~ i ,  . . . .  U m k P 3 ,  W ( 1 ,  k - 2 ) ,  . . . .  w(mk-1-mk-2, k - 2 ) )  

est un sous-espace de W k - ,  linéairement indépendant, que nous pouvons étendre à une base de W k - 2  
en adjoignant les éléments 

w ( m k -  1 - m k - 2  f 1, k - 2 ) ,  W ( m k  . 1 - mk - 2  f 2, k - 21, .... w ( m k - 2  .. mk- 3, k - 2) 

En continuant de cette manière, nous obtenons une nouvelle base pour V ,  que nous écrivons comme suit 
pour des raisons de commodité: 

v(1, k ) ,  .... v(mk -mk-i> k) 
V ( 1 ,  k - i), .... W ( m k  - m,-,, k - l), .... W ( m k - 1 -  mk-2, k - 1) 
........................................................................................ 
w ( 1 ,  2)9 .... w ( m k - m k - 1 9  2 ) 7  . . . .  W ( m k - l - m k - 2 ,  2)j .... v(m2-mIj 2 )  
v(1, 1), .... v(mk-mk-1, 1 ) ~  .... w ( m k - 1 - m k - 2 ,  1)? .... W(m,-ml, 1), . . . .  w(m1, 1) 

La dernière ligne forme une base de W , ,  les deux dernières lignes forment une base de W,, etc. mais 
ce qui est important pour nous c'est que T transforme chaque vecteur en le vecteur immédiatement sous 
lui dans le tableau précédent ou en O si le vecteur est dans la dernièreligne, c'est-à-dire 

~ ( i ,  j - 1) pour j > 1 
û pour j =  1 

Tw(i, i) = 

Il est clair maintenant (voir problème 10.13 (4)) que T aura la forme désirée si les u ( i ,  j )  sont ordonnés 
par l'ordre lexicographique ; en commençant par v( 1 , 1) et décrivant la première colonne jusqu'à v ( 1  , k) ; 
puis en passant à v ( 2 ,  1) et en décrivant la seconde colonne,etc. 

De plus, nous aurons exactement 

mk - m k - l  

2mk-1 - m k  - mk-2 

éléments diagonaux d'ordre k 

éléments diagonaux d'ordre k - 1 (mk-1 - mk-2) - ( m k  - m k - , )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2m2 - m ,  - m 3  

2 m ,  - m2 

éléments diagonaux d'ordre 2 

éléments diagonaux d'ordre 1 

comme nous pouvons le lire directement sur le tableau précédent. En particulier, puisque les nombres 
ml, . . . .  mk sont uniquement déterminés par T ,  le nombre des éléments diagonaux de chaque ordre est 
uniquement déterminé par T. Finalement l'identité 

ml = (mk-mk-1) + (2mk-l-mk-mk-2)  f ' . '  $- (2mZ-mI-m3) f (2ml-m2) 

montre que la nullité m ,  de T est le nombre total des éléments diagonaux de T. 

1 1 O 1)* 
[ O  0 0 0 0 0  O 1 1 l) O 0 1 1 1  

0 0 0 0 0  0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 ,  0 0 0 0 0  

et A3 = O ;  10.17. soit A =  0 0 0 0 0  Alors A2 = O O O O O 
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donc A est nilpotente d’indice 2. Trouver la matrice nilpotente M dans la forme canonique 
qui est semblable à A 

périeur à 2. Remarquons que rang A = 2 ; donc la nullité de A = 5 - 2 = 3. Donc M contient 3 blocs 
diagonaux. En conséquence M doit contenir 2 blocs diagonaux d’ordre 2 ,  et 1 bloc d’ordre 1, c’est-à-dire 

Puisque A est nilpotente et d’indice 2, M contient un bloc diagonal d’ordre 2 et  aucun d’ordre su- 

/ O  1 j O  O O 

M =  
O 0 1 0  0 O 

O 0 ’ 0  1 1 0  
O O k0-0 I O 

_ _ _ _ _ _  

4-- i O O O 0 1 0  

10.18. Démontrer le théorème 10.11,page 226, sur la forme canonique de Jordan d’un opérateur 
T. 

D’après le théorème de la décomposition primaire, T est décomposable en opérateurs T I  , T,. . . T,, 
c’est-à-dire T = T ,  @ . . . @ T ,  où ( t  - hj)mi est le polynôme minimal de Ti. Ainsi en particulier 

(T, - A,Z)mi = O , . . ., ( T ,  - A,Z)mr = 0 

Posons Ni = Ti - $ L Alors pour i = 1, . . . , r 

Ti = Ni + A i l ,  où N,”. = O 

c’est-à-dire que Ti est la somme des opérateurs scalaires h j I  et d’un opérateur nilpotent Ni , qui est d’in- 
dice m i ,  puisque ( t  - 

D’après le théorème 10.10 sur les opérateurs nilpotents, nous pouvons choisir une base de sorte que 
Ni soit sous sa formr canonique. Dans cette base Ti = N i  + hi 1 est représentée par une matrice diagonale 
bloc M i  dont les éléments diagonaux sont les matrices J , .  La somme directe J des matrices M i  est sous la 
forme canonique de Jordan et, d’après le théorème 10.5,est une représentation matricielle de T. 

Nous montrons maintenant que les blocs J . .  satisfont les propriétés demandées. La propriété (1) dé- 
coule du fait que Ni est d’indice m i .  La propriék (2) est vraie car T et J ont le même polynôme caracté- 
ristique. La propriété (3) est vraie puisque la nullité de N i  = Ti - hi I est égale à la multiplicité géomé- 
trique de la valeur propre hi. La propriété (4) découle du fait que Ti et donc Ni sont uniquement déter- 
minés par T .  

est le polynôme minimal de Ti. 

10.19. Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour un opérateur linéaire 
T : V + V dont le polynôme caractéristique est A(t)  = ( t  - 2)3 ( t  - 5)2. 

cipale. De façon analogue 5 doit apparaître deux fois. Ainsi les formes canoniques de Jordan possibles sont 
Puisque t - 2 a pour exposant 3 dans A(t),  2 doit donc apparaître trois fois dans la diagonale prin- 

\ 

(ii) (iii) 

1 2 1  I \ 
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10.20. Déterminer toutes les formes canoniques de Jordan possibles J pour une matrice d’ordre 5 
dont le polynôme minimal est m ( t )  = ( t  - 2)2. 

y a donc seulement deux possiblités : 
J doit avoir une matrice bloc de Jordan d’ordre 2 et les autres doivent être d’ordre 2 ou 1. Ainsi il 

J =  ou J 

Remarquons que tous les éléments diagonaux doivent être 2 ,  puisque 2 est la seule valeur propre. 

ESPACE QUOTIENT ET FORME TRIANGULAIRE 

10.21. Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V. Montrer que les résultats suivants sont équi- 
valents : 
(1) u E u + W  ( 2 )  u - U E W  (3) u E u + W  

Supposons u E v + W .  Alors il existe wo E W tel que u = v wo. Donc u - v = wo E W .  Réci- 
proquement, supposons u - v E W .  Alors u - v = w o  où wo E W. Donc u = v 4- wo E v -i W .  Donc 
(1) et ( 2 )  sont équivalents. 

équivalents. 
Nous avons aussi u - v E W ssi - (u - v) = Y - u E W ssi v E u + W .  Donc ( 2 )  et ( 3 )  sont aussi 

10.22. Démontrer : Les classes de W dans V réalisent une partition de V en ensembles mutuelle- 
ment disjoints, c’est-à-dire 

(1)deux classes quelconques u + W et u + W sont soit identiques, soit disjointes, et 

(2)chaque u E V appartient 2 une classe ; en fait u E u + W. 
De plus u -i W = u + W si et seulement si u - u E W et donc ( u  4- w) + W = u + W 
pour un w E W quelconque. 

Soit v E V. Puisque O E W, nous avons v = v + O E v + W qui prouve ( 2 ) .  

Supposons maintenant que les classes u + W et v f W ne soient pas disjointes c’est-à-dire que le vec- 
teur x appartient à la fois aux deux classes u f W et v + W. Alors u - x E W et x - v E W .  La démons- 
tration de (1) sera complète si nous montrons que u + W = v + W .  Soit u + wo un élément quelconque 
de la classe u + W. Puisque u - x, x - v et wo appartiennent à W, 

(u+wo) - w = (26-2) + (x-2))  + w o  E w 
Ainsi u -t wo E w + W et dont la classe u + W est contenue dans la classe v + W .  De façon analogue 
v + W est contenu dans u + W et donc u + W = v + W .  

Le dernier résultat découle du fait que u + W = v + W si et seulement si u E v + W et d’après 
le problème précédent ceci est équivalent à u - v E W .  

10.23. Soit W l’espace solution de l’équation homogène 
2x + 3y +42 = O. Donner les classes de Wdans 
R3. 

W est un plan passant par l’origine O = (O , O , O) 
et les classes de W sont les plans parallèles à W .  De fa- 
çon équivalente, les classes de W sont les ensembles so- 
lutions de la famille d’équations 

2 x + 3 y + 4 2 = k  k E R  

En particulier la classe v + W où v = ( a ,  b ,  c) est l’en- 
semble solution de l’équation linéaire 

2x + 3 y  + 42 = 2Q + 3 b  + 4 c  

OU 2 ( ~  - û) + 301 - b )  + 4(2 - C) =z 0 
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10.24. Supposons que W soit un sous-espace d’un espace vectoriel V. Montrer que les opérations 
dans le théorème 10.15 page 229 sont bien définies ; montrer donc que si u + W = u ’+  W 
et u + w = u’ + w alors 

(1) 
Puisque u + W = u’ f W et v + W = v’ + W, 2 la fois u - u’ et v - v’ apparrtiennent 2 W .  Mais alors 
(u  + v) - (u‘ + v‘) = (u  - u ’ )  + (v - v’) E W. Donc (u  + v) + W = (u‘ + v ) + W. 
Puisque aussi u - u‘ E W implique k ( u  - u’ )  E W alors ku - ku’ = k ( u  - u ’ )  E W donc ku  + W = 
ku’ + W. 

( u  + u )  + W = (u’ f u ‘ )  + W et (2) ku + W = hu‘ + W pour un h E K quelconque. 

( 1 )  

(2)  

10.25. Soit V un espace vectoriel e t  W un sous-espace de V. Montrer que l’application 77 : V+ V / W  
définie par q ( u )  = u f W est linéaire. 

Pour tout u ,  v E V et pour tout k E K ,  nous avons 

q(71+ w) = 7 L  + 2) + w = u + w + ‘U + w = + v(v) 
q(kv)  = kv -t IV = k ( ~  + W )  = k q ( v )  et 

En conséquence, 77 est linéaire. 

10.26. Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V .  Supposons que { w1 , . . . , w, } soit une base 
= ui + W soit une base de l’espace quo- 

- 
de W ,  et  l’ensemble des classes {< , . . . , u s )  où 
tient. Montrer que B = {u i  , . . . , u,, w, , . . . , w, j ,  est une base de V. Ainsi dim V = dim W f  
dim ( V / W ) .  

Supposons que u E V. Puisque {vj} est une base de VIW. 
u = u + W = alfi, + a2fi2 + ... + usfis 

Donc u = a l  v1 f . . . i- a, v, f w où w E W. Puisque {wi } est une base de W, 

u = ~ 1 ~ 1  + .. .  + Q,V, + bit01 + . . .  + brw, 
En conséquence B engendre V. 

Montrons maintenant que B est linéairement indépendant. Supposons 
~ 1 ~ 1  + . . + C,V, + d , ~ ,  + . . . + d7WT = O 

Alors C i f i l  + * * * + csas = 0 = w 
Puisque {T}  est indépendant les c sont tous nuls. En remplaçant dans (1) on trouve d ,  w 1  
Puisque { wi} est indépendant, les d sont tous nuls. Ainsi B est linéairement indépendant et donc constitue 
une base de V. 

- + drwr= O .  

10.27. Démontrer le théorème 10.16 : Supposons que W soit un sous-espace invariant par rapport 
- ii l’opérateur linéaire T : V + V. Alors T induit un opérateur linéaire T sur V I W  défini par 
T ( u  + W )  = T ( u )  + W .  De plus, si T est un @ro d’un polynôme quelconque, il en est de 
même pour T. Ainsi le polynôme minimal de T divise le polynôme minimal de T. 

Si u f W = v + W alors u - v E W et puisque W est invariant par T, T ( u  - v) = T ( u )  - T ( v )  E W. En con- 
séquence 

Montrons d’abord que T est bien défini, c’est-à-dire que si u + W = Y + W alors T(u + W) = T(v+ W). 

F ( u +  W )  = T(u)  + W = T(w) + w = T(w + W )  

comme demandé. 
Montrons ensuite que est linéaire. Nous avons 

F((71 + W )  + (V + w)) = F ( U  f ‘U + w) zz T(71 f ‘U) + w = T(7L) + T(W) + W 

= T(7L) + w + T ( v )  + w = T(u + W )  + F(’U + W )  
et 

T(k(u + W ) )  = F ( k u  + W )  = T(ku)  + W = k T ( u )  + W = k ( T ( u )  + W )  = k T(u + W )  

Ainsi T est linéaire. 
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10.28. 

Pour une classe quelconque u 4- W dans VJW, 

F(2L + W )  = T'(2c) + W = T ( T ( î ( ) )  + W = T ( T ( u j  f W )  = T(F(ZL+ W')) = + W )  
- -  

Donc T z  = T 2 .  De manière analogue T" = T n  quel que soit n. Donc pour un polynôme quelconque, 
f ( t )  = U,t" + ... + a() = B a,tz, 

f ( T ) ( ? L +  W )  = f(T)(1L) + W = B U , T P ( U )  + W = B a , ( T f ( u )  + W )  

- - B U , F ( ? L +  W )  = B a,Tqzc+ W )  = (2 a,Tl)(u+ W )  = 1(4)(2c + W )  

et dogc f(T) = f(T). En conséquence, si T est une racine de f ( t )  alors f(T) = 0 = W = f(7) c'est-à-dire 
que T est aussi une racine de f ( t ) .  Ainsi le théorème est démontré. 

Démontrer le théorème 10.1 : Soit T : V + V un opérateur linéaire dont les facteurs du 
polynôme caractéristique sont des polynômes linéaires. Alors V admet une base dans la- 
quelle T est représentée par une matrice triangulaire. 

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1 alors toute représen- 
tation matricielle de T est une matrice 1 x 1 qui est triangulaire. 

Supposons maintenant que dim V = n > 1 et que le théorème soit vérifié pour des espaces de dimen- 
sion inférieure à n. Puisque le polynôme caractéristique de T se décompose en produit de polynômes li- 
néaires, T a au moins une valeur propre et donc au moins un vecteur proprenon nul v, par exemple 
T ( v )  = allvLSoit W le sous-espace à une dimension engendré par v. Posons V = V/W. Donc (Problème 
10.26) dim V = dim V - dirn W = n - 1. Remarquons aussi que W est invariant par T. D'après le théo- 
rème 10.16, T induit un opérateur linéaire T sur 7 dont le polynôme minimal divise le polynôme minimal 
de T. Puisque le polynôme caractéristique de T est un produit de polynômes linéaires, donc e s t  son poly- 
nôme minimal ; et donc sont aussi les polynômes minimal et caractéristique - -  de T .  - Ainsi et T satisfont 
les hypothèses du théorème. Donc par récurrence, il existe une base {vz, vg,. . . .  v,} de v telle que 

T ( I Q  = a,,*, 

T( f i3)  = a326, + a,,b, 

?(fi,) = Un2f12 + a,,*, + .. .  + annon 

.................................. 

- 
Soient maintenant v 
Alors {v, v z ,  . . . .  v,ij>est une base de V (Problème 10.26). Puisque T(Tz) = azzTz ,  nous avons 

. . . .  v, des éléments de V qui appartiennent respectivement aux classes .;?, . . .  ,Y,. 

?(a2) - a22?>2 1 O et aussi Y'(vz) - ~ 2 2 ~ 2  E W 

Mais W est engendré par v ; donc T(v,)  - az2 vz est un multiple de v, c'est-à-dire 

~ ( v ~ )  - a,22v2 = aPlw et aussi T(?:A = aziu + azzvz 

De façon analogue, pour i = 3 , .  . . .  n. 
T(v i )  - ai2v2 - ai3v3 - * . - cziiuui E W et aussi T(vJ  = ailv + ai2v2 + * .  . + aipi 

Ainsi T(v )  = allv 
T(v,) = a2,v + a2-v2 
.................................. 
T(v,,) = an1v + anp2 + . * " + annw, 

et donc la matrice de T est triangulaire dans cette base. 

SOUS-ESPACES CYCLIQUES, FORMES RATIONNELLES CANONIQUES 
10.29. Démontrer le théorème 10.12 : Soit Z(u, T), un sous-espace T-cyclique, T, la restriction de 

T à Z(u, T) et m,(t) = tk + ak- l  t k - l  + . . .  + a. le T-annihilateur de u. Alors 

(u)} est une base de Z(u, T) ; donc dim Z ( u ,  T) = k.  Tk- 1 
(i) 
(ii) 
(iii) La matrice de T, dans la base précédente est 

L'ensemble {u, T(u), . . .  , 
Le polynôme minimal de T, est m,(t). 
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O O O . . .  
1 O O . . .  

c =  ............................ 

O O O . . .  
0 0 0 . . .  

k 

(i) D'après la définition de m,(t), T k ( v )  est le premier vecteur de la suite v, T ( v ) ,  ?(v), . . .  qui est 
une combinaison linéaire des vecteurs qui le précèdent dans la suite ; donc l'ensemble 
B = {v, T(v) ,  . . .  , Tk-'(v)} est linéairement indépendant. Il nous reste uniquement A montrer que 
Z(v ,  T )  = L ( B )  est le sous-espace engendré par B. D'après ce qui précède, T (v) E L(B) .  Démon- 
trons par récurrence que Y(v) E L ( B )  pour tout n. Supposons n > k et T"- ' (v )  E L ( B )  c'est-à- 
dire T"- ' (v )  est une combinaison linéaire de v,. . .  , T k - ' ( v ) .  Alors T n ( v )  = T(Tn- ' ( v ) )  est une combi- 
naison linéaire de T(v ) ,  . . .  , Tk- ' (v) .  Mais Tk(v )  E L ( B )  ; donc Tn(v )  E L (B),  pour tout n .  En conséquence 
f ( T )  (Y) E L ( B )  pour tout polynôme f(t). Ainsi Z ( v ,  T )  = L ( B )  et donc B est aussi la base 
demandée comme nous l'avions affirmé. 

Supposons m ( t )  = tS f b, - ,  ts-' f . - f b, soit le polynôme minimal de T,,. Alors puisque (ii) " _  
v E Z(v,  T )  

- 
O = m(Tv)(w) = m(T)(v)  = Ts(v) + b,-,TS-'(v) + . . .  + b,v 

Ainsi T S ( v )  est une combinaison linéaire de v, T(v), . . , , TS-'(v) et donc k < s. Cependant 
m,(T) v = O et aussi m,(T,) = O. Alors m ( t )  divise m,(t) et donc s < k. En conséquence k = s 
et donc m,(t) = m(t).  

T ( v )  - - T, (4 
T,(T(v)) = T 2 b )  

(iii) 

................................................................... 
T,(Tk-Z(v)) = Tk- l (v )  

T,(TkV1(W)) = T k ( V )  = -aoW - a, T (v )  - a2T2(v) - ' ' ' - a k - 1  Tk-l (v) 

D'après la définition, la matrice de T ,  dans cette base est la transposée de la matrice des coeffi- 
cients du système précédent d'équations ; donc il s'agit de C, comme il était demandé. 

10.30. Soit T : V + V linéaire. Soit W un sous-espace invariant par T de V et Tl'opérateur induit 
dans V/W. Démontrer (i) Le T-annihilateur de u € V divise le polynôme minimal de T 
(ii) Le T-amihilateur de Ü€ V / W  divise le polynôme minimal de T. 
(i) Le T-annihilateur de v E V est le polynôme minimal de la restriction de T à Z ( v ,  T )  et donc, 

d'après le Problème 10.6, il divise le polynôme minimal de T. 

(ii) Le T-annihilateur de V E V/W divise le polynôme minimal de T ,  qui divise le polynôme minimal 
de T d'après le théorème 10.16. 

Remarque. Dans le cas où le polynôme minimal de T est f(t)" où f ( t )  est un polynôme normalisé 
irréductible, alors le T-annihilateur de v E V et le T-annihilateur de 7 E V/W sont de la forme 
f ( t )" où m < n. 

10-31. Démontrer le lemme 10-13 : Soit T : V + V un opérateur linéaire dont le polynôme mi- 
nimal est f( t)" où f ( t )  est un polynôme normalisé irréductible. Alors V est la somme directe 
des sous-espaces T cycliques Z j  = Z ( u i ,  T), i = 1, . . . .  r avec les T-annihilateurs corres- 
pondants 

f(t)"l, f ( t ) " z ,  .... f(t)"r, n = ni n2 2 . . .  2 n, 

Toute autre décomposition de V en somme directe de sous-espaces T cycliques a le même 
nombre de composantes et le même ensemble de T-annihilateurs. 

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V .  Si dim V = 1, alors V est lui-même 
T-cyclique et le lemme est vrai. Supposons maintenant dim V > 1 et que le lemme soit vrai pour les 
espaces vectoriels de dimension inférieure à ceiie de V. 

17 
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Puisque le polynôme minimal de T est f ( t ) " ,  il existe v1 E V tel que f (T )" - ' ( v l )  # O ; dogc le T- 
annihilateur de v1 est f ( t ) " .  Soit 2,  = Z(vl, T )  et rappelons que 2, est invariant par T. Soit V= V/zl 
et soit T l'opérateur linéaire sur induit par T. D-près'e théorème 10.16, le polynôme minimal de 
T divise f ( t ) "  ; don: l'hypothèse est vérifiée pour Y et T. En conséquence, par récurrence, Y est la 
somme directe des T sous-espaces cycliques, c'est-à-dire 

ii = z(a2>j.) @ ... @ Z ( U , , j . )  

où les T annihilateurs correspondants sont f ( t ) n z ,  . . ., f(t)"r, n 2 n, 2 . . . 2 n,. 

annihilateur de F2. Alors f ( T ) n 2 ( ~ )  E 2,. Donc il existe un polynôme g( t )  pour lequel 
Nous affirmons qu'il y a un vecteur v2 dans la classe Yz dont le T-annihilateur est f ( t ) n 2 ,  le T- 

f ( T ) n z  (w) = g ( T )  ( V A  (1)  

Puisque f(t)" est le polynôme minimal de T, nous avons d'après ( l ) ,  

O = f ( T ) n ( w )  = f ( T ) n - n z g ( T )  ( V l )  

Mais f(t)" est le T-annihilateur de v1 ; donc f ( t )"  divise f ( t ) n - n 2  g( t )  et donc g ( t )  = f ( t ) n 2  h ( t )  pour 
un certain polynôme h( t ) .  Nous posons 

Puisque w - v2-= h ( T )  (y1) E Z,, v2 appartient aussi à la classe F2. Ainsi le T-annihilateur de v2 est 
un multiple du T-annihilateur de Vz.  D'autre part, d'après (1) 

w - h(T)  ( V l )  w2 = 

f ( n n Z ( V 2 )  = f w n Z ( w  - W )  ( V d )  = f(T)"z (w) - g ( T )  ( V I )  = O 

En conséquence le T-annihilateur de v2 est f ( t ) n 2  comme nous l'affirmions. 

de vi est f(t)"', le Thannihilateur de F,.. Nous posons 

Soit d le degré de f ( t )  gt donc le degré de f(t)"' sera dni. Alors puisque f(t)"' est à la fois le T- 
annihilateur de vi et le T-annihiiateur de 5, nous savons que 

p n t  des bases pour Z(v i ,  _T) gt Z(F,., T )  respectivement, pour i = 2 , .  . . , r. Mais 
V = Z(V,, T )  @ - 
est une base pour v. Donc d'après le problème 10.26 et la relation T'(V) = T'(v) (voir problème 10.27), 

est une base pour V. Ainsi d'après le théorème 10.4 V = Z(vl, T )  @ 

De façon analogue, il existe des vecteurs v 3 ,  . . . , vr E Y tels que vi E Fi et tel que le T-annihilateur 

2, = Z(V2, T ) ,  . . ., 2, = Z(VT> T )  

{ V i ,  T ( V i ) ,  . . - 5  T d n i - ' ( V i ) }  et { f l i ,  P(q) ,  . . ., f'dn.-i(<)} 

@ Z(vr ,  T )  ; donc 
{.ù2, . . . , T d n z - 1  (.ùZ), . . . , f l r , .  . . , Tdn7-1  (a,)} - 

(V,)) 
T d n  1-1 d n  -1 Tdnr - 1 bl , . . . , (VI), v z , .  . . , T ( v z ) , .  . .  , v r , .  . . >  

. . @ Z ( v r ,  T )  comme prévu. 
Il reste à montrer que les exposants n l ,  . . . ,.nr sont uniquement déterminés par T. Soit d le degré 

de f(t), 
dim V = d ( n l + . . . + n r )  et d i m Z i = d n i ,  i =  1 , . . . ,  r. 

Ainsi, si s est un exposant quelconque entier positif (Problème 10.59) f ( T ) S  (Zi) est un sous-espace 
cyclique engendré par f ( 7 ' ) S ( v j )  et il a pour dimension d (ni - s) si ni > s et pour dimension O si ni< s. 

Un vecteur quelconque Y E Y peut être écrit sous forme unique v = w1 + ' .  + wr où w i  E Zi. 
Donc un vecteur quelconque de f ( T ) S  ( V )  peut être écrit de manière unique sous la forme 

f(T)"w) = f ( T ) S ( W , )  + . .*  + f(T)s(w,) 
où f(T)' (wi) E f(@(Zi). Soit t l'exposant entier, dépendant de s, pour lequel 

n 1  > s,  . . ., nt > s, n , + 1  s 

Alors f(T)S(V) = f(TP(Z1) @ ... @ f(W(Z,) 

et donc dim(f(T)S(V)) = d [ ( n 1  - s )  + . . -  .f (n t - s )]  (9 

Les nombres à gauche de (*) sont uniquement déterminés par T. Posons s = n - 1 et (*) le nombre 
des n égaux à n. Posons ensuite s = n - 2 (*) déterminant le nombre des ni égaux à n - 1. Répé- 
tonsce raisonnement jusqu'à s = O et déterminons le nombre des ni égaux à 1. Ainsi les ni sont uni- 
quement déterminés par T et V et le lemme est démontré. 
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10.32. Soit V un espace vectoriel de dimension 7 sur R et  soit T : V -+ V un opérateur linéaire 
ayant pour polynôme minimal m ( t )  = (t’ + 2) ( t  + 3)’. Trouver toutes les formes cano- 
niques rationnelles possibles pour T. 

associée à t’ + 2 e.t une doit l’être à ( t  -k 3)3. Ainsi la forme rationnelle canonique de T est exactement 
l’une des sommes directes suivantes des matrices compagnons suivantes : 

(i) C ( t 2 + 2 )  @ C ( t 2 + 2 )  @ C ( ( t + 3 ) 3 )  
(ii) C(@+ 2)  @ C ( ( t +  3)3) @ C ( ( t  + 3)2) 

(iii) C(tp+ 2)  @ C ( ( t +  3)3) @ C ( t +  3) @ C ( t +  3) 

c’est-à-dire 

La somme des degrés des matrices compagnons doit donner 7. Ainsi une matrice compagnon doit être 

-2 
O 

O -2 
1 0  

O 
1 
O 

O 
1 

-2 
O 

O 
1 
O 

O -27 

O -9 
1 -6 

O -27 
O -27 
1 -9 

-3 

(i) (ii) (iii) 

PROJECTIONS 
10.33. Supposons V = W ,  @ . . . @ W,. La projection de V dans son sous-espace W ,  est l’application 

E : V +. V définie par E ( u )  = w, où u = w1 + . - - + w,, w i  E Wi. Montrer que (i) E est 
linéaire (ii) E 2  = E. 

(i) Puisque la somme v = w1 i- . . . i- w,., w i  E W est vniquement déterminé par v, l’application E 
est bien définie. Supposons que pour u E V, u = w ,  + . . - f w;, w: E Wi. Alors 

w + ZL = (wi  + w ; )  + . . .  + (wr+ w i )  

sont les sommes uniques correspondant à v + u et kv. Donc 

et kv = kw,  + .. .  + kw7, kwi, wi+ W: E Wi 

E(w +u)  = wk + W ;  = E(w) + E(u) et E(kw) = kwk = kE(v )  

et donc E est linéaire. 

(ii) Nous savons que W k  = O + * * ~ + O + w k + O + ~ ~ ~ + O  

est la somme unique correspondant à w, E W ,  ; donc E ( w k )  = w,. Alors pour tout v E V 

Ainsi E’ = E, comme demandé. 
E2(W) = E(E(w)) = E ( W k )  = wk = E(w) 

10.34. Supposons E : V +. V linéaire e t  E’ = E .  Montrer que (i) E ( u )  = u pour tout u E Im E, 
c’est-à-dire la restriction à E de son image est l’application identique, (ii) V est la somme 
directe de l’image et  du noyau de E : V = Im E @ Ker E ; (iii) E est la projection de V 
sur Im E ,  son image. Ainsi, d’après le problème précédent, une application linéaire T : V +  V 
est une projection si et seulement si P = T ; cette caractérisation d’une projection est 
fréquemment utilisée comme définition. 

(i) Si u E Im E,  alors il existe v E V pour lequel E ( v )  = u ; donc 

comme demandé. 

Si v E V. Nous pouvons écrire v sous la forme v = E(v)  + v - E(v). Maintenant E(v) E Im E et 
puisque 

v - E ( v )  E Ker E. En conséquence V = Im E -k Ker E. 

E(u)  = E(E(v ) )  = E2(w) = E(w) = u 

(ii) 

E(v - E ( v ) )  = E(v )  - W ( v )  = E(v)  - E(v)  = O 



244 Algèbre linéaire 

Supposons maintenant w E Im E n Ker E. D’après (i) E ( w )  = w car w E Im E. D’autre part 
E(w)  = O, car W E Ker E. Ainsi w = O et donc Im E n Ker E = {O). Ces deux conditions im- 
pliquent que V est la somme directe de l’image et du noyau de E. 

Soit Y E V est supposons v = u + w où u E Im E et w E Ker E. Remarquons que E(u)  = u 
d’après (i) et  E ( w )  = O car w E Ker E. Donc 

(iii) 

E(v )  = E(u+ w) = E(u)  + E(w)  = u + O = u 

C’est-à-dire, E est la projection de Y sur son image. 

10.35. Supposons V = U @ W et supposons que T : V += V soit linéaire. Montrer que U et W 
sont tous deux invariants par T si et seulement si TE = ET où E est la projection de V 
sur U. 

Remarquons que E ( v )  E U pour tout v E Y et que (i) E ( v )  = Y  ssi v E U (fi) E(v)  = O ssi v E W. 
Supposons ET = TE. Soit u E U. Puisque E ( u )  = u 

T ( u )  = T(E(2L)) = (TE)(%)  = (ET)(u)  = E(T(u))  E u 
Donc U est invariant par T. Soit w E W .  Puisque E ( w )  = O. 

E ( T ( w ) )  = ( E T ) ( w )  = (TE) (w)  = T(E(w) )  = T ( û )  = 0 et ainsi T(w) E W 

Donc W est invariant par T. 

où u E T et w E W .  Alors T ( u )  E U et T(w)  E W ; donc E ( T ( u ) )  = T ( u )  et E ( T ( w ) )  = O. 
Ainsi 

Réciproquement supposons à la fois U et Wtous deux invariants par T. Soit Y E Vet supposons v = u + w 

(ET) (v )  = (ET)(ZL + w) = (ET)(ZL) + (ET) (w)  = E(T(u))  + E(T(w) )  = T ( 4  
et ( T E ) ( v )  = (TE) (u+ w) = T ( E ( u + w ) )  = T(%) 

C’est-à-dire, (ET)  (v) = (TE) (v) pour tout Y E V ; donc ET = TE comme demandé. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

SOUS-E SPA CES 
10.36. Supposons W invariant par T : V -+ V. Montrer que W est invariant par f ( T )  pour tout polynôme f(t). 

10.37. Montrer que chaque sous-espace de V est invariant par Z et O ; qui sont les opérateurs identique et nul. 

10.38. Supposons W invariant par S : V -+ V et T : V + V. Montrer aussi que W est invariant par S + T et 
S T. 

10.39. Soit T : V + V une application linéaire et soit W le sous-espace propre correspondant à la valeur propre 
h de T. Montrer que W est invariant par T. 

10.40. Soit V un espace vectoriel de dimension impaire (supérieure à 1) sur le corps des réels R. Montrer que 
tout opérateur linéaire sur V a un sous-espace invariant autre que V ou {O}. 

IN VA RIANTS 

10.41. Déterminer les sous-espaces invariants de A = ‘( 5 - 2 ) considéré comme un opérateur linéaire sur (i) 
R’ (ii) c’. 

10.42. Supposons que dirn V = II. Montrer que T : V -+ V a une représentation matricielle triangulaire si et 
seulement si il existe des sous-espaces invariants par T,  W ,  C W ,  C .  . c W, = V pour lesquels 
d i m W , = k , k = l  , . . . ,  n. 

SOMMES DIRECTES INVARIANTES 
10.43. Les sous-espaces W,, . . . , W ,  sont dits indépendants si w ,  t . . . -k w, = O ,  wi E W i  ce qui implique que 

chaque wi = O. Montrer que L ( W i )  = W, @ . . . @ W, si et seulement si les Wi sont indépendants. (Ici 
L ( W i )  indique l’ensemble des générateurs des y). 

W , + , , .  . . , W , )  = { O ) k  = 1 , .  . . , r. 
10.44. Montrer que V = W, @ - 
10.45. Montrer que L ( W i )  = W, @ . e .  @ W ,  si et seulement si dim L ( W i )  = dim W ,  + 

@ W, si et seulement si (i) W = L (Wi) e t  (Ü) W ,  n L(W, ,  . . . , W , - , ,  

. + dim W,. 
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10.46. Supposons que le polynôme caractéristique de T : V + V soit A ( t )  = f1(t)"l f 2 ( t ) n 2 . .  . f , ( t ) n r ~ Ù  les f i ( t )  

est le polynôme caractéristique de la restric- 
sont des polynômes normalisés distincts et irréductibles. S;jt V = W ,  @ . . @ W ,  la décomposition pri- 
maire de Y en sous-espaces invariants par T. Montrer que fi(t) 
tion de T à W ,  

NILPOTENTS OPERATEURS 
10.47. Supposons que S et T soient des opérateurs nilpotents qui commutent c'est-à-dire tels que ST = TS. Mon- 

trer que S t T et ST  sont aussi nilpotents. 
10.48. Supposons que A soit une matrice supertriangulaire, c'est-à-dire que tous les éléments sur et dessous la 

diagonale principale sont nuls. Montrer que A est nilpotent 
10.49. Soit V l'espace vectoriel des polynômes de degré < n. Montrer que l'opérateur différentiel sur V est nil- 

potent et d'indice n + 1. 
10.50. Montrer que les matrices nilpotentes suivantes d'ordre n sont semblables : [ O ; ::: 4 et [ O :: 1 ::: . . .  O O O) O 

. . . . . . . . . . . . . . .  
O O O . . .  1 . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O . . .  O O O . . .  1 O 

10.51. Montrer que deux matrices nilpotentes d'ordre 3 sont semblables si et seulement si elles ont même indice de 
nilpotence. Montrer par exemple que ce résultat n'est pas vrai pour des matrices nilpotentes d'ordre 4. 

FORME CANONIQUE DE JORDAN 
10.52. Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour les matrices dont le polynôme caractéristique 

A ( t )  et le polynôme minimal m ( t )  sont les suivants 

(i) A ( t )  = ( t -  Z ) 4 ( t -  3)2, m(t) = ( t - 2 ) 2 ( t -  3)2 
(ii) A ( t )  = ( t  - 7)5, m(t)  = ( t -  7)2 
(iii) A ( t )  = ( t -  Z ) 7 ,  m(t)  = ( t  -2)3 
(iv) A ( t )  = ( t - 3 ) 4 ( t - 5 ) 4 ,  m(t)  = ( t - 3 ) 2 ( t - 5 ) 2  

10.53. Montrer que toute matrice complexe est semblable à sa transposée. (Utiliser la forme canonique de Jordan 
et le problème 10-50). 

10.54. Montrer que toutes les matrices complexes A d'ordre n pour lesquelles A" = 1 sont semblables. 

10.55. Supposons que A soit une matrice complexe avec seulement des valeurs propres réelles. Montrer que A est 
semblable à une matrice avec seulement des éléments réels. 

SOUS-ESPACES CYCLIQUES 
10.56. Supposons que T : V -+ V soit linéaire. Démontrer que Z(v ,  T )  est l'intersection de tous les sous-espaces 

invariants par T contenant v. 

10.57. Soient f(t) et g ( t )  les T-innihilateurs de u et v respectivement. Montrer que si f ( t )  et g( t )  sont premiers 
entre eux, alors f ( t )  g(t> est le T-annihilateur de u f v. 

10.58. Démontrer que Z ( u ,  T )  = Z ( v ,  T )  si et seulement si g ( T )  ( u )  = v où g ( t )  est premier par rapport au 
T-annihiiateur de u. 

10.59. Soit W = Z ( v ,  T )  et supposons que le T-annihilateur de v soit f(t)" où f(t) est un polynôme normalisé 
irréductible de degré d. Montrer que f ( T ) s  ( W )  est un sous-espace cyclique engendré par f ( T ) S  (v) et admet 
pour dimension d ( n  - s) si n > s et de dimension O si n < s. 

FORMES RATIONNELLES CANONIQUES 

10.60. Trouver toutes les formes rationnelles canoniques possibles pour 
(i) 
(2) 
(iii) 

tionnelle canonique de A si A est une matrice sur (i) le corps des rationnels Q , ( Ü )  le corps des réels R, 
(iii) le corps des complexes C. 

des matrices 6 x 6 ayant pour polynôme minimal m ( t )  = ( tZ 4- 3 )  (i 4- l )2 .  
des matrices 6 x 6 ayant pour polynôme minimal m ( t )  = ( t  f i l3.  
des matrices 8 x 8 ayant pour polynôme minimal m ( t )  = ( t 2  + 2)2 ( t  f 312. 

10.61. Soit A une matrice 4 x 4 ayant pour polynôme minimal m ( t )  = ( t 2  -t 1) ( t 2  - 3). Trouver la forme ra- 
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h l 0 0  

[! ; ;$ 10.62. Trouver la forme canonique rationnelle pour la matrice de Jordan 

10.63. Démontrer que le polynôme caractéristique d’un opérateur T : Y + V est un produit de ses diviseurs élémen- 

10.64. Démontrer que deux matrices 3 x 3 ayant les mêmes polynômes caractéristique et minimal sont semblables. 

10.65. Soit C ( f ( t )  la matrice compagnon d’un polynôme arbitraire f ( t ) .  Montrer que f ( t )  est le polynôme caracté- 
ristique de C(f(t)). 

taires. 

PROJECTIONS 

10.66. Supposons V = W ,  @ 1 .  @ W,. Soit E ,  la projection de V sur W,. Démontrer (1) E,Ej = O, i # j ; ( 2 )  

10.67. Soit E l ,  . , Er des opérateurs linéaires sur V tels que (1) Ef = E ,  c’est-à-dire que les E ,  sont des projec- 

I = E ,  + * * . +  Er. 

tions ; (2) EiEi = 0,i f j ; ( 3 )  1 = El + 

10.68. Suvuosons que E : V + V soit une projection c’est-à-dire que EZ = E. Démontrer que E a une représen- 

tation matricielle de la forme (2 0) où r est le rang de E et I,. la matrice r x r identique. 

10.69. Démontrer que deux projections quelconques de même rang sont semblables. (Utiliser le résultat du pro- 
blème 10.68). 

10.70. Supposons que E : V + V soit une projection. Démontrer que 

(1 )  

. + E r .  Démontrer que V = Im El @ .  . . @ im E r .  

I - E est une projection et V = ImE @ Im(Z - E) .  ( 2 )  1 + E est inversible (si 1 i- 1 f O). 

ESPACES QUOTIENTS 

10.71. Soit W un sous-espace de V. Supposons que l’ensemble des classes {v, f W, Y, + W,. . . , v, + W} 
dans V/W soit linéairement indépendant. Montrer que l’ensemble des vecteurs { v 1  , vz , . , , , vn } dans V 
est aussi linéairement indépendant. 

rement indépendant et que L (u,) n W = {O}. Montrer que l’ensemble des classes ru, -t W ,  . . . , un + W} 
dans V/W et aussi linéairement indépendant. 

10.73. Supposons V = U @ W et que {u , , .  . . , u n }  soit une base de U. Montrer que{ul f W, . . . , un + W} est 
une base de l’espace quotient V/W. (Remarquer qu’il n’existe aucune condition sur la dimension de V ou 

10.74. Soit W l’espace solution de l’équation linéaire 

10.72. Soit W un sous-espace de V. Supposons que l’ensemble des vecteurs { u ,  , u,, . . . , u } dans V soit linéai- 

W). 

UlXl + U2X2 f .. ’ + U,X, = O ,  O,, E K 

et soit v = ( b ,  , b ,  , . . . , b n )  E K”. Démontrer que la classe v f W de W dans K ”  est l’ensemble solution 
de l’équation linéaire 

Ulzl + où b = ülb l  + * . .  + unbn f . . .  + a,%, = b 

10.75. Soit Y l’espace vectoriel des polynômes sur R, et soit W le sous-espace des polynômes divisibles par t4, 
c’est-à-dire de la forme a. t4 + a l  t 5  + . . . + an-4 t”. Montrer que l’espace quotient V/W est de dimen- 
sion 4. 

10.76. Soit U et W les sous-espaces de V tels que W C U C V. Remarquons que toute classe u + W de W dans 
U peut être aussi considérée comme une classe de W dans V puisque u E U implique u E V ; donc U/W 
est un sous-ensemble de V/W . Démontrer que (1) U/W est un sous-espace de V/W, (2) dim (V /W)  - dim(U/W)= 
dim (V/U).  

10.77. Soit U et W des sous-espaces de V. Montrer que les classes de U r l  W dans V peuvent être obtenues par inter- 
section de chacune des classes de U dans V par chacun des classes de W dans K 

V / ( U n W )  = { ( v + U ) n ( w ’ + W ) :  w ,w’EV)  

10.78. Soit T : V + Y’ une application linéaire ayant pour noyau w et pour 
image U. Montrer que l’espace quotient V/W est isomorphe à U par l’ap 
plication 6 : V/W + U définie par 6 ( v  f W) = T ( v ) .  De plus, montrer 
que T = i 0 6 0 7) où 7) : V+ V/W est l’application naturelle de- V sur 
V/W c’est-à-dire ~ ( v )  = v + W et i : U C V’est l’application i ( u )  = u 
(voir le diagramme). 

T ’ / W  - 11 - V‘ 0 
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REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES. 

(ii) ~ 2 ,  {O), w1 = ~ ( ( 2 ,  i - 2i)), w2 = ~ ( ( 2 ,  i + 24)  10.41. (i) ~2 et {O) 

(ii) 

(iii) 

1 
7 -- 

I 

I 
I 

( 7  J 

I 

L 3 ‘  
- - t - -1  

l 5  l 1 5  

1 5  
1 

1 
3 _ _  
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10.60. (i) 



CHAPITRE 11 

Formes linéaires et espace dual 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre nous étudierons les applications linéaires d’un espace vectoriel dans son corps 
des scalaires K (à moins qu’il en soit spécifié autrement, nous considérons K comme un espace 
vectoriel sur lui-même). Naturellement tous les théorèmes et  les résultats obtenus pour des appli- 
cations linéaires quelconques sur V restent vrais pour ce cas particulier. Cependant nous traite- 
rons ces applications séparément à cause de leur importance fondamentale, et parce que la relation 
particulière entre V et K donne lieu à de nouvelles notions et  résultats qui ne s’appliquent pas 
dans le cas général. 

FORMES LINEAIRES ET ESPACE DUAL 
Soit V un espace vectoriel sur le corps K .  Une application 4 : V + K est appelée fonctionnelle 

linéaire ou forme linéaire si, pour tout u, u E V et pour tout a, b E K 

En d’autres termes, une forme linéaire ou fonctionnelle linéaire sur V est une application linéaire 
de V dans K .  

Exemple 11.1 : Soit ni : K n  -Z K l’application ieme projection, c’est-à-dire ni(a,, az ,  . . . , a n )  = ai. Alors 

@ (au + bu) = u @  ( u )  + b @  (v) 

ni est linéaire et donc c’est une forme linéaire sur K n .  

Exemple 11.2 : Soit V l’espace vectoriel des polynômes en t sur R. Soit ç : V + R l’opérateur d’inté- 

gration défini par ç ( p ( t ) )  = 

Exemple 11.3 : Soit V l’espace vectoriel des matrices carrées n x n sur K. Soit T : V -f K la trace : 

p ( t )  dt .  Rappelons que ç est linéaire ; et donc il s’agit 
d’une forme linéaire sur V. , T I  

T ( A )  = a l l  + azz + . . . + un, où A = (a,) 

C’est-à-dire, T associe à une matrice A la somme de ses éléments diagonaux. Cette appli- 
cation est linéaire. (Problème 11.27) et donc il s’agit d’une forme linéaire sur V. 

D’après le théorème 6-6, l’ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel V sur un 
corps K est aussi un espace vectoriel sur K avec l’addition et la multiplication par un scalaire dé- 
finis par 

($J+u)(v)  = + d v )  et (k$J)(v)  = kdv) 

où q5 et u sont des formes linéaires sur V et k E K.  Cet espace est appelé l’espace dual de V et 
on le note V*.  

Exemple 11.4 : Soit V = K n ,  l’espace vectoriel des n-tuples que nous écrivons comme des vecteurs co- 
lonnes. Alors l’espace dual V* peut être identifié avec l’espace des vecteurs lignes. En 
particulier, toute forme linéaire @ = ( a l , .  . . , a,) dans V* a pour représentation 

/XI\ 
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ou simplement 
@(%,, . . . , z,) = a,x1 + azz, + * * . + anz, 

Historiquement, la forme précédente était appelée forme linéaire. 

BASE DUALE 
Supposons V un espace vectoriel de dimension n sur K .  D’après le théorème 6.7, la dimension 

de l’espace dual V* est aussi rz (puisque K est de dimension 1 sur lui-même). En fait, chaque base 
de V détermine une base de V* comme suit : 

Théorème 1 1 . 1  : Supposons que { u l , .  . . , un} soit une base de V sur K .  Soient @ l , .  , . , 6, E V* 
les formes linéaires définies par 

Alors { @ l ,  . . . , $,} est une base de V*.  

La base précédente { @ i }  est appelée la base duale de {vi}. Les formules précédentes utilisant 
le symbole de Kronecker 6, sont une écriture contractée pour 

+l(vl) = 1, +,(vz) = 0, +JvJ = 0, * * - 9  +,(v,) = 0 

+&,) = O, +&J = 1, +&J = 0 7  

+&J = O, +&) = 0 7  * * 

. . - 9  = 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

+n(y-l) = 0 9  +&,) = 1 

D’après le théorème 6.2, ces applications linéaires @t sont uniques et bien définies. 

Exemple 11.5 : Considérons la base suivante de R2 : { v l  = (2, l),  v2 = (3, l)}. Trouver la base duale 
{@l> $2). 

Nous cherchons les formes linéaires Gl(x, y )  = ax 4- by  et @2(x ,  y) = cx + dy telles 
que 

f $ l ( v l )  = 1 ,  q V 2 )  = O, f$2(vl)  = O, f$2 (v2 )  = 1 

Ainsi 

Donc la base duale est {gl(x, y) = - x i- 3y,  @2(x, y )  = x - y} .  

Le théorème suivant établit des relations fondamentales entre les bases et leurs duales. 

Théorème 1 1 . 2  : Soit { u l , .  . . , un} une base de V et soit {@l, .  . , , $,} la base duale de V*. Alors 
pour tout vecteur u E V 

u = +,(u>v, + +,(u)v, + . * .  +- +,(u)v, 
et pour toute forme linéaire u E V* 

Théorème 1 1 . 3  : Soient { u l ,  . . . , u,} et {wl, , . . , wn} des bases de V et soit { @ l , .  . . , $,} et 
{u l ,  . . . , O, 1 les bases duales de V* correspondant respectivement aux {ui } et 
{wi}. Supposons que P soit la matrice de passage de la base {ui} à la base {wi}. 
Alors (P-’)‘  est la matrice de passage de { Gi} à { c r i } .  
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ESPACE DUAL D’UN ESPACE DUAL OU ESPACE BIDUAL 

formes linéaires sur V. Ainsi V* lui-même a un espace dual V**, appelé espace bidual de V qui 
est l’ensemble de toutes les formes linéaires sur V*.  

nous définissons pour tout $ E V* 

Il reste a démontrer que cette application Û : V* + K est linéaire. Pour tous scalaires a, b E K et 
pour toutes formes linéaires $, u E V*, nous avons 

Rappelons que tout espace vectoriel V a un espace dual V* qui est l’ensemble de toutes les 

Montrons maintenant que chaque u E V détermine un élément particulier Û € V**. D’abord 

û(@) = 

h h A 

v(u++ba) = (u++ba)(v) = U + ( V )  + b o ( V )  = UV(+) + b v ( o )  

C’est-à-dire, Û est linéaire et donc Û E V**. Le théorème suivant s’applique alors. 

Théorème 11.4 : Si V est de dimension finie, alors l’application u * Û est un isomorphisme de V 
sur V**. 

L’application précédente u * Li est appelée l’application canonique de V dans V**. Insistons 
sur le fait que cette application n’est jamais surjective sur V** si V n’est pas de dimension finie. 
Cependant, elle est toujours linéaire et de plus elle est toujours injective. 

Supposons maintenant que V soit de dimension finie. D’après le théorème précédent l’appli- 
cation canonique détermine un isomorphisme de V dans V**. A moins qu’il en soit spécifié au- 
trement nous identifierons V avec V** par cette application. En conséquence nous considérerons 
V comme l’espace des formes linéaires sur V* et nous écrirons V = V**. Remarquons que si 
{@} est la base de V* duale de la base {ui} de V dors { ui} est la base de V = V** duale de { $ i } .  

ANNIHILATEURS 
Soit W un sous-ensemble (non nécessairement un sous-espace) d’un espace vectoriel V. Une 

forme linéaire $ E V* est appelée un annihilateur de W si $(w) = O pour tout w E W, c’est-à- 
dire si $ ( W )  = {O}. Nous démontrerons que l’ensemble de telles applications noté par W o  qui est 
appelé l’annihilateur de W ,  est un sous-espace de V”. Il est clair que O E W o .  Supposons mainte- 
nant @, u € W o .  Alors pour tous scalaires a, b € K et pour tout w € W 

( u + + ~ u ) ( w )  = u+(w) + b o ( W )  = UO + bO = O 

Ainsi a@ + bu E W o  et donc W o  est un sous-espace de V*.  

entre W e t  son annihilateur W o .  
Dans le cas où W est un sous-espace de V ,  nous avons la relation fondamentale suivante 

Théorème 11.5 : Supposons V de dimension finie e t  W un sous-espace de V. Alors 
(i) dim W + dim Wo = dim V et (ii) Woo = W .  

Ici Woo = { v  E V ; $ ( u )  = O pour tout $ E Wo}, ou de façon équivalente Woo = (W0)O 
où Woo  est considéré comme un sous-espace de V par rapport 5 l’identification de V 5 V**. 

La notion d’annihilateur nous permet de donner une autre interprétation d’un système homo- 
gène d’équations linéaires, 

U l l X l  + U12X2 + a * * + U l n X n  = O 

azixi + U z z X z  + . * * + uznxn = O 

a m i x i  + amsX2 + * + amnxn = O 

............................ 
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Ici chaque ligne ( a i i ,  a i 2 ,  . . . , a i n )  de la matrice des coefficients A = ( a i j )  est considérée comme 
un élément de K” et chaque vecteur solution 4 = ( x i ,  x 2 ,  . . . , x n )  est considéré comme un 616- 
ment de l’espace dual. Dans ce contexte, l’espace solution S de (*) est l’annihilateur des lignes 
de A et donc de l’espace ligne de A .  En conséquence, en utilisant le théorème 11-5, nous obte- 
nons encore le résultat fondamental suivant sur la dimension de l’espace solution d’un système 
homogène d’équations linéaires : 

dim S = dim K” - dim (espace ligne de A )  = n - rang ( A )  

TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE 

vectoriel U. Pour une forme linéaire quelconque 
application linéaire de V dans K : 

Soit T : V + U une application linéaire quelconque d’un espace vectoriel V dans l’espace 
0 T est une E U*, l’application composée 

C’est-à-dire q!J 0 T E V”. Donc la correspondance 

est une application de U* dans V* ; nous la noterons par Tf et l’appellerons la transposée de T. 
En d’autres termes, Tf : U” + V” est définie par 

Tt(q!J) = 4 0 T 
Ainsi ( T f ( @ ) )  ( u )  = @ ( T ( u ) )  pour tout u E V. 

4 * @ o T  

Théorème 11.6 : L’application transposée T t  définie plus haut est linéaire. 
Démonstration : Pour tous scalaires a, b E K et pour toutes formes linéaires 4, u E U”, 

Tt(a+ + bu) (a+ -t bu) 0 T = a(+ 0 T )  + b(u0  T )  
= a Tt(+) + b Tt(o) 

C’est-à-dire que Tt est linéaire, comme nous l’avions affirmé. 

cation linéaire de U* dans V* : 
Insistons sur le fait que si T est une application linéaire de V dans U, alors T t  est une appli- 

V T U  v*.g u* 
Le nom de “transposée” pour l’application Tf provient du théorème suivant. 

Théorème 11.7 : Soit T : V + U une application linéaire, et soit A la représentation matricielle 
de T relativement aux bases tui}  de V et tui}  de U, Alors la matrice transposée 
At  est la représentation matricielle de T t  : U* + V* relativement aux bases 
duales de { ui} et { ui} respectivement. 
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PROBLEMES RESOLUS 

ESPACES DUAUX ET BASES 
11.1 .  Soit q5 : R2 + R et O : R2 + R les formes linéaires définies par $(x, y )  = x + 2 y  et 

a(x, y )  = 3x - y .  Trouver (i) q5 + o,(ii) 4q5, (iii) 2q5 - 5a. 
( 9  (@ + .)(Z,Y) = $(X,?4) + a(%, y) = 2 i 2y + 32 - y = 4% + y 

(ii) (4g)(z,y) = 4 d 2 , y )  = 4 ( 2 + 2 y )  = 42 + 8y 

(iii) (2@ - 50)(z, Y) = 2 $(%, y) - 5 ~ ( 2 ,  y) = 2 ( 2  + 2y) - 5(32  -y )  zz -13s + 9r/ 

11.2. Considérons les bases suivantes de R3 : {ul = (1, - 1, 3), u2 = (O, 1, - 1), u3 = (O, 3, - 2)) .  
Trouver la base duale {$,, q5,, q53}.  

Nous cherchons les formes linéaires 

@1(% Y, 2) = al% t a2y + a32, &(x, y, z )  = blx + b,y + b3z, +3(x ,  y, x )  = clx + c2y + C ~ Z  

telies que 

Nous trouvons q51 comme suit : 
pi(v1) = $1(1,-1,3) = al - u2 + 3a3 = 1 

@ 1 ( 4  = @1(0,1,-1) = u2 - a3 = O 
$l(w,) = ~ ~ ( 0 , 3 ,  -2) = 3a2 - 2a3 = 0 

En résolvant le système d'équations, nous obtenons a l  1, a, = O, a3 = O. Donc q5,(x, y ,  z )  = x. 

Nous trouvons ensuite q52 : 
# 2 ( ~ 1 )  = $2(1 , - -1 ,3 )  = b1 - b2 + 3b3 = O 

$2(2.'2) = @2(0,  1,  -1) = b 2 -  b3 = 1 

@Z(V,) = +2(0,3,-2) = 3 b 2  - 2b3 = O 

En résolvant le système, nous obtenons b ,  = 7, b, = - 2, b, = - 3. Donc q52(x, y ,  z )  = 7x - 2y - 32. 

Finalement nous trouvons $3 : 

En résolvant le système, nous obtenons c1 = - 2, c2 = 1, c ,  = 1. Donc G 3  (x, y ,  z) = - 2x + y + z. 

11.3. Soit V l'espace vectoriel des polynômes sur R de degré < 1, c'est-à-dire V = { a  + bt 
a, b C R}. Soit q5, : V + R et &: V -+ R définies par 

+,(f(t)) = s' O f(t) d t  et +,(f(t)) = 12f(t) d t  

(Nous remarquons que q51 et 4, sont linéaires et donc appartiennent à l'espace dual V") .  
Trouver la base {u ,  , u 2 }  de V qui est la base duale de { @ l ,  q5* 1. 

Soient v 1  = a + bt et v 2  = c + df. D'après la définition de la base duale 

+l(v,) = 1, d w 1 )  = 0 et + 1 ( ~ 2 )  = 0, $ 2 ( ~ 2 )  = 1 

ou a = 2 ,  b = - 2  

Ainsi 
$ 1 ( ~ 1 )  = i l ( a + b t ) d t  = u + + b  = 1 

~ ~ ( 2 1 ~ )  = i2 ( a +  b t )  d t  = 2 a  + 26 = O 
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ou c z - 1  d = l  9’ I ~ ~ ( v , )  = J ( c + d t ) d t  = c + +d = O 

+2(w2) = k ’ ( c + d t ) d t  = 2c + 2d = 1 

O 

En d’autres termes, (2  - 2 t ,  - 

11.4. Démontrer le théorème 11.1 : Supposons que {v,, v 2 ,  . . . , un} soit une base de V sur K. 
Soit # 1 ,  # 2 ,  . . . , #n E V” des formes linéaires définies par 

+ t}est la base de V dont la base duale est { G l ,  G2}. 

Alors {41, G 2 , .  . . , #n} est une base de V*. 

supposons que : 
Démontrons d’abord que {G1, G2 , . . . , Gn} engendrent V*. Soit 4 un élément arbitraire de V*, et 

+(VI) = ki,  = kz,  . . +(vJ == kn 

Posons u = k1Gl + . . - 4- knGn. Alors 

u(v1) = ( k i + l +  * * 1 + kn+n) (v l )  

= k , + l ( v i )  + kz +2(vJ + * * . + kn +n(vi) 

= k l * l  + k ,*O + * - *  + k,*O = k l  

De même pour i = 2 , .  . , , n, 
U(VJ = (k1+1+ * * + kn+n)(vi) 

= k, +I ( v ~ )  + . . * + k i + i ( V i )  + . * .  + kn+n(vi)  = ki 

Ainsi @ ( u j )  = u(ui) pour i = 1, . . . , n. Puisque $J et u appartiennent à la base des vecteurs 
@ = (5 = k ,  G1 . + knGn. En conséquence {G1, G2,.  ... ,+n} engendre V .  

Il reste à montrer que {G1,. . . , Gn} est linéairement indépendant. Supposons 

a,+, + a,+z + . * -  + anen = O 

Appliquons les deux membres à v l ,  on obtient 

O = O(v1) = (al+1+ . . + an+n)(vl) 

= a,+l(vl)  + a,+,(v1) + ... + aTL+*(v1) 

= a1.l + a,*O + * - *  + an*o  = a1 

De même, pour i = 2,. . . , n, 
O = O(vJ = (a1+, + * a .  +an+n)(vi) 

- - a,+1(vJ + + Ui+i(Wi)  + ... + un+n(vi) = ai 

C’est-à-dire a l  = ‘O, , . . , a, = O. Donc {G1, . . . , @,} est linéairement indépendant et donc est bien une 
base de Y*. 

11.5. Démontrer le théorème 11-2 : Soit { v l ,  v2,. . . , v,} une base de V et soit {G,, . . . , @,} 
la base duale de V*. Alors pour tout vecteur u E V 

?A = +,(U)V, + +, (4V,  + * . . + +,(W, 

u = u(vl)+l + u(v2)+, + * - + @(VUg)+,  

(4 

(2) 

et pour toute forme linéaire u E V* 
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De façon analogue, pour i = 2, .  . . , n, 
@,(?O = a ,  @ , ( u l )  + * .  * + ai@,(vi) + * .  . + a,,dv, ,)  = ai 

C'est-à-dire, G1(u) = a l ,  @ 2 ( u )  = a 2 , .  . . , $,(u) = a,. En substituant ces résultats dans (3) nous obtenons (1). 

Démontrons ensuite (2 ) .  Appliquons la forme linéaire u aux deux membres de (i), 
44 = @ 1 ( 4  d v 1 )  + @ 2 ( 4  4v2) + ' * * + @,(4 4%) 

= .(VI) @1(4  + QW @ 2 ( 4  + . *  * + O(%) $,(U) 

= ( . (Vi )@l  + d % ) @ 2  + * . . + u(vn)@,)( l4  

Donc l'égalité précédente est vraie pour tout u E V ,  O = O ( V , ) @ ~  + o ( w ~ ) @ ~  + . * .  + u(w,)@, comme demandé. 

11.6. Démontrer le théorème 11.3,:  Soient { u l ,  u 2 , .  . . , un} et {wl,. . . ,ut,) des bases de V et  
soient { G l ,  . . . , 4,) et {o',. . . , O,) les bases de V *  dual de { v i l  et  {w.} respectivement. 
Supposons que P soit la matrice de passage de { u i }  à {wi}. Alors (P- '$  est la matrice de 
passage de à { cri } . 

Supposons 
Q1 = b l l @ ,  + b12+2 + . . .  + bln@n w1 = a1 ,v ,  + a12vz + . * '  + a,,v, 

w2 = a21v1 + az2vz + . . . + a2,vn ~2 = b21+1 + b22+2 + * * . + bZn@n 

w, = Un1W, + an2w2 + :. . + an,v, 
................................ ............................... 

e n  = bni+i + bn,+2 + + bnn$n 

où P = (a,) et Q = (b i j ) .  Nous cherchons à démontrer que Q = (P-')'. 
Appelons Ri  la ième ligne de Q et Cij la $me colonne de P'. Alors 

Ri = ( b i l ,  b iz ,  . . ., bin)  et Ci = (ajl, a j z ,  . . ., ajJt 

D'après la définition de la base duale 
a i ( ~ u j )  = ( b i l + i  + bi2@2 + . . + bin+,)(aj1wl + aj2v2 + . . . + ajav,) 

= b i i a j l  + b i2a j2  + . .. + b ina j ,  = R C .  1 1  = ôij 

où 6, est le symbole de Kronecker. Ainsi 
1 O . . .  

et donc Q = (P')-' = (P-')' comme nous l'affirmions. 

11.7. Supposons que V soit de dimension finie. Montrer que si u E V, u # O, alors il existe 
$J E V* tel que @(u)  # O. 

néaire unique @ : V -+ K telle que $(Y) = 1 et $(vi) = O, i = 2,.  . . , n. Donc @ a la propriété 
demandée. 

Etendons {Y} à une base {v1, v 2 ,  . . . , Y,} de V. D'après le théorème 6.1, il existe une application li- 

11.8. Démontrer le théorème 11.4 : Si V est de dimension finie, alors l'application u * Û est un 
isomorphisme de V sur V**. (Ici û : V *  -+ K est définie par û($) = # ( u ) ) .  

Démontrons d'abord que l'application Y + P est linéaire, c'est-à-dire pour tous vecteurs v, w E V et 

pour tous scalaires a, b E K. = a? + bi?. Pour toute forme linéaire @ E V * ,  

U Z  (@) = $(au + bzu) = a d v )  + b d w )  

= a;(@) + b G ( @ )  = (a$+ b W ) ( + )  

Puisque a- (@) = (a? + b?)@ pour chaque 4 E V*, nous avons = a$ f b&. Donc l'appli- 
cation Y * P est linéaire. 
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Supposons maintenant que v E V, v # O. Alors d’après le problème précédent il existe @ E V* 
pour lequel @(v) # O. Donc P(@) = @(v) # O et ainsi V # O. Puisque Y # O implique 5 # O, l’application 
v I+ 5 n’est pas singulière et donc est un isomorphisme (Théorème 6.5) .  

Nous avons maintenant dim V = dirn Y *  = dim V** car Y est de dimension finie. En conséquence 
l’application v I+ î, est un isomorphisme de V sur Y**. 

ANNlHlLATEURS 
11.9. Montrer que si Q E V* annule un sous-ensemble S de V, alors q5 annule l’ensemble des com- 

binaisons linéaires L ( S )  engendré par S. Donc So = (L(S) )O.  
Supposons v E L ( S ) .  Alors il existe w l , .  . . , w y  E S pour lesquels v = a l  w 1  + Q,W, + a + a,w,. 

@(v) = ul@(wl)  + az@(wz)  + ... + u,@(w,.) = o10 + azO + ... + u,û = 0 

Puisque v est un élément quelconque de L (S), @ annule L ( S )  comme il était demandé. 

11.10. Soit W le sous-espace de R4 engendré par II, = (1, 2, - 3, 4) et u2 = (O, 1, 4, - 1). Trou- 
ver une base de l’annihilateur de W .  

4 ( x ,  y ,  z ,  w) = ax + by + Cz + dw pour laquelle @(v,) = O et @(v,) = 0 : 
D’après le problème précédent, il suffit de trouver une base de l’ensemble des formes linéaires 

@(1,2,-3,4)  = u + 2b - 3~ + 4d = O 

@(O, ~ 4 ,  -1) = b + 4 c -  d = O 

Le système d’équations ayant pour inconnues a, b, c, d est mis sous forme échelonnée. 
Posons c = 1, d = O on obtient la solution a = 11, b = - 4 ,  c = 1, d = O et donc la forme linéaire 

Posons c = O, d = - 1 on obtient la solution a = 6 ,  b = - 1, c = O, d = - 1 et donc la forme 

L’ensemble des formes linéaires{ @, , @,} est une base de W o ,  l’annihilateur de W. 

@ l ( x , y , z ,  w) = l l x  - 4y + z. 

linéaire @,(x, y ,  z ,  w) = 6 x  - y - w. 

11 .11 .  Montrer que (1) pour tout sous-ensemble S de V,  S C Soo; (2) si S, C S,, alors S: C Sy. 
(1) 

( 2 )  

Soit v E S. Alors pour chaque forme linéaire @ E So, C(@) = @(Y) = O. Donc î, E (S’)O. Donc d’après 
l’identification de V et de Y**, v E S’O. En conséquence S C Soo. 

Soit 4 E Si. Alors @(Y) = O pour chaque v E S,. Mais S, C S, ; donc @ annule chaque élément 
de S,, c’est-à-dire @ E S,. De plus $ C S l .  

11.12. Démontrer le théorème 11.5 : Supposons V de dimension finie et W un sous-espace de V. 

Supposons dim V = n et dim W = r < n. Nous désirons montrer que dim W o  = n - r .  Choisissons 
une base { w l , .  , . , w,} de W et étendons-lai la base suivante de V = {  w l , .  . . , w y  , v,, . . . , v,-,}. 
Considérons la base duale 

Alors (1) dirn W + dirn Wo = dim V et (2) Woo = W .  

(1) 

7 * * 9 @y 9 01 I * - Y un+} 
D’après la définition de la base duale, chacun des u précédents s’annule sur chacun des wi ; donc 
u1 , . . . , un-, E W o .  On peut donc dire que {uj}est un sous-ensemble d’une base de V *  et donc 
est linéairement indépendant. 

Montrons maintenant que( u j }  engendre Wo Soit u E Wo. D’après le théorème 11.2, 

u = u(wl)gl + * * * + O(W,)& + u(w1)q + - * * + u(vn-&Jn-7 

= O91 + * * * + O& + U ( W 1 ) U i  + . - .  + u(wn-&Jn-7 
= U ( V 1 ) U i  + O . .  + u(Vn-r)un-r 

Ainsi {ul , . . . , un-,} engendre Wo et donc est une base de W o .  En conséquence dim W o  = n - r = 
dim V - dim W comme demandé. 

(2) Supposons dirn V = n et dim W = r. Alors dim V* = II et d’après (1) dim Wo = n - r .  Ainsi d’après 
(1) dim Woo = n - ( n  - r )  = r ; donc dim W = dim W o o .  D’après le problème précédent W C W W .  
En conséquence W = W o o .  
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11.13. Soient U et W des sous-espaces de V. Démontrer que (U f W)’ = @ fl W o .  
Soit @ E (U  + W)’. Alors @ s’annule sur U + W ,  et aussi en particulier sur U et V. C’est-à-dire , 

D’autre part, supposons u E U o  fl W o .  Alors u s’annule sur U et aussi W .  Si Y E U 4- W, alors 
@ E U o  et @ E W o  ; donc @ E U o  n W o .  Ainsi ( U  + W)’ C U o  n W o .  

v = u + w où u E U et w E W. Donc u(v) = u(u)  + u(w)  = O 4- O = O. Ainsi u s’annule sur U f W ,  
c’est-à-dire (7 E (17 + W)’. En conséquence U o  4- W o  C (U + W)’. 

Les deux relations d’inclusion nous donnent la relation d’égalité demandée. 
Remarque : Observons qu’aucun raisonnement de dimension n’est employé dans la démonstration ; 

en conséquence le résultat reste valable qu’il s’agisse d’espaces de dimension finie ou infinie.. 

TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE 

11.14. Soit $ la forme linéaire de RZ définie par $(x y y )  = x - 2 y .  Pour chacun des opérateurs 
linéaires suivants T de RZ trouver ( T i ( $ )  (x y y )  : (1) T ( x  y y )  = (x, 0);(2) T ( x ,  y ) =  ( y , x + y ) ;  
( 3 )  T ( x ,  y )  = ( 2 ~  - 3 y ,  5x + 2 y ) .  

vecteur v. Donc 

(i) (Tt(+))(x, Y) = +(T(%, Y)) = dx, O )  = x 
(ii) (Tt(+))(x, Y) = +(T(x ,  Y)) = +(Y, x + Y) = Y - 2(x + - Y )  = -2% - Y 
(iii) @t(+>)(x, y) = +(T(x ,  y)) = +(2x - 3y, 5x + 221) = (22 - 3y) - 2(5x + 2 ~ )  = -8% - 7 ~ .  

Par définition de l’application transposée T t ( @ )  = @ 0 T c’est-à-dire ( T t ( @ ) ) ( v )  = @ ( T ( v ) )  pour chaque 

11.15. Soit T : V -+ U une application linéaire et soit T f  : U* + V *  sa transposée. Montrer que 
le noyau de T t  est l’annihilateur de l’image de T ; c’est-à-dire Ker T t  = (Im T)O. 

donc 
Supposons @ E Ker T t  ; c’est-à-dire T f ( @ )  = @ 0 T = O. Si u E Im T,  alors u = T ( v )  pour un v E V ;  

d u )  = +(T(w)) = ( + o T ) ( w )  = O(w) = O 

On a d(u)  = O pour tout u E Im ‘1‘ ; donc @ E (ImT)’. Donc Ker Tf C (ImT)’. 

D’autre part, supposons u E (Im T)’ ; c’est-à-dire u(Im T )  = { O )  Alors pour tout v E V, 

( w J ) ) ( v )  = ( u o  T)(w) = o(T(v)) = O = O(w) 

On a donc ( T t ( o ) ) ( v )  = O ( v )  pour tout v E Y ; donc T t ( u )  = O. De plus u E Ker Tf et donc (Im T)O C 
Ker T ?  

Les deux relations d’inclusion nous donnent la relation d’égalit 6 demandée. 

11.16. Supposons V et U de dimension finie et supposons T : V +- U linéaire. Démontrer que 
rang ( T )  = rang (T‘). 

Supposons dim V = n et dim U = m. Supposons aussi rang ( T )  = r .  Alors, d’après le théorème 11.5, 

dim((1mT)O) = dimU - dim(1mT) = m - rang(T) = m - r  

D’après le problème précédent, Ker T t  = (Im T)O. Donc la nullité (T‘) = m - r.  Il s’ensuit que, comme 
nous l’avions dit, 

rang ( T t )  = dim U* - nullité (T t )  = rn - (m- Y) = Y = rang (T) 

11.17. Démontrer le théorème 11.7 : soit T : V +- U linéaire e t  soit A la représentation matri- 
cielle de T relativement aux bases { u1 y . . . , u m )  de V et { u ,  , . . . , un} de U. Alors la ma- 
trice transposée A t  est la représentation matricielle de T‘ : U* +- V* relativement aux 
bases duales de {ui} et {u j } .  

Supposons T(wl) = allul + a12u2 + ... + ainUn 

T(v2) = aZ1u1 + aZ2u2 + . . . + 
.................................... 
T ( W J  = a m l ~ l  + a m 2 ~ 2  + * * *  + amnun 

18 
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Nous désirons montrer que 
Tt(U1) = a,,+, + a,,+, + * .  + am1+m 

T t b z )  

Tt(un) 

= a,,+, + ~!2,+Z + . . * + ~rn2+rn  

a ln+1  + a ~ n + ~  + * * * + amn+m 

.................................... 
= 

où { O i )  et {Gj }sont les bases duales de {ui} et { u j }  respectivement. 

Soit Y E V et supposons que Y = k ,  v 1  + k ,  v 2  + . . , 4- km u,. Alors d’après (1) 

T(w)  = k ,  T(w,) + kz T(wZ) + + k ,  T(w,) 
= ki(a11~1+ 

(kla1, + kzaz1+ 

* * + alnun) + kZ(~ , lu l+  * . + az,~,) + * * * + k,(amlul + * . * + U,,U,) 
= . . + kmaml)ul + . . . + (k1~1, + kzaz, + . * . + ~,u,~)zL, 

n 

2 (klali + kza,i + . * . + k,ü,i)ui 
i = l  

= 

Donc pour j = 1 , .  . . , n, 

(3) 
) (Tt(uj)(w)) = uj(T(w)) = uj ( .$ (k,ali + k,azi + . . . + k,ami)ui 

a = 1  

= klalj + k,aZj + . . -  + kmamj 

D’autre part, pour j = 1 , . . . , n, 
(a~j+i + azj+z + * * * + amj+,)(~)  = 

= klalj + k,azi + ... + k,amj (4)  
(alj+i + azj+z + * * * + arnjGm)(k1w1 + kzv, + * . * + kmvm) 

Puisque v E V est arbitraire,(3) et (4) impliquent que 

Tt(uj) = alj+l + + - * + amj+,, j = 1, . . . , n 

qui est équivalent à (2). Le théorème est ainsi démontré. 

11.18. Soit A une matrice rn x n arbitraire sur un corps K. Démontrer que le rang ligne et le 
rang colonne de A sont égaux. 

écrits sous forme de vecteurs colonnes. Alors A est la représentation matricielle de T relativement aux 
bases usuelles de K n  et K m ,  et l’image de T est l’espace colonne de A .  Donc 

Soit T : K n  + K m  l’application linéaire définie par T ( v )  = Av, où les éléments de K” et K m  sont 

rang(T) = rang colonne de A 
D’après le théorème 11.7, A‘ est la représentation matricielle de T f  relativement aux bases duales. Donc 

rang (Tf) = rang colonne de A t  = rang ligne de A 

Mais d’après le problème 11.16,rang ( T )  = rang (T‘) ; donc le rang ligne et le rang colonne de A sont 
égaux. (Ce résultat a été énoncé plus haut, Théorème 5.9, page 90, et a été démontré de manière directe 
dans le problème 5.21.) 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ESPACES DUAUX ET BASES DUALES 

11.19. Soit @ ; R3 -+ R et u : R 3  -+ R, les formes linéaires définies par $(x , y ,  z )  = 2x - 3y + z et a ( x , y , z )  = 
4x - 2y + 32. Trouver (1) $ + u,(2) 3 @,(3)2$ - 50. 

11.20. Soit @ la forme linéaire de R2 définie par @(2, 1) = 15 et Q(1, - 2 )  = - 10. Trouver $(x , y )  et en parti- 
culier trouver @(- 2, 7). 
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11.22. Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur R de degré < 2.  Soit $1, $2 et $3 les formes linéaires sur V 
définis par 

@l(f(t)) = J1 f(t) dt ,  QdfCt)) = f’W, @3(f(t)) = f(0) 

Ici f ( t )  = a + bt + ct2 E V et f‘(t) est la dérivée de f ( t ) .  Trouver la base {fi ( t ) , f ,  ( t ) ,  f , ( t ) }  de V qui 
est la base duale de {$1 , G 2 ,  G3}. 

11.23. Supposons u t  v E V et supposons que $ ( u )  = O implique 4 (v) = O pour tout 4 E V”. Montrer que 
v = ku pour un certain scalaire k. 

11.24. Supposons @ , u E V* et supposons que $(v) = O implique u(v )  = O pour tout v E V. Montrer que 
u = k $  pour un certain scalaire k. 

11.25. Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur K .  Pour a E K ,  nous définissons @u : V + K par $u(f(t))= f ( a ) .  
Montrer que (1) 

11.26. Soit V l’espace vectoriel des polynômes de degré < 2. Soient a, b, c E K des scalaires distincts. Soient 
G u ,  $b et qbC les formes linéaires définies par $ , ( f ( t ) )  = f ( n ) )  ; G b ( f ( t ) )  = f(b), $,(f(t)) = f(c). 
Montrer que { $ u ,  $ b ,  $ c }  est linéairement indépendant et trouver la base ( f l ( t ) ,  f2(t), f3(t)} de 
V qui est sa base duale. 

11.27. Soit V l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. Soit T : V -+ K l’application trace : T ( A )  = 
e l l  + a22 4- a,, où A = (a . . ) .  Montrer que T est linéaire. 

11.28. Soit W un sous-espace de V. Pour toute forme linéaire @ sur W ,  montrer qu’il existe une forme linéaire 
u sur V telle que ~ ( w )  = @(w) pour tout w E W ,  c’est-à-dire que $ est la restriction de u à W. 

11.29. Soit {el ,  . . . , e, }la base usuelle de K n .  Montrer que la base duale est {ni, . . . , nn} où ri est l’applica- 

11.30. Soit V un espace vectoriel sur R. Soit G 1  , $2 E V *  et supposons que u : V + R définie par u(v) = 

ANNIHILATEURS 

11.31. Soit W le sous-espace de R4 engendré par (1, 2, - 3, 4) ,  ( 1 ,  3, - 2, 6) et (1, 4, - 1 ,  8). Trouver une 
base de l’annihilateur de W. 

11.32. Soit W le sous-espace de R 3  engendré par (1, 1, O) et (O, 1 ,  1). Trouver une base de l’annihilateur de W. 

11.33. Montrer que, quel que soit le sous-ensemble S de V, L (S) = Soo où L ( S )  est l’espace des combinaisons li- 
néaires d’éléments de S. (L(S)  est le sous-espace engendré par s). 

11.34. Soient U et W des sous-espaces d’un espace vectoriel V de dimension finie. Démontrer que (U n W ) O =  @+ W o .  

11.35. Supposons V = U @ W .  Démontrer que V *  = U o  @ W o .  

est linéaire;(2) si a # b,  alors $u # &. 

11 

tion zeme projection:ni(al , . . . , a , )  = ai .  

@ l ( v )  @2(v) appartienne aussi à V*.  Montrer que soit @1 = O, soit @2 = O. 

TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE 

11.36. 

11.37. 

11.38. 

11.39. 

11.40. 

Soit @ la forme linéaire de R2 définie par @(x , y )  = 3x - 2y. Pour toute application linéaire T : R 3  -+ R2, 
trouver (~‘($1) ( x ,  y ,  z )  : 
( 1 )  T ( x ,  Y ,  2 )  = (x + Y ,  Y + z ) ;  ( 2 )  T ( x ,  Y ,  2 )  = (x + Y + 2 ,  2 x - Y ) .  

Supposons S : U -+ V et T : V + W des applications linéaires. Démontrer que (T  0 S)* = S* 0 Tf. 

Supposons T : V + U une application linéaire, V étant de dimension finie. Démontrer que Im T r  = (Ker T)’ 

Supposons T : V + U une application linéaire et u E U. Démontrer que u E Im T ou qu’il existe $ E V* 
tel que P(@) = 0 et @(u) = 1 .  

Soit V de dimension finie. Montrer que l’application T 
Hom ( V +  , V * ) .  (Ici T est l’opérateur linéaire générique sur V I .  

T r  est un isomorphisme de Hom ( V ,  V )  SUI 
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PROBLEMES DIVERS 

11.41. Soit V un espace vectoriel sur R. Le segment de droite fi joignant deux points u ,  v E V est défini par 

Soit 4 E V *  et soit 
= {tu -k (1 - t ) v  : O < t < 1). Un sous-ensemble S de V est dit convexe si u , v E S implique C S.  

w+ = {v E v :  @(V) > O } ,  w = {w E v :  @(V) = O } ,  w- = {v E v :  +(v) < O> 

Démontrer que W’, W et W -  sont convexes. 

11.42. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Un hyperplan H de Y est défini comme le noyau d’une 
forme linéaire non nulle 4 de V.  Montrer que chaque sous-espace de V est l’intersection d’un nombre fini 
d’hyperplans. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

11.19. (i) 62 - 5y + 42, (ii) 6 2  - 9y + 32, (iii) -16z + 4y - 132 

11.20. @(z, y) = 42 + 7y, +(-2,7) = 41 

11.25. (2) Posons f ( t )  = t. Alors @,(f(t)) = a # b = &(f(t)) et donc 4, f Gb 

11.31. {#q(2, y, X, t )  = 52 -y + Z, @~(X,Y, X, t )  = 2y - t }  

11.32. {@(x, y, X) = x - y f Z }  

11.36. (i) ( T t ( @ ) ) ( z ,  y, 2 )  = 32 -t y - 22, (ii) ( T t ( + ) ) ( z ,  Y, Z )  = -5 + 5Y + 32. 



CHAPITRE 12 

Formes bilinéaires - Formes quadratiques et hermitiennes 

FORMES BILINEAIRES 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K .  Une forme bilinéaire sur V est 
une application f : V x V -+ K qui satisfait 

(1) f(UZLl+ bZlz, v) = uf(u1, v) + bf(u2, v) 
(2) f(u, UV1 + bV2) = uf (u ,  v1) + b f ( u ,  vz) 

pour tous a, b E K et tous ui, ui E V. Nous exprimons la condition (1) en disant que f est linéaire 
par rapport a la première variable et la condition (2) en disant que f est linéaire par rapport à la 
seconde variable. 

Exemple 12.1 : Soit q5 et u des formes linéaires quelconques sur V .  Soit f : V x V -+ K définie par 
f(u , v) = @(u) u(v). Alors f est bilinéaire puisque q5 et u sont chacune linéaires (Une 
telle forme bilinéaire f est en fait le “produit tensoriel” de q5 et u et est écrite quelque- 
fois sous la forme f = q5 ou).  

Exemple 12.2 : Soit f le produit scalaire dans R“, c’est-à-dire 

f (u ,v )  = U ’ V  = a l b l  + a2bz + ... + anbn 

où u = ( a j )  et Y = (b;). Alors f est une forme bilinéaire sur R”. 

Soit A = (a,) une matrice quelconque n x n sur K. Alors A peut être considérée comme 
une forme bilinéaire f sur K” en définissant 

Exemple 12.3: 

f ( X ,  Y )  = XtAY = (xi, ~ 2 ,  . . . t  xn) f: :: ::: a:: )(f) 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
a,1 ana . . . ann 

n 

Li = 1 
= B a l j x z ~ J  = alizlyl + a i ~ x ï ~ ~  + . . .  + annznyn 

L’expression formelle précédente des variables x i ,  y j  est appelée le polynôme bilinéaire 
correspondant à la matrice A .  La formule (1) plus bas montre que dans un certain sens, 
chaque forme bilinéaire est de ce type. 

Nous noterons B ( V )  l’ensemble des formes bilinéaires sur V. On peut munir B ( V )  d’une struc- 
ture d’espace vectoriel en définissant f -t g et hf par 

(f+g)(u,v)  = f(u,v) + g(u ,v )  
(kf)(u,v) = k f ( u , v )  

pour tous f ,  g E B ( V )  e t  pour tout h E K .  En fait, 

Théorème 12.1 : Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K. Soit {@l  , . . . , qbn} une 
base de l’espace dual V*. Alors { fii : i ,  j = 1, . . . , n 1 est une base de B(V) 
où fii est définie par fii ( u ,  u )  = $i(u) . @i(u) .  Ainsi en particulier, 
dimB(V) = 2 .  
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FORMES BILINEAIRES ET MATRICES 
Soit f une forme bilinéaire sur V et soit { e l , .  . . , e n }  une base de .V. Supposons u, u E V et 

supposons u = alel + . . . + a,,e,, v = blel + . . . + b,e,, 

Alors f (u ,  v) = f ( a i e l +  . . 1 + a,ey1, biel + . . . + L e n )  
- - alblf(el, el) + albof(el, ez) + . . . + a,,h,f(e,, en) = 2 a L ~ , f ( e l ,  e l )  

i , j  = 1 

Ainsi f est complètement déterminée par les n2 valeurs f ( e , ,  e i ) .  

La matrice A = ( u . . )  où aij = f ( e i ,  e . )  est appelée la représentation matricielle de f relative- 
ment à la base {e , }  ou simplement la matrice de f dans {et}. Elle “représente” f dans le sens que 

I I  1 

f (u ,  v) = 2 a,b,f(e,, e,)  = (al ,  . . ., a,,)A [y = ~ U l “ e “ 2 ) I e  (1) 

pour tous u, u E V. (Comme à l’habitude, [ u ] ,  indique le vecteur coordonnée colonne de u E V 
dans la base { e , } ) .  

Demandons-nous ensuite comment une matrice représentant une forme bilinéaire est trans- 
formée lorsqu’on choisit une nouvelle base. La réponse à cette question est donnée dans le théo- 
rème suivant. (Rappelons d’après le Théorème 7.4 que la matrice de passage P d’une base { e , }  à 
une autre base { e i }  est telle que [u],t = P [ u ] , ,  pour tout u E V). 

Théorème 12.2 : Soit P la matrice de passage d’une base à une autre. Si A est la matrice de f 
dans la base initiale, alors 

B = PtAP 
est la matrice de f dans la nouvelle base. 

Le précédent théorème entraîne la définition suivante. 

Définition : Une matrice B est dite congruente à une matrice A s’il existe une matrice inversible 
(ou non singulière) P telle que B = P‘AP. 

Ainsi d’après le précédent théorème les matrices représentant la même forme bilinéaire dans 
diverses bases sont congruentes. Remarquons que les matrices congruentes ont le même rang car 
P et  P t  sont non singulières ; donc la définition suivante est bien définie. 

Définition : Le rang d’une forme bilinéaire f sur V, que l’on note par rang ( f ) ,  est donc le rang 
de toute matrice représentant f. Nous disons que f est dégénérée ou non dégénérée 
suivant que le rang ( f )  < dim V ou rang ( f )  = dim V. 

FORMES BILINEAIRES ALTERNEES 
Une forme bilinéaire f sur V est dite alternée si 

(il f ( v ,  u )  = 0 

pour tout u E V. Si f est alternée, alors 

O = f ( u  + v, u + v) = f (u ,  1L) + f(% v) -+ f ( u ,  4 + f(v, v) 

et donc (ii) f(u, v) = - f(v,  U )  
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pour tout u, u E V. Une forme bilinéaire qui satisfait la condition (ii) est dite anti-symétrique. Si 
1 + 1 # O dans K,  la condition (ii) implique f ( u ,  u )  = - f ( u ,  u), ce qui implique la condition (i). 
En d’autres termes, les formes alternées ou anti-symétriques sont équivalentes lorsque 1 + 1. # O. 

On en déduit le théorème principal suivant sur les formes bilinéaires alternées. 

quelle f est représentée par une matrice de la forme 
Théorème 12.3 : Soit f une forme bilinéaire alternée sur V. Il existe alors une base de V dans la- 

l -1 O L---  

\ :O-/ 

De plus le nombre des 

égal à rang ( f ) ) .  

est uniquement déterminé par f (car il est 

2 

En particulier, le théorème précédent montre qu’une forme bilinéaire alternée doit avoir un 
rang pair, 

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES, FORMES QUADRATIQUES 
Une forme bilinéaire f sur V est dite symétrique si 

f ( u ,  u )  = f ( u ,  u )  
pour tout u, u E V. Si A est une représentation matricielle de f ,  nous pouvons écrire 

f ( X ,  Y )  = X t A Y  = ( X f A Y ) t  = Y f A t X  
(Utilisons le fait que X f A Y  est un scalaire e t  donc égal à sa transposée). Donc si f est symétrique 

Y f A t X  = f ( X ,  Y )  = f ( Y ,  X )  = Y‘AX 
et puisque ceci est vrai pour tous les vecteurs X ,  Y il s’ensuit que A = A f  d’où A est symétrique. 
Réciproquement si A est symétrique, alors f est symétrique. 

Le résultat principal concernant les formes bilinéaires symétriques est le suivant : 

Théorème 12.4 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur K (dans lequel 1 + 1 # O). 
Alors V admet { u l ,  . , . , u,)dans laquelle f est représentée par une matrice diago- 
nale, c’est-à-dire f ( u i ,  ui )  = O pour i # j .  

Autre forme du Théorème 12.4 : Soit A une matrice symétrique sur K (dans lequel 1 + 1 # O). 
Alors il existe une matrice inversible (ou non singulière) P telle que PtAP est 
diagonale. C’est-à-dire que A est congrue à une matrice diagonale. 
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Puisqu’une matrice inversible est un produit de matrices élémentaires (Problème 3.36), une 
façon d’obtenir la forme diagonale PtAP est d’effectuer une suite d’opérations élémentaires sur 
les lignes et d’effectuer la même suite d’opérations élémentaires sur les colonnes. Ces deux suites 
de. mêmes opérations élémentaires sur I nous donneront P t .  Cette méthode est illustrée dans 
l’exemple suivant. 

Exemple 12.4 : Soit A = [ 5 1;). une matrice symétrique. 
-3 -4 

trice bloc (A ,  1) : 
1 2 - 3 1  

-3 -4 8 I 

Il est commode de former la ma- 

O ; :) 
O 0 1  

Appliquons les opérations élémentaires R ,  + - 2R,  + R ,  et R ,  -f 3R,  + R ,  à ( A ,  1) 
et ensuite les opérations correspondantes C, + - 2C1 f C, et C ,  + 3C1 f C ,  ?i A ; on 
obtient 

1 2 - 3 1  1 O 1 O 0 1  1 

O 2 - 1 1  3 O 1 O 2 - 1 1  3 O 1 

I 

l 

Appliquons ensuite l’opération élémentaire R ,  + - 2R, -t R ,  et l’opération corres- 
pondante C ,  + - 2C, f C,  ; on obtient 

O 1 2 1 - 2  1 et alors 
O 0 - 5 1  7 - 2  1 0 - 5 1  7 - 2  1 

I 

1 -2 7 O 

Maintenant A a été diagonaiisée. Posons 

P = (; 0 -4) et donc P t A P  = [ i  1 :) 
O O -5 

Définition : Une application 4 : V + K est appelée forme quadratique si 4 ( u )  = f ( u ,  u )  pour une 
certaine forme bilinéaire symétrique quelconque f sur V. 

Nous appelons q la forme quadratique associée à la forme bilinéaire symétrique f .  Si 1 f 1 # O  
dans K, alors f peut être obtenue à partir de q grâce à l’identité 

1 
f ( u ,  u )  = 2 ( q ( u  + u)  - 4 ( u )  - q ( v ) )  

La formule précédente est appelée la forme polaire de f .  
Si f est représentée maintenant par une matrice symétrique A = (a,) alors 4 a pour forme 

g ( X )  = f ( X ,  X )  X t A X  = ( X I ,  . . ., xn) . . . . . . . . . . . . . . . .  
Uni Un2 . . + Unn 

L’expression formelle précédente des variables xi est appelée le polynôme quadratique correspon- 
dant à la matrice symétrique A.  Remarquons que si A est une matrice diagonale, alors q admet 
une représentation diagonale 

g(X) = X t A X  = ~ 1 1 ~ :  + U ~ X ;  + + ~ n n ~ a  

c’est-à-dire, le polynôme quadratique représentant q ne contiendra aucun terme rectangle x i x j  9 i f j .  
D’après le théorème 12.4, toute forme quadratique a une telle représentation (lorsque 1 + 1 f O). 
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Exemple 12.5 : Considérons la forme quadratique suivante sur R2: 

q(x,?J) = 2x2 - 12zy + 5y2 

Une manière de diagonaliser q est la méthode de Gauss de “complétion des carrés”, qui 
est entièrenient décrite dans le Problème 12.35. Dans ce cas, nous posons x = s 4- 3t, y = t 
pour obtenir la forme diagonale 

q ( x ,  y) = X(S + 3t )2  - 12(s + 3t) t  + 5t2 = 2s2 - 13t2 

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES REELLES. LOI D’INERTIE 
Dans cette partie nous traiterons des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques 

sur des espaces vectoriels sur le corps des réels R. Ces formes apparaissent dans diverses branches 
des mathématique et  de la physique. La nature spéciale de R permet une théorie indépendante. En 
voici le résultat principal : 

Théorème 12.5 : Soit f une forme bilinéaire symétrique sur V dans R. Alors il y a une base de V 
dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale ; toute autre représen- 
tation diagonale a le même nombre P d’éléments positifs et le même nombre N 
d’éléments négatifs. La différence S = P - N est appelée la signature de f. 

Une forme bilinéaire symétrique réelle f est dite positive si 

q ( u )  = f ( u ,  u )  2 0 

4 ( u )  = f ( u ,  u )  > 0 

pour tout vecteur u ; et  est dite définie positive si 

pour tout vecteur v # O. D’après le théorème précédent, 

(i) 
(ii) 

f est positive si e t  seulement si S = rang ( f )  
f est définie positive si et seulement si S = dim V 

où S est la signature de f. 

Exemple 12.6 : Soit f le produit scalaire sur Rn ; c’est-à-dire 

f(u,2i) = U * W  = U i b l  + azb, + .. .  + anbn 
oÙ u = ( a j )  et Y = (bi). Remarquons que f est symétrique puisque 

f(ZL,V) = 21 * 21 = 2i - u = f ( W , U )  

De plus, f est définie positive parce que 

f (u ,u)  = u: + up + . f .  + UR > O 

lorsque u f O. 

Dans le chapitre suivant, nous verrons comment une forme quadratique q se transforme lorsque 
la matrice de passage P est orthogonale. S’il n’existe aucune condition sur P ,  alors q peut être 
représentée sous une forme diagonale avec seulement 1 et - 1 comme coefficients non nuls. En 
particulier 

Corollaire 12.6 : Une forme quadratique réelle quelconque q admet une représentation unique de 
la forme 

q(51, . . . ,  Xn) = x:+... +x: -x8+ i -  *..-x; 

Le résultat précédent pour les formes réelles quadratiques est quelquefois appelé Loi d’inertie 
de Sylvester. 
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FORMES HERMITIENNES 

telle que 
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des complexes C. Soit f : V x V + C 

(i) f(uui+ buz, v) = uf(u1, v) + b f(uz, v) 
(ii) f(u, v) = f(v, 4 

où a, b E c et u i ,  u E V. Alors f est appelée une forme hermitienne sur V. (Comme à l’ordinaire, 
h représente le nombre complexe conjugué de h E C ) .  D’après (i) et (ii). 
- 

f(u, UV1 + bvz) = f(uv1+ bvz, u) = a f(v1, u) + b f(vz, u) - -  
= 6 f G )  + b f(vz, u) = 5 f (u ,  v1) + 6 f(u, vz) 

C’est-à-dire (iii) f(u, uv1+ bvz) = 6 f ( ~ ,  vi) + 6 f(u, vz) 

Comme précédemment, on exprime la condition (i) en disant que f est linéaire par rapport à la 
première variable, D’autre part on exprime la condition (iii) en disant que f est antilinéaire par 
rapport à la seconde variable. Remarquons que, d’après (ii) f ( u ,  u )  = f ( u ,  u )  et  donc que f ( u ,  U )  
est réelle pour tout u E V. 

Exemple 12.7 : Soit A = (a , )  une n x n matrice sur C .  Ecrivons 3 la matrice obtenue en prenant les 
éléments complexes conjugués de chaque élément de A ,  d’où 2 = (q). Nous écrivons 
aussi A * pour 2‘ = Af. La matrice A est dite hermitienne si A * = A c’est-à-dire si 
aij =nuji .  Si A est hermitienne alors f ( X ,  Y )  = X‘AF définit une forme hermitienne 
sur C . (Problème 12.16). 

- 

L’application q : V +. R définie par q ( u )  = f ( u ,  u )  est appelée la forme quadratique her- 
mitienne ou forme complexe quadratique associée à la forme hermitienne f .  Nous pouvons ob- 
tenir f à partir de q grâce à l’identité suivante appelée forme polaire de f :  

f(u, v) = *(q(u + v) - q(u - v)) + &(u + iv) - q(u - iv)) 

Supposons maintenant que { e l , .  . . , e n }  soit une base de V. La matrice H = ( h i j )  où 
h, = f ( e i ,  e . )  est appelée la représentation matricielle de f dans la base { e i } .  D’après (ii), 
f ( e i ,  e . )  = {m) ; donc H est hermitienne et, en particulier, les éléments diagonaux de H 
sont dels. Ainsi toute représentation diagonale de f contient seulement des éléments réels. Le 
théorème suivant est le théorème analogue pour les complexes au théorème 12.5 sur les formes 
bilinéaires symétriques réelles. 

Théorème 12.7 : Soit f une forme hermitienne sur V. Alors il existe une base { e l , .  . . e n }  de V 
dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale c’est-à-dire f (e i ,  e j )  = O 
pour i # j .  De plus, toute représentation diagonale de f a le même nombre P 
d’éléments positifs e t  le même nombre N d’éléments négatifs. La différence 
S = P - N est appelée la signature de f. 

De façon analogue, une forme hermitienne f est dite positive si 

q ( u )  = f ( u ,  u )  0 

q ( v )  = f ( u ,  u )  > 0 
pour tout u E V, et est dite définie positive si 

pour tout u # O. 

Exemple 12.8 : Soit f le produit scalaire sur C” ; c’est-à-dire 

où u = ( z i )  et Y = (wi), Alors f est une forme hermitienne sur C ” .  De plus f est définie 
positive puisque pour tout v # O, 

f(u, v) = u - v  = ZlW, + z 2 z 2  + .. .  + Z n Z n  

f(u, u) = Z l i 1  + 2,n, + * * .  + Z,Z, = 1x112 + 12212 + * * * + jz,p > O 
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PROBLEMES RESOLUS 

Soit A la matrice 3 x 3 dont  le ij élément est le coefficient de x iy i .  Alors 

12.2. Soit A une matrice n x n sur K.  Montrer que l'application suivante f est une forme bili- 
néaire sur Kn : f ( X ,  Y )  = , X f A Y .  

Pour tou t  a, b E K et pour tout  Xi, Yi E K n  , 
f ( a X l  + bX,, Y )  = (uX, + bX,) tAY = (uX4 + bX2)  A Y 

= a X : A Y  + bXiAY = a f ( X l ,  Y )  .+ b f(X,,  Y )  

Donc f est linéaire par rapport à la première variable. On a aussi 

f ( X , a Y , + b Y , )  = X t A ( a Y l + b Y z )  = a X t A Y 1  + bXtAY2 = a f ( X ,  Y i )  + b f ( X ,  Y z )  

Donc f est linéaire par rapport à la seconde variable, e t  donc f est une forme bilinéaire sur K n .  

12.3. Soit f la forme bilinéaire de R2 définie par 

f ( ( X i ,  X 2 ) ,  (Yi, Y,)) = 2 X i Y i  - 3 X i Y z  + XzYz 
(i) 
(ii) 
(iii) 
(i) Posons A = (a,) où aij = f(ui, u j ) :  

Trouver la matrice A de f dans la base { u l  = (1 ,  O ) ,  u 2  = ( 1 ,  l ) } .  

Trouver la matrice B de f dans la base {ui = (2, 1), u2 = (1, - 1)). 
Trouver la matrice de passage P de la base {ui} à la base { u t }  et vérifier que B = P'AP. 

a11 = f (U1,Ul)  = f ( ( l , O ) ,  (1,O)) = 2 - O + O = 2 

= f(u1,up) = f ( ( l , O ) ,  ( 1 , l ) )  = 2 - 3 + O = -1 
a,, = f (U2,Ul)  = f((1, l ) ,  (1,O)) = 2 - O + O = 2 

a22 = f (uz,U2) = f((l,l),  ( L i ) )  = 2 - 3 + 1 = O 
2 - 1  

Ainsi A = ( ) est la matrice de f dans la  base {u l ,  u 2 }  

(ii) Posons B = (b,) où b, = fi(vj, v j ) :  

b1i = f ( v 1 , V i )  = f((2,1), ( 2 , l ) )  = 8 - 6 + 1 = 3 

b i ,  = f ( v 1 , ~ z )  = f((2,1), (l,-l)) = 4 + 6 - 1 = 9 

b,, = f(v,,w,) = f ( (1 , - l ) ,  ( 2 , l ) )  = 4 - 3 - 1 = O 

b,, = f(v2, v,) = f ( ( l , - l ) ,  (1, -1)) = 2 + 3 + 1 = 6 

3 9  

O 6  
Ainsi B = ( ) est la matrice de f dans la base { v l ,  v2}. 

(Üi) Nous devons écrire v1 et v 2  en fonction des ui: 

\ 21, = ( 2 , l )  = ( 1 , O )  + ( 1 , l )  = u1 + u2 

v, = (1,-1) = 2(1,0) - ( 1 , l )  = 2u1 - u2 
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Alors P = ( ’) et donc P f  = ( ) . Ainsi 
1 - 1  2 - 1  

2 -1 3 9  

P t A P  = ( n  - : ) ( z  O ) ( :  -1”) = 6 )  = 

12.4. Démontrer le théorème 12.1 : Soit V un espace vectoriel de dimension n SUT K. Soit {$l, .  . . ,$n 
une base de l’espace dual V”. Alors { fii : i, j = 1, . . . , n }  est une base de B ( V )  où fii est dé- 
finie par fii (u, u )  = @i(u) $ j ( u ) .  Ainsi en particulier dim B ( V )  = n2. 

Soit {e l , .  . . , e n }  la base de V duale de {@.}. Montrons d’abord que{fii) engendre B(V) .  Soit f E B ( V )  
et supposons f(ei, ei) = aij. Nous avons f = $ a  ..f... Il suffit de montrer que f(e,, e t )  = (xa i j . f i j )  (es, e t )  
pour s, t = 1 , .  . . , n .  Nous avons 21 ‘1 

(2 uijfij)(es, et) = 2 aijfij(e,, et)  = Z aij +i(eJ  + j ( e t )  

= 2 aij Isis 6jt = a,, = f(e,,  et) 

Donc { f i i }  engendre B (V) .  

s, t =  1 , . . . ,  n, 

Il s’ensuit que {f,} est indépendant et donc est une base de B(V) .  

Il reste à montrer que {f,} est linéairement indépendant. Supposons zaijfj j  = O .  Alors pour 

O = O(e,, e t )  = (2 aij f i j ) (e , ,  e t )  = a,., 

12.5. Soit [ f ]  la représentation matricielle d’une forme bilinéaire f sur V relativement à une base 
{ e l , .  . . , e n )  de V. Montrer que l’application f I+ [ f ]  est un isomorphisme de B ( V )  dans l’es- 
pace vectoriel des matrices carrées n x n. 

Puisque f est complètement déterminée par les scalaires f(ei, e . )  l’application f -+ [f] est bijective. Il 
suffit de montrer que l’application f” [ f ]  est un homomorphismé f c’est-à-dire, que 

[af + kl = a [fl + b k l  
Cependant, pour i, j = 1 , .  . . , n, 

qui est une autre forme de (*). Ainsi le résultat est démontré. 

12.6. Démontrer le théorème 12.2 : Soit P la matrice de passage d’une base {e,) à une autre 
base { e i } .  Si A est la matrice de f dans la base initiale { e j } ,  alors B = P t A P  est la matrice 
de f dans la nouvelle base { e i } .  

P [ v ] , ,  = [ V I ,  ; donc [ u ] :  = [ u ] ; , P f .  Ainsi 

Puisque u et v sont des éléments arbitraires de V ,  P*AP est la matrice de f dans la base {ei}. 

Soit u, v E V. Puisque P est la matrice de passage de {ei} à {ei}, nous avons P [ u ] , ,  = [ u ] ,  et 

f(u, w) = [u]: A [w], = [u]:. Pt A P[wIe, 

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES’ FORMES QUADRATIQUES 
12.7. Trouver la matrice symétrique qui correspond a chacun des polynômes homogènes en x et 

y suivants, ou en x, y ,  z et de degré 2 : 

(i) q(x,  y )  = 4 x 2  - 6 x y  - 7 y 2  q ( x ,  y ,  Z )  = 3x2 + 4 x y  - y’ + 8xy  - 6 y z  + z2 

(ii) q ( x ,  Y )  = X Y  + Y 2  q (x, y ,  Z )  = x2 - 2 y z  + xz 

de x;, et à ses éléments aii et aji chacun égaux à la moitié du coefficient de xixi. Ainsi 

(iii) 
(iv) 

La matrice symétrique A = (a,) représentant q (xl, . . . , xn) a l’élément diagonal aii égal au coefficient 
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0 1  (-; 1;) (1- i) (: -1” -i) (: + -1 O -il 
4 -3 

(1) ( 2 )  (3 1 (4) 

12.8. Pour chacune des matrices réelles symétriques suivantes A ,  trouver une matrice non singu- 
lière P telle que PrAP soit diagonale e t  trouver aussi sa signature: 

1 -3 2 

(i) Formons d’abord la matrice bloc (A ,  Z): 

1 - 3  2 1 1  
I 

(A,Z) = -3 7 -5 1 O 1 r 2 - 5  8 ; O  O 1 

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes : R ,  -+ 3R , f R ,  et R ,  + - 2R,  f R ,  
à ( A ,  1) et ensuite les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes C ,  -f 3 C ,  -k C,  et 
C, 3 - 2 C ,  4- C, à A ; on obtient 

1 O 0 1  1 
O -2 1 1 3 1 

I 

I 4 1 - 2  O 1 O 1 4 1 - 2  O 1 

Appliquons maintenant l’opération élémentaire sur les lignes R ,  -+ R ,  f 2R, et ensuite l’opération 
élémentaire correspondante sur les colonnes C,  -+ C, f 2C,; on obtient 

1 O 0 ;  1 
0 -2 0 1 3 1 

I 
I-1 1 2 O O 1 8 1 - 1  1 2 

3 -1 O 
A a été maintenant diagonalisée. Posons P = [i 1 1) ; alors P t A  P = [i -0 

O 0 2  1. 
La signature S de A est S = 2 - 1 = 1. 

(ii) Formons d’abord la matrice bloc ( A ,  1): 

De façon à amener l’élément non nul diagonal - 1 à la première position sur la diagonale principale, 
appliquons l’ophration élémentaire sur les lignes R f) R , et ensuite l’opération élémentaire sur les co- 
lonnes correspondantes, C, + C ,  ; on obtient r: O 1 1 1 1  O O O 1 1  O O 

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes : R , -+ 2R , 4- R ,  et R , -+ R , + R , et 
ensuite les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes C, -+ 2 C ,  f C,  et C ,  -+ C ,  +- C,; 
on obtient 

-1 2 1 1 0  O -1 O 0 1 0  O 

O 3 1 1 1  O 1 O 3 1 1 1  O 1 
O 2 3 1 0  1 y 
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Appliquons l’opération ligne R ,  3 - 3R2 + 2R, et  ensuite l’opération colonne correspondante 
C, + - 3C2 + 2C, ; on obtient 

O 0 0  

O O -7 2 -3 -4 O O -14 2 -3 -4 

O 

Maintenant A a été diagonalisée. Posons P = 
2 -4 O -14 

La signature S de A est la différence S = 1 - 2 = - 1. 

12.9. Supposons 1 + 1 # O dans K. Donner un algorithme formel pour diagonaliser une matrice 
symétrique A = (a,) sur K .  

Cas 1 : a , ,  # O. Appliquons les opérations élémentairessur les lignes Ri -f - a i l  R + a l l R j ,  i = 2,.  . . , n, 

et ensuite les opérations correspondantes sur les colonnes Ci -f - ailCl + a l l C i  pour réduire A à la forme ci 3. 
Cas II : a l l  = O mais a, # O pour un certain i > 1. Appliquons l’opération élémentaire ligne R ,  * Ri 

puis l’opération colonne correspondante C, * Ci pour trouver aii dans la première position sur la diagonale. 
Ceci réduit la matrice au cas 1. 

Cas III : Tous les éléments diagonaux aji  = O. Choisissons i, j tel que av # O et appliquons l’opération 
élémentaire ligne Ri  + Ri 4- Ri  et l’opération élémentaire colonne correspondante Ci + Ci 4- Ci pour trou- 
ver 2ajj # O dans la ième position diagonale. Ceci réduit la matrice au Cas II. 

O 
où B est une matrice 

( O  8) 
Dans chacun des cas, nous pouvons finalement réduire A à la forme 

symétrique d’ordre inférieur à A .  Par récurrence nous pouvons finalement trouver A sous forme diagonale. 

Remarque : L’hypothèse que 1 + 1 # O dans K est utilisée dans le cas III où nous supposons que 
2aii # o. 

12.10. Soit q la forme quadratique associée à la forme bilinéaire symétrique f .  Vérifier la formule 
polaire pour f : f (u ,  u )  = ( q ( u  + u )  - q ( u )  - q ( u ) ) .  (On suppose i + i # O). 

d u  + 4 - 44 - q ( 4  = f(u + v, u + 4 - f(u, 4 - f(v,  4 
f(% 4 + f (u,  4 + f(v,  u) + f(v, v) - f (u ,  u) - f(v, v) = 

= 2 f ( u , 4  
Si 1 + 1 # O, nous pouvons diviser par 2 et nous obtenons l’identité demandée. 

12.11. Démontrer le théorème 12.4 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur K (dans 
lequel 1 + 1 # O). Alors V admet une base { u , ,  . . . , un} dans laquelle f est représentée 
par une matrice diagonale c’estri-dire f ( u ,  ui) = O pour i # j .  

Méthode 1. 

dim V = n > 1. Si q ( v )  = f(v, v) = O pour tout Y E V ,  alors la forme polaire de f (voir Problème 
12.10) implique que f = O. Ainsi nous pourrons supposer qu’il y a un vecteur Y, E V tel que 
f(v,, v l )  # O. Soit U le sous-espace engendré par V ,  et soit W le sous-espace constitué des vecteurs 
v E Y pour lesquels f(vl, v) = O. Nous allons montrer que V = U @ W. 

(i) 

Si f = O ou si dim V = 1 alors le théorème est évident. Donc nous pouvons supposer f # O et 

Démontrons que U fl W = { O } :  Supposons u E U fl W. Puisque u E U, u = kv, pour un certain 
scalaire k E K .  Puisque u E W, O = f(u, u )  = f ( k v , ,  kv ) = k2 f (v l ,  v,). Mais f(v,, vi )  # O ; 
donc k = O et de plus u = kv, = O. Ainsi U fi W = { O ) .  
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(fi) Démontrons que V = U + W : Soit Y E V .  Posons 

Alors 

Ainsi w E W. D'après ( I ) ,  u est la somme d'un élément de U et d'un élément de W .  Donc V =  U +  W .  
D'après (i) et (ii), V = U @ W. 

Maintenant f restreint à W est une forme bilinéaire symétrique sur W. Mais dim W = n - 1 ; donc 
par récurrence il y a une base {v2,. . . , v,} de W telle que f ( v i ,  vj) = O pour i # j et 2 < i, j < n. Mais 
par définition de W ,  f(vl, vi) = O pour j = 2 , .  . . , n. Donc la base {y1,. . . , v,) de V a la propriété 
demandée c'est-à-dire f ( v i ,  vi) = O pour i # j .  

Méthode 2. 

matrice diagonale. Ceci est équivalent au fait que f a une représentation matricielle diagonale. 
L'algorithme dans le problème 12.9 montre que chaque matrice symétrique sur K est congrue à la 

. .  une matrice diagonale sur K .  Montrer que 12.12. Soit A = ("' a2 

an l 
\ 

(i) pour tous les scalaires non nuls k , ,  . . . , k ,  E K ,  A est congrue à une matrice diago- 
nale, dont les éléments diagonaux sont 

(ii) si K est le corps des complexes C ,  alors A est congrue à une matrice diagonale avec 
seulement des 1 ou des O pour éléments diagonaux. 

(iii) si K est le corps des réels R, alors A est congrue à une matrice diagonale avec seule- 
ment des 1, des - 1 et des O comme éléments diagonaux. 

Soit P la matrice diagonale avec pour éléments diagonaux ki. Alors (i) 

-- l A 

\ 
i / f i  si ai + O 

1 si ai = O 
. Alors P'AP (ii) Soit P la matrice diagonale avec des éléments diagonaux 

a la forme demandée. 
bi = 

[/? si a i #  O 
Soit P la matrice diagonale avec des éléments diagonaux 
a la forme demandée. si ai = O 

. Alors P'AP (iii) b, = 

Remarque : Remarquons que (ii) n'est plus vraie si la congruence est remplacée par une congruence 
hermitienne (voir Problèmes 12.40 et 12.41). 

12.13. Démontrer le théorème 12.5 : Soit f une forme bilinéaire symétrique de V sur R. Alors il 
y a une base de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, e t  toute autre 
représentation diagonale de f a le même nombre d'éléments positifs et le même nombre 
d'éléments négatifs. 

D'après le théorème 12.4, il y a une base { u l ,  . . . , u, } de V, dans laquelle f est représentée par une 
matrice diagonale avec P éléments positifs et N éléments négatifs. Supposons maintenant que {w,, . . . , w,} 
soit une autre base de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, avec P éléments posi- 
tifs et N' éléments négatifs. Nous pouvons supposer sans supprimer la généralité du problème que les 616- 
ments positifs dans chaque mat,rice apparaissent en première position. Puisque rang (f)  = P + N = P' +N' 
il suffit de montrer que P = P. 
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Soit U l'ensemble des générateurs des u l ,  . . . , u et soit W l'ensemble des générateurs des wP'+ ,, . . . ,wn. 
Alors f(v, v) > O pour tout vecteur non nul v E f J  et f ( v ,  v) <,O pour tout vecteur non nul v E W. Donc 
U fl W = {O}. Remarquons que dim U = P et dim W = n - P .  Ainsi 

d im(U+W)  = dimU + dimW - dim(UnW) = P + (n-p') - O = p - p' + n 
Mais dim (U  + W )  < dim V = n ; donc P - P' -k n < n ou P < P'. De façon analogue P' < P et donc 
P = P' comme il était demandé. 

Remarque. Le théorème précédent et sa démonstration dépendent seulement du concept de positivité. 
Ainsi le théorème est vrai pour tout sous-corps K du corps R. 

12.14. Une matrice n x n symétrique réelle A est dite positive définie si X'AX > O pour chaque 
vecteur (colonne) non nul X C Rn ; c'est-à-dire, si A est définie positive on peut la consi- 
dérer comme une forme bilinéaire. Soit B une matrice quelconque réelle non singulière. 
Montrer que (i) B t B  est symétrique et (ii) B'B est définie positive. 

(i) 

(ii) 

(B'B)' = B'B'' = BtB ; donc B'B est symétrique 

Puisque B est non singulière, BX # O pour un vecteur quelconque non nul X E R". Donc le produit 
scalaire de BX par lui-même BX * B X  = (BX)' ( B X )  est positif. Ainsi X t ( B t B ) X =  (XtBt )  ( B X )  = 
(BX)' ( B X )  > O comme demandé. 

FORMES HERMITIENNES 
12.1 5. Déterminer laquelle des matrices suivantes est hermitienne : 

2 2 + 3 i  4-5i 2 - i  44- i \  4 -3 5 
2 - 3 i  5 6 + % )  ( 2 : i  
4 + 5 i  6-2i -7 4 s i  1 (-3 5 2 1 -6 1) 

(1) (2) (3) 
Une matrice A = (a,) est hermitienne ssi A = A* c'est-à-dire ssi aij = 5. 

(i) 
(ii) 
(iii) 

La matrice est hermitienne, puisqu'elle est égale à la conjuguée de sa transposée. 
La matrice n'est pas hermitienne, elle est symétrique. 
La matrice est hermitienne. En fait une matrice réelle est hermitienne si et seulement si elle est 
symétrique. 

12.16. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que f est une forme hermitienne sur C n  où f est 
définie par f ( X ,  Y )  = X t A T .  

Pour tout a, b E C, et tout X,, X,, Y E C", 

f ( a X ,  + bX,, Y )  = ( a X ,  + bX,)tA l? = (aX4 + bX2) A F 
= u X t A F  + b X k A I  = a f ( X i , Y )  + bf(X2,Y) 

Donc f est linéaire par rapport à la première variable. Aussi 

f ( x , Y )  = X t A F  = (X tAF) t  = Y t A t X  = W A * z  = Y t A z  = f ( Y , X )  

Ainsi f est une forme hermitienne sur Cn. (Remarque : Utilisons le fait que X t A P  est un scalaire et donc 
qu'il est égal à son transposé). 

12.17. Soit f une forme hermitienne sur V. Soit H la matrice de f dans une base { e l , .  . . , e n }  de 
V. Montrer que 
(i) 
(ii) 

Remarquons que (ii) est l'analogue en complexe du Théorème 12.2. 

(i) 

f (u ,  u) = [ulé ~m~ pour tous u, u E V. 
Si P est la matrice de passage de { e , }  à une nouvelle base {el} de V alors B = P'HF 
(ou B = Q*HQ où Q = P) est la matrice de f dans la nouvelle base { e : }  . 

Soit u, v E V et supposons 
u = alel + a2e2 + + anen et v = ble, + b,e, + ... + bnen 
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Alors f(u, v) = f(alel + . . . + une,, ble, + ~ . . + b,e,) 

= 2 a,b,f(e,, e j )  = (01, . . ‘ 9  a n )  H 
2,3 

comme il est demandé 

Puisque P est la matrice de passage de {ei } à {ef>, alors 

et aussi 

.P* H 

( 2 )  
- -- 

P[zL],. = [ ~ L I ~ ,  ~ [ V I , .  = [wle  [ ~ L I :  = [ ~ l e .  ~ t ,  [vie = P [ V I ~ ,  

v]],. Mais u et v sont des éléments arbitraires 
-- 

Ainsi d’après (1) f ( u  , v )  = [u ] :  H[V],  = [u ] :  
de V ; ainsi P’HP est la matrice de f dans la base 

12.18. Soit H = une matrice hermitienne. Trouver une matrice non sin- 

gulière P telle que Pr HF soit diagonale. 

Formons d’abord la matrice bloc ( H I  1) 

1 l + i .  2i 1 0  0 
1 - i  4 2 - 3 i i  O 1 O 
-2i 2 + 3 i  7 ; O O 1 

Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes R ,  + (- 1 + i) R ,  + R ,  et R ,  + 2 i  R ,  f R ,  
à ( A  , 1) et ensuite les “les opérations élémentaires colonnes hermitiennes” correspondantes (voir Problème 
12.42) C, + (-- 1 - i) C, + C ,  et C ,  + - 2 i  C, + C, à A ; on obtient 

0 5 i  3 ;  2i O 1  

1 0 0 ;  1 
O 2 -5i I -1 + i O 2 -5i -1 f i  1 O 
1 l S i  2i  1 

O 5i 3 ;  2i O 1  

Appliquons ensuite l’opération élémentaire ligne R ,  -f - 5 i R 2  + 2R, et l’opération élémentaire colonne 
hermitienne correspondante C, + S i c ,  f 2C,, on obtient 

O ‘i 1 0  0 ;  1 
O 2 -5i 1 -1+i  1 et ensuite O 2 O I -1 + i 1 

l “u) O O -38 i 5 + 9 i  -5i 2 

1 0  0 ;  1 

I 
O O -19 1 5 + 9 i  -5i 2 

(u: :) 1 - l + i  5 + 9 i  

i 
Maintenant H a été diagonaliaée. Posons 

P = (a ; - i i  et ensuite P t H P  = 
O O -38 

Remarquons que la signature S de H est S = 2 - 1 = 1. 

PROBLEMES DIVERS 

12.19. Montrer qu’une forme bilinéaire quelconque f sur V est la somme d’une forme bilinéaire 
symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique. 

Posons g(zc,  V) = a[ f (u ,  v) + f(v, u)] and Nu, v) = + [ f ( ? t ,  V) - i(v, 4 1 .  Alors g est symétrique car 

g ( u ,  v) = 4 [f(u, w) + f(v,  u)] = 4 [f(V, u) + f(u, v)] = g ( V ,  4 
et h est antisymétrique car 

Mu, v) = + [ f < U ,  V )  - f(v, U ) ]  = - J[f(v, ZL) - f(u, V)] = - h ( V ,  u) 

De plus f = g + h. 

19 
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12.20. Démontrer le théorème 12.3 : Soit f une forme bilinéaire alternée sur V. Alors il existe 
une base de V dans laquelle f est représentée par une matrice de la forme 

De plus le nombre des (- i) est uniquement déterminé par f (car il est égal à f 
[rang (fil). 

Si f = O, alors le théorème est évident. Aussi, si dim V = 1, alors f ( k , u ,  k,u) = k , k , f ( u ,  u ) =  O 
et donc f = O. En conséquence nous pouvons supposer que dim V > 1 et f # O. 

Puisque f # O, il existe u,, u, E V non nuls tels que f(u,, u,) # O. En fait, en multipliant u1 
par un facteur approprié, nous pouvons supposer que f (u l ,  u,) = 1 et donc f (u , ,  u,) = - 1. Donc 
maintenant u1 et u, sont linéairement indépendants, car si on pose u, = k u , ,  alors f(u,, u,) = 
f(ul ,  k u l )  = k f ( u , ,  u i )  = O. Soit U le sous-espace engendré par u1  et u, c’est-à-dire U = L ( u l ,  u,). 
Remarquons que : 

La représentation matricielle de la restriction de f à U dans la base {u,, u,} est 

si u E U, en posant u = au, + bu2,  alors 
(-: 0). (i) 

(ii) 
f(u,ul) = f(aui + bu,, ul) = -b  

f(u, u2) = f(aui + bu,, = a 

Soit W le sous-espace des vecteurs w E V tels que f ( w ,  u , )  = O et f(w, u,) = O. De manière 
équivalente 

W = { w E V :  f(w,u) = O pour chaque u E U )  

Démontrons que V = U @ W .  Il est clair que U n W = (0) et donc il reste à montrer que V = U + W .  
Soit v E 1’. Posons 

u = f(w,uZ)ul - f(v,ul)uZ et w = w - u (1 ) 

Puisque u est une combinaison linéaire de u1 et u,, u E U. Montrons que w E W .  D’après (1) et (ii) 
f ( u ,  u l )  = f(v, u, )  donc 

f(w, Ui) = f(v -u, u1) = f (%Ul)  - f (%Ul)  = 0 

De façon analogue f ( u ,  u,) = f ( v ,  u,) et donc 

f(w, u2) = f(v - u, u2) = f(W,U,) - f(u,u,) = O 

Alors w E W et donc d’après (1), v = u + w ,  où u E U et w E W .  Ceci montre que V = U + W et 
donc V = U @ W .  

une base u 3 , .  . . , un de W dans laquelle la matrice représentant f restreinte à W a la forme demandée. 
Ainsi u,, u,, u3 , .  . . , un est une base de V dans laquelle la matrice représentant f a la forme désirée. 

Maintenant la restriction de f à W est une forme biiinéaire alternée sur W .  Par récurrence, il existe 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

FORMES BILINEAIRES 
12.21. Soit u = (x,, x,) et v = (yi ,  y , ) .  Déterminer si les formes suivantes sont des formes bilinéaires sur R2.  

(i) f ( u , ~ )  = 2x1y2 - 3x2yl (iv) f(u,w) = ~ I Z Z  + YiYz  

(ii) f (u ,v )  = x1 + 2/2 (v) f b . 4  = 1 
(iii) f(u,w) = 3xZyz (vi) f(u,w) = O. 

Soit f la forme biiinéaire de R2 définie par 12.22. 
f((x1, d, (YI,  YZ)) = 3 x 1 ~ 1  - 2 x 1 ~ 2  + 4 x 2 ~ 1  - ~2 

(i) Trouver la matrice A de f dans la base (u ,  = (1, 1), u,  = (1, 2)). 
(ii) Trouver la matrice B de f dans la base {vi  = (1, - 1), v, = (3, 1)) 
(iii) Trouver la matrice de passage P de { u i } à  {vi}et vérifier que B = PtAP. 

12.23. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 X 2 sur R. Soit M = (: ) et soit f ( A ,  B )  = tr (AfiMB) où 

A ,  B E V et “tr” notant la trace. (i) Montrer que f est une forme bilinéaire sur V. (fi) Trouver la ma- 

trice de f dans la base { ( ‘O  :)~(: :).(; :)*(O !)}. 
12.24. Soit B ( V )  i’ensemble des formes bilinéaires V sur K. Démontrer : 

(i) 

(ii) 

si f, g E B (  V), alors f -t g et kf, pour k E K ,  appartiennent aussi à B (  V )  et donc B ( V )  est un 
sous-espace de l’espace vectoriel des fonctions de V x V dans K. 
si @ et u sont des formes linéaires sur V, alors f(u, v) = @(u)  u(v) appartient à B(V) .  

12.25. Soit f une forme bilinéaire sur V. Pour tout sous-ensemble S de V,  nous écrivons 
S’ = {v E V ; f (u ,  v) = O pour chaque u E S}, S T =  {v E V ; f(v,  u )  = O pour chaque u E SI. 

Montrer que : (i) S1 et ST sont des sous-espaces de V ,  (ii) S, C S, implique Si C Si et S: C S:, 
(iii) {O}* = = V. 

12.26. Démontrer que si f est une forme bilinéaire sur V, alors rang (f) = dim V - dim V’ = dim V - dim VT 
et donc dim V1 = dim V!  

12.27. Soit f une forme bilinéaire sur V. Pour chaque u E V, soit Û : V -+ K et 
Û(x) = f ( x ,  u )  et u(x )  = f ( u ,  x). Démontrer que 

(i)  
(ii) 
(iii) rang (f) = rang (u  * û) = rang (u  HU). 

: V -+ K définies par 

Û et % sont chacune linéaires, c’est-à-dire Û, U E V*. 
u I-+ Û et u H sont chacune des applications linéaires de V dans V*. 

12.28. Montrer que la congruence des matrices est une relation d’équivalence, c’est-à-dire que (i) A est congruente 
à A,  (ii) si A est congruente à B, B est congruente à A ,  (iÜ) si A ,  est congruente B et B congruente à C, 
alors A est congruente à C. 

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES. FORMES QUADRATIQUES 
12.29. Trouver la matrice symétrique appartenant à chacun des polynômes quadratiques suivants (polynômes ho- 

mogènes par rapport à l’ensemble des variables x, y ,  z et de degré 2 ) :  

(i) 
(ii) q(x,y,z) = x2 - xx + y2 
jiii) q(x,y,z) = xy + y2 + 4xz + 22 

(iv) q(x,y,z) == xy + YZ. 

q(x, y, z )  = 2x2 - 8xy + y2 - 16x2 + 14yz + 5z2 
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12.30. 

12.31. 

12.32. 

12.33. 

12.34. 

12.35. 

12.36. 

Pour chacune des matrices suivantes A ,  trouver une matrice non singulière P telle que P‘AP soit diagonale. 
1 -2 -3 

1 -2 

3 -9 
(ii) A = (-2 6 -n). (iii) A = 1 -2 ’ -5 -: 

-3 -1 9 11 

Dans chacun des cas, trouver le rang et la signature. 

Soit q la forme quadratique associée à une forme bilinéaire symétrique f. Vérifier une autre forme polaire 
pour f : f(u, v) = 4 [q  (u + v )  - q (u - v)]. 1 

Soit S ( V )  l’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur V. Montrer que : 
(i) S(V) est un sous-espace de B ( V )  ; (ii) si dim V = n alors dim S ( V )  = $ n ( n  f 1). 

Soit f la forme bilinéaire symétrique associée à la forme réelle quadratique q(x,  y )  = ax2 i- bxy + c y 2 .  
Montrer que : 
(i) f est non dégénérée si et seulement si b2 - 4ac # O ; 

(Ü) f est définie positive si et seulement si Q > O et b2 - 4ac < o. 

Supposons que A soit une matrice définie positive réelle et symétrique. Montrer qu’il existe une matrice 
non singulière P telle que A = P‘P. 

Considérons un polynôme réel quadratique q(xl, . . . , 5,) = 

(i) 
3 ai,xixj, OU aij = ai* i,j = 1 

Si all # O, montrer que la substitution 

1 
a1 1 

5 1  = Y1 - -(a,,yz + * * .  + UlnYn), 2, = Yz, . . ., 5,  = Yn 

donne l’équation q(xl, x 2 , .  . . , x n )  = a l l y f  + q ‘ ( y 2 ,  . . . , y n )  où q‘ est aussi un polynôme qua- 
dratique. 

Si a l l  = O, mais a 1 2  # 0,montrer que la substitution (ii) 
- 

x1 = Y 1  + Y 2 >  x 2  = Y 1  - Y 2 ,  x3 = Y 3 , .  . . , x, - Y n  

donne l’équation q (x,, . . . , x n )  = 2 b . .  y .y .  où b , ,  # O, c’est-à-dire réduit ce cas au cas (il. 
ZJ Z 1 

Cette méthode de diagonalisation de q est connue sous le nom “méthode des carrés de Gauss”. 

Utiliser des raisonnements du type précédent pour réduire chaque polynôme quadratique du Problème 
12.29 à la forme diagonale. Trouver le rang et la signature dans chaque cas. 

FORMES HERMITIENNES 
12.37. Pour toute matrice complexe A ,  B et pour tout k E C, montrer que 

(i) ASB = A + E ,  (ii) kA = kX, (iü) AB = AB, (iv) At - - 

12.38. Pour-chacune des matrices hermitiennes suivantes H ,  trouver une matrice non singulière P telle que 
P’HP soit diagonale : 

12.39. Soit A une matrice quelconque complexe non singulière. Montrer que H = A*A est hermitienne définie 
positive. 

12.40. Nous savons que B est congrue hermitienne à A s’il existe une matrice non singulière Q telle que 
B = Q*AQ. Montrer que la congruence de matrice hermitienne est une relation d’équivalence. 
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12.41. Démontrer le théorème 12.7 : Soit f une forme hermitienne sur V, Alors il existe une base {el, e 2 ,  , . . , e n }  
de V dans laquelle f est représentée par une matrice diagonale, c’est-à-dire f ( e i ,  e.) = O pour i f j .  De plus, 
chaque représentation diagonale de f a le même nombre P d’éléments positifs et le même nombre N d’élé- 
ments négatifs. (Remarquons que la seconde partie du théorème n’est pas vraie pour les formes COmpkXeS 
symétriques bilinéaires, comme on l’a vu dans le Problème 12.12 (ii). Cependant, la démonstration; du théo. 
rème 12.5 dans le problème 12-13 s’étend pour le cas des formes hermitiennes. 

PROBLEMES DIVERS 
12.42. Considérons les opérations élémentaires sur les lignes suivantes : 

[ai] Ri t) Rj, [a21 Ri -+ kRi,  k # O ,  [CLSI Ri -+ kRj  + Ri 

Les opérations élémentaires correspondantes sur les colonnes sont respectivement 

[ h i ]  Ci * Cj, [b,] Ci+ kCi, k f O ,  [b3] Ci -$ kCj+ Ci 

Si K est le corps des complexes C, alors les opérations colonnes hermitiennes correspondantes sont res- 
pectivement 

[CI]  ci - cj, [cp] ci -3 kc, k # O, [c3] ci -+ kCj + ci 
(i) 

(ii) 

Montrer que la matrice élémentaire correspondant à [bi] est la transposée de la matrice élémentaire 
correspondant à [ a i ] .  

Montrer que la matrice élémentaire correspondant à [ci] est la conjuguée transposée de la matrice 
élémentaire correspondant à [a i ] .  

12.43. Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Une application f : V X W + K est appelée forme biliné- 
aire V et W si 

(ii) f(v, aw, + bw,) = a f ( w ,  wi) + b f ( v ,  zo,) 

pour chaque a, b E K ,  vi E V, w j  E W. Démontrer que 

(i) 

(i) f (avi  + bvp, W )  = af(v1, W )  + b f ( v 2 ,  W )  

L’ensemble B ( V ,  W )  des formes bilinéaires sur V et W est un sous-espace de l’espace vectoriel des fonc- 
tions de V x W sur K. 

Si {G1,. . . , @ } est une base de V* et {ul, u 2 , .  . . ,a,} une base de W *  alors {fi. : i = 1,. . . , m,  
j = 1 , .  . . , nyest une base de B(V ,  W )  où fij est définie par fij(u, w )  = &(v) u j f w ) .  Ainsi 
cüm B ( V ,  W )  = dim V - dim W. 

(ii) 

(Remarque : Observons que si V = W ,  alors nous obtenons l’espace B ( V )  traité dans ce chapitre), 

m fois - 
Soit V un espace vectoriel sur K. Une application f : V x V . . . x V +. K est appelée une forme multi- 
linéaire sur V si f est linéaire par rapport à chaque variable : c’est-à-dire, pour i = 1, . . . , rn, 

12.44. 

h A 

f( ..., &a, . . .) = u t ( . .  .>u ,  . . . )  + bf( ..., 21, .. .) 
où A note la ième composante, les autres composantes étant fixées. Une forme multilinéaire f est dite 
alternée si 

f(v,, . . . >  v,) = O pour vi = vk, i # k 

Démontrer que : 

(i) 

(ii) 
Remarque 1. Si rn = 2, alors nous obtenons l’espace B ( V )  traité dans ce chapitre. 
Remarque 2. Si V = K M ,  alors le déterminant est une forme particulière m-linéaire alternée sur V. 

L’ensemble B,(V) des formes m-linéaires sur V est un sous-espace de l’espace vectoriel des fonctions 
de V X  V X  . . .  x VdansK.  

L’ensemble A , ( V )  des formes m-linéaires alternées sur V est un sous-espace de B,(V). 
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R E Y u n m s  AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

1 2 . 2 1 .  (i) Oui, (ii) Non, (iii) Oui, (iv) Non, (v) Non, (vi) Oui. 

1 2 . 2 2 .  (i) A = ( 7  ;) (ii) B = (2: 32) (iii) P = ( -2 -2 ') 

2 -4 -8 1 

1 2 . 2 9 .  (i) 
-8 7 5 -4 O O 2 0  

(ii) P = (A "), P t A P  = (u 2" u). S = 1 .  
O 0 2  O O -38 

O 0  

(iii) P = P t A P  = , S = 2 .  
O 0 1  O 0 - 7  O 
0 0 0 7  O O O 469 

1 2 . 3 8 .  (i) P = (t i ) ,  P t H P  = (i ;), S = 2 .  

) ,  P t H P  = (' O), S = O. 1 - 2 f 3 i  
O 1  O -14 

(ii) P = 



CHAPITRE 13 

Espaces préhilbertiens 

INTRODUCTION 
La définition d’un espace vectoriel V suppose donné un corps quelconque K. Dans ce chapitre 

nous restreindrons K soit au corps des réels R, soit au corps des complexes C. Dans le premier cas, 
V est appelé un espace vectoriel réel, dans le second cas V est un espace vectoriel complexe. 

Rappelons que les concepts de “longueur” et  “d’orthogonalité” n’apparaissent pas dans l’étude 
des espaces vectoriels arbitraires (quoiqu’ils soient apparus dans le chapitre I pour les espaces R” et 
C”). Dans ce chapitre, nous ajoutons une nouvelle structure à un espace vectoriel V pour obtenir 
un espace préhilbertien, e t  nous définirons ces concepts dans ce cadre. 

spécifié autrement. De fait, de nombreux théorèmes de ce chapitre ne sont pas valables pour des 
espaces vectoriels de dimension infinie. Nous illustrerons cela par quelques exemples e t  problèmes. 

Nous supposerons que V reste un espace vectoriel de dimension finie 5 moins qu’il en soit 

ESPACES PREHILBERTIENS 
Donnons d’abord une définition. 

Définition : Soit V un espace vectoriel (réel ou complexe) sur K .  Supposons que pour chaque 
paire de vecteurs u, u €5 V on associe un scalaire < u, u> E K. Cette application est 
appelée produit scalaire dans V, si elle satisfait aux axiomes suivants : 

[Il] 
[I,] ( u ,  u > =  ( u ,  u >  

( a u ,  + bu,, u >  = a h , ,  u >  + b(u , ,  u >  
- 

[13] 

L’espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien. 

( u ,  u >  > O et ( u ,  u >  = 0 si et seulement si u = 0 

Remarquons que ( u ,  u > est toujours réel d’après [1, ] et donc l’inégalité donnée dans II3 1 a un 
sens. On utilise aussi la notation 

IIuII = d r n  
Ce nombre réel non négatif (luII est appelé la norme ou la longueur de u. En utilisant [Il] et  [I ,]  
on obtient (Problème 13.1) la relation 

( u ,  au, + bu,) = a ( u ,  V I >  + b ( u ,  u,) 

Si le corps initial K est réel, le signe conjugué apparaissant précédemment e t  dans [I,] ne doit pas 
être considéré. 

symétrique si le corps de base est réel, e t  est une forme hermitienne définie positive si le corps 
de base est complexe. 

Un espace préhilbertien réel est appelé quelquefois espace euclidien, et un espace préhilber- 
tien complexe est quelquefois appelé espace unitaire. 

D’après le chapitre précédent, un produit scalaire est une forme bilinéaire positive définie et 
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Exemple 13.1 : Considérons le produit scalaire dans R”: 
U - V  = albl + a,bz + . .. + anbn 

où u = (ai) et v = (bi). Il s’agit d’un produit scalaire sur R”, et R“ muni de ce produit 
scalaire est appelé habituellement espace euclidien de dimension n. Quoiqu’il existe plusieurs 
manières de définir un produit scalaire sur R” (voir Problème 13-2) nous supposerons qu’il 
s’agit de ce produit scalaire sur R” à moins qu’il en soit spécifié autrement. 

Exemple 13.2 : Considérons le produit scalaire sur C”: 

u 2, = ZIWl + z2w2 + . . .  + znwn 

où u = (zi) et v = (wi).  Comme dans le cas réel, il s’agit d’un produit scalaire sur Cn,et 
nous supposerons qu’il s’agit du produit scalaire de C”, à moins qu’il en soit spécifié 
autrement . 

Exemple 13.3 : Soit V l’espace vectoriel des m x n matrices sur R. L’expression suivante est un produit 
scalaire sur V ; 

( A ,  B )  = tr (BtA)  

où tr désigne la trace de la matrice, c’est-à-dire la somme des éléments diagonaux. 

sion suivante est un produit scalaire sur U : 
De façon analogue, si U est l’espace vectoriel des m x n matrices sur C, alors l’expres- 

(A ,  B )  = tr (B*A) 

Comme d’habitude, B*, indique la matrice transposée conjuguée de la matrice B. 

Exemple 13.4 : Soit V l’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur l’intervalle a < t < b. L’expres- 
sion suivante est alors un produit scalaire sur Y 

(f, 9) = Jb f ( t )  d t )  dt  
a 

De façon analogue, si U est l’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur l’in- 
tervalle réel a < t < b ,  alors l’expression suivante est un produit scalaire sur U : 

Exemple 13.5 : Soit V l’espace vectoriel des suites infinies de nombres réels (a ,  , a* ,  . . . ) satisfaisant à 

c’est-à-dire la somme précédente converge. L’addition et la multiplication scalaire des 
suites sont définies par : 

(a,,az , . . .)  + (  bl ,bZ,  . . . )  = ( a l + b i , a z + b z ,  . - . )  

k(a,, a,, . . .) = (ka,, ka,, . . .) 
Un produit scalaire est défini dans V par 

((ai, CL,, . . .), ( b i ,  b,, . . .)) = alb1 + azb, + . . 
La somme précédente converge absolument pour tout couple de points de V (Problème 
13-44) ; donc le produit scalaire est biendéfini. Cet espace préhilbertien est appelé Z,. 

Remarque 1 : Si 1 I u II = 1, c’est-à-dire si (u , u> = 1, alors u est appelé vecteur unitaire, on dit 
qu’il a été normé. Remarquons que tout vecteur non nul u E V peut être normé 
en posant u = u/Ilull. 

Remarque 2 : Le nombre réel non négatif d ( u  , u )  = IIu - u I I  est appelé distance de u à u ; 
cette fonction satisfait les axiomes d’un espace métrique (voir Problème 13-51). 
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INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ 

La formule suivante, appelée inégalité de Cauchy-Schwarz est utilisée dans de nombreuses 
branches des mathématiques. 

Théorème 13.1 : (Cauchy-Schwarz) : Pour tous vecteurs u ,  u E V 

I ( U ’  u)l llull IIuII 
Examinons maintenant cette inégalité dans des cas bien déterminés. 

Exemple 13.6 : 

Exemple 13.7 : 

ORTHOGON ALITE 

Considérons des nombres complexes quelconques a l  , a 2 ,  . . . , a,, h l  , . , . , b, E C. Alors 
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz 

(albl + . . * + a,b,)2 f (\a112 + . . . + ;a,p)(Ibli2 + . . . + lb,12) 
c’est-à-dire ( u - t y  f J / U / p  IlVI12 

où u = (ai) et v = (bi). 

Soient f et g deux fonctions quelconques réelles et continues définies sur un intervalle unité 
O f t < 1. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 

Ici V est l’espace préhilbertien de l’exemple 13-4. 

Soit V un espace préhilbertien. Les vecteurs u ,  u E V sont dits orthogonaux si ( u ,  u )  = O .  
- Cette relation est évidemment symétrique ; c’est-à-dire si u est orthogonal à u,  alors (LI., u)=(u,) = 
O = O et donc u est orthogonal à u. Remarquons que O E V est orthogonal à tout vecteur u E V, 
Car 

(0,v) = {Ov,v) = O(w,w) = O 

Réciproquement, si u est orthogonal à chaque u E V ,  alors ( u  , u> = O et donc u = O d’après [I,]. 

par W’, contient les vecteurs de V qui sont orthogonaux à chaque w E W : 
Supposons maintenant que W soit un sous-espace quelconque de V. L’orthogonal de W ,  noté 

w-’ = { v E V :  ( v , w ) = O p o u r t o u t w E W )  
Montrons que w’ est un sous-espace de V. On a évidemment O E W’. Supposons maintenant 
u ,  u E W’. Alors pour tout a, b E K et pour tout w E W 

(uu+bv,w) = a(u,w)+ b(w,w) = a . O + b . O  = O 

Ainsi au + bw E W’ et  donc W est un sous-espace de V. 

Théorème 13.2 : Soit W un sous-espace de V. Alors V est la somme directe de W et W’, c’est-à-dire 
v =  w @ w’. 

Maintenant si W est un sous-espace de V, alors V = W @ W’ d’après le théorème précédent ; il 
existe donc une projection unique E ,  : V + V ayant pour image 
W et pour noyau W’. C’est-à-dire, si u E V et u = w + W’OÙ w E W ,  
w’ E W’, alors E ,  est définie par E, ( u )  = w .  Cette application E, est 
appelée projection orthogonale de V sur W .  

Exemple 13.8 : Soit W l’axe des z dans R3, c’est-à-dire 
W = { ( O , O , c )  : c E R) 
Alors W’ est le plan xy, c’est-à-dire 
W’ = { (a ,  b ,  O) : a, b E R} 
Comme nous l’avions prévu R3 = W @ W’. La pro- 
jection orthogonale E de R3> sur W est donnée par 
E ( x ,  Y ,  z) = (0 , O  , z ) .  
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Exemple 13.9 : Considérons un système homogène d’équations linéaires sur R : 
allzl + a12x2 + + al,x, = O 

a21z1 + a22x2 + . . *  + aznx, = O 

arnlzl + urn2x2 + * . . + am,%, 

............................... < 

= O 

ou en notation matricielle AX = O. Rappelons que l’espace solution W peut être consi- 
déré comme le noyau de l’opérateur linéaire A .  Nous pouvons aussi considérer Wcomme 
l’ensemble de tous les vecteurs Y = ( x i , .  , . , x n )  qui sont orthogonaux à chaque ligne de 
A. Ainsi W est l’espace orthogonal k l’espace ligne de A. Le théorème 13-2 nous donne 
alors une autre démonstration du résultat fondamental dim W = n - rang(A). 

Remarque : Si V est un espace préhilbertien réel, alors l’angle que font entre eux deux vecteurs 
non nuls u ,  u E V est défini par 

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, -1 < cos 8 < 1 et donc l’angle 8 existe tou- 
jours. Observons que u et u sont orthogonaux si et seulement si ils sont “perpendiculaires” 
c’est-à-dire 19 = ~ 1 2 .  

ENSEMBLES ORTHONORMES 

naux, c’est-à-dire si (ui , u j )  = O pour i # j .  En particulier l’ensemble { ui} est dit orthonormé s’il 
est orthogonal et si chaque ui a pour longueur 1, c’est-à-dire si 

Un ensemble { ui} de vecteurs dans V est dit orthogonal si ses éléments distincts sont orthogo- 

O pour i # j 

1 pour i = j i (Ui, Uj) = 6ij = 

Un ensemble orthonormé peut toujours être obtenu à partir d’un ensemble orthogonal de vecteurs 
non nuls en normant 

Exemple 13.10 : 

Exemple 13.11 : 

chacun des vecteurs. 

Considérons la base usuelle de l’espace euclidien à 3 dimensions R3: 

Il est clair que 
{el = (1, O ,  O ) ,  e2 = ( O ,  1, O ) ,  e3 = ( O ,  O ,  1)) 

(el, e l )  = (e2,  e2)  = (e,, e,) = i et (ei, ej) = 0 pour i # j 

c’est-à-dire, {el, ez, e,) est une base orthonormée de R 3 .  Plus généralement, la base 
usuelle de Rn ou de Cn est orthonormée quel que soit n. 

Soit V l’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur l’intervalle - 7~ Q t < 7~ avec 

le produit scalaire défini par (f, g )  = 

classique de sous-ensemble orthogonal de V: 

f ( t )  g ( t )  dt. L’ensemble suivant est un exemple L: 
(1, cos t, cos 2 t ,  . . ., sin t ,  sin 2 t ,  . . .} 

L’ensemble orthogonal précédent joue un rôle fondamental dans la théorie des séries de 
Fourier. 

Les propriétés suivantes d’un ensemble orthonormé seront utilisées dans cette partie. 

Lemme 13.3 : Un ensemble orthonormé {ui , u2 , . . . , u, 1 est linéairement indépendant, et pour 
tout u E V le vecteur 

20 = v - (v, U1)Ul - (v, u2)uz - * * - - (v, Ur)Ur 

est orthogonal à chacun des ui. 
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PROCEDE D’ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT 

Les bases orthonormées jouent un rôle primordial dans les espaces préhilbertiens. Le théorème 
suivant montre qu’une telle base existe toujours ; sa démonstration utilise le célèbre procédé d’ortho- 
gonalisation de Gram -Schmidt. 

Théorème 13.4 : Soit { u1 , . . . , un } une base arbitraire d’un espace préhilbertien V. Il existe alors 
une base orthonormée {ul , u2 , . . . , un} de V telle que la matrice de passage de 
{ ui} à { ui} soit triangulaire, c’est-à-dire, pour i = 1, . . . , n, 

Ut = utiwi + utz?l2 + * . . + UnV, 
Démonstration : Posons u1 = u l / I ~ u l ] ] ,  alors { u , }  est orthonormé. Posons ensuite 

D’après le lemme 13.3 w 2  (et donc u 2 )  est orthogonal à u1 ; d’où { u1 , u,) est orthonormé. Posons 
ensuite 

WP = 212 - (212,Ul)Ul et uz = zuJIIwa/l 

w3 = v 3  - (2)3,ul)U1 - (2)3,?h)U2 et u3 = w3/(Iw31j 

De nouveau d’après le lemme 13.3 w 3  (et donc u 3 )  est orthogonal à u1 et u2 donc { u ,  
est orthonormé. En général, après avoir obtenu { u1 u2 , . . . ui )nous posons 

wi+i = V i t i  - (?li+l,Ul)Ui - * * .  - (vi+i,ui)ui et 

u2 u 3 }  

ui+i = wi+i/llwiT1~\ 

Remarquons que w. f O car ui+ , 4 L(u ,  7 .  . . , ui) = L ( u l  , . . . , ui)). Comme plus haut{u,, . . ., u ~ + ~ }  
est aussi orthonorme. Par récurrence, nous obtenons un ensemble orthonormé {ul . . . , un }qui est indé- 
pendant e t  donc qui est une base de V. La construction de cet ensemble montre bien que la matrice 
de passage est triangulaire. 

i f 1  

Exemple 13.12 : Considérons la base suivante de l’espace euclidien R3: 

{Wl = ( 1 , L  1). ?J2 = ( 0 9 1 9  1), w3 = (0, O ,  1)> 

Utilisons le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour transformer { vj} en une base 
orthonormée {ut}.  Normalisons d’abord v,, posons. 

w2 = w2 - (W,,U1)Ul = (O,l , l )  - - - - > -  1 ) 1 (-;,$$) 
fi 2 ( 1  6fi fi 

et normalisons w2, on pose alors 

u 2  = 

Finalement posons 

wg = w3 - (W3,Ul)Ui - (V3,UZ)UZ 

puis normalisons w q  : 
w3 - ( O , - - , - )  1 1  

*f i  a s = - -  
Ilwg!! 

La base orthonormée de R3 demandée est donc 

FORMES LINEAIRES ET OPERATEURS ADJOINTS 

Par 
Soit V un espace préhilbertien. Chaque u E V détermine une application 2 : V +. K définie 

û ( u )  = ( u ,  u>  
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Donc pour tout a ,  b E K et pour tout u l ,  u2 E V ,  
h A 

û(av1+ bvz) = (UV1 + bvz, u) = a(v1, u) + b(v2, u) = au(v1) + bu(vz) 

C’est-à-dire, 
mension finie et  constitue un théorème important. 

est une forme linéaire sur V. La réciproque est aussi vraie pour des espaces de di- 

Théorème 13.5 :Soit q5 une forme linéaire sur un espace préhilbertien de dimension finie V. Il 
existe alors un vecteur unique u E Vtel que $ ( u )  = ( u  , u) ,  pour chaque u E V. 

Remarquons que le théorème précédent n’est pas vrai pour deS.espaces de dimension infinie 
(Problème 13-45), quoiyu’on ait quelques résultats dans cette direction. L’un d’entre eux est 
connu sous le nom de théorème de représentation de Riesz). 

Utilisons le précédent théorème pour démontrer le théorème suivant 

Thémème 13.6 : Soit T un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie. 11 
existe alors un opérateur linéaire unique T* sur V tel que 

(W), v) = (u, 
pour tout ( u ,  u )  E V. De plus, si A est la matrice de T relativement à une base 
orthonormée {ei  } de V, alors la conjuguée transposée A* de A est la matrice de 
T* dans la base { e j } .  

Insistons sur le fait qu’il n’existe pas de telle relation simple entre les matrices représentant 
T et T* si la base n’est pas orthonormée. Nous voyons ici une propriété très utile des bases ortho- 
normées. 

Définition : Un opérateur linéaire T sur un espace préhilbertien V est dit admettre un opérateur 
adjoint T* sur V si ( T ( u ) ,  u )  = ( u ,  T * ( u ) )  pour chaque u ,  u E V. 

Le théorème 13.6 établit ainsi que chaque opérateur T a un adjoint si V est de dimension 
finie. Ce théorème n’est pas valable si V est de dimension infinie (Problème 13.78). 

Exemple 13.13 : Soit T l’opérateur linéaire de C3 défini par 

T ( x ,  y, Z )  = (22 + i y ,  y - 5iz, 1: + (1 - i)y + 3%) 

On trouve une formule analogue pour l’ad’oint T* de T. Remarquons (Problème 7.3) que 
la matrice de T dans la base usuelle de C est 

[TI = (i f -:il 

3’ 

1 1 - i  

Rappelons que la base usuelle est orthonormée. Ainsi d’après le théorème 13.6, la ma- 
trice de T* dans cette base est la transposée conjuguée de [TI : 

2 0  
[T*] = (-: ii l i i )  

En conséquence, 

T*(1:, y, 2) = (2s f 2, -‘k + y + (1 -k i ) Z ,  5iy + 32) 

Le théorème suivant résume quelques propriétés de l’adjoint. 

Théorème 13.7 : Soient S et T des opérateurs linéaires sur V et soit h E K. Alors 

(i) (S+T)*  = S* + T* (iii) (ST)* = T*S* 

(ii) (kT)* = kT* (iv) (T*)* = T 
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Classe de 
nombres complexes 

ANALOGIE ENTRE A (V) et C ; OPERATEURS SPECIAUX 

finie. L’application adjointe T * T *  sur A (V) est tout 5 fait analogue 5 l’application conjuguée 
z I+ sur le corps des complexes C. Pour illustrer cette analogie, nous identifierons dans le tableau 
suivant certaines classes d’opérateurs T E A (V) dont le comportement par l’application adjointe est 
analogue au comportement par conjugaison de certaines classes familières de nombres complexes. 

Appelons A (V) l’algèbre des opérateurs linéaires sur un espace préhilbertien V de dimension 

Comportemant par Classe d’opérateurs Comportement par 
conjugaison dans A (v) l’application adjointe 

Axe imaginaire 

T* = T-l l - Opérateurs orthogonaux (cas réel) 
2 = l /z  I Opérateurs unitaires (cas complexe) 

Cercle unité ( lz l  = 1) 

Opérateur anti-adjoints 
- - antisymétriques (cas réel) T* = - T  z = - z  

- antihermitiens (cas complexe) 

I 1 Opérateurs auto adjoints I 
- 

T*= T 1 = 1 Appelés aussi 
symétriques (cas réel) 
hermitiens (cas complexe) 

Axe réel 

z = W. w , w # O Opérateurs définis positifs I I Demi-axe positif 
( O ,  + -3 

T = S * S  
avec S non singulier I 

L’analogie entre ces classes d’opérateurs T et les nombres complexes z est donnée dans le théo- 
rème suivant 

Théorème 13.8 : Soit A une valeur propre d’un opérateur linéaire T sur V. 
(1) Si T* = T-’ alors (hl = 1. 

(2) 
(3) 
(4) 

Si T* = T ,  alors h est réel. 
Si T* = - T ,  alors x’ est imaginaire pur. 
Si T = S*S avec S non singulière, alors X est réel et positif. 

Nous démontrons maintenant le théorème ci-dessus. Dans chaque cas, soit u un vecteur propre 

Démonstration de (1) : Montrons que Ah ( u ,  u )  = ( u ,  u>. 

non nul de T appartenant à h, c’est-à-dire T ( u )  = hu avec u # O ; donc ( u ,  u >  est positif. 

Xh(v,v) = ( X V , ~ V )  = (T(v) ,T(v) )  = <v,T*T(v)) = ( ~ , Z ( V ) )  = (v ,v )  
Mais ( u  u> f O : donc hx  = 1 et donc Ihl = 1. 

Démonstration de ( 2 )  : Montrons que h(u u> = h< u u> 

V v , v )  = (Xv,v) = (T(v) ,v )  = (v,T”(v)) = (v ,T(v) )  = (v,Xv) = X(v,v) 

Mais ( u ,  u >  # O ; donc h = et donc A est réel. 

Démonstration de ( 3 )  : Montrons que X ( u ,  u> = - x ( u ,  u>. 

Mais <u u> # O ; donc h = - h ou h = - h et donc h est un imaginaire pur. 
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Démonstration de (4) : Remarquons d’abord que S(u)  # O, car S est non singulière ; donc 
(S(u), S (u ) )  est positif. Montrons que h ( u ,  u )  = ( S ( u ) ,  S(u)) .  

A(W,V) = ( X V , V )  == (T (v ) , v )  = ( S * S ( V ) , V )  = (S(V),S(V)) 

Mais ( u ,  u )  et ( S ( u ) ,  S (u ) )  sont positifs ; donc h est positif. 

TT* = T*T .  De tels opérateurs sont appelés opérateurs normaux. 
Remarquons que tous les opérateurs précédents T commutent avec leur adjoint, donc 

OPERATEURS UNITAIRES ET ORTHOGONAUX 

défini plus haut, si 
Soit U un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie. Comme on l’a 

U* = U-’ ou de façon équivalente UU* = U*U = I 
alors U est dit orthogonal ou unitaire suivant que le corps sous-jacent est réel ou complexe. Le 
théorème suivant donne diverses caractérisations de ces opérateurs. 

Théorème 13.9 : Les conditions suivantes sur un opérateur U sont équivalentes. 

(i) U* = U-’ , c’est-à-dire UU* = U*U = I. 
(ii) U conserve les produits scalaires, c’est-à-dire pour chaque u, w t V 

(iii) U conserve les longueurs, c’est-à-dire pour chaque u E V llU(u)ll = IIvII. 
< U ( U ) ’  U(Ur)) = ( u ,  w). 

Exemple 13.14 : Soit T : R3 -+ R3 l’opérateur linéaire qui fait su- 
bir i chaque vecteur une rotation autour de l’axe 
des z d’un angle fixe 8 :  

T ( x , y , z )  = (x cos û - y sin 6 ,  

sin e + y  cos e ,  z )  

Observons que les longueurs (les distances à l’ori- 
gine) sont conservées par T.  Donc T est un op&- 
rateur orthogonal. 

Exemple 13.15 : Soit V l’espace Z, de l’exemple 13.5. Soit T : V -+ V l’opérateur linéaire défini 
par T(nl, a 2 , .  . .) = (O, a l ,  a?,  . . .). il est clair que T conserve les produits scalaires 
et les longueurs. Cependant T n’est pas surjectif puisque, par exemple,(l, O, O , .  . .) 
n’appartient pas à l’image de T ; donc T n’est pas inversible. Ainsi nous remarquons 
que le théorème 13.9 n’est pas valable pour des espaces de dimension infinie. 

Un isomorphisme d’un espace préhilbertien dans un autre est une application bijective qui 
conserve les trois opérations de base d’un espace préhilbertien, addition vectorielle, multiplication 
scalaire, et les produits scalaires. Ainsi les applications précédentes (orthogonale et unitaire) 
peuvent être aussi caractérisées comme des isomorphismes de V dans lui-même. Remarquons 
qu’une telle application U conserve aussi les distances, puisque 

IIU(V) - Uw);I = I I U v  - w)ll = 112, - WII 

et donc U est aussi appelé une isométrie. 

MATRICES ORTHOGONALES ET UNITAIRES 

obtenons le résultat suivant quand le corps de base K est complexe. 
Théorème 13.1OA : Une matrice A à éléments complexes représente un opérateur unitaire U (rela- 

tivement à une base orthonormée) si et seulement si A* = A - ’ .  

Soit U un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V. D’après le thélordme 13.6 nous 

D’autre part, si le corps de base est réel alors A* = At ; donc nous obtenons ainsi le théo- 
rème suivant pour les espaces préhilbertiens réels. 
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Théorème 13.10B : Une matrice A à éléments réels représente un opérateur orthogonal U (rela- 
tivement à une base orthonormée) si et seulement si A t  = A - ' ,  

Les théorèmes précédents nous conduisent aux définitions. 

Définition : Une matrice complexe A pour laquelle A* = A-' ,  ou de façon équivalente AA* = A*A = I 

Définition : Une matrice réelle A pour laquelle A r  = A-' , O u de façon équivalente AAt = AtA = I 
est appelée une matrice unitaire. 

est appelée une matrice orthogonale. 

Remarquons qu'une matrice unitaire à éléments réels est orthogonale. 

Exemple 13.16 : Supposons que A = (LI ,":) soit une matrice unitaire. Alors A A  * = 1 et donc 

En conséquence, les lignes de A forment un ensemble orthonormé. De façon analogue 
A*A = 1 signifie que les colonnes de A forment un ensemble orthonormé. 

Le résultat de l'exemple précédent reste vrai en, général, ce qui donne 

Théorème 13.1 1 : Les conditions suivantes pour une matrice A sont équivalentes. 
(i) A est unitaire (orthogonale). 
(ii) 
(iii) 

Les lignes de A forment un ensemble orthonormé. 
Les colonnes de A forment un ensemble orthonormé. 

Exemple 13.17 : La matrice A représentant la rotation T dans l'exemple 13.14 relativement à la base 
usuelle de R3 est 

A = (si; e Co; e p)  
On vérifie bien que les lignes et les colonnes de A forment chacun un ensemble ortho- 
normé ; c'est-à-dire que A est une matrice orthogonale. 

cos e - s ine  O 

CHANGEMENT DE BASES ORTHONORMEES 
Si l'on considère le rôle spécial joué par les bases orthonormées dans la théorie des espaces 

préhilbertiens, on est amené naturellement à considérer les propriétés de la matrice de passage d'une 
base orthonormée à une autre base orthonormée. Le théorème suivant s'applique alors : 

Théorème 13.12 : Soit {el, . . . , en } une base orthonormée d'un espace préhilbertien V. La matrice 
de passage de {ei} à une autre base orthonormée est unitaire (orthogonale). Ré- 
ciproquement, si P = (a,) est une matrice unitaire (orthogonale) alors la base 
suivante est orthonormée : 

{ e; = a m  + uZie2 + . . + unien : i = 1, . . . , n} 

c'est-à-dire B = P- 'AP où P est la matrice de passage (non singulière). D'autre part, si V est un 
espace préhilbertien nous sommes intéressés d'habitude par le cas où P est unitaire (ou orthogo- 
nale) comme le théorème précédent le suggère. (Rappelons que P est unitaire si P* = P-' et P 
est orthogonale si Pt  = P - ' ) .  Ceci nous conduit 5 la définition suivante : 

Rappelons que les matrices A et B représentant le même opérateur linéaire T sont semblables, 
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Définition : Des matrices complexes A et B sont unitairement équivalentes s’il existe une matrice 
unitaire P pour laquelle B = PgAP. De façon analogue, les matrices réelles A et B sont 
orthogonalement équivalentes s’il existe une matrice orthogonale P pour laquelle B = P‘AP. 

Remarquons que des matrices orthogonalement équivalentes sont nécessairement congruentes 
(voir page 262). 

OPERATEURS POSITIFS 

si 
P = S*S pour un certain opérateur S 

et il est dit défini positif si SJest  aussi non singulier. Les théorèmes suivants donnent diverses ca- 
ractérisations de ces opérateurs. 

Théorème 13.13A : Les conditions suivantes sur un opérateur P sont équivalentes : 

Soit P un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V ; P est dit positif (ou semi-défini) 

(1) 
(2) 
(3) 

P = T2 pour un certain opérateur auto-adjoint T. 
P = S*S pour un certain opérateur S. 
P est auto-adjoint et ( P ( u ) ,  u >  > O pour chaque u E V. 

Le théorème correspondant pour les opérateurs définis positifs est alors 

Théorème 13.13B : Les conditions suivantes sur un opérateur P sont équivalentes : 
(1) P = T2 pour un certain opérateur non singulier auto-adjoint T. 
(2) P = S*S pour un certain opérateur non singulier S. 
( 3 )  P est auto-adjoint et  < P ( u )  , u )  > O pour chaque u # O dans V. 

DIAGONALISATION ET FORMES CANONIQUES DANS LES ESPACES EUCLIDIENS 
Soit T un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien V de dimension finie sur K .  La possi- 

bilité de représenter T par une matrice diagonale dépend des vecteurs propres et des valeurs pro- 
pres de T, et  donc dépend des racines du polynôme caractéristique A ( t )  de T(Théor6me 9.6). Mais 
A(t) peut toujours se décomposer en un produit de polynômes linéaires sur le corps des complexes 
C, mais ne peut pas toujours se décomposer en produit de facteurs linéaires sur le corps des réels 
R. Ainsi la situation pour les espaces euclidiens (où K = R) est complètement différente de celle 
pour les espaces unitaires (où K = C) ; nous traiterons donc ceux-ci à part. Nous étudierons les 
espaces euclidiens d’abord, et les espaces unitaires dans le prochain paragraphe. 

Théorème 13.14 : Soit T un opérateur symétrique (auto-adjoint réel) sur un espace préhilbertien 
V réel de dimension finie. Il existe alors une base orthonormée de V conte- 
nant uniquement les vecteurs propres de T ; c’est-à-dire que T peut être repré- 
senté par une matrice diagonale relativement à une base orthonormée. 

Donnons les théorèmes correspondants pour les matrices. 

Autre forme du théorème 13.14 : Soit A une matrice réelle symétrique. Il existe alors une ma- 
trice orthogonale P telle que B = P-’AP = P‘AP soit 
diagonale. 

de A ; et les éléments diagonaux de B sont les valeurs propres correspondantes. 
Les colonnes de la matrice précédente P forment un système orthonormal de vecteurs propres 
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- ’ ) .  Trouvons une matrice orthogonale P telle que P‘AP soit diago- 
( - 2  5 

Exemple 13.18 : Soit A = 

nale. Le polynôme caractéristique A ( t )  de A est 

Les valeurs propres de A sont 6 et 1. Remplaçons t par 6 dans la matrice tI - A ,  on 
obtient le système homogène correspondant d’équations linéaires 

4 x + 2 y = O ,  2 x + y = O  

Une solution non nulle est v 1  = (1, - 2). Remplaçons maintenant t par 1 dans la ma- 
trice tl - A, on trouve le système homogène correspondant 

- x + 2 y = o ,  2 x - 4 y =  O 

Une solution non nulle est ( 2 ,  1). Comme dans le Problème 13.31, v1 et v2 sont ortho- 
gonaux. Normalisons v1 et v2,0n obtient la base orthonormée 

Finalement soit P la matrice dont les colonnes sont u1 et u2 respectivement. Alors 

Comme prévu, les éléments diagonaux de P‘AP sont les valeurs propres correspondant 
aux colonnes de P. 

Nous remarquons que la matrice B = P - l A P  = P‘AP est aussi congruente avec la matrice A .  
Si q est une forme réelle quadratique représentée par la matrice A ,  alors la méthode précédente 
peut être utilisée pour diagonaliser q par un changement orthogonal de coordonnées. Ceci est illus- 
tré par l’exemple suivant : 

Exemple 13.19 : Trouver une transformation orthogonale de coordonnées qui diagonalise la forme quadra- 
tique q ( x ,  y )  = 2x2 - 4xy + 5y2. 

. Dans le précédent 
( - 2  5 

La matrice symétrique représentant q est A = 
exemple nous avons obtenu la matrice orthogonale 

(Ici 6 et 1 sont les valeurs propres de A ) .  Ainsi la transformation orthogonale des coor- 
données demandée est 

x = X ’ l f i  + 2 y ’ 6  

?J = - 2 x ‘ / 6 +  Id’lvr5 
(i ) = p (i:) c’est-à-dire 

Par ce changement de coordonnées q est transformée en la forme diagonale 

q ( x ’  , y’) = 6 ~ ’ ~  i- y’2 

Remarquons que les éléments diagonaux de q sont les valeurs propres de A.  

Un opérateur orthogonal T n’est pas nécessairement symétrique et  donc ne peut être repré- 
senté par une matrice diagonale relativement à une base orthonormée. Cependant, un tel opérateur 
T peut avoir une représentation canonique simple, comme il est dit dans le théorème suivant : 

Théorème 13.15 : Soit T un opérateur orthogonal sur un espace préhilbertien réel V.  Il existe 
alors une base orthonormée par rapport à laquelle T a la forme suivante : 

20 
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. .  I 

- I 

Le lecteur reconnaîtra que les blocs diagonaux 2 à 2 représentent des rotations dans les sous- 
espaces à 2 dimensions correspondants. 

DIAGONALISATION ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES UNITAIRES 
Présentons maintenant le théorème fondamental de diagonalisation pour les espaces préhilber- 

tiens complexes c’est-à-dire pour les espaces unitaires. Rappelons qu’un opérateur T est dit normal 
s’il commute avec son adjoint, c’est-à-dire si TT* = T*T. De façon analogue, une matrice complexe 
A est dite normale si elle commute avec sa transposée conjuguée, c’est-à-dire si AA* = A*A. 

). Alors 
( i  3 + 2 i  

Exemple 13.20 : Soit A = 

1 2 3 - 3 i  A:kA = (’ -’ )(: ) = ( 
1 3 - 2 i  3 + 2i 3 + 3i 14 

Ainsi A est une matrice normale. 

Le théorème suivant s’applique alors : 

Théorème 13.16 : Soit T un opérateur normal sur un espace préhilbertien complexe de dimension 
finie V. Il existe alors une base orthonormée de V contenant uniquement les 
vecteurs propres de T ; c’est-à-dire que T peut être représenté par une matrice 
diagonale relativement à une base orthonormée. 

Donnons les théorèmes correspondants pour les matrices. 

Autre forme du théorème 13.16 : Soit A une matrice normale. Il existe alors une matrice unitaire 
P telle que B = P-’AP = P*AP soit diagonale. 

Le théorème suivant montre que même des opérateurs non normaux sur des espaces unitaires 
ont une forme relativement simple. 

Théorème 13.17 : Soit T un opérateur quelconque sur un espace préhilbertien complexe de di- 
mension finie V. Alors T peut être représenté par une matrice triangulaire rela- 
tivement à une base orthonormée de V. 







Chapitre 13/Espaces préhilbertiens 293 

13.6. Démontrer le théorème 13.1 (Cauchy-Schwarz) : l (u ,  u)lG IIuII . I/uII. 
Si v = O, l’inégalité se réduit à O < O qui est vraie. Supposons maintenant v # O, et utilisons zy = Iz 1’ 

(qui est valable pour tout nombre complexe z )  et ( v ,  u )  = ( u  , v), nous savons que IIu - ( u  , V )  tv I l 2  2 où 
t est une valeur réelle quelconque: 

O 6 j/u - ( ? L , V ) t W / j 2  = ( U - ( U , V ) t w , U - ( U , V ) t V )  

l/u1/2 - 2 t I ( U , V ) 1 2  + I ( U , V ) p t 2 j I V 1 / 2  

= (ZL, U )  - ( F ) t ( t L ,  V )  - ( Z L ,  V ) t ( V ,  ?A) + (71, V ) ( U , ) t 2 ( Q ,  V )  

= 

I(u , v)I2 

II v Il2 Posons t = i/IIvI12, on trouve O G IIUII’ - - , d’où l’on tire l ( u ,  v ) l z  < llu112 Ilvl12. En prenant 

la racine carrée des deux membres, on obtient l’inégalité demandée. 

13.7. Démontrer que la norme dans un espace préhilbertien satisfait les axiomes suivants: 

[ N , ]  l lul l Z O et IIuIl = 0 si et seulement si u = 0. 

“,l IlhulI = Ihl IIuII. 

“,l IIu + U I I  f IIulI + IIUII .  
D’après [13] ( v ,  v) 2 O ; donc llvll = d-2 O. De plus, I I i ’ I I  = O si et  seulement si ( v ,  v) = O ce qui 

On trouve llkv I l 2  = (kv, kv) = kk ( v  , v )  = lkI2 I1v 11’. En prenant la racine carrée des deux membres, 

est vrai si et seulement si li = O. Ainsi [ N , ]  est démontré. 

on trouve [A’,]. 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 

I1U+W11* = ( U . + V , Z C + W )  = (u,u) + ( U , V )  + (EC,) + (V,V) 
/ 1 ~ 1 1 2  + ~ l l 4 l l ~ l l  + / 1 ~ 1 1 2  = ( I l 4  + llvll)2 

En prenant la racine carrée des deux membres on trouve [ N 3 ] .  

Remarque : [ N , ]  est fréquemment appelé l’inégalité triangulaire, car 
si nous considérons u + v comme le côté d’un triangle formé par u et 
par v (comme sur la figure de droite), alors [N 1 indique que la longueur 
d’un côté d’un triangle est inférieure ou égale a la somme des longueurs 
des deux autres côtés. 

,3 
U 

ORTHOGONALITE 

13.8. Montrer que si u est orthogonal à u, alors tout multiple scalaire de u est aussi orthogonal 
u. Trouver un vecteur unitaire orthogonal 5 u1 = (1 , 1 , 2) et  u2 = (O , 1, 3) dans R 3 .  
Si ( u  , v) = O alors (ku , v> = k (u  , v) = k .  O = O comme demandé. Soit w = (x, y ,  z ) .  Nous désirons 

avoir 

Nous obtenons ainsi le système homogène 
0 = (w ,v l )  = x 4- y + 22 e t  O = ( W , V z )  = Y + 32 

x + y + 2 z = o  , y + 3 z = O  

Posons z = 1, on trouve y = - 3 et x = 1 ; alors w = (1, - 3, 1). En normalisant w, on obtient le vec- 
teur unitaire w’ orthogonal à v 1  et v 2  : w‘ = w/llwll = ( l / f l ,  - 3/v‘ÏÏ, l/m. 

Soit W le sous-espace de R5 engendré par u = (1, 2, 3, - 1, 2) e t  u = (2, 4, 7, 2, - 1). 
Trouver une base de l’orthogonal W1 de W .  

13.9. 

Nous cherchons tous les vecteurs w = (x , y ,  z , s ,  t )  tels que 
(w,u) = x + 2y + 32 - s + 2t = O 
(W,  V )  = 2% + 4y + 72 + 2s - t = 0 

Eliminons x dans la seconde équation, nous trouvons le système équivalent 
x + 2 ~ + 3 2 -  S + 2 t  = O 

2 + 4 s - 5 t  = O 

Les inconnues libres sont y ,  s et t. Posons y = - 1, s = O, t = O, on obtient la solution w 1  = (2, - 1, O, O, O). 
Posons y = O, s = 1, t = O, on  obtient la solution w 2  = (13, O, - 4, 1, O). Posons y = O s = O ,  t = 1, on i obtient la solution w3 = ( - 17, O, 5, O, 1). L’ensemble{ w,, w2 , w3}est une base de W . 
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13.10. Trouver une base orthonormée du sous-espace W de C3 engendré par U 1  = (1, i ,  0 )  et 
u2 = (1, 2, 1 - Z). 

Appliquons le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt . Normalisons tout d’abord v l .  On trouve 

~ ~ w l ~ ~ z  = (wl,v,) = i . i + i . ( - i ) + O * O  = 2 e t d o n c  # ~ ~ ! l = f i  

Ainsi u, = v,/~~v,\~ = (l/@, dfi, O).  

Pour former w2 = v 2  - ( v 2 ,  u l ) u l ,  calculons d’abord 

(w2, u,) = ((1, 2, 1 - i), (l/&, i/fi, O))  = l/fi- 2i / f i  = (1 - 2i)/* 

Alors w2 = (1, 2, 1 - i )  - 

Normalisons maintenant .w2 , ou de façon équivalence 2w2 = (1 + 2 i ,  2 - i, 2 - 2i). Nous avons 

et 112wlII = m. Ainsi la base orthonormée de W est 

-__ 
112w1(12 = (2w,, 2w,) = (1 + 2i)(l - 2i) + (2 - i)(2 + i) + (2 - 2i)(2 + 2i) = 18 

13.11. Démontrer le lemme 13.3 : Un ensemble orthonormé {ul  , . . . , u 2 }  est linéairement indépen- 
dant et pour un vecteur quelconque u E V le vecteur 

w = v - (w, U1)Ui - (v, U Z ) U ~  - . * * - (w, Ur)Ur 

est orthogonal à chaque ui. 
Supposons a l  u1 + . . . + u,.u,. = O. Calculons le produit scalaire des deux membres par u l ,  

O = (0 ,2L1)  = (a,u, + * * *  + arur> u,) 
= a,(u,,u,) + U2(2*2,U,)  + . * .  + a,(u,,u,) 

a , - 1  + a,.O + * . .  + a,.O = a1 - - 

ou u1 = O. De façon analogue, pour i = 2 , .  . . , r, 

O = (0,ui) = (a,u,+ . * *  + arur, ui) 

= al(ul, ut) + * * * + Ui(lLi> U i )  + . . . + a,(u,, Ui) = ai 

En conséquence, { u , . . . , u,.} est linéairement indépendant. 

Il reste à démontrer que w est orthogonal à chacun des ui. Faisons le produit de w par u l ,  

(w, XI) = ( ~ 9  ~ 1 )  - (v,2~1)(u19 “1) - (v,?M(u2> ui) - . . * - (v, u,)(ur, ~ 1 )  

= (v,ul) - (w,u,) 1 - (v, U,) O - . . . - (v,u,) O = O 

C’est-à-dire, w est orthogonal à u l .  De façon analogue pour i = 2,  . . . , r .  

(W,Ui)  = (v,uJ - (v,îc,)(u,,u,) - * * * - (v,ui)(uitui) - * * - (v,u,)(u,,uJ = O 

Ainsi w est orthogonal à ui pour i = 1,.  . . , r comme demandé. 

13.12. Soit W un sous-espace d’un espace préhilbertien V .  Montrer qu’il existe une base orthonor- 
mée de W qui est incluse dans une base orthonormée de V. 

Choisissons une base { v1 , . . , , Y,. 1 de W et étendons-la à une base {vi , v2 , . . . , Y, } de V. Appliquons alors 
le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt à {v1 , . . . , Y,} pour obtenir une base orthonormée 

( u l  ,. . . , u,) de V où pour i = 1 , .  . . , n, ui = ail v1 +. . . + uii vi.Ainsi u l , .  . . , ur E W et  donc 
{ u1 , , . . , u,.} est une base orthonormée de W. 
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13.13, Démontrer le théorème 13.2. Soit W un sous-espace de V ; on a alors V = W @ W'. 
D'après le problème 13.12, il existe une base orthonormée ( u l , .  , . , u,.}de W qui est une partie d'une 

base orthonormée {ul , , . . , un }de V. Puisque { u ,  , u2 , . . . , un} est orthonormée, u,+,, . . . , un E W 1  . 
Si v E V. 

w = alul + ... +a,u, où alul + . . .  + a,%, E W ,  ar+lu,+l + .. .  +a,u, E W' 

En conséquence V = W @ W'. 
D'autre part, si w E W fi W', alors ( w ,  w )  = O. Ceci implique w = O ; donc W f' W 1  = {O}. 

1 Les deux conditions V = W + W' et W n W' = {O} donnent le résultat désiré V = W @ W . 
Remarquons que nous avons démontré le théorème uniquement dans le cas où V est de dimension finie ; 

remarquons qu'un théorème analogue est valable pour des espaces de dimension quelconque. 

13.14. Soit W un sous-espace de W .  Montrer que W C Wl' et  que W = W l l  lorsque V est de di- 

Soit w E W. Alors ( w ,  v)  = O pour chaque v E W' ; donc w E Wu. En conséquence W C yu. S y -  
. 

mension finie. 

posons maintenant V de dimension finie. D'après le théorème 13.2 V = W @ W' et aussi V = W' @ W 
Donc 

dim W = dirn V - dim WL et dim W" = dim V - dim W' 

Ceci donne dim W = dim Wu. Mais W C Wu, donc W = Wu, comme il est demandé 

13.15. Soit {el , . . . , e n )  une base orthonormée de V. Démontrer 
(i) . pour tout u E V, u = (u, e1)el + (u, ez)ez + - . . + (u, e,)e,; 

(ii) (aie]  + . - + anen, ble1 + . . . + b,e,) = al& + a& + . . - + a&; 
(iii) pour tout u, v E V ,  (u, v) = (u, el)(=) + - - . + (u, en)=); 

(iv) Si T : V + V est linéaire, alors ( T ( e j )  , ei> est le ij-élément de la matrice A représentant 
T dans la base donnée { e j } .  

Supposons u = k ,  e l  + k ,  e, + (1) . - + kn en. Considérons le produit scalaire de u par e l .  

De façon analogue pour i = 2 , .  . . , n 
(u, ei)  = 

= 
(klel + . . . + kie; + . . 4 + k,e,, e t )  

k , (e l ,  ei) + . * * + ki(ei ,  ei) + . . . + k,(e,, ei) 

= kl.O + . * *  + k i . l  + .. .  + k,.O = ki 

Remplaçons ( u  , e i )  par ki dans l'équation u = k ,  el  i- . . . + k n e n ,  on obtient le résultat désiré. 

(2) Nous avons 

Mais ( e i ,  e . )  = O pour i # j et (ei, e. )  = 1 pour i = j ; donc comme il est demandé 
1 1 
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(4) D’après (1) 
~ ( e , )  = (!f(el), e1)el + (T(el), ez)ez  + * * . + (!f(el), e d e n  

T(ez )  = (T(ez ) ,  el)el + (T(e , ) ,  ede, + . . . + (T(ez)>  en)en 
............................ ....................... 
T(c , )  = (T(e , ) ,  e1)el + (T (en ) ,  ez)ez  + * * * + (T(en) ,  en)en 

La matrice A représentant T dans la base { e j }  est la transposée de la matrice précédente des coeffi- 
cients ; donc le ij élément de A est ( T ( e i ) ,  ei>. 

AD JOINTS 

13.16. Soit T un opérateur linéaire sur C3 défini par 

T(X,  g, x )  = ( 2 ~  + (1 - i)u, (3 + 2 i ) X  - dix,  2ix + (4 - 3 i )g  - 32) 

Trouver T*  (x ,  y, 2). 

Trouvons d’abord la matrice A représentant T dans la base usuelle de C3 (voir Problème 7.3): 

2 1 - i  O 

2 i  4 - 3i -3 
3 + 2 i  O -4i) 

Formons la transposée conjuguée A * de A :  

2 3 - 2i -2i 

-3 

13.17. Démontrer le théorème 13.5 : Soit (b une forme linéaire sur un espace préhilbertien de di- 
mension finie V.  Alors il existe un vecteur unique u E V tel que (b(u)  = ( u  , u> pour chaque 
u E v. 

Soit { e l , .  . . , en} une base orthonormée de V. Posons 

u = mel + %)e2 + .. .  + me, 

Soit Û la forme linéaire de Y définie par Û(v) = ( v  , u)  pour chaque v E V. Alors pour i = 1, . . . , n, 
h 

u ( e , )  = ( e , , U )  = (ei, +%)cl + ++me,,) = $ ( c i )  

Puisque 2 et 4 ont la même action sur chaque vecteur de base Û = 4. 

Alors ( v ,  u )  = ( v ,  u ), ou ( v ,  u - u ’ )  = O. En particulier ceci est vrai pour v = u - u et donc 
( u  - u ‘ ,  u - u ’ )  = O. Ceci entraîne u - u‘ = O donc u = u‘. Ainsi un tel vecteur u est unique 
comme nous l’avions dit. 

Supposons mainte,nant que u’ soit un autre vecteur de V pour lequel #(v) = ( v  , u ’ )  qour chaque v E V 

13.18. Démontrer le théorème 13.6 : Soit T un opérateur linéaire sur un espace préhilbertien 
de dimension finie V. Alors il existe un opérateur linéaire unique T*  sur V tel que 
( T (  u )  , u >  = ( u  , T * ( u ) )  pour chaque u , u E V.  De plus, si A est la matrice représentant T 
dans une base orthonormée {ei} de V ; alors la transposée conjuguée A *  de A est la ma- 
trice représentant T*  dans {ei}. 

Définissons d’abord l’application T*. Soit v fixé dans V. L’appliyation u * ( T ( u ) ,  Y )  est une forme linéaire 
sur V. Donc d’après le théorème 13.5, il existe un élément unique v E V tel que ( T ( u ) ,  v )  = ( u  , v‘) pour chaque 
u E V. Nous définissons T *  V - t  V par T * ( v )  = v’. D’où ( T ( u ) ,  v )  = ( u ,  T * ( v ) ) ,  pour chaque u ,  v E K 
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Montrons maintenant que T * est linéaire. Pour tout u , vi E V et pour tout I I ,  b E K ,  

(u, T y u v ,  + bv,)) = ( T ( u ) ,  av, + bv,) = Ü(T(u) ,  31) + W W ,  9,) 

= &(u, T"(vl)) + b(u, T*(V,)) = (u, uT*(v,) + bT*(v& 

Mais ceci est vrai pour chaque u E V ; donc T*(av l  + bv,) = UT* (v,) 4- bT*(v,). Ainsi T *  est linéaire. 
D'après le problème 13.15 (iv) les matrices A = (a,) et B = (bii) représentant T et T *  respectivement 

dans la base {ei}sont données par a.. = ( T ( e . ) ,  el) et b ,  = ( T *  ( e i ) ,  ei). Donc. 
11 1 

b i j  = (Tz:(e.)  e i )  = (ci ,  T * ( e j ) >  = (T(e i ) ,  e j )  = Fi 3 '  
Ainsi on a bien B = A *. 

13.19. Démontrer le théorème 13.7 : Soient S et T des opérateurs linéaires sur un espace préhil- 
bertien V de dimension finie et soit h E K. On a alors 

(i) 
(ii) (kT)* = ET* (iv) (Y*)* = T 

(S  + T)* = S* + T* (iii) (ST)* = T*S* 

(1) Pour tout u , v E V 
( ( S  + m-4, v) = Nu) + T(u) ,  v) = (S(u),  v) + (Th), v) = (u, S"(v)) + (u, T*(V)) 

= (21, S*(v) + T*(V)) = (u, (s:" + T*)(V))  

L'unicité de l'adjoint implique (S + T ) *  = S * 4- T* .  
Pour tout u ,  v E V ( 2 )  

( ( kT) (u ) ,  v) = (kT(u) ,  v) = k (T(u ) ,  v) = k(u,  T*(v)) = (u, LT+(v)) = (u, (kT*) (v ) )  

L'unicité de l'adjoint implique ( k T ) *  = kT* 
Pour tout u ,  v E V (3) 

( (ST)(u) ,  v) = (S(T(u)) ,  v) = (T(u) ,  S*(W)) = (u, T*(S*(W))) = (u, (T*S*)(W)) 

L'unicité de l'adjoint implique (ST)* = T*S*. 

(4) Pour tout u t  v E V (T*(u) ,  v) = (v, T*(u)) = (T (v ) ,  u) = (u, ~ ( v ) )  

L'unicité de l'adjoint implique (T*)*  = T 

(2) = O* = O 

Pour chaque u ,  v E V ( I ( u ) ,  v )  = ( u t  v )  = ( u ,  I ( v ) )  ; donc I *  = 1. 
Pour chaque u ,  v E V ( O ( u ) ,  v )  = ( O ,  v )  = O = (u , O )  = ( u ,  O ( v ) )  donc O* = O. 
I = I* = (TT-')* = (T-')* T *  ; donc (T-')* = T*-'. 

13.20. Montrer que : (1) I* = I 

(1) 
( 2 )  
(3) 

13.21. Soit T un opérateur linéaire sur V, et  soit W un sous-espace invariant par T de V, Montrer que 
W 1  est invariant par T*. 

puisqu'il est orthogonal pour chaque w E W. Donc W' est invariant par T*.  

(3) si T est inversible alors (Y-')* = T*-' .  

Soit u E W'. Si v E W ,  alors T ( w )  E W et donc ( w ,  T * ( u ) )  = (T(w), u )  = O. Ainsi T * ( u )  E W1 

13.22. Soit T un opérateur linéaire sur V. Montrer que chacune des conditions suivantes implique 
T = O. 

(1) 
(2) 

(3) 

( T ( u ) ,  u >  = O pour chaque u ,  u E V. 
V est un espace complexe et ( T ( u ) ,  u >  = O pour chaque u E V. 
T est un auto-adjoint et ( T ( u ) ,  u> = O pour chaque u E V. 

Donner un exemple d'un opérateur T sur un espace réel V pour lequel ( T ( u )  , u >  = O 
pour chaque u E V mais avec T # O. 

(1) Posons v = T(u) .  Alors on a ( T ( u ) ,  T ( u ) )  = O et donc T ( u )  = O pour tout u E V. En conséquence 
T =  O. 
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(2) D'après l'hypothèse ( T ( v  -k w ) ,  Y + w) = O pour tout Y ,  w E V. En posant ( T ( v ) ,  v )  = O et 
(T(w), w )  = O, 

(T (v ) ,  w) + (T (w) ,  v) = O ( 1 )  

- Remarquons que w est quelconque dans (1). Remplaçons w par iw et utilisons ( T ( w ) ,  i w )  = 
i ( T ( v )  , w )  = - i ( ~ ( v )  , w )  et ( T ( i w ) ,  v )  = ( i T ( w ) ,  v )  = i ( T ( w ) ,  v), 

-i(T(w), w) + i (T (w) ,  v) = O 

Divisons par i et ajoutons (1), on  obtient (T(w), v )  = O pour un couple quelconque v ,  w E V. 
D'après (1 ), T = O. 

D'après (2), le résultat est valable pour le cas des nombres complexes ; nous considérerons unique 
ment le cas réel. En considérant ( T ( v  + w )  , v 4- w )  = O, nous obtenons encore (1). Puisque T est 
auto-adjoint et puisque l'on est dans un espace réel, ( T ( w ) ,  v )  = ( w  , T ( v ) )  = ( T ( v ) ,  w). En rempla- 
çant dans (1), nous obtenons ( T ( v ) ,  w )  = O pour un couple quelconque v ,  w E V. D'après (1) 
T = O. 
Pour notre exemple, considérons l'opérateur linéaire T de R2 défini par T ( x  , y )  = ( y  , - x) .  Alors 
( T ( u ) ,  u )  = O pour chaque u E V mais T # O. 

(3) 

OPERATEURS UNITAIRES ET ORTHOGONAUX ET MATRICES 

13.23. Démontrer le théorème 13.9 : Les conditions suivantes sur un opérateur U sont équivalentes 
(1) U* = U-'; (2) ( U ( u ) ,  U(w)) = ( u ,  w )  pour chaque u ,  w E V; (3 )  IlU(u)ll = llull pour 
chaque u E V. 

Suppsons que (1) soit vrai. Alors pour chaque v , w E V,  
( U ( v ) ,  U(w)) = (v, U":U(w))  = (v, Z(w)) = (v,w) 

Ainsi (1) implique (2). Si (2) est maintenant vrai, on a alors 

llU(,JJ)Il = d ( U ( 4 ,  U(v)> = rn = livII 

Donc (2) implique (3). Il reste à démontrer que (3 )  implique (1). 

Supposons (3) vrai. Alors pour chaque v E V, 

(U"U(v) ,  v) = <U(v) ,  U ( v ) )  = (v, v) = (Z(w), w) 
Donc ((U*U - 1) (v), v >  = O pour chaque v E V. Mais U*U - 1 est auto-adjoint (à démontrer ! ) ; alors 
d'après le problème 13.22, nous avons U*U - I = O et donc U*U = I .  Ainsi U* = U-' comme il est 
demandé. 

13.24. Soit U un opérateur unitaire (orthogonal) sur V, et soit W un sous-espace invariant par U. 

Puisque U est non singulier, U ( W )  = W ; c'est-à-dire pour un quelconque w E W, il existe w' E W tel 

Niontrer que W' est aussi invariant par U. 

que U ( w  ) = w .  Posons maintenant v E W'. Alors pour tout w E W, 

(U(v ) ,  w) = (U(v ) ,  U(W')) = (v, w') = O 

Ainsi U ( v )  appartient à W' . Donc W' est invariant par U. 

13.25. Soit A une matrice ayant pour lignes Ri et  pour colonnes Ci. Montrer que (i) le ij-616- 
ment de AA* est ( R i ,  Ri>, (ii) le ij-élément de A*A est <Ci, Ci>. 

- Si A = (a,) alors A *  = (b,) où b,  = a . . .  Ainsi AA* = ( c . . )  où 
I I  9 

n n 

k = l  k = l  
~ i j  = 3 aikbk j  1 2 aikajk = ailüj + ai2.jo + . . . + a.ilia< 

- 
- ((aii, . . . r  sin), (aji, . . . ajn)) = (Ri, Rj) 

comme il était demandé. On a aussi A*A = (d , )  où 

11 II 

di j  = 2 bika,kj = 2 u k j q  = alja,i + a , i q  + . . . + a,nja,i 
k = l  I ;=1  

- - ((aij, . . . t anj)? ( a ~ i ,  . . . , Uni)) = (Cj, Ci) 
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13.26. Démontrer le théorème 13.11 : Les conditions suivantes pour une matrice A sont équiva- 
lentes, (i) A est unitaire (orthogonale). (ii) Les lignes de A forment un ensemble orthonor- 
mé. (iii) Les colonnes de A forment un ensemble orthonormé. 

où cii = ( R i ,  R i ) .  Ainsi AA* = 1 si et seulement si ( R i ,  R i )  = 6,.  C’est-à-dire (i) est équivalent à (fi). 

11 ,... ( C i ,  C i )  = 6,. C’est-à-dire que (i) est équivalent à (in). 

posée de A est unitaire (orthogonale). 

Soient R i  et Ci les lignes et les colonnes de A respectivement. D’après le problème précédent AA* = (ci ,)  

D’après le précédent problème aussi A*A = (d..) où d ,  = (Cj ,  Ci) .  Ainsi A*A = 1 si et seulement si 

Remarque : Puisque (ii) et (iii) sont équivalents, A est unitaire (orthogonale) si et seulement si la trans- 

13.27. Trouver une matrice orthogonale A dont la première ligne est u1 = (1/3, 2/3, 2/3). 
Il s’agit de trouver d’abord un vecteur non nul wz = (x, y ,  z )  qui soit orthogonal à u1 c’est-à-dire 

pour lequel 
0 = (ul, w,) = x/3 + 2y/3 + 2213 = O OU x + 2y + 22 = O 

Une telle solution est w = (O, 1, - 1). Normalisons w2;on obtient la seconde ligne de A ,  c’est-à-dire 
u2 = (O, 1 / d z  - l / d .  

Trouvons ensuite un vecteur non nul w3 = (x, y ,  z )  qui soit orthogonal à la fois à u1 et uz c’est-à-dire 
pour lequel 

O = ( ~ 1 , ~ s )  = ~ / 3  + 2y/3 + 2x13 = O OU x + 2y + 22 = O 
O = (uz,w3) = y l d z -  2/\/2 = O ou y -  2 = O 

Posons z = - 1 et trouvons la solution qui est w 3  = (4, - 1, - 1). Normalisons w3;on obtient ainsi la 
troisième ligne de A ,  c’est-à-dire uz = (4/fi, - l / f i  - l/m. Ainsi 

113 213 

O llfi - I l f i  

2/3 1 A = (  

4 1 3 f i  -113f i  -1/3fi 

La matrice A précédente n’est cependant pas unique. 

13.28. Démontrer le théorème 13.12 : Soit { e l ,  . . . , e n }  une base orthonormée d’un espace préhil- 
bertien V. La matrice de passage de { e i }  à une autre base orthonormée est unitaire (ortho- 
gonale). Réciproquement, si P = (a , )  est une matrice unitaire (orthogonale), alors la base 
suivante est orthonormée : 

{e:  = al,el+ a2,ez + . . * + anzen : i = 1, . . . , n} 

Supposons { f i  }une autre base orthonormée et supposons 

f, = btlel + btZe2 + . . . + btnen, i = 1, . . . , n (1 ) 

D’après le problème 13.15 et puisque { f i }  est orthonormée 
- - 

sij = ( f i ,  f j )  = bilbjl + b& + . . . + binbjn 

Soit B = (bi i )  la matrice des coefficients de  (1). (Bf est alors la matrice de passage de {éi} à { f i } .  D’après 
le problème 13.25, BB* = (c , )  où cij  7 b i l q l  + b i 2 q z  + . . - f b i n T n .  D’après ( 2 )  c.. 11 = 6..  11 et de plus 
BB* = I. En conséquence B et donc B sont unitaires. 

Il reste à démontrer que { e : }  est orthonormée. D’après le problème 13.15, 

(e’ 1 ’  e ! )  3 = a l i a i +  + . . .  + anianj = (Ci,Cj) 

où Ci est la ième colonne de la matrice (ynit:ire) orthogonale P = (a,). ?’après le théorème 13.11, les 
colonnes de P sont orthonormées, donc ( e i  , ei)  = (Ci, Ci)  = 6,. Ainsi {ei}est une base orthonormée. 

13.29. Supposons que A soit orthogonale. Montrer que det ( A )  = 1 ou - 1. 
Puisque A est orthogonale, A A f  = I.  En utilisant lAl = /Af/ 

1 = /Z/ = IAAtl = IAl lAtl = IAI2 
Donc IAl = 1 ou - 1. 



300 Algèbre linéaire 

13.30. Montrer que chaque matrice orthogonale 2 x 2, pour laquelle det(A) = 1,est de la forme 
‘Os 

- sin ’) pour un certain réel 8 donné. 
(sin e cos e 

Supposons A = ( c  d). Puisque A est orthogonale, ses lignes forment un ensemble orthonormé ; donc 

a2 + bz = 1, çP + d2 = 1, aç + bd = O ,  ad - bc = 1 

La dernière équation se déduit de det(A) = 1. Considérons séparément les cas a = O et a # O. 

et laseconde équation donne 1 -t d 2  = 1 ou d = O. Ainsi 
Si a = O, la première équation donne b2 = 1 et donc b = f. 1. La quatrième équation donne c=-b= T 1 

La première matrice a la forme demandée avec 0 = - n/2 ,  et la seconde a la forme demandée avec O=.rr/2. 

Si a # O, la troisième équation peut être résolue et donne c = - bd/a.  Remplaçons c par cette valeur dans 
la seconde équation, 

b‘@/a2 + d2 = 1 OU b2d2 + a2d2 = a2 OU ( b 2 +  a2)d2 = a2 OU a2 = d2 

et donc a = d ou a = - d.  Si a = - d ,  alors la troisième équation donne c = b et donc la quatrième 
équation donne - a2 - cz = 1 qui est impossible. D’où a = d .  Mais la troisième équation donne b = - c 
et donc 

Puisque a 2 f  c2 = 1, il existe un nombre réel 6 tel que Q = cos 6, c = sin 6, et donc A a la forme de- 
mandée dans ce cas aussi. 

OPERATEURS SYMETRIQUES ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES EUCLIDIENS 

13.31. Soit T un opérateur symétrique. Montrer que (1) le polynôme caractéristique A(t) de T est 
un produit de polynômes linéaires (sur R) (2) T a un vecteur propre non nul (2) les vec- 
teurs propres de T appartenant à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

(1) Soit A une matrice représentant T relativement à une base orthonormée de V ; on a alors A = A r .  
Soit A(t)  le polynôme caractéristique de A .  En considérant A comme un opérateur complexe auto- 
adjoint, A a seulement des valeurs propres réelles d’après le théorème 13-8. Ainsi 

A(t)  = ( t  - X,)(t - h2) * . . ( t  - A,) 

où les hi sont tous réels. En d’autres termes, A(t)  est un produit de polynômes linéaires sur R. 
D’après (1), T a au moins une valeur propre (réelle). Donc T a au moins un vecteur propre non nul. 

Supposons T ( v )  = hv et T(w) = pw où h f p. Montrons que h ( v ,  w )  = p ( v ,  w): 
( 2 )  

(3) 
X(v,w) = (Av,w) = (T(v),w) = (v, T(w)) = (v,pw) = p(v,w) 

Mais on a h # p ; donc ( v ,  w) = O, ce que l’on voulait montrer. 

13.32. Démontrer le théorème 13.14 : Soit T un opérateur symétrique sur un espace préhilber- 
tien réel V. Il existe alors une base orthonormée de V contenant les vecteurs propres de 
T ; c’est-à-dire que T peut être représentée par une matrice diagonale relativement à une 
base orthonormée. 

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1, le théorème est tri- 
viaL Supposons maintenant dim Y = n > 1. D’après le problème précédent, il existe un vecteur propre 
non nul v l  de T .  Soit W l’espace engendré par v l  et soit u1 un vecteur unitaire de W ; posons 
u1 = ~ l / l l v l l l .  



Chapitre 13/Espaces préhilbertiens 301 

t - 2  -1 -1 
A(t )  = Itl- Al -1 t - 2 -1 

-1 -1 t - 2  

Puisque v 1  est un vecteur propre de T,  le sous-espac%W de V est invariant par T. D'après le problème 
13.21, W' est invariant par T*  = T.  Ainsi la restriction T de T à W' est un opérateur symétrique. D'après 
le théorème 13.2 V = W @ W'. Donc dim W' = n - 1 puisque dim W = 1. Par I'hypgthèse de récurrence, 
il existe une base orthonormée { u 2 , .  . , , u,}de W 1  contenant des vecteurs propres de T et donc T .  Mais 
( u l ,  ui) = O pour i = 2 , .  . . , n ,  par ui E W'. En conséquence { u i  , u 2 , .  . . , un> est un ensemble ortho- 
normé et contient les vecteurs propres de T. Le théorème est ainsi démontré. 

= ( t -  l ) z ( t - 4 )  

13.33. Soit A = ( ," ). Trouver une matrice orthogonale (réelle) P pour laquelle P'AP soit dia- 

gonale. 
Le polynôme caractéristique A(t )  de A est 

et ainsi les valeurs propres de A sont 3 et - 1 .  Remplaçons r par 3 dans la matrice tI - A;on obtient le 
système homogène correspondant d'équations linéaires 

2% - 2 y  = O ,  -22 + 2y = O 

Une solution non nulle est v1 = (1, 1). Normalisons v l ,  on trouve la solution unitaire u1 = (l/& l/fi).  

Remplaçons ensuite t par - 1 dans la matrice tl - A, on obtient le système homogène correspondant 
d'équations linéaires 

-2x - 2y = O ,  -2x - 2y = O 

Une solution non nulle est donnée par v 2  = (1, - 1). Normalisons v2, on trouve alors la solution unitaire 
u2 = - l/fi). 

Finalement soit P la matrice dont les colonnes sont u1 et u2 respectivement, alors on a 

Comme il était prévu, les éléments diagonaux de P'AP sont les valeurs propres de A .  

13.34. Soit A = 

diagonale. 

. Trouver une matrice orthogonale réelle P pour laquelle P'AP soit 
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O 0 4  O -21& l l f i  

13.35. Trouver un changement orthogonal de coordonnées qui diagonalise la forme réelle quadratique 

Trouvons d’abord la matrice symétrique A représentant q et ensuite son Dolynôme caractéristique A(t)  : 

q(x , y )  = 2x2 + 2 x y  + 2y2. 

t - 2  -1 et A(f)  = / t l - A l  = = ( t -  i ) ( t -  3) 
-1 t - 2  

Les valeurs propres de A sont 1 et 3 ; la forme diagonale de q est donc 

q ( x ’ ,  y ’ )  = x’z + 3y‘Z 

Trouvons la transformation correspondante des coordonnées, en obtenant un ensemble de valeurs propres de 
A orthonormées. 

Posons t = 1 dans la matrice tI - A ,  on obtient le système homogène correspondant 

- x - y = o ,  - x - y = o  

Une solution non nulle est donnée par v = (1, - 1). Posons maintenant t = 3 dans la matrice ti - A ,  on 
obtient le système homogène corresponhant 

x - y = o ,  - x + y = o  

Une solution non nulle est donnée par v2 = (1, 1):Comme dans le Problème 13.31, v 1  et vz sont ortho- 
gonaux. Normalisons v 1  et v 2  de manière à obtenir une base orthonormée 

Iu.1 = ( I l f i ,  -l ld5), = ( l l f i ,  llfi)} 
La matrice de passage P et la transformation des coordonnées sont donc 

Remarquons que les colonnes de P sont u et u2,  On peut aussi exprimer x‘ et y’ en fonction de x et y 
en utilisant la matrice P - 1  = P‘ ; c’est-à-bire 

x1 = (x- y)l\/s, Y’ = (X+Y)lh 

13.36. Démontrer le théorème 13.15 : Soit T un opérateur orthogonal sur un espace préhilbertien 
réel V .  Alors il existe une base orthonormée par rapport à laquelle T a la forme suivante : 

-1 

\ 

-l 
- - - - - - - - 
cos 81 - sin 81 1 
sin 81 cos 81, l - - -_  

/ I cos 0, - sin B r  
1 sin û, cos û, 
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Soit S = T 4- T-’ = T -i T*. Donc S* = (T + T*)* = T* -i T = S. Ainsi S est un opérateur symé- 
trique sur V. D’après le théorème 13-14, il existe une base orthonormée de V contenant les vecteurs pro- 
pres de S. Si h,, . . . , A, sont les valeurs propres distinctes de S ,  alors V peut être décomposé en somme 
directe V = V ,  @ V, @ . . . @ V ,  où les Vi contiennent les vecteurs propres de S correspondant à la valeur 
propre hi. On peut affirmer que chacun des Vi est invariant par T. Supposons en effet que v E Vi, alors 
S ( v )  = Y et 

S(T(w)) = ( T +  T- i )T (v )  = T ( T +  T-’)(w) = TS(V) = T(Ap) = hiT(V) 

C’est-à-dire, T ( v )  E Vi.  Donc Vi est invariant par T. Puisque les Vi sont orthogonaux les uns par rapport 
aux autres, nous pouvons restreindre notre étude au cas où T agit sur un seül Vi. 

Sur un Vi donné (T + T-’)v = S ( v )  = hiv. Multiplions par T. 

(T2_XiT+Z)(V)  = O 

Considérons séparément les cas hi = f 2 et hi # f 2. Si hi = f 2 alors ( T  f I)’(v) = O ce qui donne 
( T  k 1) (v) = O ou T ( v )  = f v. Ainsi T restreint à ce V j  est soit 1 soit -1. 

Si hi # * 2, alors T n’a pas de vecteurs propres dans Vi puisque d’après le théorème 13.8 les seules 
valeurs propres de T sont 1 ou - 1. En conséquence, pour v # O, les vecteurs v et T ( v )  sont linéaire- 
ment indépendants. Soit W le sous-espace engendré par v et T(v ) .  Alors W est invariant par T, puisque 

T(T(w))  = T*(w) = h,T(V) - w 

D’après le théorème 13.2, Vi = W @ W’. De plus, d’après le problème 13.24, W’ est aussi invariant nar 
T. Ainsi nous pouvons décomposer Vi en somme directe de deux sous-espaces W .  de dimension finie, 
où les W .  sont orthogonaux les uns aux autres et où chaque Wi est invariant par T. Nous pouvons 
ainsi de nouveau restreindre notre étude au cas où T n’agit que sur un seul Wi. 

Le déterminant de T est ainsi 1, qui est le terme constant dans A ( t ) .  D’après le proilème 13.30, la ma- 
trice A représentant T agissant sur Wi relativement à une base orthonormée quelconque de Wi doit être de 
la forme 

1 
J 

Puisque T2 - hi T -i I = O le polynôme caractéristique A ( t )  de T agissant sur W .  est A(t) = r z  -k i t  + 1. 

cos e -sin e 
sin e COS e 

La réunion des bases des Wi donne une base orthonormée des Vi et l’union des bases des Vi donne une 
base orthonormée de V dans laquelle la matrice représentant T a la forme demandée. 

OPERATEURS NORMAUX ET FORMES CANONIQUES DANS DES ESPACES UNITAIRES 

13.37. Déterminer laquelle des matrices suivantes est normale : (i) A = (0 :), ( i i )B=  (’ ) .  1 2 + i  

Puisque A A  * # A * A  la matrice A n’est pas normale. 

Puisque BB* = B*B la matrice B est normale. 

13.38. Soit T un opérateur normal. Démontrer que 

(i) T(u) = O si et seulement si T * ( u )  = O. 
(ii) T - hi est normal. 
(iii) Si T(u)  = Au alors T*(u) =hv ; donc tout vecteur propre de T est aussi un vecteur propre 

de T*. 
(iv) Si T ( u )  = hl u e t  T ( w )  = h,w où h,  # h, alors ( u ,  w )  = O ; c’est-à-dire les vecteurs 

propres de T correspondant aux valeurs propres distinctes de T sont orthogonaux. 
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13.39. 

13.40. 

(i)  Montrons que (T(v), T ( v ) )  = (T*(v),  T*(v)): 
( T ( v ) ,  T(w)) = fw, T+T(v))  = (v, TT';(w)) = (T";(v) ,  T " ( w ) )  

Donc d'après [13], T ( v )  = O si et seulement si T*(v)  = O. 

Montrons que T - U commute avec son adjoint : (Ü> 
(T-k[)(T-) ,Z):::  = ( ' - ) , Z ) ( J ' : % - x [ )  = TT::: -AT::  - h T  + 

- - 

= ( T  - XZ)"(T- XI)  

T"T - XT - AT':' + XXZ = (T* -%Z)(T- XI) 

Ainsi T - )cl est normal. 

(iii) Si T(v) = hv, alors ( T  - u) (v) = O. Donc T - 
( T  - hl)* (v) = O. C'est-à-dire (T* - U) (v) = O, donc T*(v)  = hv. 

est normal d iprès  (Ü) ; donc d'après (i) 

(iv) Montrons que Al ( v ,  w )  = A, ( v ,  w): 
X,(W,W) = (h,W,W) = ( T ( W ) , W )  = (v, T"'(ZV)) = (W,X2ZU) = Xz(v,w) 

Mais h, # h, donc ( v ,  w )  = O. 

Démontrer le théorème 13.16 : Soit T un opérateur normal sur un espace préhilbertien 
complexe V de dimension finie. Il existe alors une base orthonormée de V contenant les 
vecteurs propres de T ; c'est-à-dire que T peut être représentée par une matrice diagonale 
relativement à une base orthonormée. 

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de V. Si dim V = 1, le théorème est alors 
trivialement vrai. Supposons maintenant que dim Y = n > 1. Puisque V est un espace vectoriel complexe, 
T a au moins une valeur propre et donc un vecteur propre non nul. Soit W le sous-espace de Y engendré 
par Y et soit u1 un vecteur unitaire de W .  

Puisque Y est un vecteur propre de T,  le sous-espace W est invariant par T. Cependant, Y est aussi un 
vecteur propre de T* d'après le problème précédent ; donc W est aussi invariant par T*. D'après le pro- 
blème 13.21, W' est invariant par T** = T. La suite de la démonstration est identique à la dernière par- 
tie de la démonstration du théorème 13.14. (Problème 13.22). 

Démontrer le théorème 13.17 : Soit T un opérateur arbitraire sur un espace préhilbertien 
complexe de dimension finie V. Alors T peut être représenté par une matrice triangulaire 
relativement à une base orthonormé { ul,  u 2 ,  . . . , u n  } c'est-à-dire, pour i = 1, . . . . , n, 

T(%) = ailu1 + ai2242 + . * . + aiiui 

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de Y. Si dim V = 1, le théorème est trivia- 
lement vérifié. Supposons maintenant dim V = n > l. Puisque V est un espace vectoriel complexe, T a 
au moins une valeur propre et donc au moins un vecteur propre non nul v. Soit W le sous-espace de V 
engendré par v et soit u1 un vecteur unitaire de W .  Alors u1 est un vecteur propre de T et donc 
m,) = Q l l U l .  

que W est invariant par l'opérateur ET. Par récurrence, il existe une base orthonormée { u,, . . . , u n }  de 
W' teiie que, pour i = 2 , .  . . . ,n, 

D'a rès le théorème 13.2, Y = W @ W'. Soit E la projection orthogonale de V sur W'. Il est clair Y . .  

E T ( q )  = ai2u2 + ui,gt:< + . . . + aiiui 

(Remarquons que {ul, u 2 , .  . . , u n }  est une base orthonormée de V). Mais E est la projection orthogonale 
de V sur W', donc nous devons avoir 

T ( q )  = Uil?LI + ai22*2 + . . . + aiilci 

pour i = 2 ,  . . . , n. Ceci avec T ( u l )  = al lu l  nous donne le résultat demandé. 
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PROBLEMES DIVERS 
13.41. Démontrer le Théorème 13.13A : Les conditions suivantes s’appliquant 5 un opérateur P 

sont équivalentes : 
(i) P = pour un certain opérateur auto-adjoint T. 
(ii) P = S*S pour un certain opérateur S. 
(iii) P est auto-adjoint e t  <P(u) ,  u >  > O pour chaque u E V. 

plique (ii). Supposons maintenant que (ii) soit vrai. On a alors P* = (S*S)* = S*S** = S*S = P et donc 
P est auto-adjoint. De plus 

Donc (ii) implique (Üi) et donc il reste à montrer que (Üi) implique (i). 

mée { u l , .  . . , un}  de V contenant les vecteurs propres de P ; c’est-à-dire P(ui)  = Ait+. D’après le théo- 
rème 13.8 les X i  sont réels. En utilisant (iii), montrons que les Ai sont non négatifs. Nous avons, pour 
chaque i, 

Supposons que (i) soit vrai, c’est-à-dire P = TZ où T = T*. Alors P = T T = T*T et donc (i) im- 

( P ( u ) ,  u )  = t S * S ( U ) ,  u)  = ( S ( U ) ,  S(u)) 2 o. 

Supposons donc maintenant que (iii) soit vrai. Puisque P est auto-adjoint, il existe une base orthonor- 

O 5E (P(UJ, Ui) = U J  = X l ( Z L i ,  U J  

Donc hi, ui> 2 O entraîne 
réel. Appelons T l’opérateur linéaire défini par 

Puisque T est représenté par une matrice réelle diagonale relativement à la base orthonormée {ui+ T est 
auto-adjoint. De plus, pour chaque i, 

2 O comme nous l’avions affirmé. En conséquence, fi. est un nombre 

T ( U J  = fiiui, pour i = 1, . . .,n 

T2(Ui) = T ( f i i U i )  = fii T ( U J  = f i i i i U i  = XiUi = P(Ui) 

Puisque TZ et P ont la même représentation sur une base de V, P = T 2 .  Le théorème est ainsi démontré. 

Remarque : L’opérateur précédent T est l’unique opérateur positif tel que P = Tz  (Problème 13.93) ; 
on l’appelle la racine carrée positive de P. 

13.42. Montrer qu’un opérateur quelconque T est la somme d’un opérateur qui est auto-adjoint 
et d’un opérateur anti-adjoint. 

Posons S = ( T  4- T*)  et U = i ( T  - T*).  Alors T = S 4- U où 
s* = (+(T+ T*))* = +(T* + T**) = *(T* + T) = s 

et u* = ( J ( T -  T*))* = *(T* - T) = - l ( T -  T*) = -u 
donc S est auto-adjoint et U est anti-adjoint. 

13.43. Démontrer : Soit T un opérateur linéaire arbitraire sur un espace préhilbertien de dimension 
finie V. Alors T est le produit d’un opérateur unitaire (orthogonal) U et d’un opérateur 
unique positif P,  c’est-à-dire T = UP. De plus, si T est inversible, alors U est déterminé 
de manière unique. 

P tel que P2 = T*T (Problème 13.93). Remarquons que 
D’après le théorème 13.13, T*T est un opérateur positif et donc il existe un opérateur positif (unique) 

llP(W)112 = <P(w), P(v) ,  = <P2(w), w) = (T*T(W), V) = (UV), T ( v ) )  = IlT(~)112 (4 
Considérons maintenant séparément les cas où T est inversible et non inversible. 

Si T est inversible, posons alors Û = PT-’. Montrons que Û est unitaire. 
A h  û* = (PT-’)* = T-l*p* = (T*)- lP  et u*u = (T*)- lPPT- l  = (T*)-lT*TT-’ = 

Ainsi Û est unitaire. Posons maintenant U = Û-’. Alors U est aussi unitaire et T = UP comme demandé. 

Pour démontrer l’unicité, nous supposons que T = UoPo, où Uo est unitaire et Po est positif. Alors 

Mais la racine carrée positive de T*T est unique (Problème 13.93),donc Pp = P. (Remarquons que l’inver- 
sibiiité de T n’est pas utilisée pour démontrer l’unicité de P). Si T est maintenant inversible, alors P est 
aussi inversible par ( 1 ) .  Multiplions UoP = UP à gauche par P-’; on obtient Uo = U. Ainsi U est aussi 
unique lorsque T est inversible. 

T*T = P ~ U ~ U o P ,  = P,IP, = P i  

21 
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Supposons maintenant que T ne soit pas inversible. Soit W l’image de P, c’est-à-dire W = Im P. Défi- 
nissons U ,  : W += V par 

Nous devons démontrer que U ,  e,st bien défini, c’est-à-dire que P ( v )  = P(4) implique T ( v )  = T(v’). 
Ceci découle du fait que P(v  - v ) = O est équivalent A IIP(v - v‘)ll = O qui entraîne IIT(v - v )II = O 
d’après (1). Ainsi U ,  est bien défini. Définissons ensuite U, : W -+ V. Remarquons que d’après (1) P 
et T ont les mêmes noyaux. Donc les ima es de P et T ont la même dimension, c’est-à-dire dim (Im P) = 
dim W = dim (Im T).  En conséquence, W et (Im T)’ ont aussi la même dimension. Prenons pour U, 
un isomorphisme quelconque entre W1 et (Im T)’. 

alorsU(v)= U,(w)+ U,(W‘). DoncUest linkaire (Problème 13.121) et si v E V et P ( v )  = w ,  alors d’après 

U,(W) = T ( v )  où P ( v )  = w. (2 1 

K 

Posons ensuite U = @ U, . (où U est défini comme suit : si v E V et Y = w f w’ oÙ w E W ,  W‘ E w’, 
(2 )  

T ( v )  = U,(W) = U ( w )  = UP(v) 
Ainsi T = UP comme demandé. 

où w‘ E W’. Alors on a U ( x )  = UP(v)  + U (w ) = T ( v )  f Uz(w ) où ( T ( v ) ,  Uz(w )) = O d’après la 
définition de U,. On a aussi ( T ( v ) ,  T ( v ) )  = ?P(v) ,  P ( v ) )  d’après (1). Ainsi 

Il reste ii montrer que U est unitaire. Chaque,vecteur x E V peyt être écrit sous ,la forme x = P ( v )  f w’ 

W ( 4 ,  U ( 4 )  = (WJ) + U,(W’), T (v )  + U,(W’)> 

(T(V),  V v ) )  + W,(w‘), U,(W’)) = 

= (P(v) ,  P(w)) + (w’, w’) = (P(w) + w‘, P(v )  + w’) 
= (2, 2) 

(Nous utilisons aussi le fait que ( P ( v ) ,  w‘) = O). Donc U est unitaire et le théorème est démontré. 

13.44. Soient ( u l y  a,, . . .) et ( b l ,  b ,  y . . .) un couple quelconque de points de l’espace Z, de 

l’exemple 13.5. Montrer que la somme 2 aibi = a ,  b ,  + a ,b ,  + - - - converge absolument. 
i = l  

D’après le problème 1.16 (inégalité de Cauchy-Schwarz) 

qui est vraie quel que soit n. Ainsi la suite des sommes S, = l a l b l  1 f - . . f Ia,b,l est bornée et donc 
converge. Donc la somme infinie converge absolument. 

13.45. Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur R muni d’un produit scalaire défini par 

( f ,  g )  = J f ( t )  g( t )  dt .  Donner un exemple d’une forme linéaire $ sur V pour laquelle 

le théorème 13.5 n’est pas vrai, c’est-à-dire qu’il n’existe pas un polynôme h ( t )  pour lequel 
$ ( f )  = < f ,  h )  quel que soit f €  V. 

f ( t )  en son terme constant. Supposons qu’un polynôme h ( t )  existe pour lequel 

‘ 1  

O 

Soit 4 : Y .+ R défini par @(f) = f ( O ) ,  c’est-à-dire 4 donne à f(t) la valeur O et donc transforme 

df) = f(0) = f(t) h(t) d t  ( 1 )  il 
pour chaque polynôme f(t). Remarquons que 4 transforme le polynôme tf(t) en O ; donc d’après (1), 

t f ( t ) h ( t ) d t  = O 

pour chaque polynôme f ( t ) .  En particulier (2) doit être vérifié pour f ( t )  = t h ( t )  c’est-à-dire 

l’ tzhZ(t) dt  = O 

Cette intégrale implique que h ( t )  est le polynôme nul ; donc $(f) = (f, h )  = (f, O )  = O pour chaque 
polynôme f ( t ) .  Ceci est en contradiction avec le fait que 4 est non nulle ; donc le polynôme h ( t )  
n’existe pas. 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

PRODUITS SCALAIRES 
13.46. 

13.47. 

13.48. 

13.49. 

13.50. 

13.51. 

13.52. 

13.53. 

13.54. 

13.55. 

13.56. 

Vérifier que 

(a,% + a2u2> b,v,+ b,w,) = a,b,(u,, w,) + alb,(u,, w,) + a,b,(u,, w,) + a,b,(u2, w,) 

Soient u = (xl, xz) et v = (y l ,  y 2 )  appartenant à R’. 

(i) Vérifier que l’expression suivante est un produit scalaire sur R2: 

(ii) Pour quelles valeurs de k l’expression suivante est-elle un produit scalaire sur R2 ? 

(iii) Pour quelies valeurs de II, b, c, d E R l’expression suivante est-elle un produit scalaire sur R2 ? 

f(u, 4 = XlY, - %Y, - 2%Y, + 5X,YZ 

f(u, v) = q y l  - 3x1~2 - 3 x 2 ~ 1  + k z , ~ ,  

f(u, v) = a x i ~ i  + b z l ~ ,  + CXZY~ + dxzYz 

Trouver la norme de v = (1, 2) E R2 par rapport au (i) produit scalaire usuel,(ii) au produit scalaire 
défini dans le problème 13.4? (i). 

Soient u = ( z l  , z 2 )  et v = ( w i  , w 2 )  appartenant à c’. 
(i) Vérifier que l’expression suivante est un produit scalaire sur C2: 

Pour quelles valeurs de a, b, c, d E C l’expression suivante est-elle un produit scalaire sur C2 ? 

f (u,  w) = ZlW, + (1 + i)ZIW, + (1 - i)Z,Wl + 3Z2W, 

(ii) 

f(u, w) = az,W, + bz,W, + cz,W, + dz,W, 

Trouver la norme de v = (1 - 2i, 2 + 3i) E C2 en utilisant (i) le produit scalaire usuel, (ii) le produit 
scalaire du problème 13.49 (i). 

Montrer que la fonction distance d ( u ,  v) = I I  v - u I I  où u, v E V satisfait aux axiomes suivantes d’un 
espace métrique : 

[DI] d ( u ,  v )  2 O et d ( u ,  v) = O si et seulement si u = v. 
[Dz] d(u, w) = d(w, u). 
[O3] d(u, w) f d(u, w) + d(w,  v). 

Vérifier la règle du parallélogramme: (lu + w / /  + IIu - w ( [  = 211uII + 211~11. 

Vérifier les formes polaires suivantes pour ( u ,  v): 
(i) 
(ii) 

(u,w) = i I I u + w 1 1 2 -  ~ i i u - w i l ~  (cas réel);’ 
(u , v )  = i l / u + w / 1 2 -  iilu-w112+41iu+iw112-aiiu-~w,,z (cas complexe). 

Soit V l’espace vectoriel des rn x n matrices de R. Montrer que ( A  , B )  = tr (B‘A) définit un produit 
scalaire dans V. 

Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur R. Montrer que (f, g )  = 
scalaire dans V. O 

1 
f ( t )  g ( t )  d t  définit un produit 

Trouver la norme de chacun des vecteurs suivants : 

(ii) 
(E) f ( t )  = t2 - 2t -k 3 dans l’espace défini dans le problème 13.55. 

(iv) A =(’  

v = ( i  - îi, 3 + i, 2 - si) E c3. 

’ ) dans l’espace défini dans le problème 13.54. 
3 - 4  
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13.57. Montrer que : (i) la somme de deux produits scalaires est un produit scalaire ; (ii) un multiple positif 
d’un produit scalaire est un produit scalaire. 

Soient a, b, c E R tels que ut2 + bt + c 2 O pour chaque t. Montrer que b2 - 4ac < O. Utiliser ce 
résultat pour démontrer l’inégalité de Cauchy- Schwarz pour les espaces préhilbertiens réels en faisant 
une extension de la formule IItu + vl12 2 O. 

13.58. 

13.59. Supposons I (u ,  v)l = Ilull IIvII. (C’est-à-dire que l’inégalité de Cauchy-Schwarz se réduit alors à une éga- 
lité). Montrer que u et v sont linéairement dépendants. 

13.60. Trouver le cosinus de l’angle 6 que font u ,  v si 

(i) 
(ii) 

u = (1 - 3, 2) ,  v = ( 2 ,  1, 5) dans R3. 
u = 2t - 1, v = t2  dans l’espace défini dans le Problème 13.55. 

I’  

) dans l’espace du Problème 13.54. 
3 

ORTHOGONALITE 
13.61. Trouver une base du sous-espace W de R4 orthogonal à u1 = (1, - 2 ,  3, 4) et u2 = (3, - 5, 7, 8). 

13.62. Trouver une base orthonormé du sous-espace W de C3 engendré par u1 = (1, i, 1) et u2 = (1 + i, O, 2) .  

13.63. Soit T’ l’espace vectoriel des polynômes sur R de degré < 2 muni du produit scalaire 
1 

(f, g )  = f(t) g ( t )  dt. 

(i) Trouver une base du sous-espace W orthogonal à h ( t )  = 2 t  + 1. 
(ii) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt à la base (1, t, t Z }  pour obtenir une base 

orthonormée {u , ( t ) ,  u2( t ) ,  u 3 ( t ) }  de V. 

13.64. Soit V l’espace vectoriel des matrices 2 x 2 sur R avec le produit scalaire défini par ( A  , B )  = tr @A). 
(i) Montrer que le système suivant est une base orthonormée de V: 

{(A :)* (O :)’ (O Y ) *  (O ;y  
(ii) Trouver une base de l’espace orthogonal (a) des matrices diagonales,(b) des matrices symétriques. 

13.65. Soit W un sousensemble (non nécessairement un sous-espace) de V. Démontrer que (i) W’l 3 L ( W )  ; 
(ii) si V est de dimension finie alors W u  = L (W), (où L (W) est l’espace engendré par W ) .  

13.66. Soit W le sous-espace engendré par un vecteur non nul w de V et soit E la projection orthogonale de V 

sur W. Démontrer que E(u)  = Ep (v w )  w. On appelle E(v)  la projection de v sur w. 
Ilw II 

13.67. Trouver la projection de v sur w si 
(i) 
(ii) 
(iii) v = 2t - 1, w = t2 dans l’espace défini dans le problème 13.55. 

(iv) v = ( i  - 3” ) , w = ( 

v = (1, - 1, 2), w = (O, 1, 1) dans R3. 
v = (1 - i, 2 -t 3i), w = (2 - i, 3) dans Cz. 

O - 1  2 )  dans l’espace défini dans le problème 13.54. 

13.68. Supposons que { u l ,  u 2 , .  . . , a i , }  soit une base d’un sous-espace W de Y avec dim Y = n. Supposons que 
{ y l , .  . . , v n - r }  soit un système de n - Y vecteurs indépendants tels que ( u i ,  v i )  = O pour chaque i et 
chaque j .  Montrer que (vl,, . . , v,_,}est une base de l’orthogonal de W, W’. 
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13.69. Supposons que { u i  , . . . , u,} soit une base orthonormée d’un sous-espace W de V .  Soit E : V -+ V une 
application linéaire définie par 

E(v)  = (v, U1)Ztl + (v; u,)u, + ‘ ’ . + (v, u,)u, 

Montrer que E est la projection orthogonale de V sur W. 

7 

13.70. Soit { u l , .  . . , u,} un sous-ensemble orthonormé de V. Montrer que, pour tout E v, /(v,ui)12 5 l / v [ / z ,  
i =  1 Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Bessel. 

13.71. Soit V un espace préhilbertien réel. Montrer que : 

( 1 )  
(2) 
Montrer à l’aide de contre-exemples que ies théorèmes précédents ne sont pas vrais pour Cz. 

13.72. Soient U et W des sous-espaces d’un espace préhilbertien V de dimension finie. Montrer que 

IIuII = 1 1 ~ 1 1  si et seulement si ( u  + Y ,  u - Y) = O ;  

I I U  + v112 = 1 1 ~ 1 1 ’  + 11~112  si et seulement si ( u ,  v )  = O. 

(1) ( u  + w)l  = ul n w L ;  ( 2 )  ( u n  w ) l  = ul + wl. 
OPERATEUR ADJûlNT 

13.73. Soit T : R3 -f R 3  défini par T ( x ,  y ,  z )  = (x + 2 y ,  3x  - 4 2 ,  y ) .  Trouver T * ( x ,  y ,  z) .  

13.74. Soit T : C 3  -+ C3 défini par 

T ( z ,  y, 2) = (iz + (2 + 3i)y, 3% + (3 - i ) z ,  ( 2  - 5i)y -t iz) 

Trouver T*  (x , y ,  z). 

13.75. Pour chacune des formes linéaires suivantes @ sur V trouver un vecteur u E V tel que @(Y) = ( Y ,  u )  pour 
chaque v E V : 

(1) 
( 2 )  
(3) 

13.76. Supposons V de dimension finie. Démontrer que l’image de T *  est l’orthogonal du noyau de T, c’est-à-dire 
que Im T *  = (Ker T)L. Donc rang(T) = rang(T*). 

13.77. Montrer que T * T  = O implique T = O. 

13.78. Soit V l’espace vectoriel des polynômes sur R muni du produit scalaire défini par (f, g)  = f ( t ) g ( t )  dt. 

Soit D l’opérateur de dérivation sur V tel que D U )  = d f /d t .  Montrer qu’il n’y a pas d’opérateur D* sur 
V tel que ( D U ) ,  g )  = (f, D * ( g ) )  pour chaque couple f, g E V,  c’est-à-dire que D n’a pas d’adjoint. 

@ : R 3  -+ R définie par @(x, y ,  z )  = x + 2y  - 3z. 
@ : C3 + C définie par @ ( x , y ,  z )  = ix + (2 -t 3i)y + (1 - 2i)z. 
@ : V -+ R définie par @ c f )  = f (1)  où V est l’espace vectoriel du problème 13.63. 

JT’ 

OPERATEURS ET MATRICES UNITAIRES ET ORTHOGONALES 

13.79. Trouver une matrice orthogonale dont la première ligne est (1) (l/&, 2/&); (2) un multiple de (1, 1, 1). 

13.80. Trouver une matrice symétrique orthogonale dont la première ligne est (1/3, 2/3, 2/3). (Comparer avec le 
problème 13.27). 

1 1 . 1  
13.81. Trouver une matrice unitaire dont la première ligne est (1) un multiple de (1, 1 - i) ; (2)( 7 ,  yz, 5 -ii). 

13.82. Démontrer que : Le produit et l’inverse de matrices orthogonales sont des matrices orthogonales.(Les ma- 
trices orthogonales forment un groupe par rapport à la multiplication appelé groupe orthogonal). 

13.83. Démontrer que : Le produit et l’inverse de matrices unitaires sont des matrices unitaires. (Les matrices 
unitaires forment un groupe par rapport à la multiplication appe!é groupe unitaire). 

13.84. Montrer que si une matrice orthogonale (unitaire) est triangulaire alors elle est diagonale. 
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13.85. Rappelons que les matrices complexes A et B sont unitairement équivalentes s'il existe une matrice uni- 
taire P telle que B = P * A P .  Montrer que cette relation est une relation d'équivalence. 

13.86. Rappelons que les matrices réelles A et B sont orthogonalement équivalentes s'il existe une matrice ortho- 
gonale P telle que B = P'AP. Montrer que cette relation est une relation d'équivalence. 

13.87. Soit W un sous-espace de V. Pour tout v E V posons v = w + W' où w E W et w' E W'. (Une telle 
somme est unique car V = W @ W'). Posons T : V += V défini par T ( v )  = w - w'. Montrer que T est 
un opérateur unitaire auto-adjoint de V. 

13.88. Soit V un espace prdhilbertien, et supposons U : V -+ V (non nécessairement linéaire) soit surjective et 
conserve les produits scalaires, c'est-à-dire que ( U ( v ) ,  V ( w ) )  = ( u ,  w )  pour chaque couple v ,  w E V. D& 
montrer que U est linéaire et donc unitaire. 

OPERATEURS POSITIFS ET DEFINIS POSITIFS 

13.89. Montrer que la somme de deux opérateurs positifs (définis positifs) est positive (définie positive). 

13.90. Soit T un opérateur linéaire sur V et soit f : V x Y += K définie par f( u , v) = ( T ( u ) ,  v). Montrer que 
f est elle-même un produit scalaire sur V si et seulement si T est définie positive. 

13.91. Supposons E une projection orthogonale sur un sousespace donné W de V .  Démontrer que kZ -F E est 
positif (défini positif) si k 2 O ( k  > O). 

13.92. Démontrer le théorème 13.13 B, page 288, sur les opérateurs définis positifs. (Le théorème correspondant 
13.13A pour les opérateurs positifs est démontré dans le problème 13.41). 

13.93. Considérons l'opérateur T défini par T ( u . )  = f i i  ui , i  = 1, . . . , n dans la démonstration du théorème 
13.13A (Problème 13.41). Montrer que !' est positif et que c'est le seul opérateur positif pour lequel 
T2 = P. 

13.94. Supposons P à la fois positif et unitaire. Démontrer que P = Z. 

13.95. Une matrice n x n (réelie ou complexe) A = (a..) est dite positive, si A considéré comme un opérateur 
linéaire de K" est positif. (Une définition analogue pour les matrices définies positives). Démontrer que 
A est positive (définie positive) si et seulement si a .  = a ?  et r i  

11 

E aijziq O (> 0) 
i,j = 1 

pour chaque (xi,. . . , x n )  de K". 

13.96. Déterminer laquelle des matrices suivantes est positive (ou définie positive) : 

13.97, Démontrer qu'une matrice complexe 2 x 2 A = (: d ) est positive si et seulement si (1) A = A * et 

( 2 )  u, d, et nd- bc sont des nombres réels non négatifs. 

13.98. Démontrer qu'une matrice diagonale A est positive (définie positive) si et seulement si chaque élément 
diagonal est un nombre réel non négatif (positif). 

OPERATEURS AUTO-ADJOINTS - OPERATEURS SYMETRIQUES 

13.99. Pour un opérateur quelconque T ,  montrer que T + T*  est auto-adjoint et que T - T *  est un anti-adjoint. 

13.100. Supposons que T soit auto-adjoint. Montrer que T 2 ( v )  = O implique T ( v )  = O. Utiliser ceci pour démontrer 
que T"(v)  = O implique aussi T ( v )  = O pour n > O. 
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13.101. 

13.102. 

13.103. 

13.104. 

13.105. 

Soit Y un espace préhilbertien complexe. Supposons que ( T ( v ) ,  v )  soit réel pour chaque v E V.  Montrer 
que T est auto-adjoint. 

Supposons que S et T soient auto-adjoints. Montrer que ST est auto-adjoint si et seulement si S et T 
commutent, c’est-à-dire si ST  = TS. 

Pour chacune des matrices symétriques A suivantes, trouver une matrice orthogonale P pour laquelle 
PtAP soit diagonale : 

Trouver une transformation orthogonale des coordonnées qui diagonalise chacune des formes quadratiques : 

(1) q ( x , y )  = 2x2 - 6 x y  + 10y2, (2) q ( x , y )  = x2 + 8 x y  - 5 y 2  

Trouver une transformation orthogonale des coordonnées qui diagonalise la forme quadratique q (x , y ,  z )  = 
2xy + 2 x z  + 2 y z .  

OPERATEURS NORMAUX ET MATRICES 

13.106. Vérifier que A = ( z  :> est normale. Trouver une matrice unitaire P telie que P*AP soit diagonale et 

trouver P *AP. 

13.107. Montrer qu’une matrice triangulaire est normale si et seulement si elle est diagonale. 

13.108. Démontrer que si T est normale sur V,  alors liT(v)ll = IIT*(v)ll pour chaque v E V. Démontrer que la 
réciproque est vraie dans des espaces préhilbertiens complexes. 

13.109. Montrer que les opérateurs auto-adjoints, anti-adjoints et unitaires (orthogonaux) sont normaux. 

13.1 10. Supposons que T soit normal. Démontrer que : 

(1) T est anto-adjoint si et seulement si ses valeurs propres sont réelles. 
(2) T est unitaire si et seulement si ses valeurs propres ont pour valeur absolue 1. 
(3) T est positive si et seulement si ses valeurs propres sont des nombres réels non négatifs. 

13.111. Montrer que si T est normal, alors T et T *  ont le même noyau et la même image. 

13.1 12. Supposons que S et T soient normaux et commutent. Montrer que S + T et ST sont aussi normaux. 

13.113. Supposons T normal et commutant avec S. Montrer que T commute aussi avec S *, 

13.114. Démontrer : Soient S et T des opérateurs normaux sur un espace vectoriel complexe de dimension finie. 
Il existe alors une base orthonormée de V contenant les vecteurs propres à la fois de S et T (c’est-à-dire 
que S et  T peuvent être diagonalisés simultanément). 

PROBLEMES D’ISOMORPHISMES 

13.115. Soit { e l , .  . . , en )une base orthonormée d’un espace préhilbertien V sur K. Montrer que l’application 
v I+ 

vecteur v dans la base {ei}.). 
est un isomorphisme d‘espace préhilbertien entre V et K (où [v], indique les coordonnées d’un 

13.116. Montrer que les espaces préhilbertiens V et W sur K sont isomorphes si et seulement si V et W ont la 
même dimension. 

13.117. Supposons que{ e l , .  . . , e n }  et {ei , . . . , en )soient des bases orthonormées de V et W respectivement. Soit 
T : V + W une application linéaire définie par T ( e j )  = e/ pour chaque i. Montrer que T est un isomor- 
phisme. 
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13.118. Soit V un espace pdhilbertien. Rapp:lons (page 283) que chaque u E V détermine une forme linéaire 2 
dans l'espace dual V* par définition u ( v )  = ( v ,  u )  pour chaque v E V.  Montrer que l'application U* 2 
est linéaire et non singulière et donc est un isomorphisme de V dans V* (sur V* si la dimension est finie). 

13.119. Considérons l'espace préhilbertien V du problème 13.54. Montrer que V est isomorphe A R"" par l'appli- 

H (Rl, R,, . . ., R,) . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
am1 am2 . . . 

cation 

où Ri = ( a , ,  a i? ,  . . . , ai") est la ieme ligne de A .  

PROBLEMES DIVERS 

13.120. Montrer qu'il existe une base orthonormée { u , ,  . . . , un} de Y constituée de vecteurs propres de T si et 
seulement si il existe des projections orthogonales E l  , . . . , Er et des scalaires h, , . . . , Ar,  tels que 
(1)  T =  h i E l  -!- . . -  f h r E r ;  (2) E l  -k . . .  -k Er = 1 ;  (3) EiEi  = O pour i f  i. 

T = T ,  @ Tz est aussi linéaire (T  étant définie par : si v €? V et v = u -k w où u E U, w E W alors 
13.121. Supposons que V = U @ W et supposons T i  U + V et T : W + V linéaires. Montrer que 

T ( v )  = T ,  ( u )  + Tz  (w)) .  

13.122. Supposons que U soit un opérateur orthogonal sur R3 avec déterminant positif. Montrer que U est soit 
une rotation soit une symétrie par rapport à un plan. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

13.47. (ii) k > 9; (iii) a > O, d > O, ad - bc > O 

13.48. (i) fi, (ii) 6 3  

13.50. (i) 3 ~ 5 ,  (ii) 5 f i  

13.60. (i) cose = 9 / m O ,  (ii) cose = -/6, (iii) cose = 2 / m O  

13.61. {wi = (1 ,2 ,1 ,  O),  w 2  = (4,4, O ,  l)} 

13.63. (i) {fi (t) = 7t2 - 5 t ,  f2(t) = 12t2 - 5) 

(ii) {ul( t )  = 1, uz(t)  = (2t - l)/fi, zi,(t) = (6t2 - 6t + l) /f i}  

13.73. T*(x ,  y, Z) = (X + 3y, 2~ + X ,  -4y) 
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- - 
13.75. Posons u = 4 ( e l )  e l  4- - -l- $ ( e , ) e ,  OU {ej)est une base orthonormée. 

(i) u = (1, 2, -3), (ii) u = (4, 2 - Si, 1 + 2i), (iii) u = (18t2 - 8t + 13)/15 

(113 2/3 
13.80. 2/3 -213 

213 113 -213 

13.96. Seulement (1) et (5) sont positives. De plus (5) est définie positive. 

p * A p  = ( z + i  
O 2 - i  ) 13.106. P = 

c 





APPENDICE A 

Ensembles et relations 

ENSEMBLES, ELEMENTS 

mant cet ensemble sont appelés ses éléments. Nous écrivons 

Si chaque élément de A appartient à un ensemble B ,  c’est-à-dire si x E A implique x E B, alors 
A est un sous-ensemble de B; on dit aussi que A est inclus dans B, ce que l’on note 

A C B  ou B 3 A  

Une liste ou une collection d’objets bien définie est appelée un ensemble ; les objets for- 

p E A (lu : p appartient à A )  si p est un élément de l’ensemble A 

Deux ensembles sont égaux s’ils possèdent tous les deux les mêmes éléments ; c’est-à-dire, 

A = B si e t  seulement si A C B et B C A 
Les négations de p E A ,  A C B et A = B s’écrivent p E A ,  A $ B et A # B respectivement. 

nant une propriété caractéristique des éléments de l’ensemble. Par exemple 
Nous caractériserons un ensemble particulier, soit en écrivant tous ses éléments, soit en don- 

A = (1, 3 ,  5, 7, 9) 

ce qui veut dire que A est l’ensemble des nombres 1, 3, 5,  7 et 9 et 

B = {x : x est nombre premier, x < 15) 

ce qui veut dire que B est l’ensemble des nombres premiers inférieurs à 15. Nous utiliserons aussi 
des symboles spéciaux pour noter des ensembles qui sont couramment employés dans le texte. A 
moins qu’il en soit spécifié autrement on notera : 

N = l’ensemble des nombres entiers positifs : 1, 2, 3 , .  . . ; 
Z = l’ensemble des entiers relatifs : . . . , - 2, - 1, O, 1, 2, . . . ; 
Q = l’ensemble des nombres rationnels; 
R = l’ensemble des nombres réels ; 
C = l’ensemble des nombres complexes. 

Nous utiliserons aussi le symbole 4 qui représente l’ensemble vide, c’est-à-dire l’ensemble ne possé- 
dant aucun élément ; cet ensemble est un sous-ensemble de tout autre ensemble. 

Fréquemment les éléments d’un ensemble sont eux-mêmes des ensembles, Par exemple chaque 
droite dans un ensemble de droites est elle-même un ensemble de points. Pour aider à clarifier ces 
situations, nous utiliserons les mots classe, collection et famille de façon synonyme à ensemble. 
Les mots sous-classe, sous-collection et sous-famille seront utilisés de manière analogue à sous- 
ensemble . 

Exemple A . l  : Les ensembles A et B précédents peuvent être aussi écrits 

A = (x E N : x est impair, x < 10)e t  B = (2, 3 ,  5 ,  7, 11, 13) 

Remarquons que 9 E A mais 9 @ B et 11 E B mais 11 @ A ; tandis que 3 E A et 
3 E B e t 6 e A e t 6 e B .  

Exemple A.2 : Les ensembles de nombres sont tels que N C Z C Q C R C C. 

Exemple A.3 : Soit 
Exemple A.4 : Les éléments de la classe ( 4 2 ,  3), ( 2 ) ,  (5, 6))sont les ensembles (2, 3), ( 2 )  et (5, 6 )  

C = ( x  : x2 = 4 ; x est impair}. Alors C = $, C est l’ensemble vide. 
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Le théorème suivant s’applique. 
Théorème A.1 : Soient A ,  B, C des ensembles quelconques. Alors (i) A C A ; (ii) si A C B et B C A ,  

alors A = B ; (Üi) si A C B et B C C alors A C C. 
La relation A C B n’exclut pas que A = B. Cependant si A C B, mais A f B alors on dit que 

A est un sous-ensemble propre de B (quelques auteurs utilisent le symbole C pour un sous-ensemble 
et le symbole C seulement pour un sous-ensemble propre). 

Lorsque nous parlons d’un ensemble indexé { a j  : i E I} ou simplement (ai }, nous indiquons 
qu’il y a une application $ de l’ensemble I dans l’ensemble A et que l’image $ (i) de i E I est ai.  
L’ensemble I est appelé l’ensemble des indices et les éléments ai sont dits indexés-par 7. Un en- 
semble { a ,  , a , ,  . . .} indexé par les entiers positifs N est appelé une suite. Une classe indexée 
d’ensemble { A j  : i E I }  ou simplement { A j }  a une signification analogue sauf que maintenant l’appli- 
cation 4> associe à chaque i E I un ensemble A i  et non plus un élément ai. 

OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 

élsments appartenant 5 A ou à B ; et l’intersection de A et B, écrite A fl B, est l’ensemble des 
éléments appartenant à la fois à A et à B : 

A U B = { x  : x E A  ou x E B ) e t  A n B = { x  : X E  A et x E B )  
Si A fl B = 0, c’est-à-dire si A et B n’ont pas d’éléments communs on dit alors que A et B sont 
disjoints. 

Nous supposons que tous ces ensembles sont eux-mêmes des sous-ensembles d’un ensemble 
universel (noté ici U )  appelé ensemble référentiel. Alors le complémentaire de A ,  que l’on écrit 
CA,est l’ensemble des éléments qui n’appartiennent pas à A :  

C A = { x E U : x $ A )  

Soient A et B deux ensembles arbitraires. L’union de A et B, écrite A U B,est l’ensemble des 

Exemple A. 5 : Les diagrammes suivants, appelés diagrammes de Venn, illustrent les opérations précédentes 
sur les ensembles. Ici les ensembles sont représentés par des aires planes simples et U,l’en- 
semble universel, par l’aire d’un rectangle. 

A u B  est ombrée 

A n B est ombrée 

CA est ombrée 
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Les ensembles munis des opérations précédentes satisfont à certaines lois ou identités qui sont 
rassemblées dans le tableau ci-dessous. 
Théorème A.2 : Les ensembles satisfont aux lois du tableau 1. 

ALGEBRE DES ENSEMBLES 

Lois idempotentes 
l a .  AUA = A l b .  A n A  = A 

r- ~~ ~ Lois associatives 
1 2a. ( A U B ) U C  = A U  (BUC)  2b. ( A n 6 ) n C  = A n ( B n C )  

Lois commutatives 
3a. A ü B  = BUA 3b. A n B  = B n A  

Lois distributives 
4a. A u ( B n C )  = ( A u B ) n ( A u C )  4b. A n ( B u C )  = ( A n B ) u ( A n C )  

Lois d’identité 
5a. A U @  = A 5h. A n U  = A 
Ga. A u U  = U 6b. A n @  = @ 

Lois sur les complémentaires 
7a. A U C A  7h. Ari  CA = 9 1 8a. [ A  = A 8h. Cu= 0 c0= u 

Lois de Morgan 
9a.  A AUE) = C A  n CB 9b. C(AnB) = CA U b 

Table 1 

Remarque : Chacune des lois précédentes découle d’une loi de logique analogue. Par exemple 
A n B = ( x : x E A e t x E B ) =  { x : x E B e t x E A } = B n A  

Ici nous utilisons le fait que “ p  et q” écrit p A q est logiquement équivalent à ‘ ‘ q  et 
p” écrit q A p. 

Il s’ensuit la relation fondamentale entre l’inclusion et les opérations précédentes sur les en- 
sembles. 

Théorème A.3 : Chacune des conditions suivantes est équivalente à A C B. 
(i) A n B = A  (iii) CB C CA (v) B U CA = U 
(ii) A U B = B (iv) A n CB = 0 

{Ai : i E 1) une famille quelconque d’ensembles.L’union des Ai, que l’on écrit UieI  Ai (ou sim- 
plement UiAi) est l’ensemble des éléments appartenant à l’un au moins des Ai ; et l’intersection 
des A,, écrite niE1 Ai ou plus simplement ni Ai est l’ensemble des éléments appartenant à cha- 
cun des Ai. 

On peut généraliser les opérations sur les ensembles précédemment définies comme suit. Soit 

PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES 

de tous les couples ordonnés (a ,  b )  où a E. A et b E B :  
Soient A et B deux ensembles ;leur produit cartésien, noté A x B, est l’ensemble constitué 

A x B = { ( a ,  b )  : a E A, b E B }  

Le produit cartésien d’un ensemble par lui-même, A x A,est noté A*. 
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Exemple A.6 : Le lecteur est familiarisé avec le plan cartésien R2 = R x R dessiné ci-dessous. Chaque 
point P est représenté par un couple ordonné ( a ,  b )  de nombres réels et vice versa. 

- s  - 2  - 1  1 2 a 3  

Exemple A.7 : Soient A’ = { 1, 2, 3 )  et B = { a ,  b}. Alors 
A x B = { (1 , a)  , (1 , b )  , ( 2 ,  a), (2 , b )  , (3 , a )  , (3 , b ) )  

Remarque : Le couple ordonné ( a ,  b )  est défini rigoureusement par ( a ,  b )  = { { a }  , { a ,  b }}. D’après 
cette définition on peut démontrer la propriété d’ordre, c’est-à-dire que ( a  , b)  = (c , d )  
si et seulement si a = c et b = d .  

La définition de produit cartésien d’ensembles peut être étendue à un nombre quelconque fini 
d’ensembles de manière naturelle. L’ensemble produit cartésien des ensembles A ,  , . . . , A ,  que l’on 
écrit A ,  x A ,  x . . . x A ,  est l’ensemble constitué de tous les rn-tuples ( a ,  , a, , . . . , am ) où 
ai E Ai pour chaque i. 

RELATIONS 

la donnée, pour tout couple ordonné ( a ,  b )  E A x B, d’une et d’une seule des deux phrases sui- 
vantes : 

Une relation binaire ou simplement une relation R d’un ensemble A dans un ensemble B est 

(1) ‘‘a est liée à b” que l’on écrit a R b. 
( 2 )  “a n’est pas lié â. b” que l’on écrit a R b . 

Une relation d’un ensemble A dans lui-même est appelée une relation dans A.  

Exemple A.8 : La relation d’inclusion est une relation dans toute classe d’ensembles. Pour un couple donné 
d’ensembles A et B on a soit A C B soit A (? B 

RemaJquons qu’une relation R quelconque de A vers B définit d’une manière unique un sous- 
ensemble R de A x B comme il suit: 

8 = { ( a ,  b )  : U R  b }  

Réciproquement, un sous-ensemble quelconque 2 de A x B définit une relation de A vers B, comme 
il suit: 

n 

a R b si et seulement si ( a ,  b )  E R 
En considérant la correspondance précédente entre relations de A vers B et les sous-ensembles de 
A x B ,  on peut donner une nouvelle définition d’une relation: 

Définition : Une relation R de A vers B est un sous-ensemble de A x B. 

RELATIONS D’EQUIVALENCE 

suivants : 
[ E l  ] Pour tout a E A a est en relation avec lui-même 
[ E ,  ] Si a est en relation avec b, alors b est en relation avec a. 
[ E ,  ] Si a est en relation avec b,  et si b est en relation avec c, alors a est en relation avec c. 

En général une relation est dite réflexive si elle satisfait à [E,],elle est dite symétrique si elle satisfait 
à [ E ,  ] et elle est transitive si elle satisfait 2 [ E ,  1. En d’autres termes, une relation est une relation 
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. 

Une relation dans un ensemble A est appelée relation d’équivalence, si elle satisfait aux axiomes 
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Exemple A.9 : Considérons la relation C inclusion d’ensemble. D’après le théorème A.l A C A pour tout 
ensemble A ; et si A C B et B C C, alors A C C. Donc, C est à la fois réflexive et tran- 
sitive. D’autre part, C n’est pas symétrique, puisque A C f3 et A # B implique B (E A .  

Exemple A.10 : En géométrie euclidienne, la similitude des triangles est une relation d’équivalence, car si 
a, f l  et y sont des triangles quelconques, alors (1) a est semblable à lui-même,(2) si a 
est semblable à f l ,  alors /3 est semblable à (Y et (3) si (Y est semblable à f l  et f i  semblable 
à 7 alors (Y est semblable à y. 

Si R est une relation d’équivalence dans A ,  la classe d’équivalence d’un élément quelconque 
a E A ,  notée par [a],est l’ensemble des éléments qui sont liés 5 a par la relation R : 

[ a ]  = {x : a  R x} 

L’ensemble des classes d’équivalence, noté A/R,est appelé ensemble quotient de A par R. 
A/R = { [ a ]  : a E A }  

Voici la propriété fondamentale des relations d’équivalence : 

Théorème A.4 : Soit R une relation d’équivalence dans A .  L’ensemble quotient A/R est une parti- 
tion de A ,  c’est-à-dire chaque a € A appartient à un élément de A/R et les 616- 
ments de A/R sont deux 6 deux disjoints 

Exemple A. 11  : Soit R la relation définit dans Z ensemble des entiers relatifs par 

x y (mod 5 )  

qui se lit “x est congru à y modulo 5” ce qui veut dire “x - y est divisible par 5”. Alors 
R,  est une relation d’équivalence dans Z. Il y a exactement cinq classes d’équivalence 
distinctes dans Z / R s  : 

A ,  
A ,  = {. . ., -9, -4, 1, 6, 11) 

A ,  1 {. . ., -8, -3, 2, 7, 12) 

A ,  = {.. ., -7, -2, 3,  8, 131 

A ,  = { .  . ., -6, -1, 4, 9, 14) 

{ .  . ., -10, -5, O ,  5, IO} 

Chaque entier x peut s’écrire de manière unique sous la forme x = 5 4 -i r avec O < r < 5 ; 
remarquons que x E Er où r est le reste. Remarquons que les classes d’équivalence sont 
disjointes deux à deux et que Z = A ,  U A ,  U A ,  U A ,  U A ,  



APPENDICE B 

Structures algébriques 

INTRODUCTION 

Nous définissons ici les structures algébriques que l’on rencontre dans presque toutes les 
branches des mathématiques. En particulier, nous définirons la structure de corps qui apparaît 
dans la définition d’un espace vectoriel. Nous commencerons par donner la définition d’un groupe, 
qui est une structure algébrique relativement simple puisqu’elle ne contient qu’une seule opération 
et qu’elle est utilisée dans beaucoup d’autres structures algébriques. 

GROUPES 

Soit G un ensemble non vide muni d’une opération binaire (aussi appelée : loi de composition 
interne) c’est-à-dire qui, à chaque paire d’éléments a ,  b E G, associe un élément a b E G. G est 
alors appelé un groupe si les axiomes suivants sont vérifiés: 

[Gi  ] Quels que soient a, b, c E G,  nous avons (ab )  c = a ( b c )  (loi associative). 

[G, ] Il existe un élément e E G appelé élément identité ou neutre tel que pour tout a E G on ait 
ae = eu = a. &, 

[G, ]  Pour chaque a E G il existe un élément a-l  E G appelé l’inverse de a ,  tel que a .  a-l = a - l a =  e. 

c’est-à-dire si ab = bu pour tout a, b E G. 

G est dit multiplicatif. Quelquefois lorsque G est abélien, l’opération binaire est notée par + et G 
est dit additif. Dans un tel cas l’élément neutre est noté par O et est appelé l’élément nul, et l’in- 
verse est noté par (- a )  et est appelé l’opposé de a. 

Un groupe G est dit abélien (ou commutatif) si la loi interne précédente est commutative, 

Lorsque la loi de composition est notée par une juxtaposition comme précédemment, le groupe 

Si A et B sont des sous-ensembles d’un groupe G,  on écrit alors 

A B = { a b : a E A , b E B )  ou A + B = { a + b : a E A , b E B )  

Nous écrirons aussi a pour { a } .  

groupe par rapport 6 l’opération de G. Si H est un sous-groupe de G et a E G, alors l’ensemble 
Ha est appelé une classe à droite de H et l’ensemble aH une classe à gauche de A .  

Un sous-ensemble H d’un groupe G est appelé un sous-groupe de G, si H est lui-même un 

Définition : Un sous-groupe H de G est appelé sous-groupe normal (ou : sous-groupe distingué) 
si a-1 Ha C H pour chaque a E G. De façon équivalente, H est normal si aH = Ha 
pour chaque a E G, c’est-à-dire si les classes à droite et à gauche de H coincident. 

Remarquons que tout sous-groupe d’un groupe abélien est normal. 

Théorème B.1 : Soit H un sous-groupe normal de G. Alors les classes de H dans G forment un 
groupe par rapport à la multiplication des classes. Ce groupe est appelé groupe quo- 
tient et est noté par GIH. 

L’ensemble Z des entiers relatifs forme un groupe abélien par rapport à l’addition. (Remar- 
quons que les entiers relatifs pairs forment un sous-groupe de 2, mais non les entiers relatifs 
impairs). Soit H l’ensemble des multiples de 5 c’est-à-dire H = {. . . - 10, - 5 ,  O, 5 ,  10. . .) 
Alors H est un sous-groupe (nécessairement normal) de 2. Donnons les classes H dans L : 

Exemple B.l : 



Appendice B/Structures algébriques 32 1 

- -  + 0 1 s 3 4  
_ - _ - _ -  
O 0 1 2 3 4  
1 1 2 3 4 0  
2 2 3 4 0 1  
3 3 4 0 1 2  
4 4 0 1 2 3  

- - - - - -  
- _ _ - _ -  
- - _ - - -  
_ _ - _ - -  

E 

U l  

‘2 

‘3 

$1 

$2 

1 2 3  1 2 3  1 2 3  
O1 = ( 1  3 2 )  ‘3 = ( 2  1 3 )  +2 = (3  1 2 )  

E ‘1 ‘2 ‘3 $1 $2 

E ‘1 ‘2 ‘3 $1 $2 

‘1 e $1 $2 ‘2 ‘3 

‘2 $2 E $1 ‘3 ‘1 

‘3 $1 $2 e ‘1 ‘2 

$1 ‘3 ‘1 ‘ 2  +2 E 

$2 ‘2 ‘3 ‘1 E $1 

22 
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Exemple B.3 : Soit G le groupe des nombres réels muni de l’opération d’addition et soit G’  le groupe 
des nombres réels positifs muni de la multiplication. L’application f : G + G ’  définie par 
f ( a )  = 2 O  est un homomorphisme car 

f(a + b )  = 2 a f b  = 2 O .  2b = f(a) f(b) 

En particulier, f est bijective ; donc G et G’ sont isomorphes. 
Soit G le groupe des nombres complexes non nuls par rapport à la multiplication et soit 
G’ le groupe des nombres réels non nuls par rapport à la multiplication. L’application 
f : G + G’ définie par f(z) = ( z (  est un homomorphisme car 

Le noyau K de f est constitué des nombres complexes z situés sur le cercle unité, c’est-à-dire 
pour lesquels (zI = 1. Ainsi G/K est isomorphe à l’image de f, c’est-à-dire au groupe des 
nombres réels positifs par rapport à la multiplication. 

Exemple B.4 : 

f ( Z 1 Z z )  = IZ1ZPl = l Z l l  1221 = f ( Z i ) f ( Z 2 )  

ANNEAUX. ANNEAUX INTEGRES ET CORPS 

par +) et une opération de multiplication (notée par la juxtaposition). R est alors appelé un anneau 
si les axiomes suivants sont satisfaits : 
[R,] Pour tout a, b, c E R ,  nous avons (a + b )  + c = a + (b + c). 
[R, J Il existe un élément O E R ,  appelé élément zéro, tel que pour tout a E R,a + O = O + a = a. 
ER,] Pour tout a E R ,  il existe un élément - a E R, appelé l’opposé de a,  tel que 

[R,] Pour tout a, b E R nous avons a + b = b + a. 
[R,  ] Pour tout a, b, c E R ,  nous avons (ab) c = a(bc). 
[R,]  Pour tout a, b, c E R ,  nous avons 

Soit R un ensemble non vide avec deux opérations binaires, une opération d’addition (notée 

a + (-a) = (-a) + a  = o. 

(1) a(b + c) = ab + ac et (2) 
Remarquons que !es axiomes [ R , ]  jusqu’à [R,]  peuvent être résumés en disant que R est un 

groupe abélien par rapport à l’addition. 
La soustraction est définie dans R par a - b = a + (-b). 
On peut montrer (voir Problème B.25) que a .  O = O .  a = O pour tout a E R. 
R est appelé un anneau commutatif si ab = bu pour tout a, b E R .  On dit aussi que R est 

un anneau unitaire s’il existe un élément non nul 1 E R tel que a .  1 = 1 . a = a pour tout a E R. 
Un sous-ensemble non vide S de R est appelé un sous-anneau de R ,  si S est lui-même un 

anneau pour les opérations définies dans R .  Remarquons que S est un sous-anneau de R si e t  seu- 
lement si a, b E S implique a - b E S et a b E S. 

Un sous-ensemble non vide I de R est appelé un idéal à gauche dans R si (1) a - b E I 
quels que soient a ,  b E 1, et (2) ru E I pour tout r E R,  a E 1. Remarquons qu’un idéal à gauche 
I dans R est aussi un sous-anneau de R .  De façon analogue nous pouvons définir un idéal à droite 
et un idéal bilat&e. Il est clair que tous les idéaux dans un anneau commutatif sont des idéaux 
bilatères. Le terme idéal signifiera désormais idéal bilatère à moins qu’il en soit spécifié autrement. 

( b  + c ) a  = bu + CU. 

. 

Théorème B.3 : Soit I un idéal bilatère d’un anneau R .  Les classes {a + 1 :a E R )  forment un 
anneau par rapport à l’addition et à la multiplication des classes. Cet anneau est 
noté par RII et  est appelé anneau quotient. 

Soit R un anneau commutatif et unitaire. Pour tout a E R ,  l’ensemble ( a )  = { r u  : r E R est 
un idéal e t  est appelé l’idéal principal engendré par a. Si chaque idéal dans R est un idéal principal 
alors R est appelé un anneau principal. 

Définition : Un anneau commutatif R ayant un élément unité est appelé un domaine d’intégrité si 
R n’a pas de diviseurs de zéro ; c’est-à-dire si ab = O implique a = O ou b = O. (On 
dit aussi que l’anneau R est intègre). 
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Supposons maintenant que p divise f i  , f 2 ,  . . . , f n  . Si p divise f i ,  alors le lemme est dé- 
montré. Si non, d’après le résultat précédent p divise le produit f ,  . . . . . f n ,  Par récurrence sur 
n ,  p divise l’un des polynômes f i ,  . . . , f n .  Le lemme est ainsi démontré. 

Théorème C.7 : (Théorème de la factorisation) : Soit f un polynôme non nul de K ( t ) .  Alors f 
peut être écrit de façon unique comme un produit 

où k E K et où les pi sont des polynômes normalisés irréductibles de K ( t ) .  
f = k P , P , .  * * P ,  

Démonstration : Démontrons l’existence d’un tel produit d’abord. Si f est irréductible, ou si 
f E K ,  alors un tel produit existe de façon évidente. D’autre part, supposons f = gh où f et g ne 
sont pas des scalaires. Alors g et h sont de degré inférieur à celui de f .  Par récurrence, nous pou- 
vons supposer 

g = kigigz. . . g r  et h = kzhihz. . . h, 

où k, , k ,  E K et où les g, et hi sont des polynômes normalisés irréductibles. En conséquence 

f (kikz)gigz. . . grhlhi. . . ha 
est la représentation demandée. 

Prouvons ensuite l’unicité à l’ordre près d’un tel produit pour f .  Supposons 

f = kpipz. . . p ,  = k’qiqz.. . q m  

où k et k‘ E K et où les p ,  , . . . , p, , 4, , . . . , q,,, sont des polynômes normalisés irréductibles. Donc 
p ,  divise maintenant k‘q, . . . . . q, . Puisque p ,  est irréductible il doit donc diviser l’un des q,, 
d’après le lemme précédent. Par exemple p ,  divise g, .  Puisque p ,  et q ,  sont tous deux irréduc- 
tibles et normalisés, p ,  = q , . En conséquence 

Par récurrence nous avons n = m et p 
aussi k = h ’ .  Le théorème est donc demontré. 

sous le nom de théorème fondamental de l’algèbre ou théorème de d’Alembert ; sa démonstration 
dépasse le contenu de cet ouvrage. 

Théorème C.8 (Théorème fondamental de l’Algèbre) : Soit f ( t )  un polynôme non nul sur le corps 

k p z .  . .pn = k’qz. . . q m  

2, 
= q 2 ,  . . . , pn  = q, à un réarrangement près des qi. Nous avons 

Si le corps K est le corps des complexes C, nous avons alors le résultat suivant qui est connu 

des complexes C. Alors f ( t )  peut être écrit de manière unique (à l’ordre près) sous 
forme d’un produit 

f ( t )  = k ( t  - TI)@ - 7.2) * * - (t  - T n )  

où k, ri E C ,  c’est-à-dire comme un produit de polynômes linéaires. 

Dans le cas du corps des réels IR, nous avons le résultat suivant. 

Théorème C.9 : Soit f ( t )  un polynôme non nul sur le corps des réels R. Alors f ( t )  peut être 
écrit de manière unique (à l’ordre près) sous la forme du produit 

f(t) = k p l ( t ) p z ( t )  . . . pm(t) 

où k E R et où les p i ( t )  sont des polynômes irréductibles normalisés de degré 
un ou 2. 
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où soit r = O soit deg r < deg g . Substituons ceci dans (1) et résolvons en f ; on obtient 

qui est la représentation désirée. 

Théorème C.3 : L’anneau K [ t ]  des polynômes sur un corps K est un anneau principal. Si 1 est un 
idéal de K [ t ]  , il existe alors un polynôme normalisé unique d qui engendre Z, c’est- 
à-dire, tel que d divise tout polynôme f € 1. 

Démonstration. Soit d un polynôme de plus bas degré dans 1. Puisque nous pouvons multiplier 
d par un scalaire non nul, et qu’il appartient toujours à 1, nous pouvons supposer sans perte de 
généralité que d est un polynôme normalisé. Supposons maintenant f E 1. D’après le théorème C.2 
il existe des polynômes q et r tels que 

f = qd + r où soit r =O,soit deg r < deg d 

De plus f ,  d E I implique qd E 1 et donc r = f - qd E 1. Mais d est un polynôme de plus bas 
degré dans 1. En conséquence r = O et f = qd, c’est-à-dire d divise f .  Il reste à montrer que d est 
unique. Si d‘ est un autre polynôme normalisé qui engendre 1, alors d divise d’ et d’ divise d .  
Ceci implique que d = d’ car d et d‘ sont normalisés. Ainsi le théorème est démontré. 

Théorème C.4 : Soient f et g deux polynômes non nuls dans K ( t ) .  Il existe alors un polynôme 
normalisé unique d tel que (1) d divise f et g ,  (2) si d‘ divise f et g ,  alors d‘ 
divise d .  

Définition : Le précédent polynôme d est appelé le plus grand commun diviseur de f et g.  Si d = 1. 
alors f et g sont dits premiers entre eux. 

Démonstration du théorème C.4.  L’ensemble I = {mf  + ng : rn, n E K(t)}est un idéal. Soit 
d le polynôme normalisé engendrant 1. Comme f et g E I ; donc d divise f et g .  Supposons main- 
tenant que d’ divise f et g .  Soit J l’idéal engendré par d’ .  Alors f , g € J et donc I C J . En con&- 
quence, d € J et donc d’ divise d ,  comme il a été affirmé. Il reste à montrer que d est unique. Si 
d ,  est un autre plus grand commun diviseur normalisé de f et g ,  alors d divise d ,  et d ,  divise d ,  
ce qui Implique que d = d ,  car d et d ,  sont normalisés. Le théorème est démontré. 

Corollaire C.5 : Soit d le plus grand commun diviseur des polynômes f et g .  Alors il existe des 
polynômes m et n tels que d = rnf + ng. En particulier si f et g sont premiers 
entre eux il existe des polynômes m et n tels que mf + ng = 1 .  

1 = {rnf + ng : m , n  E K ( t ) }  
Ce corollaire est issu directement du fait que g engendre l’idéal 

FACTORISATION 

Un polynôme p € K ( t )  de degré positif est dit irréductible si p = f g  implique que f ou g 
est un scalaire. 

Lemme C.6 : Supposons p E K ( t )  irréductible. Si p divise le produit fg de deux polynômes 
f ,  g E K ( t ) ,  alors p divise f ou p divise g .  Plus généralement, si p divise le produit 
de n polynômes f i  , f 2  , . 1 . , f n  , alors p divise l’un d’entre eux. 

Démonstration. Supposons que P divise fg mais non f .  Puisque p est irréductible, les poly- 
nômes f et p doivent être premiers entre eux. Il existe ainsi des polynômes m ,  n E K ( t )  tels 
que mf + np = 1.  En multipliant cette équation par g ,  on obtient mfg + npg = g ,  mais p 
divise f g  et donc mfg,  et p divise npg ; donc p divise la somme g = mfg + npg. 
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NOTATION 
Identifions le scalaire a ,  E K avec le polynôme 

a0 = (.  . .’ O,  ao) 

t = (. . ., O ,  1, O )  

Choisissons un symbole, par exemple t ,  pour noter le polynôme 

On appelle le symbole t une variable. Multiplions t par lui-même,on obtient 

t 2  = ( . . . ,  O , l , O , O ) ,  t 3  = (.. . ,  0,1,0,0,0) ,  . . .  
Le polynôme précédent f peut alors s’écrire de manière unique sous la forme usuelle 

f = antn + * + .  +ait  + a0 

K [tl 
Lorsque le symbole t est pris comme variable, l’anneau des polynômes sur K est noté par 

et on note fréquemment un polynôme f sous la forme f ( t ) .  

précédente. Ceci est possible puisque les opérations d’addition et  de multiplication d’éléments de 
K sont conservées par cette identification : 

Nous considérerons aussi le corps K comme un sous-ensemble de K [ t ]  grâce à l’identification 

( .  . ., O ,  UO) + (. . ., O ,  bo) = (. . ., O ,  a0 + bo) 

(.  . ., O ,  ao).(.  . . ’  O, bo) = ( .  . ., O ,  aobo) 
Remarquons que les éléments non nuls de K sont les unités de l’anneau K [ t ] .  

Remarquons aussi que chaque polynôme non nul est l’associé d’un polynôme normalisé unique. 
Donc si d et d’ sont des polynômes normalisés tels que d divise d’ et d’ divise d ,  alors d = d’ .  (Un 
polynôme g divise un polynôme f ,  s’il existe un polynôme h tel que f = hg). 

DIVISIBILITE 
Le théorème suivant formalise le processus appelé “division euclidienne”. 

Théorème C.2 (Algorithme de la division) : Soient f et g deux polynômes sur un corps K avec 
g # O. Il existe alors des polynômes q et r tels que 

où soit r = O  soit deg r < deg g. 
f = q g + r  

Démonstration : Si f = O, ou si deg f < deg g ,  nous avons alors l’égalité demandée 

f = O g + f  
Supposons maintenant que deg f > deg g, c’est-à-dire 

f = antn + - . + ait + a. et g = b,tnL + . . . + bit  + bo 

où a , ,  b,  # O et n >, m .  Formons le polynôme 
a, 
b, 

f i  = f - -t”-”‘g 

On a deg f i  < deg f. Par récurrence, il existe des polynômes q ,  et r tels que 

f i  = q , g  + r. 



APPENDICE C 

Polynômes sur un corps 

INTRODUCTION 
Nous étudierons dans ce chapitre l’ensemble des polynômes sur un corps K et nous montre- 

rons qu’ils ont plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés des entiers relatifs. Ces ré- 
sultats jouent un rôle important pour obtenir les formes canoniques d’un opérateur linéaire T sur 
un espace vectoriel V sur K. 

ANNEAU DES POLYNOMES 

suite infinie d’éléments de K dans laquelle tous les nombres, sauf un nombre fini d’entre eux’sont 
nuls : 

Soit K un corps. De manière formelle, un polynôme f sur K peut être considéré comme une 

f = (.  . ., O ,  a,, . . .’ ai, a”) 

(Nous écrivons la suite de cette manière pour qu’elle puisse être prolongée à gauche et non pas à 
droite). L’élément ak est appelé le hieme coefficient de f ) .  Si n est le plus grand entier pour lequel 
a, # O, on dit alors que le degré de f est n,  on écrit : 

deg f = n 
a, est appelé aussi le coefficient initial de f ,  et si a, = 1,f est appelé un polynôme normalisé. 
D’autre part si chaque coefficient de f est nul, alors f est appelé le polynôme nul et on l’écrit 
f = O. Le degré du polynôme nul n’est pas défini. 

Maintenant si g est un autre polynôme sur K ,  par exemple 

g = (.  . .’ O ,  b,,, . . ., bi, bo) 

alors la somme f + g est le polynôme obtenu en additionnant les coefficients correspondants 
c’est-à-dire, si m < n alors 

f + g = (.  . . , O ,  a,, . , . , a,, + b,,, . . . , ai + bi, a0 + bo) 

fg = (.  . . , O ,  anb,, . . . , a1bo + aobi, aobo) 

De plus, le produit fg est le polynôme 

c’est-à-dire que le hieme coefficient ck de fg est 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème C.l : L’ensemble P des polynômes sur un corps K par rapport aux opérations d’addi- 
tion et de multiplication forme un anneau commutatif unitaire intègre c’est-à- 
dire un domaine d’intégrité. Si f et g sont des polynômes non nuls de P, alors 
deg ( fg )  = (deg f )  - (deg g). 
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B.27. Supposons a* = a pour tout a E R. Démontrer que R est un anneau commutatif. (Un tel anneau est 
appelé anneau de Boole). 

B.28. Soit R un anneau unitaire. Transformop R en un anneau 2 défini par a a? b = a i- b 4- 1 et 
a - b = ab -k a -!- b. (i) Vérifier que R est un anneau. (ii) Déterminer l’élément nul et l’élément unité d e z .  

B.29. Soit G un groupe abélien additif quelconque. Définissons une multiplication dans G par a 
trer que G devient alors un anneau. 

b = O. Mon- 

B.30. Démontrer le théorème B.3 : Soit I un idéal (bilatère) dans un anneau R. Les classes { a  -k I : a E R}  
forment un anneau pour l’addition et la multiplication des classes. 

B.31. Soient 1, et 1, deux idéaux de R. Démontrer que Il -k I, et Il n 1, sont aussi deux idéaux de R. 

B.32. Soient R et RI deux anneaux. Une application f : R -+ RI est appelée un homomorphisme (ou un homo- 
morphisme d’anneau) si 

pour tout a, b E R. Démontrer que si f : R -+ R‘ est un homomorphisme alors l’ensemble K = { T E R  : 
f ( r )  = O} est un idéal de R. (L’ensemble K est appelé le noyau de f). 

(il f ( a  + b) = f ( a )  4- f(b) et (ii) f(ab) = f ( a )  .f(b) 

DOMAINES D’INTEGRITE ET CORPS 
B.33. Démontrer que dans un anneau intègre, si ab = ac, a # O alors b = c. 

B.34. Démontrer que F = { a  + b f i  :a ,  h rationnels} est un corps. 

B.35. Démontrer que D = { a  + b f i :  II et b entiers relatifs} est un anneau intègre, mais non un corps. 

B.36. Démontrer qu’un anneau intègre fini D est un corps. 

B.37. Montrer que les seuls idéaux d’un corps K sont {O} et K. 

B.38. Un nombre complexe a 4- bi où a et b sont des entiers relatifs est appelé un entier de Gauss. Montrer 
que l’ensemble G des entiers de Gauss est un anneau intégre. Montrer aussi que les unités de G sont I 1 et +. i. 

B.39. Soit D un anneau intègre et soit I un idéal de D. Démontrer que l’anneau quotient D/I  est intègre si et seule- 
ment si I est un idéal premier. (Un idéal I est premier si ab € I implique a E I ou b E 1). 

B.40. Considérons l’anneau intègre D = { a  + b f i  : a, b entiers relatifs} (voir Exemple B.11). Si (IL = a 4- b&, 
nous définissons N((IL) = a2 - 13b2. Démontrer que (i) N ( ( I L ~ )  = N((IL)  N(p)  ; (ii) a est une unité si et seu- 
lement si N((IL)  = -I l .  (iii) les unités de D sont I l ; 18 I 5- et - 18 f 5 G .  (iv) les nombres 
2, 3 - fl et - 3 - fi sont irréductibles. 

MODULES 
B.41. Soit M un R-module et soient A et B deux sous-modules de M. Montrer que A 4- B et A fl B sont aussi 

des sous-modules de M. 

Soit M un R-module avec un sous-module N .  Montrer que les classes { u -k N ; u E M }  forment un R-  
module pour l’addition des classes et la multiplication scalaire définie par r ( u  i- N )  = ru + N .  (Ce module 
noté par MIN est appelé le module quotient). 

B.42. 

B.43. Soient M et M’ deux R-modules et soit f : M + M’ un homomorphisme de R. Montrer que l’ensemble 
K = { u  E M : f (u )  = O} est un sous-module de f. (L’ensemble K est appelé le noyau de f). 

B.44. Soit M un R-module et soit E ( M )  l’ensemble de tous les R-homomorphismes de M dans lui-même. Défi- 
nissez les opérations appropriées d’addition et de multiplication dans E ( M )  de sorte que E ( M )  devienne 
un anneau. 
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B.4. 

B.5. 
B.6. 

Montrer que si G est un groupe abélien, alors (ab) ,  = unbn quels que soient a ,  b E G et n E Z. 

Supposons que G soit un groupe tel (ab)2 = a2b2  pour tout a, b E G. Montrer que G est abélien. 

Supposons que H soit un sous-ensemble d’un groupe G .  Montrer que H est un sous-groupe de G si et 
seulement si (i) H n’est pas vide et (ii) a ,  b E H implique ab-’ E H. 

Démontrer que l’intersection d’un nombre quelconque de sous-groupes de G est aussi un sous-groupe de G. 

Montrer que l’ensemble de toutes les puissances de a E G est un sous-groupe de G ; on l’appelle le groupe 
cyclique engendré par a. 

Un groupe C est dit cyclique si G est engendré par l’un de ses éléments a E G ; c’est-à-dire G = { u n  , n E Z}. 
Montrer que chaque sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique. 

B.10. Supposons que G soit un sous-groupe cyclique. Montrer que G est isomorphe à l’ensemble Z 
relatifs pour l’addition ou à l’ensemble Z, (des entiers modulo n) pour l’addition. 

B.11. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que les classes à droite où à gauche de H réalisent une partition de 
H en ensembles disjoints deux à deux. 

B.7. 

B.8. 

B.9.  

(des entiers 

E.12. L‘ordre d’un groupe G, noté par ICI, est le nombre d’éléments de G. Démontrer le théorème de Lagrange : 
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini G, alors IHI divise ICI. 

B.13. On suppose IGl = p où p est premier. Montrer que G est cyclique. 

B.14. On suppose que H et N sont des sous-groupes de G avec N normal. Montrer que (i) H N  est un sous-groupe 
de G et (ii) H fl N est un sous-groupe normal de G. 

B.15. Soit H un sous-groupe de G avec seulement deux classes à droite ou gauche. Montrer que H est un SOUS- 

groupe normal de G. 

B.16. Démontrer le théorème B.l : Soit H un sous-groupe normal de G. Les classes de H dans G forment un 
groupe G / H  pour la multiplication des classes. 

B.17. Supposons que G soit un groupe abélien. Montrer que tout groupe GIH est aussi abélien. 

B.18. Soit f : G -f G’ un homomorphisme de groupe. Montrer que : 

(i) f(e) = e’ où e et e’ sont les éléments neutres de G et G‘ respectivement; 
(ii) f(u-’) = f (n1- l  pour tout a E G. 

B.19. Démontrer le théorème B.2 : Soit f : G + G’ un homomorphisme de groupe admettant pour noyau K. K 
est alors un sous-groupe normal de G, et le groupe quotient G / K  est isomorphe à l’image de f. 

B.20. Soit G le groupe multiplicatif des nombres complexes z tels que I z I  = 1, et soit R le groupe additif des 
nombres réels. Montrer que G est isomorphe à R/Z. 

B.21. Pour un élément fixé g E G ; soit g  ̂ : G -f G définie par ?(a) = g-’ag. Montrer que G est un isomorphisme 
de G sur G. 

B.22. Soit G le groupe multiplicatif des n x n matrices non singulières sur R. Montrer que l’application A t+ /AI 
est un homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls. 

B.23. Soit G un groupe abélien. Pour un n fixé n E Z, montrer que l’application a i+ a” est un homomorphisme 
de G dans G. 

B.24. Supposons que H et N soient des sous-groupes de G avec N normal. Montrer que H fl N est normal dans 
H et H / ( H  fl N) est isomorphe à H N / N .  

ANNEAUX 
B.25. Montrer que dans un anneau R : 

(i) a * O = O * a = O ,  (ii) a ( - b )  = ( -a)b  = -ab ,  (iii) (- a ) ( - b )  = ab. 

Montrer que dans un anneau avec élément unité on a (i) (- 1)u = -a. (ii) (- 1) (- 1) = 1 B.26. 
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[Mi] r(m1+ mz) = rmi + rmz 

[M2] ( r+s)m = rm + sm 

[M3j (rs)m = r(sm) 
[M4] 1 . m  = m 

pour r, s E R et mi E M.  

appartiennent à un anneau au lieu d'appartenir à un corps. 
La notion de R-module est une généralisation de celle d'espace vectoriel lorsque les scalaires 

Exemple B.12 : Soit G un groupe abélien additif quelconque. On peut toujours considérer G comme un 
module sur l'anneau 2 des entiers relatifs en posant 

n fermes 

n g  = g + g + ... + g ,  Og = O ,  (-n)g = -ng 

Exemple B.13 : Soit R un anneau et soit 1 un idéal de R.  Alors 1 peut être considéré comme un module 
sur R. 

Exemple B.14 : Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit T : V + V une application linéaire. 
Transformons V en un moduie sur l'anneau K ( x )  des polynômes sur K en définissant 
f ( x ) v  = f ( T ) v .  Le lecteur vérifiera qu'une multiplication scalaire a bien été définie. 

Soit M un module slir R. Un sous-groupe additif N de M est appelé un sous-module de M 

Soient M et  M' deux R-modules. Une application T : M -+ M '  est appelée un homomorphisme 

si u E N e t  k E R  impliquent k u  E N .  (Remarquons que N est alors un module sur R) .  

(ou R-homomorphisme) si 

(i) T ( u + v )  = T(u)  + T ( v )  et (ii) T(ku)  = kT(u)  
pour u ,  u E M et k E R. 

PKOBLEMES 

GROUPES 
B.1.  Déterminer lequel des ensembles suivants a une structure de groupe G : 

(i) G = ensemble des entiers, muni de l'opération soustraction. 
(fi) G = { 1, - l}, muni de l'opération multiplication. 
(iii) G = ensemble des nombres rationnels non nuls, muni de l'opération division. 
(iv) G = ensemble des matrices non singulières n x n ,  muni de la multiplication matricielle. 
(v) G = {a + bi : a, b E Z} muni de l'opération addition. 

Montrer que dans un groupe G : 

(i) 
(ii) 
(Üi) 
(iv) 

B.2. 
l'élément neutre de G est unique. 
chaque a E G a un inverse unique a-' E G .  
@-1)-1 = a et (ab)-' = b-'a-? 
ab = ac implique b = c, et bu = CU implique b = c. 

B.3. Dans un groupe G, les puissances de a sont définies par 
a0 = e, a" = aan-1, a-" = (an)-' où n E N 

Montrer que les formules suivantes sont vraies pour des entiers quelconques r, s, t E Z : (i) araS = 
(ii) ( u ~ ) ~  = ars,  (iii) (ar+s)t  = &+sf .  
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Définition : Un anneau commutatif R ayant un élément unité est appelé un corps si tout a E R 
non nul a un inverse par rapport à la multiplication c’est-à-dire qu’il existe un élément 
a-’ E R tel que a-’ = a-’a = 1. 

Un corps est nécessairement intègre car si ab = 0 et  a f O alors 
b = 1 * b = a-’ab = a-1 0 = 0 

Remarquons qu’un corps peut être aussi considéré comme un anneau commutatif dans lequel les 
éléments non nuls forment un groupe par rapport à la multiplication. 

Exemple B.5 : L’ensemble Z des entiers relatifs muni de l’addition et de la multiplication habituelles est 
un exemple classique d’anneau intègre avec unité. Chaque idéal 1 dans Z est un idéal prin- 
cipal c’est-à-dire 1 = (n) pour un entier n. L’anneau quotient Z, = Z / ( n )  est appelé l’anneau 
des entiers modulo n. Si n est premier, alors 2, est un corps. D’autre part, si n n’est pas 
premier alors Z 
z z u  e t T f - 6 :  

admet des diviseurs de zéro. Par exemple dans l’anneau Z,, 2.3 = ü et 

Exemple B.6 : Les nombres rationnels Q et les nombres réels R forment chacun un corps pour les opé- 
rations habituelles d’addition et de multiplication. 

Exemple B.7 : Soit C l’ensemble des couples de nombres réels muni de l’addition et de la multiplication 
définies par 

(a, b )  + (c, d )  = ( a  + e,  b + d )  

(a, b)  - (c, d )  = (ac - bd, ad + bc) 

Alors C satisfait à toutes les propriétés d’un corps. En fait C est le corps des nombres 
complexes (voir page 4). 

Exemple B.8 : L‘ensemble M de toutes les matrices 2 x 2 à éléments réels forme un anneau non commu- 
tatif admettant des diviseurs de zéro, pour les deux opérations addition et multiplication 
des matrices. 

Exemple B.9 : Soit R un anneau quelconque. Alors l’ensemble R [x] de tous les polynômes sur R est un 
anneau pour l’addition et la multiplication des polynômes. De plus, si R est intègre, alors 
R [x] est aussi intègre. 

Soit D un anneau intègre. Par définition on dira que b divise a (a  et  b E D), s’il existe c 
dans D avec a = bc. Un élément u de D est appelée une “unité” de D si u divise 1, c’est-à-dire 
si u admet un inverse pour la multiplication dans D. Deux éléments a et b de D sont dit “associés” 
s’il existe une unité u de D avec a = bu (on a aussi b = a (u- ’ ) .  Un élément p qui n’est pas une 
unité est dit “irréductible” si p = ab implique que l’un des éléments a ou b est une unité. 

Un anneau intègre est appelé un anneau factoriel (ou anneau à factorisation unique) si tout 
élément a qui n’est Das une unité admet une représentation unique (à l’ordre près, et aux 616- 
ments associés près) en un produit d’éléments irréductibles. 

Exemple B.10 : L’anneau Z des entiers est l’exemple classique d’un anneau factoriel. Les unités de Z 
sont 1 et - 1. Les seuls associés de n sont n et - n. Les éléments irréductibles sont les 
nombres premiers. 

Exemple B . l l  : L’ensemble D = { a  -t- b fi ; a ,  b E Z} est un anneau intègre. Ses unités sont 1, 
18 I 5 fi - 18 f 5 6. Les éléments 2, 3 - fi et - 3 - fi sont irréduc- 
tibles dans D. Mais 4 = 2 .  2 = (3  - fi) ( - 3 - fi). Donc D n’est pas factoriel 
(voir Problème B.40). 

MODULES 

un R-module (à gauche) si M est un groupe abélien et il existe une application R x M + M qui 
satisfait aux axiomes suivants : 

Soit M un ensemble non vide et  soit R un anneau avec élément unité, Alors M est appelé 
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opérations lignes, 41 
rang ligne, 90 
réduite ligne, 42 
vecteur ligne 36 

Loi du parallélogramme, 307 

M 

Matrices, 35 
addition, 36 
associées, 228 
augmentées, 40 



blocs, 45 
carrées, 43 
de changement de base, 153 
des coefficients, 40 
colonnes, 35 
congruentes, 262 
déterminant d’une matrice, 171 
diagonales, 43 
dimension, 35 
échelonnées, 4 1 
équivalentes, 61 . 
espace ligne d’une matrice, 60 
hermitiennes, 266 
identité, 43 
matrices équivalentes ligne, 41 
matrices lignes, 35 
matrices lignes canoniques, 42, 68 
multiplication, 39 
multiplication scalaire, 36 
normales, 290 
nulles, 37 
de passage, 153 
rang d’une matrice, 90 
scalaires, 43 
semblables, 155 
symétriques, 65, 288 
transposées, 39 
triangulaires, 43 
unitaires, 287 

principal, 219 
Mineur, 174 

Minkowski (inégalité de), 10 
Modale, 323 
Multilinéaire, 178, 277 
Multiplication, 

d’applications linéaires, 128 
de matrices, 36, 37, 39 
scalaire, 69 

N 

N (entiers positifs), 3 15 
nlespace, 2 
n-tuple, 2 
Nilpotent, 225 
Nombres, 

complexes, 4 
premiers entre eux, 329 

application linéaire, 127 
rr.at rice, 13 O 

dans R”, 4 

Non singulière, 

Norme, 279 

Noyau, 123, 321, 326 
Nullité, 126 

O 

Ordre de multiplicité, 
algébrique, 203 
géométrique, 203 

adjoint antisymétrique, 285 
linéaire, 129 

Opérateur, 

index 333 

normal, 286, 290, 303 
de projection, 243, 308 
unitaire, 286 

Opérations élémentaires, 
sur les colonnes, 61 
sur les diviseurs élémentaires, 229 
sur les matrices, 56 
opération élémentaire ligne, 4 1 

Opérations sur les applications linéaires, 128 
Orthogonal, 

complément, 281 
matrice, 287 
opérateur, 286 
vecteur, 3, 280 

Orthonormées, 282 

P 

Parité, 
fonction paire, 83 
permutation paire, 17 1 

Partition, 3 19 
Permutations, 171 
Plus grand commun diviseur, 329 
Polynôme, 3 27 

minimal, 202, 219 
normalisé, 201 

matrice positive, 3 10 
opérateur positif, 288 

Positive, 

Procédé d’orthogonaiisation de Gram-Schmidt, 283 
Produit scalaire, 279 

dansif, 6 
dans Rn, 3 

Projection orthogonale, 281 

Q 

Q (nombres rationnels), 3 15 
Quotient, 

anneau, 322 
ensemble, 3 19 
espace, 229 
groupe, 320 
rn-odule, 326 

R 

R (corps des réels), 315 
R“, 2 
Rang, 

d’une application linéaire, 126 
d’un déterminant, 195 
d’une forme bilinéaire, 262 
d’une matrice, 90, 195 

Règle de Cramer, 177 
Relation, 3 18 

binaire, 318 
d’équivalence, 3 18 

de formes bilinéaires, 262 
d’applications linéaires, 150 

R.eprésentation matricielle, 

Réunion d’ensembles, 3 16 



3 3.4 Algèbre linéaire 

S 

Scalaire, 2, 63 
application scalaire, 2 19 
matrice scalaire, 43 

Segment de droite, 14, 260 
Semi-définie non négative, 265 
Sgn, 171 
Signature, 265, 266 

Solution, 
d'une permutation, 171 

d'équations linéaires, 18, 23 
espace solution, 65 
triviale, 19 

Somme directe, 69, 82, 224 
Sous-anneau, 3 22 
Sous-groupe, 3 20 
Sous-ensemble, 3 15 

propre, 3 16 
Sous-espace (d'un espace vectoriel), 65  

cyclique, 227 
invariant, 223 
somme de sous-espaces, 68 

Sylvester (théorème de), 265 
Symétrique, 

forme bilinéaire symétrique, 263 
matrice symétrique, 65 
opérateur symétrique, 285, 288, 300 

Système d'équations linéaires, 19 

T 

Théorème, 
de Cayley-Hamilton, 201, 21 1 
de la décomposition primaire, 225 

spectral, 29 1 
de Sylvester, 265 

Trace, 155 ' 

Transposée, 
d'une application linéaire, 252 
d'une matrice, 39 

Transposition, 172 
Triangulaire, 

forme, 222 
matrice, 43 

V 

Valeur, 
absolue, 4 
propre, 198 

dans C", 5 
dans R", 2 
dépendant, 86 
normalisé, 280 
propre, 198 
unitaire, 280 

Vecteur, 63 

Venn (diagramme de), 3 16 

Z 

Z (entiers relatifs), 3 15 
Zn (anneau des entiers relatifs modulo n), 323 
Zéro, 

application nulle, 124 
matrice nulle, 37 
solution nulle, 19 
vecteur nul, 3, 63 
zéros d'un polynôme, 44 
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