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Avant-propos

Cet ouvrage propose aux étudiants des classes de mathématiques spéciales (programme
M?’) des rappels et des compléments de cours assez complets, ainsi que des exerciges et des
problémes corrigés. Il pourra également intéresser les éleves préparant ’agrégation.

L’ouvrage est orienté sur la relation étroite qui existe entre le cours et les exercices. Dans
le fond, une bonne lecture du cours amene & s’interroger sur chaque résultat présenté :
4 quel niveau intervient-il dans P’articulation du cours, quelles en sont les conséquences,
que se passe-t-il si on modifie les hypothéses? Dans cet esprit, de multiples remarques
ponctuent les parties de cours, mettant en avant ses subtilités, et faisant le lien avec les
exercices qui suivent.

Les parties de cours ne sont pas un substitut au cours du professeur, mais-plutét un
résumé exhaustif qui Péclaire d’une facon' différente. Les comipléments sont des résultats
trés classiques qui ne figurent pas au programme mais dont la connaissance est utile et
parfois indispensable pour mener 4 bien un exercice ou un probleme. Les résultats présentés
sont démontrés lorsqu’ils sont A la limite du programme ou lorsqu’ils constituent un point
important dont la démonstration met en place des techniques instructives que I’étudiant
doit connaitre et savoir maitriser.

A la fin de chaque section, on trouve une liste d’exercices de difficultés progressives,
classiques ou parfois originaux, qui constituent une illustration du cours qui les précede.
Je me suis efforcé a chaque fois de passer en revue tous les problémes qui tournent autour
du théme de ’exercice. Les nombreuses références au cours sont la pour inviter le lecteur
A s’y reporter, le but étant de savoir et de comprendre précisément les résultats que 'on
utilise.

Une liste de problemes ponctue la fin de chaque chapitre, ces problémes étant des
exercices plus longs, plus difficiles ou plus originaux que les précédents et faisant appel a
’ensemble du cours du chapitre. A la fin de certains chapitres, on trouve des sujets d’étude
introduisant des théories élégantes dans le théme du chapitre. Deux annexes présentent
des curiosités mathématiques liées au programme d’algebre.

Les résultats du cours ou les exercices les plus importants sont indiqués par une fiéche
dans la marge de gauche.

Je tiens enfin A remercier toutes les personnes qui m’ont aidé, Erwan Berni, Georges
Papadopoulo et Alexia Stefanou pour la relecture de certains chapitres, le PROJET ALGO-
RITHMES grice a qui j’ai pu donner & mon ouvrage sa version typographique actuelle et
la collection ELLIPSES pour avoir accueilli mon travail.

Je serais reconnaissant a ceux de mes lecteurs qui me feront parvenir leurs remarques
sur cette premiére édition.

Xavier Gourdon
(INRIA-Rocquencourt, 78153 Le Chesnay)
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CHAPITRE 1

Arithmétique, Groupes et Anneaux

JUSQU’AU début du vingtieme siécle, I’algebre désigne essentiellement I’étude de

la résolution d’équations algébriques (en témoigne la dénomination du théoreme
fondamental de Palgébre). Avec la résolution des équations algébriques apparait,
de maniére plus ou moins confuse, la notion de nombre complexe : on utilise le
symbole v/—1. Parallélement, la théorie des congruences se développe.
Ainsi, de nouveaux objets mathématiques entrent en scéne. Bientot, les mathé-
maticiens y voient des analogies étroites qu’ils cherchent a expliquer : 'algébre
va progressivement devenir I’étude abstraite des structures algébriques, jusqu’a ce
que connait 1’étudiant. d’aujourd’hui.

1. Arithmétique sur les entiers

Nous supposons acquises les notions de base sur I’ensemble des entiers naturels N et
des entiers relatifs Z, ainsi que les calculs dans I’anneau quotient Z/nZ. Une étude plus
approfondie de ce dernier fait ’objet de la section 3 de ce chapitre.

1.1. Divisibilité - pged, ppcm

DEFINITION 1. Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b (ou que b est un
multiple de @), et on note « | b, s’il existe un entier n tel que b = an. Si a ne divise pas b,
on note a { b.

ProrosITION 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient ¢ € Z, b € N*, Il existe un unique cou-
ple (g,7) € Z X N tel que

a=bg+r, avee 0<r<b-1.

q s’appelle le quotient, r le reste, de la division euclidienne de a par b.

Classes de congruence modulo n.

DEFINITION 2. Soit n un entier naturel non nul. On note nZ = {nk,k € Z}. Si = et y sont
deux entiers, on note # = y (mod n) si & — y € nZ. et on dit alors que z et y sont congrus
modulo p.

DEFINITION 3. Soit un entier naturel = non nul. L’anneau quotient de Z par nZ est noté
Z/nZ. On note généralement T (ou ) la classe d’un entier = dans Z/nZ. Ainsi, Z/nZ =
{0,1,...,n=1}.
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PGCD.

DEFINITION 4. — Soient ay,...,a, des entiers. Il existe un unique entier naturel d
tel que a1Z + -+ - + a,Z = dZ. Ainsi défini, d s’appelle le pged de a,, ... ,a, et on
note d = pged(ay, . . . ,a,). L'entier d est aussi le plus grand entier naturel divisant
tous les ¢; (1 < i < n).

- Lorsque pged (a4, ... ,4,) = 1, on dit que les entiers ¢,,... ,a, sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Lorsque pged (a;,a;) = 1 dés que i # j, les entiers a; sont
dits premiers entre eux deur d deur.

Remargue 1. — Des entiers premiers entre eux deux a deux sont premiers entre eux

dans leur ensemble.
~ 1l résulte de la définition du pged que les diviseurs communs 4 une famille d’entiers

sont les diviseurs du pged.
- Lorsque a,...,a, sont des entiers, on a

Va € Z, pged (aay, . . . ,aa,) = la| pged (ay, . . ., an).

~ Le pged de deux entiers « et b se note aussi a A b.

TuEOREME 1 (BEZOUT). Des entiers ay, .. . ,a, sont premiers entre eur dans leur ensem-
ble si et seulement s’il existe des entiers u,,...,u, tels que wpay + -+ Upa, = 1.

Remarque 2. Lorsque deux entiers « et b sont premiers entre eux, le théoreme de Bezout
assure D'existence d’un couple (u,v) € Z? tel que eu + bv = 1. Il existe un moyen pratique
de calculer un tel couple (u,v), appelé algorithme d’Euclide (voir I’exercice 2).

THEOREME 2 (GAUSS). Soient a, b et ¢ trois entiers. Si a divise le produit be et st a et b
sont premiers entre euz, alors a divise c.
PROPOSITION 2. Si un entier a est premier avec des entiers by, ... , by, alors a est premier

avec le produit b ... b,.

PROPOSITION 3. Soient ay,...,a, n entiers premiers entre euzr deux a deux et b un
entier. Le produit a, - - -a,, divise b si et seulement si pour tout i, a; divise b.

PPCM.

DEFINITION 5. Soient ai,. .. ,a, des entiers. Il existe un unique entier naturel d tel que
@Z 0N -+ Na,Z = dZ. Ainsi défini, d s’appelle le ppcm de a,,...,a, et on note d =
ppem (ay, ... ,a,). L'entier d est aussi le plus petit entier naturel non nul multiple de tous
les a;, 1 < i < m.

Remarque 3. _ 1 résulte de cette définition que les multiples communs & une famille
d’entiers sont les multiples de leur ppcm.
— On a facilement

VYa € Z, ppem (aay, . . . ,aa,) = |a| ppem (a4, ..., @n).

— Le ppcm de deux entiers « et b se note aussi a V b.
PROPOSITION 4. Soient a,, ... ,a, des entiers premiers entre euzr deur @ deur. Alors
ppem (@, ... ,a6,) = |ay @y

PROPOSITION 5. Pour deuz entiers a et b, on a pged (a,b) x ppem (a,b) = |ab|.
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1.2. Nombres premiers

DEFINITION 6. On dit qu’un entier naturel p > 2 est un nombre premier si ses seuls
diviseurs sont p, —p,1 et —1.

TuEOREME 3 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITEMETIQUE). Tout entier natureln >
2 s’écrit de maniére unique a lordre prés sous la forme

n=p-ppt, (%)

ot les p; sont des nombres premiers distincts et les o; des entiers naturels non nuls. La
relation (*) s’appelle la décomposition de n en facteurs premiers.

Remarque 4. — Tout entier n, |n| > 2, est divisible par un nombre premier.
-Sin=p--pitetm= 2. pf*, ott les p; sont premiers distincts et les o, B;
entiers naturels, alors pged(n, m) = p]* - - - pI* et ppem(n,m) = p - pl oy =

inf(a,-,ﬂ,v) et 6.’ = sup(a,-,ﬂ;).

PROPOSITION 6. Si un nombre premier p ne divise pas un entier a, alors p et a sont
premiers enire euzr.

PROPOSITION 7. Si un nombre premier divise un produit d’entiers ay - - - ay,, il divise au
moins ’un des facteurs a; de ce produit.

PROPOSITION 8. L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. Raisonnons par Vabsurde et supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres
premiers. Soit N le plus grand d’entre eux. Posons M = N!+1 et désignons par p un nombre
premier divisant M. Comme p < N, on a p.| (N!), donc p | (M — N!) =1, ce qui est absurde. O

PROPOSITION 9. Soit p un nombre premier et k un entier, 1 <k < p—1. Alors p | C¥.

PROPOSITION 10. Soit n > 2 un entier. L’anneau Z/nZ est un corps si €t seulement sin
est premier.

THEOREME 4 (FERMAT). Soit p > 2 un nombre premier. Alors
Ve € Z, a®* =a (mod p)

et
Yo € Z,pt a, a"'=1 (mod p).

THEOREME 5 (WILSON). Un entier p > 2 est un nombre premier si et seulement st
(p-1!=-1 (mod p).

Démonstration. Condition nécessaire. Si p = 2 on p = 3, c’est évident. Pour traiter le cas p > 3,
on commence par rechercher les éléments = du groupe multiplicatif (Z/pZ)* égaux a leur inverse.
lls vérifient #2 = T, cest-a-dire (z — 1)(x + 1) = 0. Les seuls éléments de (Z/pZ)* égaux a leurs
inverses sont donc z = 1 et & = —1. On range les autres 2,3,... ,p—2 en 2;—3 paires d’éléments

{zi,5) telles que z;5, = 1. Si k = ﬂ;—a-, on peut écrire

E
2-3...p-2= H(m,-yi) =1 donc (p—1)'=-1 (mod p).
i=1
Condition suffisante. Supposons p non premier, et notons a un diviseur de p vérifiant 1 < a < p.
Onaa | [(p—1)!+1] par hypothése, et a | (p—1)! puisque 1 < a <p, donc a | 1 ce qui est absurde.
]
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1.3. Exercices

EXERCICE 1. Déterminer les triplets (a, b, ¢) € (N*)? tels que

(?) ppem(a, b) = 42 (it) pged(a,c) =3 (iii) a + b + ¢ = 29.

Solution. D’aprés (ii), 3 | a et 3 | ¢, donc 3 | (¢ + ¢). Comme b = 29 — (a + c), b n’est pas un
multiple de 3, et 3 étant premier, 3 A b = 1. En utilisant (i) on a b | 42 = 3 x 14 et d’aprés le
théoréme de Gauss, b | 14. Donc b € {1,2,7,14}. Mais 29 — b = a + ¢ est divisible par 3, ce qui
restreint les valeurs possibles de b 4 2 et 14.
~ Sib=2, a€ {21,42} d’aprés (i). Mais a < 29 d’aprés (iii), donc a = 21 et ¢ = 6 avec (iii).
- Sib=14, a € {3,6,21,42) d’aprés (i). La relation (iii) entraine a < 29 — b = 15, d’olt
a € {3,6}.S5ia=23,c=12 par (iii);sia =6,c=9.
Nécessairement, on a donc (a,b,¢) = (21,2,6), (3, 14,12) ou (6, 14,9). Réciproquement, on vérifie
facilement que ces triplets sont solution.

EXERCICE 2. 1/ Soient « et b > 2 deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
Montrer que

IM(ug,v0) EN%, uwpa—wb=1, avec wy<betv,<a (%)

et exprimer en fonction de uy, vy, a et b tous les couples (u, v) € Z? solutions de ua—vb = 1.

2/ Déterminer deux entiers u et v vérifiant 47u + 111v = 1.

Solution. 1/ Le théoréme de Bezout assure P’existence de deux entiers u; et v; vérifiant uya—v1b =
1. On effectue ensuite la division euclidienne de u; par b : u; = bg + 49, avec 0 < up < b. On
obtient (bg+ up)a — v1d = 1 = upa — vyb, avec vo = v — aq. Done —1 < vob = upa — 1 < upa < ba,
et en divisant par b > 2, on tire 0 < vy < a. Ainsi, notre couple (g, vy) vérifie assertion (*).
Ceci étant, considérons un couple (u,v) vérifiant na — vb = 1. En retranchant a (*), on obtient

(u — up)a = (v — vo)b. (%)

Ceci montre que a | (v — vg)b et comme « et b sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
entraine a | (v — vo). Soit k € Z tel que v = vy + ka. En remplagant dans (**), on a (u,v) =
(uo + kb, vo + ka), k € Z. Réciproquement, on vérifie facilement que ce couple est solution.

2/ Les nombres 47 et 111 sont premiers entre eux, u et v existent donc. Nous allons les déterminer
grace a Palgorithme d’Euclide. On effectue d’abord la division euclidienne de 111 par 47

111 = 47 x 2 4+ 17,
puis on recommence en divisant toujours le dividende par le reste, jusqu’a ce ue le reste égale 1 :
47=17Tx2+413, 17T=13x1+4, 13=4x3+1.

On part maintenant de 1 = 13 — 4 x 3 et on remonte :

1=13-4x3=13-(17T-13x1)x3=4x13-3x17T=4x (47-17Tx2)-3x17 =
4x47-11x17=4x 47— 11 x (111 - 47 x 2) = 26 x 47 — 11 x 111, d’oli le résultat avec u = 26
et v = —11.

Remarque. 11 existe des résultats analogues sur les polyndmes (voir I’exercice 3 de la
section 1.4 du chapitre 2).
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EXERCICE 3. a) Montrer que pour tout entier naturel n, 5 | (23"+° 4 37+1).
b) Montrer gue pour tout entier n, 30 | (n°® — n).
¢) Quel est le reste de la division euclidienne de 162" par 7 7

Solution. a) On a 2° = 2 (mod 5) et 2°* = 8" = 3" (mod 5) donc 23"+% = 2.3" (mod 5) et
P48 4 3+l = 9.37 1 3.3% = 0 (mod 5).
b) D’aprés le théoréme de Fermat, n® = n (mod 5), c’est-a-dire 5 | (n® — n).
De méme, n3 = n (mod 3) donc n® = n®-n?=n-n? =nd=n (mod 3), i.e. 3| (n* —n).
Les entiers n et n® ayant méme parité, on a aussi 2 | (n® - n).
De plus 2, 3 et 5 sont, premiers entre eux deux i deux, et finalement 30 = 2-3 -5 divise (n° — n).

¢) Posons N = 162" 1 s’agit de déterminer la classe de congruence de N modulo 7. Comme
16 = 2 (mod7), on adéalN = 22" (mod 7). En vue d’utiliser la relation 26 = 1 (mod 7)
(théoréme de Fermat), recherchons le reste de la division de 2!%°° par 6. La relation 4* = 4

(mod 6) permet d’obtenir, par récurrence sur n, la relation 4” = 4 (mod 6), vraie pour tout n. En
particulier, 219 = 4590 = 4 (mod 6), donc il existe un entier naturel g tel que 2!%%° = 64 + 4.

Il ne reste qu’a écrire
N=20ti= (26)0. 20 =192=2"=2 (mod7),

" et le reste recherché est 2.

EXERCICE 4 (NOMBRES DE MERSENNE, NOMBRES DE FERMAT). a) Nombres de Mer-
senne. Soient ¢ > 2 et n > 2 deux entiers. Si ¢" — 1 est un nombre premier, montrer que

a =2 et que n est premier.
b) Nombres de Fermat. Soit n € N*. Si 2" 41 est premier, montrer que n est une puissance
de 2.

Solution. a) La relation #” — 1 = (z — 1)(1 4 = + - - - + z"~!) montre que
VreN,z2>2, (z — 1) divise (=" — 1). (*)

L’entier a™ — 1 étant premier, on en déduit @ — 1 = 1, c’est-a-dire a = 2.

Ecrivons n = pq oti p et g sont deux entiers naturels. On a a™ —1 = 2" — 1 = (27)? — 1 de sorte
que (29 — 1) divise a™ — 1 d’aprés (*), ce qui entraine ¢ = 1 ou ¢ = n puisque a” — 1 est premier.
L'entier n est donc premier.

b) Lorsque 7 est impair, la relation =" 4+ 1= (1 + z)(1 - z + % — - .- + £"~!) entraine
Vr € N,Vn € N, n impair , (x + 1) divise (z" + 1). (*+)
Si » n’est pas une puissance de 2, n a an moins un facteur impair p > 1. Ecrivons n = pg avec

q € N*. Lentier 2" 4+ 1 = (29)P + 1 est divisible par (27 + 1) d’aprés (**), donc non premier. Ainsi,
n doit étre une puissance de 2.

Remarque. Nombres de Mersenne (nombres de la forme 2P — 1 avec p premier). La 1é-
ciproque de a) est fausse (ce serait trop facile). Par exemple, 2!' — 1 = 23 x 49 n’est pas
premier. Cependant, on peut tester facilement la primalité des nombres de Mersenne grace
au test suivant (test de Lucas).

Soit (Y,) la suite définie par Yy =2 et Yoy =2Y2-1. Sin >3, 2"~ 1

est premier si et seulement st (2" — 1) | Y, _,.
C’est en utilisant ce test que l’on a trouvé le plus grand nombre premier connu en 1992 :
2756839 _ 1 (nombre 3 227832 chiffres décimanx). On ignore s’il y a une infinité de nombres
de Mersenne premiers ou pas. Notons que les nombres de Mersenne apparaissent dans les
nombres parfaits (voir I’exercice 10).
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— Nombres de Fermat. Fermat avait vérifié que 22" + 1 était premier pour 0 < n < 4
et pensait que 22" 4 1 était premier pour tout n. Mais Euler montra que 22 41 =
641 x 6700417, et on a jusqu’ici trouvé aucun autre nombre de Fermat premier. On ne sait
méme pas s’'il y en a!

EXERCICE 5. Soit A la somme des chiffres de 4444%%4 (écrit dans le systéme décimal) et
B 1a somme des chiffres de A. Que vaut C, la somme des chiffres de B?

Solution. L’exercice tient dans la subtile remarque suivante.

Tout entier naturel N est congru é la somme de ses chiffres (en base 10) modulo

9. (*)
En effet. On peut écrire N = ap+ay -10+ - -+ a, - 107, olt les a; sont des entiers compris entre 0
et 9. La congruence 10 = 1 (mod 9) entraine 10* = 1 (mod 9) pour tout i donc

P

N = iagl()" = Za; (mod 9).

=0 i=0

On applique maintenant ce résultat. On a C = B = A = 4444*% (mod 9). D’aprés (*),
4444 = 16 = -2 (mod 9) donc 44443 = (-2)® = 1 (mod 9), et comme 4444 = 3 - 1481 + 1, 0n a
4444444 = (44443)151 . 4444 =1 (~2) =7 (mod 9). Finalement,

C=7 (mod?9). (*%)

Mais ceci ne nous donne pas C'! Nous allons majorer C' de maniére & montrer C = 7. Le nombre
44444444 &ant inférieur a 100005000 = 102009 5] a au plus 20000 chiffres. Donc A vaut au plus
9 x 20000 = 180000, donc a au plus 6 chiffres, donc B vaut an plus 6 x9 = 54, donc C < 5+9 = 14.
De (**), on tire C = 17.

Remarque. C’est le principe (*) qui explique le pourquoi de la preuve par 9 que 'on
effectue dans les classes de I’école primaire.

EXERCICE 6. Soit P = X"+ ¢, X" '+ ---+¢,_1X + ¢, un polynoéme a coefficients entiers.
Montrer qu’une racine rationnelle de P est nécessairement entiere.

Solution. Soit x = a/b une racine rationnelle de P (a€Z,beN*, aAb=1).0Ona

0=P (%) =a® 4 a4 -+ a4 e, b

donc
a® = —b(cla""l +-F epab® i 4 cnb"“l),

ce qui montre que b divise a®. Les entiers a et b étant premiers entre eux, ceci n’est possible que
si b = 1, d’ou le résultat.

Remargque. On en déduit en particulier que la racine n-éme de tout entier N est soit
entidre, soit irrationnelle (considérer le polynéme X" — N).

EXERCICE 7. Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 6k—1, k € N*.
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Solution. Raisonnons par I’absurde en supposant. qu’il n’y en ait qu’un nombre fini. Désignons par
N le plus grand d’entre eux. L’entier M = —1 + 6(N'!) est impair donc 2{ M. De méme, M = -1
(mod 3) donc 3t M.

Soit p un facteur premier de M. Si p est de la forme 6k — 1, alors p < N donc p| (6 - N'), d’ont
p|(6N!— M) = 1, ce qui est impossible. Le nombre p n’est donc pas de la forme 6k — 1. De plus
p ¢ {2,3} comme on I’a vu plus haut, donc p est de la forme 6k + 1, k¥ € N*. Dans la décomposition
M = p,---pn de M en facteurs premiers, on a donc p; = 1 (mod 6) pour tout i, d'ou M =1
{mod 6), ce qui est absurde car M = —1 (mod 6) par construction.

Remarque. On peut démontrer de la méme maniére qu’il y a une infinité de nombres
premiers de la forme 4k — 1. Il existe un théoréme plus général (théoreme de Dirichlet,
1837) qui dit :

Y(a,b) € (N*)?, a Ab =1, il existe une infinité de nombres premiers de la

forme ak + b,k € N.
Malheureusement, ce résultat n’a encore jamais pu étre obtenu par des moyens élémen-
taires. On peut cependant le démontrer dans certains cas particuliers (voir le probleme 4
page 37 et la partie 6/ du sujet d’étude 2, page 46).

EXERCICE 8. a) Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P non constant a coefficients
entiers, tel que P(n) soit premier pour tout entier n supérieur a un certain rang N.

b) On considére un polynéme P i k+ 1 variables et i coefficients entiers. On pose f(n) =
P(n,2",3",...,k"), et on suppose lim,_. f(n) = +oo (ceci pour éviter des fonctions
comme f(n) = 2"5" — 10" 4+ 7). Montrer que f(n) ne peut pas étre un nombre premier
pour tout entier n supérieur A un certain rang N.

Solution. a) Supposons qu’un tel polynome existe. Ecrivons P = Sok=oar X k. L’entier p =
P(N) = Y g-oar N* est premier. Or tout entier naturel r vérifie

n n

P(N 4+ rp) = Za,,(N + rp)k = ZakN" =0 (mod p),

k=0 k=0

autrement dit P(N + rp) est divisible par p pour tout entier naturel r. Comme P(N + rp) est
premier, on a P(N +rp) = p pour tout entier naturel r. Ainsi, le polynéme P(X) —p a une infinité
de racines, il est donc nul, ce qui est contraire aux hypothéses.

b) Supposons ’existence d’une telle fonction. Un peu d’attention montre que f peut se mettre

sous la forme
m qr
f(n) = Z (Z c,,,n’) ar,

r=1 \s=0

oll les a, et ¢, , sont entiers, avec 1 < a1 < a3 < --- < ay. Comme lim,.o f(n) = 400, on
peut supposer f(N) > ap,m > --- > a1 > 1 (quitte & augmenter N). Notons p le nombre premier
p=f(N).Ona

VZeN,Vs e N, [N+2p(p— 1)) =N* (mod p),

et d’apres le théoréme de Fermat
Vr,1<r<m, a”!'=1 (modp) donc V/EN, aiv""‘"(‘""l) = aiv (mod p).
Finalement,
VEEN, [N +fp(p— 1)PaNte-1) = N« (mod p),

et ceci pour tous les entiers r, s donc f[N + €p(p — 1)) = f(N) = 0 (mod p). Ceci étant vrai pour
tout entier naturel £, on aboutit i une absurdité.
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EXERCICE 9. Pour tout entier naturel n, on pose F,, =22" + 1 (nombres de Fermat).
a) Montrer que les nombres (F,),en sont premiers entre eux deux a deux.
b) En déduire une autre démonstration du fait qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Solution. a) Si n € N, k € N*, il s’agit de montrer que Fj, et F,,; sont premiers entre eux. La
relation

Fapp—1=2"" = (7)) = (R - 1)?

entraine

Fapk—1=(Fo =1 =(-1) =1 (mod F,)
donc Fy, | (Fayk — 2). Ainsi, le pged d de F, et F, 1 divise F, 44 — 2. Comme de plus d | Fryy, d
divise 2,et F,, étant impair, on a nécessairement d = 1.

b) Pour tout n € N, notons p,, un facteur premier de F,. Les F,, étant premiers entre eux deux &
deux, les (pn)nen sont distincts deux & deux. On a donc trouvé une infinité de nombres premiers.

Remarque. Profitons en ici pour rappeler quelques résultats dans I’histoire des nombres
premiers. Les grecs savaient déja qu’il y en avait une infinité. Le gros résultat suivant fut
le théoréme des nombres premiers.

SiVz > 0, n(z) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a z, on

a 7(z) ~ x/log(x) lorsque = tend vers infini.
II fut démontré pour la premiére fois et presque simultanément par J. Hadamard et C.
De la Vallée Poussin en 1896. La plupart des démonstrations font appel a la fonction { de
Riemann (voir le tome Analyse sur les séries de fonctions) et exigent des techniques qui
sont d’un niveau supérieur au programme des classes préparatoires.

— Citons enfin le théoréme de Tchébycheff (voir le sujet d’étude 1) qui exprime que Vn €
N,n > 4, entre n et 2(n — 1) se trouve au moins un nombre premier.

" EXERCICE 10 (NOMBRES PARFAITS). a) Pour tout entier naturel non nul z, on note o(n)
la somme des diviseurs de n. Exprimer o(n) en fonction des termes intervenant dans la
décomposition de n en facteurs premiers. Montrer que

nAm=1 = o(nm)=o(n)o(m). (*)

;b) On dlt qu’un entier naturel non nul n est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs
antres que lui méme (¢.e. si a(n) = 2n). Si 2¥ — 1 est un nombre premier, montrer que
n =2°-1(2P — 1) est parfait.

c) Réciproquement, démontrer qu’un nombre parfait pair n est de la forme 2°~1(2¢ — 1),
ol 27 — 1 est nécessairement premier.

Solution. a) Sin =p{' . pi* est la décomposition de n en facteurs premiers, on a

;41 1
o= X et =Tl04n+ ”-HG%?T)
0L <oy i=1 =1 P

0K Ay Serg

La relation (*) en découle trivialement.

b) On applique les résultats de la question précédente pour écrire

o(n) = o[22 (P — )] = o(2*")a(2 ~ 1) = (¥ - 1) = 2n.
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¢) La réciproque est plus délicate. Comme n est pair, il existe un entier p > 2 tel que n =
2?-1m avec m impair. Le fait que 2°~! A m = 1 nous autorise & utiliser (*), de sorte que o(n) =
o(2*~V)o(m) = (2 —1)a(m). Or o(n) = 2n = 2*m donc (2P —1) | 2°m, et comme (2? —1)A2P =1,
d’apreés le théoréme de Gauss on a (27 —1) | m. Autrement dit, il existe £ € N* tel que m = (2P —1)L.
La relation 2?m = 2n = a(n) = (2P — 1)o(m) entraine o(m) = 2PL=m + {.

Si £ > 1, m a au moins trois diviseurs distincts qui sont 1, £ et m, d’oit 0(m) > m+£+1, ce qui
est absurde. Donc £ = 1, m = 2? — 1 et a(m) = m+£ = m+ 1; on en déduit que les seuls diviseurs
de m sont 1 et m, donc m est premier. En résumé, n = 2P~1(2P — 1) avec 27 — 1 premier.

Remarque. On ne connait aucun nombre parfait impair, on ne sait méme pas s’il y en a.
Cependant, on connait certains résultats sur les éventuels nombres parfaits impairs. On
sait par exemple que s’il en existe un, il a au moins 300 chiffres décimaux, il a au moins 8
facteurs premiers distincts et son plus grand facteur premier est supérieur a 100110.

EXERCICE 11. Soit p > 5 un entier. Montrer que I’équation en m € N*
(p-1)4+1=p"

n'a pas de solution. (Théoréme de Liouville)

Solution. Comme p > 5, (p— 1)! + 1 est impair donc p™ est impair, c’est-a-dire p est impair. Or
p>5donc 2< P—;—l <p-1,don

(p—l)2=2~(p—-2—1)-(p—-1) divise (p— 1)L

Ceci étant, supposons (p — 1){ + 1 = p™. Comme (p — 1)l = p™ — 1, (p — 1)? divise p™ -1 =
(p-D(A+p+--+p™1), donc (p—1) divise 1 +p+ -+ " 1. Orp=1 (mod p—1) donc
l4p+---+p™ ! =m (mod p — 1), ce qui prouve (p — 1) | m. Ceci montre m > p — 1 donc
PP > (p—1DP > (p— 1)) et finalement (p— 1)1 + 1 < p™ et I’équation proposée n’a pas
de solution.

EXERCICE 12 (CRITERE DE FACTORISABILITE DES NOMBRES DE MERSENNE). a) Soit p
un nombre premier de la forme 4k + 3 avec k € N*. Montrer que 2(-1/2 = (1)
(mod p).

b) On rappelle que les nombres de Mersenne sont les nombres de la forme M, = 2 —1 ou
p est un nombre premier (voir I’exercice 4). Si p est un nombre premier de la forme 4k 4+ 3
(k € N*) et si 2p + 1 est premier, montrer que M, n’est pas premier.

Solution. a) Posons
N = 2-1/2 (%-)t = 2@-1/2(2k 4 1)1
L’astuce est de donner une autre expression de N modulo p. On écrit que

N = 20-D/2(q -2---%—1) =2-4.--(p—1) (modp),
ou encore
N=(2-4---(2k)) ((2k +2) - (4k)- (4k +2)) (modp).
Les congruences Co
2%+2 = —(2k+1) (modp)
2k+4 = —(2k-1) (modp)
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entrainent
(2k +2) - (2k +4)---(4k) - (4k +2) = (-1)**1(2k +1)- (2k—1)---3-1 (mod p)
donc
N=(2-4---(2k) - (-1)**((2k +1)---3-1) (mod p),
d’ou
2e-D/12(2k 4+ 1)! = N = (-1)**(2k + 1)! (mod p),
d’oi le résultat car comme p est premier et 2k +1 < p, on a (2k + 1)! Z0 (mod p).
b) Supposons p = 4k + 3 premier, ainsi que ¢ = 2p+ 1 = 8k + 7. Le résultat précédent appliqué a
g =4(2k + 1) + 3 donne
200-D/2 = 9p = (—1)*+2 =1 (mod q)
donc 2P —~ 1 =0 (mod 2p + 1). Autrement dit, 2p + 1 divise M, > 2p+ 1 et M, n’est pas premier.

Remarque. En appliquant b) aux petits nombres premiers, on montre que M, n’est pas
premier pour p = 11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251.

EXERCICE 13. Résoudre 22 + y? = 2%, avec (u,y, z) € (N*)?. (Indication : se ramener au
cas oit z,y et z sont premiers entre eux, puis étudier leur parité.)

Solution. Quitte & tout diviser par pged(z,y, z)?, on peut supposer x,y et z premiers entre eux
dans leur ensemble. On vérifie alors facilement que «,y et z sont premiers entre enx deux & deux.

- Etudions la parité de z,y et z. Tout nombre impair N = 2n + 1 vérifie N? = MmP44n+1=1
(mod 4). Donc si z et y sont impairs, * + y? = 2 (mod 4), donc z est pair et on aboutit & une
absurdité car 22 = 0 (mod 4). L’un des entiers x on y est donc pair, par exemple z. Comme z, y
et z sont premiers entre eux deux a deux, y et z sont impairs.

(m )2 _f(z—y z+y

2/ 7 2 2

(z et y étant impairs, ¥ et 5':—"- sont entiers). Ceci montre que 5% et %’l sont des carrés
d’entiers. Si tel n’était pas le cas, la décomposition de (£)? en facteurs premiers entrainerait

P’existence d’un nombre premier p divisant (z—:-'i) et (%’l) L’entier p diviserait (5% + 5—;1) =z
et (%’l — 25%) = y ce qui est impossible car y A z = 1.

— On écrit

~ Finalement, il existe (n,m) € N2, tel que 25¥ = n? et 3L = m?. On en déduit = = 2mn,
y = m? — n? et z = m? + n?. Réciproquement, ce triplet est solution. La solution du probléme
général est donc

(=,¥) ou (y,z) = (2kmn, k(m* — n?));  z = k(m* 4 n?) k €N*,(m,n) EN?,m > n.

Remarque. Cet exercice est un cas particulier de I’équation z" + y* = z". Fermat énonga
en 1637 que pour tout entier n > 3, cette équation n’a pas de solution (z,y, 2) € (Z*)?, et
affirmait qu’il en possédait une démonstration. On n’a malheureusement jamais retrouvé
la soi-disante preuve, et cette équation a fait 'objet de trés nombreuses recherches aux
cours des siecles suivants. On a longtemps séché, et le premier résultat vraiment significatif
date de 1983 et dit que pour tout n, cette équation n’a qu’un nombre fini de solutions
(ce résultat est une conséquence d’un théoréme de topologie algébrique du mathématicien
allemand Faltings; cette découverte lui value d’ailleurs la médaille Fields). Une preuve
compleéte du théoréme de Fermat semble avoir été trouvée trés récemment (juin 1993) par
le mathématicien anglais Andrew WilesInutile de dire que la niveau de la preuve dépasse
largement celui des classes préparatoires.
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- Pour ceux que la théorie des nombres intéresse, on ne peut que conseiller I'excellent
ouvrage de Hardy et Wright : An Introduction to the Theory of Numbers.

2. Groupes
2.1. Généralités
DEFINITION 1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi interne * telle que
(i) La loi * est associative (i. €. pour tous z,y,z dans G, (z*y)* z = z * (y * z)).
(ii) 11 existe un élément neutre e (i.e. pour tout z € G, r*xe =e* T = 1).
(iii) Tout élément a un symétrique (i.e. pour tout # € G, il existe y € G tel que
THY=Y*T =€)

Sila loi * est commutative, on parle de groupe commutatif (ou abélien).

Remarque 1. ~ Le neutre e de (G, *) est unique.
— Pour tout z € G, # a un unique symétrique, souvent noté x~!.

DEFINITION 2. Soit (G, *) un groupe; on dit que H C G est un sous groupe de G si la
restriction de la loi * & H lui confére une structure de groupe.

Ezemple 1. L’ensemble Z des entiers, muni de la loi d’addition, est un groupe. Pour tout
n € N, nZ est un sous groupe de (Z,+). Réciproquement, on peut démontrer que tous les
sous groupes de (Z,+) sont de la forme nZ avec n € N.

Dorénavant, la loi * d’un groupe sera notée multiplicativement (la notation additive est
réservée aux groupes abéliens).

PROPOSITION 1. Soit G un groupe et H C G. L’ensemble H est un sous groupe de G si
et seulement si H # @ et pour tout couple (r,y) € H onazy~' € H.

PROPOSITION 2. Une intersection de sous groupes d’un groupe G est un sous groupe de
group group group

G.

Remarque 2. Le résultat est faux dans le cas d’une réunion (voir P’exercice 2).

DEFINITION 3. Soit (G, ) un groupe. On appelle centre de G, noté Z(G), 'ensemble des
éléments de G commutant avec tous les éléments de G. L’ensemble Z(G) est un sous
groupe de G.

DEFINITION 4. Si G est un groupe fini, Card(G) s’appelle Uordre de G.

THEOREME 1 (LAGRANGE). Soit G un groupe fini. L’ordre de tout sous groupe H de G
divise Uordre de G.

Démonstration. La relation z Ry <= zy~! € H est une relation d’équivalence. Si on note z la
cdassede z € G,onas=Hr={z2r,2€ H}. (Eneffet : y€d <= yRz < yr~le H <
y€ He).

Pour tout = € @, Papplication H — Hx y — yz est une bijection comme on le vérifie
facilement, donc Card(Hx) = Card(H). Ainsi, les classes ont toutes Card(H) éléments. Les classes
d’équivalences formant une partition de G, on a donc Card(G) = nCard(H) ot n = Card(G/R )
désigne le nombre de classes d’équivalence. ]
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Remarque 3. — Les classes de la relation d’équivalence définie dans la preuve du
théoréme sont appelées classes & droite suivant le sous groupe H (elles sont de la
forme Hz). On aurait tout aussi bien pu considérer la relation d’équivalence définie
par t Ry <= z~'y € H, dont les classes sont de la forme zH et sont appelées
classes & gauche suivant H.

— L’entier Card(G/R) est appelé indice de H dans G, et noté [G : H]. On a
Card(G@) = [G : H] x Card(H).

Sous groupes distingués.

DEFINITION 5. Soit G un groupe. Un sous groupe H de G est dit distingué (ou normal,
ou invariant) dans G si pour tout x € G, zH = Hz.

Ezemple 2. — Tout sous groupe d’un groupe abélien GG est distingué dans G.
— Le centre Z(G) d’un groupe G est distingué dans G. Plus généralement, tout sous
groupe de Z(G) est un sous groupe distingué dans G.

Remarque 4. Lorsque H est un sous groupe distingué de G, on note parfois H < G. 11
faut prendre garde A cette notation qui n’est pas transitive. Autrement dit, si L < H et si
H <« G, il est faut d’écrire L < G.

Le résultat qui suit est parfois un moyen pratique de montrer qu’un sous groupe est
distingué.
PRroOPOSITION 3. Soit G un groupe. Un sous groupe H de G est distingué dans G si et
seulement si pour tout x € G, aHe ' C H.

Groupes quotient. Soit (G un groupe. On recherche les relations d’équivalence R sur
G telles que G/R soit un groupe. Un moyen naturel de faire de G/R un groupe est de le
munir de laloi 7 -y = (zy) (la notation T désigne la classe de ’élément z). Encore faut-il
que (zy) ne dépende pas des représentants z et y des classes T et ¥, c’est-a-dire que si
xRz et yRy', on veut (zy) R (z'y’). Si tel est le cas, on dit que R est compatible avec lu
structure de groupe.

On montre que les relations d’équivalence compatibles avec la structure de groupe sont
les relations Ry <= xy~! € H, ou H est un sous groupe distingué de G (dans ce cas,
les classes & gauche suivant H coincident avec les classes & droite suivant H). Muni de la
loi quotient définie plus haut, I’ensemble quotient G/R est alors un groupe appelé groupe
quotient et noté G/H. Si G est fini, on a Card(G) = Card(G/H)- Card(H).

Ezxemple 3. Si n est un entier naturel non nul, nZ est un sous groupe du groupe additif
(Z, +). Ce dernier étant commutatif, on est méme assuré du fait que nZ est un sous groupe
distingué de Z. Ainsi, on peut définir le groupe quotient Z/nZ (défini tel quel, Z/nZ ne
posséde qu’une structure additive; la structure d’anneau de Z/nZ n’est introduite que
lorsque ’on parle d’anneau quotient — voir I’exemple 3 de la partie 3.2).

Morphismes de groupes. Dans ce paragraphe, G et G’ désigne deux groupes, dont
les éléments neutres sont notés respectivement ¢ et ¢'.

DEFINITION 6. Soit ¢ : G — G’ une application. On dit que ¢ est un morphisme de
groupes si pour tous z,y € G, p(zy) = p(x)e(y).
— Si ¢ est bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme de groupes; si de plus G = G,
on dit que @ est un automorphisme du groupe G.
— L’ensemble ¢~ !({¢'}) est appelé noyau de ¢ et noté Ker ¢. Le morphisme ¢ est
injectif si et seulement si Ker p = {¢}.

PROPOSITION 4. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes, H et H' deux sous groupes
de G, G'. Alors
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— @(H) est un sous groupe de G', distingué si H est distingué dans G et si p est
surjectif.
— @~Y(H') est un sous groupe de G, distingué dans G si H' est distingué dans G'.
En particulier, {€'} étant distingué dans G', Ker ¢ = ¢~ '({€’}) est distingué dans G. De
plus, le groupe quotient G/ Ker ¢ est isomorphe & ¢(G).

Remarque 5. Ce dernier résultat est important. En particulier, si ¢ : G — G’ est un
morphisme surjectif, le groupe G’ est isomorphe & G/ Ker ¢. Cet isomorphisme est souvent
utilisé lors de la résolution d’un exercice ou d’un probléme sur les groupes.

‘Groupe des automorphismes intérieurs.

DEFINITION 7. Soit G un groupe. Pour tout @ € G, 'application ¢, : G — Gz > aza™!
est un automorphisme de G. L’ensemble A = {¢,,a € G}, muni de la loi de composition,
est un groupe (on a d’ailleurs @, 0 @, = @), appelé groupe des automorphismes intérieurs

de G5.

2.2. Génération d’un groupe
Dans toute cette partie, ¢ désigne un_groupe, dont I’élément neutre est noté e.

DEFINITION 8. Soit A C G. Il existe un pluspetit sous groupe H de G contenant A, qui est
I'ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme le produit d’éléments de A et d’inverses
d’éléments de A. On I'appelle sous groupe engendré par A et on note H =< A >. Lorsque
A= {z),...,z,} est fini, on note aussi H =< ,...,%, >.

Ezemple 4. Pour tout ¢ € G, < a >= {a™,m € Z}. Si deux éléments a et b de G
commutent, alors < a,b >= {a™b", (m,n) € Z?}.
DEFINITION 9. — Un groupe G est dit monogéne s’il existe ¢ € GG tel que G =< a >.
Si de plus G est fini, on dit que G est cyclique.
— Un groupe G est dit de type fini s'il existe un nombre fini d’éléments a,, ... , a4, de
G tels que G =< ay,...,a, >. Un tel n-uplet (ay,...,a,) est appelé systéme de
générateurs de G.

Remarque 6. — Tout groupe monogeéne est abélien.
- Pour tout entier naturel non nul n, (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. De plus, tout
groupe cyclique & n éléments est isomorphe a (Z/nZ,+).

DEFINITION 10. Un élément a de G est dit d’ordre p € N* si < a > est fini d’ordre
p. L'ordre de a est aussi le plus petit entier naturel non nul p tel que ¢* = e, et on a
<a>={eya,...,a*"1}.

THEOREME 2. Si G est fini d’ordre n, alors Uordre de tout élément de G divise n. En
particulier, tout élément a de (G vérifie a” = c.

THEOREME 3. Soit a un élément de G d’ordre p. On a Péquivalence (a7 =e) <= (p| q)-

THEOREME 4. Si Uordre de G est un nombre premier, le groupe G est cyclique, engendré
par tout élément différent de Uélément neutre.

PROPOSITION 5. Si G est cyclique d’ordre n, G =< a >, alors
(<d*>=G) <= (kan=1)

Démonstration. Comme G =< a >, Vassertion < a* >= G est équivalente & Dexistence d’un
entier v tel que a¥? = a. Ceci s’écrit aussi a¥¥~! = ¢, ou encore n | (kv — 1), c’est-a-dire Ju,v €
Z| kv — 1 = un, ce gqui équivant d’aprés le théoréme de Bezout 4 kAn = 1. O
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2.3. Groupe symétrique

DEFINITION 11. Pour tout entier naturel » non nul, on note S, le groupe des permutations
de {1,...,n} (muni de la loi de composition). Le groupe S, est appelé groupe symétrique
d’indice n. Si s € S,,, on note s = (,(11) o2 slmy)-
Remarque 7. On a Card(S,) = nl.
DEFINITION 12. On appelle transposition sur 1, j la permutation notée 7; ; permutant les
éléments ¢ et j :

;o= 1 -+ 2—-1 1 441 -+ j-1j 741 -+ =n

WU\l e i-1 1§ 41 - j-11 j+1 -+ n )’
THEOREME 5. Tout élément de S, se décompose en produit de transpositions.
DEFINITION 13. Si s € S, et a € {1,...,n}, on appelle orbite de a suivant s I’ensemble
O.(a) = {s*(a), k € Z).
DEFINITION 14. Soit v € S,.. On dit que 7 est un cycle si parmi les O,(a), 1 < a < n, il
n’existe qu’une seule orbite non réduite & un élément. Autrement dit s’il existe p > 2 et
a € {l,...,n} tels que

0,(a) = {a,7(a),...,¥*"(a)} et Vax & O,(a), v(z)=z.

L’orbite O, (a) est appelé support du cycle, son cardinal la longueur du cycle, et on note
7 = (a,7(a),-.., 7"~ ().

Ezemple 5. — Une transposition est un cycle de longueur 2.
- Dans 8, s = (1,3,5) = (3122 4%) est un cycle de support {1, 3,5} et de longueur 3.

— L’élément s = (1234) de S n’est pas un cycle (deux orbites, {1,2} et {3,4}).
Remarque 8. — Des cycles a supports disjoints commutent.
—~ L’ordre d’un cycle dans le groupe S,, est sa longueur.

THEOREME 6. Toute permutation s # Id se décompose de maniére unique a l’ordre prés
en un produit de cycles de supports deuzr 4 deur disjoints.

Ezemple 6. - (éfgg) = (112)'(3’4)= (3v4)'(1’2)'
Signature d’une permutation.

DEFINITION 15. Soit s € S,.. On appelle signature de s le produit

()= I Hl=s)

—1

1<i<icn J
On a e(s) € {—1,1}. Si e(s) = 1 (resp. (s) = —1), s est dite paire (resp. impaire).
PROPOSITION 6. Si s et t sont deux éléments de S, alors e(st) = e(s)e(t).
Remarque 9. — Une transposition est de signature —1.
— La proposition précédente exprime le fait que £ : §, — {—1,1} est un morphisme

de groupe. L’ensemble A, = ¢~1({1}) = Ker ¢ est un sous groupe distingué de S,
d’indice 2 : on a Card(A,) = n!/2 et A, s’appelle le groupe alterné d’indice n.

PROPOSITION 7. La signature d’un cycle dec longueur p est (1)1

Démonstration. Soit s = (a1, ay, -+ ,ap) un cycle de longueur p. Le cycle s peut se décomposer
sous la forme s = (ay,a,) - (21, a,-1) - - - (a1, a3) - (a1, az), ’est le produit de p — 1 transpositions.
Une transposition étant de signature —1, on en déduit le résultat. a
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2.4. Groupe opérant sur un ensemble

Dans cette partie, G désigne un groupe dont I’élément neutre est noté e, X un ensemble
quelconque.

DEFINITION 16. On dit que G opére sur X s'il existe une application
GxX—-X (s,z)—s-z
telle que
(i) Y(s,t) e GEVz € X, s-(t-x)=(st) =
(i) Vze X, e-x =u.
(Remarquer I’analogie avec un espace vectoriel sur un corps K.)
Ezemple 7. - Le groupe G opére sur lui méme par I'application
GxGE -G (s,)— sx.
- Le groupe des permutations S d’un ensemble X opére sur X par I’application
SxX-X (s,x) — s(z).

Equivalence d’intransitivité. Dans ce paragraphe, G est un groupe opérant sur un
ensemble X.

DEFINITION 17. La relation sur X définie par
s Ty <= 3Is€eG,y=s-x

est une relation d’équivalence, appelée relation d’intransitivité. La classe d’équivalence
d’uvn élément z de X est G, = {s-z, s € G}, on 'appelle classe d’intransitivité (ou orbite,
ou trajectoire) de z.

DEFINITION 18. Le stabilisateur d’un élément x de X est le sous ensemble de G défini par
S;={s€@qG, s-z=uz}.

PROPOSITION 8. Pour tout élément x de X, S, est un sous groupe de G.

Démonstration. L'ensemble S; n’est pas vide car ¢ € S,. Par ailleurs, pour tout s, € G on a
t-z=zdoncz=1"1-(t-2)=t"1.z. Ainsi, (st™}) -z =s-(t"' - z)=s-z ==, dou st”leS..0

THEOREME 7. Si G est fini, pour tout € X on a Card(G) = Card(G,) - Card(S;).

Démonstration. On fixe z. Soit R la relation d’équivalence sur G définie par: s Rt <= s ¢ =
t-z.0na sRpt « (I7's) - z=x <> t715 €S; <> s €15;. Les classes d’équivalences
sont donc de la forme tS;, t € G, ce qui montre qu’elles sont toutes de cardinal Card(S;). 1 y
a autant de classes d’équivalences que de valeurs prises par s -, # € G, c’est-a-dire quil y a
Card(Gy) classes d’équivalence. Donc Card(G) = Card(G,) - Card(S;). ]

COROLLAIRE 1 (EQUATION AUX CLASSES). Si X est fini, si G est fini, si @ désigne une
partie de X contenant ezactement un représentant de chacune des classes d’intransitivité,
ona

Card(G)

Card(X) = ) Card(G,) = Card(S,)

€0 z€O
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Application aur automorphismes intérieurs.

THEOREME 8. Soit G un groupe fini. Il existe une famille finie de sous groupes stricts de
G (i.e. # {e} et # G) (H;)ier telle que

Card(G) = (,ard(Z(G)) + zeZI Card(H;)

ot Z(G) désigne le centre du groupe G.

Démonstration. Faisons opérer G sur lui méme par les automorphismes intérieurs : G x G —
G, (s,x)m ps(x) =ses~'.Siz € G,onaG, = {srs™!, s € G}et S, = {s € G, sz = s} (dans
ce cas, Sy est aussi appelé centralisateur ou normalisateur de z). D’aprés le corollaire précédent il
existe © C G tel que

Card(G
Card(G) = Z Card((q ))

OrS, =G <= Vs€G, st =25 <= = € Z(G). En notant ® = 0 \ Z2(G), on a donc

Card(G) Card(G) Card(G)
Card(G) = —_— 4 ———= = Card(2(G)) +
@) ceZia) Card(S;) s Card(S;) (2(G) g, Card(S:)’

d’ol le théoréme car les (Sz)reer constituent une famille finie de sous groupes stricts de G (ce sont

déja des sous groupes d’aprés la proposition 6, différents de G car « ¢ Z(G), différents de {e} car
{e, 2} C Gg). ]

Remarque 10. Ce dernier résultat est tres puissant car il permet d’avoir des renseignements
sur Card(Z(G)) connaissant a priori la forme des ordres des sous groupes de G (voir
’exercice 10 et les problemes 7,9). Cependant, cette formule n’est pas au programme de
mathématiques spéciales et il faut au besoin savoir la redémontrer.

2.5. Exercices

EXERCICE 1. Soit (7 un groupe quelconque, soient x,y € . On suppose que zy est d’ordre
fini p dans G. Montrer que yx est également fini d’ordre p.

Solution. Si r et y commutent, c’est bien siir évident. Plagons nous maintenant dans le cas général.
On commence par remarquer (ue pour tout n € N*,

(#9)" = (ev) - (zy) = = (y=) - - - (y2) y = z(y2)" " y.

v

~
n termes n—1 termes

Ainsi, en désignant par e I’élément neutre de GG, on a
(zy)" =€ <= z(yr)" ly=¢ <= yr(yr)" y=y <= (y2)" =e

ce qui prouve que les ordres de ry et de yx sont identiques.

EXERCICE 2. Soient (¢ un groupe et H,, H, deux sous groupes de G.
a) On suppose que H, U H, est un sous groupe de G. Montrer que H, C H, ou H, C H,.
b) Si les ordres de H, et H, sont finis et premiers entre eux, que dire de H; N H, ?
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Solution. a) Raisonnons par I’absurde. Si Hy ¢ Hy et Hy ¢ Hy, il existe 2, € Hy, z, ¢ Hy et
il existe o € Hy, 22 ¢ Hy,. Comme H;, U Hy est un sous groupe, le produit =)z, appartient a
HyU H,. Si zyz2 € Hy, alors o3 = a:l'l(arl:cz) € Hjy, ce qui est absurde. De méme, on parvient a
une absurdité en supposant £,z € H,. D’ol le résultat.

b) On sait que Hy N H; est un sous groupe de H, et Hs. Ainsi, ordre de Hy N Hy divise I'ordre
de H; et ordre de Ha, et vaut donc 1. Finalement, en désignant par e 1’élément neutre de G, on
a Hl ] H2 = {e}

EXERCICE 3. Soient G un groupe et H;, H; deux sous groupes de G. On pose H H; =
{:ty\, T € Hl’y € HZ}’

a) A quelle condition nécessaire et suffisante H,H; est-il un sous groupe de G7?

b) Si H, et H, sont finis et si H, N H; = {e} (ot € désigne ’élément neutre de G), montrer
Card(H,H;) = Card(H,) - Card(H).

¢) On suppose G abélien, H, et H, d’ordres finis p et q, ol p et ¢ sont deux nombres
premiers distincts. Montrer que Hy H, est un sous groupe cyclique de G.

Solution. a) Nous allons montrer que HqH est un sous groupe de G si et seulement si H1Hy =
HxH,.

Condition nécessaire. Soit « € HyH,. Alors a=! € H H autrement dit 3(z,y) € H; x Ha, el =
zy. Ainsi a = y~ 'z~ !, d’ott « € HyH;. Donc HiH; C H2H,.

Il reste & montrer I'inclusion réciproque. Soit a« = yx € HyH; avec ¢ € Hy et y € Hz. Comme
al=z"y~! € H Hy,on aa € H H; car Hj H; esi un sous groupe. Ainsi, HyH, C H1H».
Condition suffisante. Bien sir, HiHs # @. Soient «,b € H1H,. Il s’agit de montrer ab~! € H\H,.
Ecrivons a = ajap et b = biby, avec ay,b; € Hy et az,b2 € H2. On a ab~l = alazb;lbfl = a YT
avec y = azb;1 €Hyetr= bl'l € Hy. Comme H1Hy = HaH,, il existe (z',y') € Hy x Ha tel que
yr = 'y . Donc ab™! = a1z'y’ = (a12’)(y') € H1Ha, d’ott le résultat.

b) Considérons I’application
7~ H1 X H2 — H1H2 (1?1,:62) — T1X2.

Elle est surjective (par construction de I’ensemble d’arrivée HyH3), et injective car si p(z1,x2) =
e(n,y2), alors 122 = y112 donc yle = y2x3 !, d’oit yriry € HiNHy = {e}, donc z1 = yy et
alors z, = y;. Finalement, ¢ est une bijection, donc Card(H,) - Card(Hz) = Card(H1H2).

¢) Le groupe G étant ici abélien, on a H1Hy = H,H; donc HyHj est un sous groupe de GG d’apres
a). Par ailleurs, on a Card(H,H;) = pq d’aprés b) car Hi N Hy = {e} (voir Pexercice précédent,
question b)).

Les sous groupes Hy et Hy sont cycliques car leur ordre est un nombre premier. Soient ¢ € H
et y € H tels que Hy =< = > et Hy =< y >. Montrons que H,H3 =< zy >. 1l s’agit de montrer
que Pélément zy est d’ordre pg = Card(H1H,). Le fait que (xy)" = e entraine & = (y~H)". Or
HiNHy = {e}, donc 2" = (y~!)* = ¢, donc p | n et g | n, et p et g étant premiers entre eux
(car premiers et distincts), pg | n. Donc Pordre de zy est supérieur a pq et comme il est toujours
inférieur & Card(H,H;) = pq, son ordre est bien pq.

.

EXERCICE 4. Soient G, ... ,Gn des groupes cycliques d’ordres respectifs ay,. .., a.. A
quelle condition nécessaire et suffisante portant sur les ; le groupe G = Gy X - X Gy
est-il cyclique ?

Solution. Commencons par montrer le résultat suivant :

LEMME. Pour tout i, soit x; un élément de G; d’ovdre ;. Alors & = (z1,...,%n) est d’ordre
ppem (B, ... ,Bn) dens Gy X - - X G



24 L Arithmétique, Groupes et Anneaux

Preuve. Pour 1 < i < n, notons ¢; I’élément neutre de G;, de sorte que € = (e, ... , €n) est I’élément
neutre de G. Alors : (zF =€) <= (Vi,zf = ¢;) <= (¥i, Bi | p). Le plus petit entier naturel non
nul p tel que zf = e est donc le plus petit multiple communs aux §;, d’out le lemme.

Montrons maintenant la condition nécessaire et suffisante :

Le groupe G est cyclique si et seulement si les «; sont premiers entre eur deuz d

deuz.
Condition nécessaire. Soit # = (x1,. .., r,) engendrant G. Il est clair que pour tout £, #; engendre
G, donc est d’ordre ;. D’apres le lemme, I'ordre de # est ppem (a, . .. , @, ). Comme = engendre
G, son ordre est aussi Card(G) = ai - «n. Done ppem(uy, ..., an) = @1 ---ay,, ce qui entraine

que les «; sont premiers entre eux deux a deux.

Condition suffisante. Pour tout i, considérons z; € G; d’ordre a; (z; existe puisque G; est cyclique
par hypothése). D’aprés le lemme, ¢ = (z1,...,z,) est d’ordre ppcm (e, ..., a,) dans G, et ce
dernier terme égale o) - -, = Card(G) puisque les «; sont premiers entre eux deux a deux.
Finalement, G =< x > est cyclique.

EXERCICE 5. Soit G un groupe, e son élément neutre. On suppose que tout élément z de
G vérifie 2% = e.

a) Montrer que G est un groupe abélien.

b) Si G est fini et si G # {e}, montrer qu’il existe un entier n tel que G soit isomorphe
au groupe [(Z/2Z)*, +].

Solution. a) Si«x € G, £2 = ¢ ou encore z = z~*. Si z et y sont dans G, on a donc zy = (zy)~! =
y=lz~1

b) Soit (1, ... ,%,) un systéme de générateurs minimal de G (il en existe car G est fini). Si @ = 8
dans Z/2Z, alors 2 | « — 8 donc pour z € G, # = z#. Ceci permet d’affirmer que Papplication

= yz.

v:[(Z2/2Z)", 4] - G (my,...,dp)— 2] 2"

est bien définie. Le groupe G étant abélien, ¢ est un morphisme de groupe, et il est surjectif par

définition d’un systéme de générateurs. Montrons que ¢ est injectif. Soit (ay, ... ,0n) € Ker .

S’il existe ¢ tel que a; = 1, par exemple ¢, = 1, 'égalité ={* ---:1:,‘::‘_'1‘1:,. = ¢ entralne z, =
-1 _ m Up—1 . . . .

gyl =2y" - 2,7 . Donc (x1, ... ,¥p—1) est un systéme de générateurs, ce qui est absurde puisque

(#1,...,%n) est un systéme de générateurs minimal. Finalement Kerp = {(0,...,0)} et ¢ est

injectif. C’est un isomorphisme.

EXERCICE 6. On rappelle que le groupe alterné A,, d’indice n est le sous groupe de S, con-
stitué des permutations paires. 5i n > 3, montrer que les cycles de longueur 3 engendrent

A,.

Solution. Puisque tout élément de S, peut s’écrire comme un produit de transpositions et qu’une
transposition est de signature —1, A,, est aussi I’ensemble des produits pairs de transpositions.
Appelons A’,, le sous groupe de S, engendré par les cycles de longueur 3. On a A',, C A, car

un cycle de longueur 3 est de signature 1 (voir la proposition 7). Montrons maintenant 4, C A'y.
D’apres la remarque précédente, il suffit de prouver que le produit de deux transpositions est dans
A’ Ceci est vrai car :

— Sii,j,k, 1 sont distincts deux a deux, (7,7)(k,]) = (4,5, k)(4,k,1)

— Si 4, 4,k sont distincts deux a deux, (3, j)(3, k) = (3, k, §)-

- Sii#7, (5,10 =1d.
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EXERCICE 7. On rappelle que si GG est un groupe fini et H un sous groupe de G, Pindice
de H dans G est lentier [G: H] = %g%((%.

Soit p > 5 un nombre premier. Si H est un sous groupe du groupe symétrique S, tel
que [S, : H] < p— 1, montrer que [S, : H] € {1,2}. (Indications : Montrer que H contient
tous les cycles de longueur p puis utiliser le résultat de 'exercice précédent.)

Solution. Montrons d’abord que H contient tous les cycles de longueur p. Soit ¥ € Sp un cycle
de longueur p. Pour tout entier ¢, ’ensemble v H est de cardinal Card(H). Comme H est d’indice
< p—1 dans Sp, les ensembles H,vH, ... , 7P~V H ne peuvent pas étre deux a deux disjoints (sinon
Card(S,) > Ef;.(,l Card(y'H) = p-Card(H)). Donc il existe deux entiers iet j, 0 <i<j<p—1,
tels que Y H Ny’ H # @. On en déduit facilement v/ " € H.Or1<j—i<p donc 97~ engendre
le sous groupe < v > d’ordre p (voir le théoréme 4), ce qui entraine y € < ¥Y-*>C H.

-~ Montrons maintenant que H contient tous les cycles d’ordre 3. Commep > 3, il suffit de remarquer
que H contenant tous les cycles d’ordre p, on a

(3,5, k) = (k,j, 1, 01,02, ..., ap_3)(, k, J, @p-3, . .. ,aa,a1) € H.

~ D’apreés le résultat de ’exercice précédent, H contient donc Ap, le groupe alterné d’indice d’indice
p. Donc Card(H) > Card(A4,) = 3Card(S,), d’ou [S, : H] € {1,2}.

Remarque. En appliquant ce résultat & p = 5, on voit qu’il n’existe pas de sous groupe
pPpuq I ) 1 I g
de S5 d’ordre 30 ou 40, bien que Card(Ss) = 120. Le fait qu’un entier divise P'ordre d’un
> 1
groupe fini n’est donc pas une condition suffisante pour qu’il existe un sous groupe d’ordre
cet entier.

EXERCICE 8. Soit G un groupe fini d’ordre pair 2n (n € N*).

a) Soit H un sous groupe de G d’ordre n. Montrer que H est distingué dans G.

b) On suppose qu’il existe deux sous groupes H, et H, de G d’ordre n et tels que Hy1NHy =
{e}, ot e désigne I’élément neutre de G. Montrer que n =1 ou n = 2.

c) On suppose qu’il existe deux sous groupes H, et H, de G, distincts et tout deux d’ordre
n. Montrer que H = H; N H, est un sous groupe distingué dans G. En déduire que Pordre
de G est un multiple de 4.

Solution. a) Il s’agit de montrer : «H = Hz pour tout z € G.
~SirzeH,onazH=Has=H.
—~Sizg¢g H sHNH = @ (en effet, siy € cHN H, il existe a € H tel que y = za donc
z = ya~! € H, absurde), c’est-a-dire «H C G\ H. Or zH et G\ H sont de cardinal n,
donc zH = G ~ H. On montrerait de méme que Hr = G\ H, donc zH = Haz.

b) Comme Card(H, U Hz) = Card(H:) + Card(H») — Card(H1 N H) = 2n — 1, il existe o € G,
agd Hy, a g Hy, tel que G = H,UH3U{a}.
Sin =1, c’est terminé. Sinon n > 2. On remarque alors que

Y(z,y) € (H1 ~ {e}) x (H2\ {€}), Ty = a.
(En effet. Si zy € Hy, alors y € z~1H, = H, donc y € H N Hy = {e}, donc y = ¢, ce qui est
absurde; de méme, ry & H3.) Ceci n’est possible que si Card(Hy \ {e}) = Card(Hz \ {e}) =1,
c’est-a-dire n = 2. D’ou le résultat.
¢) D’aprés a), Hy et Hj sont distingués dans G donc pour tout z € G,zH = ¢H;NazHy =

Hiz N Hyoz = Hz, ce qui prouve que H est distingué dans G.
Notons 7 la surjection canonique de G dans le groupe quotient G/H. Comme H est un sous

groupe de Hy, #(H,) = Hi/H est de cardinal %':::]((If;)) = Gardgiy- De méme, w(Hy) = Ha/H est de
cardinal & Grry- Or (Hy/H)N (Hy/H) = (Hy N Hy)/H est réduit i Pélément neutre de G/H. Le
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groupe quotient G/H étant d’ordre ﬁm, on peut appliquer b) 8 G/H, Hy/H et Ha/H ce qui
donne w5y € {1,2}. Comme H; # Hj, on a Card(H) = Card(Hy N Hz) < n done gy = 2.
Finalement, Card(G) = 2n = 4 Card(H), d’ot le résultat.

EXERCICE 9 (EXPOSANT D’UN GROUPE ABELIEN FINI). Soit G un groupe abélien fini.
a) Si z,y sont deux éléments de G d’ordres respectifs m et n, avec m A n = 1, quel est
Pordre de zy?

b) On appelle exposant de G le plus grand des ordres des éléments de G et on le note r.
Montrer que r divise Card(G) et que si € G, 'ordre de x divise r.

¢) Montrer que 7 a les mémes facteurs premiers que Card(G). En déduire que pour tout
facteur premier p de Card(G), il existe un élément de G d’ordre p.

Solution. a) Si (zy)f = € alors a? = (y~1)? donc #f € < y >, d’ou (zF)* = 2™ = ¢, donc m | pn.
Or m An =1 donc d’aprés le théoréme de Gauss, m | p. De méme n | p et les entiers m et n étant
premiers entre eux, mn | p. Or (xy)™" = («™)*(y"*)™ = ¢, 'ordre de zy est donc mn.

b) Par définition de r, il existe un élément & de G d’ordre r et on a r | Card(G) d’aprés le

théoreme 3.
Soit y € G, q son ordre. 1l s’agit de montrer que g | 7. Supposons g { r. En écrivant la décompo-
sition en facteurs premiers de q et 7, on voit qu’il existe un nombre premier p vérifiant

9=rq avec a>A>0 et pAg =pAr =1
r=pPr =

Or a = z?° est d’ordre ' et b = y? est dordre p®. D’aprés a), ab est donc d’ordre r'p® > r, ce qui

contredit la définition de 7. Donc q | r.

c¢) Soit (z1,...,x,) un systéme de générateurs de G. Notons r1,...,r, les ordres de z1,...,z,.
Considérons 1’application

P i< >X- X< >= G (Y1, Ya) = Y1 Yn

Le groupe G étant abélien, v est un morphisme de groupes. De plus, ¢ est surjectif (puisque
(z1,...,%n) est un systéme de générateurs de G), donc G est isomorphe au groupe quotient
(< #1 > x--X < xn >)/ Ker p, donc Card(G) x Card(Ker ) = Card(< 21 > X --- X < 2 >) =
ry---rq, donc Card(G) | ry - ry. Or tous les r; divisent r d’aprés b), donc Card(G) | #*. On en
déduit que tout facteur premier p de Card(G) divise 7.

Soit, p un facteur premier de Card(G). On vient de prouver que p | r donc on peut écrire r = pr’
avec 7' entier. Si on choisit un élément & de G d’ordre r, élément &™ est d’ordre p, d’oul le résultat.

Remarque. Les résultats de cet exercice permettent de montrer que si K est un corps
commutatif et G un sous groupe fini du groupe multiplicatif (K*, x), alors G est cyclique.
En effet. Soit r Pexposant de (. K étant un corps commutatif, I’équation " = 1 a au plus
r solutions dans K, donc au plus r solutions dans G. Or Vz € G,z" = 1 d’aprés b). On en
déduit Card(G) < r, et comme r | Card(G), on a r = Card(G) et le résultat annoncé.

— Ce dernier résultat est également une conséquence du probléme 6.

~ En 'appliquant au corps Z/pZ (ot p est un nombre premier), on démontre que le groupe
multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique, résultat non évident a priori.

EXERCICE 10 (LES p-GROUPES). Soit p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre
p* avec a € N* (on dit que G est un p-groupe).
a) Montrer que Z(G), le centre de G, est différent de {e}, ot e désigne I’élément neutre
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de G. (On pourra utiliser ’équation aux classes — voir le théoréme 8).
b) Que diresia=1?sia =27
¢) Montrer que pour tout entier m, 0 < m < @, il existe un sous groupe de GG d’ordre p™.

Solution. a) D’aprés le théoréme 8, il existe une famille finie (H;);er de sous groupes stricts de G
telle que
Card(G)

Card(H:) ()

Card(G) = Card(2(G)) + 3

i€l

Pour tout i € I, H; est un sous groupe strict de G donc d’aprés le théoréme de Lagrange, son
ordre divise Card(G) = p®, de sorte qu'il existe un entier $;, 1 < i < «, tel que Card(H;) = p.
Donc pour tout i € I, p divise %((,%)5 = p*~Pi_ Or p | Card(G) donc d’aprés (*), p | Card(Z(G)).

Comme de plus Card(Z(G)) > 1 car € € Z(G), ceci entraine Card(Z(G)) > p.

b) Si a =1, G est cyclique d’aprés le théoréme 4.

Si a = 2, Z(G) étant un sous groupe de G, différent de {e} d’apres a), on a Card(Z(G)) € {p,r*}.
Nous allons montrer que Z(G) = G en raisonnant par ’absurde. Supposons Card(Z(G)) = p. Soit
z€ G,z ¢ Z2(G). L’ensemble S; = {u € G | uxr = zu} (appelé normalisateur de z) est un sous
groupe de G. Or £ € S; et 2(G) C S,, donc Card(S;) > p+ 1. Comme Card(S;) | p* = Card(G),
ceci entraine Card(S;) = p? donc S, = G, et par définition de Sz, on a ¢ € Z(G), ce qui est
contradictoire. Finalement Card(Z(G)) = p?, c’est-a-dire G est abélien.

c) Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur o € N*. (Le principe est de quotienter par
un sous groupe distingué d’ordre p pour se ramener a ’hypothése de récurrence).

~Si a =1, le résultat est évident.

- Supposons le résultat. vrai pour @, montrons le pour « + 1. Soit m, 0 < m< a+1.Sim =0,
{e} est un sous groupe d’ordre p™ et le résultat est montré. Sinon, supposons m > 1. D’aprés a),
2(G) est différent de {e}. Soit = € Z(G),z # ¢. L’ordre de x divisant p**?, il est de la forme
7® avec > 1. Donc y = «?"™" est d’ordre p, et le groupe H =< y > est d’ordre p. Par ailleurs,
c’est un sous groupe de Z(G) et il est donc distingué dans G. Le groupe quotient G/H est d’ordre
p® et d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un sous groupe K de G/H d’ordre p™~1. Si =
désigne la surjection canonique de ¢ dans G/H, 7 est un morphisme de groupes donc K = n(F)
est isomorphe & F/ Kern = F/H ce qui entraine Card(F) = Card(K) x Card(H) = p™. D’ou le

résultat.

Remarque. Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Sylow (voir le probleme 7).

ExeRrciCE 11 (UN THEOREME DE CAUCHY SUR LES GROUPES FINIS). On suppose que la
théorie des groupes opérant sur un ensemble est connue (voir la partie 2.4).

Soit G un groupe fini (non forcément abélien) d’ordre h, et soit p un nombre premier
divisant h. On note S = {(ay,...,a,) € G* | a;---a, = ¢}, ou e désigne I’élément neutre
de G, et on note v le cycle (1,2,...,p).

a) On fait opérer < ¥ > sur § en posant

Yk € Z, "/k((l,l, ces 7"’1’) = (a.yk(l), “en ,a.yk(p)).

Déterminer le cardinal des orbites.
b) Démontrer le théoréme de Cauchy : Le nombre de solutions dans G de I’équation z? = e
est un multiple de p.

En déduire qu’il existe au moins un élément d’ordre p dans G.

Solution. a) Pour tout € G, on note G, l'orbite de x et S, son stabilisateur. On sait que 'on a
p= Card(< v >) = Card(G,) x Card(S;), et p étant premier, Card(G;) = 1 ou Card(G:) = p.
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b) L’application f : S — Gr' (ay,...,ap) — (@1,...,ap-1) est bijective puisque chaque
élément (a1, ... ,ap—1) de G*~! aun unique antécédent par f quiest (a1,...,ap-1,{(a1- " ap—1)7h).
Donc Card(S) = Card(GP~1) = h*~1.

Soit © une partie de S contenant exactement un représentant de chaque orbite Gs. Soit A =
{z € S| Card(G.) = 1}. Soit ©' = © \ A. D’aprés a), Vz € o', Card(G;) =p. Or

W1 = Card(S) = ) _ Card(G:) = Card(4) + )" Card(Ga).

€O €O’
Comme de plus p | k, on en déduit que p | Card(4) = hP—! — p Card(©'). Par définition de A, A est
’ensemble des p-uplets (z, ..., ) tels que zf = €. Le nombre Card(A) représente donc le nombre

de solutions de zP = ¢, et comme p | Card(A), on en déduit le théoreme de Cauchy.
On a € = ¢, ce qui entraine Card(A) > 1, et comme p | Card(A), Card(A) > p. Donc il existe
z € G, z # e tel que zP = e. Le nombre p étant premier, x est d’ordre p.

Remarque. Ce résultat entraine que lorsqu’un nombre premier p divise ’ordre d’un groupe,
il existe un sous groupe de cardinal p. On savait que c’était déja vrai dans le cas d’un groupe
abélien (voir I'exercice 8).

— Le probleme 7 généralise ce dernier résultat.

3. Anneaux

3.1. Définitions

DEFINITION 1. Soit A un ensemble muni de deux lois internes notées “4” ot “”. On dit
que (A, +,-) est un anneau si :
(i) (A,+) est un groupe abélien,
(i) la loi - est associative,
(iii) le loi - est distributive par rapport a la loi +.
Sila loi - admet un élément neutre, on parle d’anneau unitaire; silaloi - est commutative,
on parle d’anneau commutatif; un élément de A est dit inversible s’il est pour la loi - de

A.

Notation. Le neutre de la loi + est souvent noté 0, celui de la loi - est noté 1 (ou e).

Dans toute la suite, (A4, +,-) désigne un anneau.

DEFINITION 2. Un élément o de A est dit diviseur de 0 & droite (resp. a gauche) si a # 0
et s’il existe b # 0 tel que ab = 0 (resp. ba = 0).

DEFINITION 3. Un anneau A est dit intégre s'il est sans diviseur de zéro, autrement dit si
(a#0,b6#£0=>ab#0).

DEFINITION 4. Un élément a € A est dit nilpotent s'il existe un entier naturel non nul n
tel que a® = 0. L’indice (ou l’ordre) de nilpotence de « est le plus petit entier naturel non
nul n tel que ¢” = 0.

DEFINITION 5. Un sous ensemble B de A est dit un sous anneau de Asi (B, +,-) est un
anneau.

Eremple 1. — Z est un anneau unitaire intégre.
~ Z/8Z est un anneau non intégre (2-4 = 0), et dans cet anneau, 2 est nilpotent
d’indice 3.

— M, (R) est un anneau unitaire non integre.
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3.2. Idéaux

DEFINITION 6. Soit / C A. On dit que I est un idéal de ’'anneau A si

(i) (I, +) est un sous groupe de (A, +),
(i) Y(z,a)e I x A,ax € I et za € I.

Remarque 1. — Un idéal est un sous anneau.

- La notion d’idéal est en quelque sorte I’analogue pour les anneaux de la notion de
sous groupe distingué. Par contre, la notion de sous anneau est beaucoup moins
utilisée que la notion de sous groupe.

~ Si A est commutatif, pour tout z € A I’ensemble 4 = {za,a € A} est un idéal de
A.

— Si A est unitaire et si 1 € I ou I est un idéal de A, la propriété (ii) d’un idéal
entraine que I = A. Si un idéal I de A posséde un élément inversible z de A, alors
1=z"'z € I aprés (ii) et donc I = A.

- Lorsque I C A vérifie (i) et vérifie seulement ax € I (resp. za € I) pour tout
(z,a) € I x A, on dit que I est un idéal i gauche (resp. & droite) de A. Si I est a
la fois idéal & gauche et idéal & droite de A, I est donc un idéal de A (on précise
parfois en disant que I est un idéal bilatére).

PROPOSITION 1. Une intersection d’idéaur de A est un idéal de A. Une somme finie
d’idéauzr de A est un idéal de A.

DEFINITION 7. Soit (A, +,-) un anneau commutatif. Un idéal I de A est dit principal s’il
existe z € A tel que I = zA. On note alors I = (z).

L’anneau A est dit principal s'il est commutatif, unitaire, intégre et si tous les idéaux
de A sont principaux.

Ezemple 2. Les anneaux Z et R[X] sont principaux.

Anneauz quotients. Comme pour les groupes, on peut définir la notion de quotient
sur les anneaux. Etant donnée une relation d’équivalence R sur A, on cherche a faire de
A/R un anneau en le munissant des lois T+ y =T+ Jet T-§ = T -J (olt T désigne la
classe de ). Si ces lois sont bien définies (c’est-a-dire que T + y et TJ ne dépendent pas des
représentants choisis de ¥ et %), on dit que R est compatible avec la structure d’anneau.
On montre que les relations d’équivalence compatibles avec la structure d’anneau sont de
laformez Ry <= z—y € I,ou I est un idéal de A. Si tel est le cas, A/R est un anneau
(muni des lois définies plus haut) appelé anneau quotient et noté A/I.

Ezemple 3. Pour tout entier n > 0, nZ est un idéal de Z et on peut définir Panneau
quotient Z/nZ.

Morphismes d’anneauz.

DEFINITION 8. Soient A et A’ deux anneaux. On appelle morphisme d’anneauz de A dans
A’ toute application f : A — A’ telle que f(x+y) = f(x)+ f(y) et f(zy) = f(z)f(y) pour
tous z,y € A. Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneaux. L’ensemble noté
Ker f = f~1({0}) est appelé noyau de f. C’est un idéal de A qui vérifie : (f est injective
<= Ker f = {0}).
PROPOSITION 2. Soient A et A’ deur anncauz ¢t f : A — A’ un morphisme d’anneauz.

— Si I est un idéal de A et si f cst surjectif, alors f(I) est un idéal de A.

— Si I’ est un idéal de A', f~1(I') est un idéal de A.

— L’image et itmage réciproque par f d’un sous anneau est un sous anneau.

— f(A) est isomorphe a Panneau quotient A/ Ker f.
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Remarque 2. La derniére assertion de la proposition est importante. C’est souvent le
moyen le plus pratique pour montrer qu’un anneau est isomorphe 3 un anneau quotient.

Caractéristique d’un anneau.

DEFINITION 9. Soit A un anneau unitaire dont 1’élément neutre pour la loi - est noté e.
Soit le morphisme d’anneaux f: Z— A n+— ne.

— Si Ker f = {0}, (i.e. ne = 0 => n = 0), on dit que A est caractéristique 0.

— Si Ker f # {0}, alors Ker f étant un idéal de Z principal, il existe un unique
entier naturel non nul c tel que Ker f = ¢Z. L’image f(Z) est isomorphe & Z/cZ.
L’entier ¢ est aussi le plus petit entier > 0 tel que ce = 0. On dit alors que A est
de caractéristique c. On a d’ailleurs ne = 0 <= c|n.

PROPOSITION 3. La caractéristique d’un anneau unitaire intégre est 0 ou un nombre pre-
mier.

Démonstration. Si la caractéristique ¢ d’un anneau A unitaire intégre est non nulle et si ¢ n’est pas
premier, on peut écrire ¢ = ab avec 1 < a < cet 1 < b < c. Donc 0 = ce = (ae)(be), et A étant
intégre on en déduit ae = 0 ou be = 0, absurde car ¢ est le plus petit entier > 0 tel que ce = 0. O

3.3. Groupe des inversibles d’un anneau unitaire

On rappelle que les élément d’un anneau unitaire (A, +, -) inversibles pour la loi - sont
appelés les inversibles de I’anneau A.

PROPOSITION 4. L’ensemble des inversibles d’un anneau unitaire A, muni de la loi mul-
tiplicative, est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

PROPOSITION 5. Soit un entier n > 2 et k un entier. L’élément k (classe de k dans Z /nZ)
est tnversible dans Z /nZ si et seulement si k An = 1.

THEOREME 1 (DEs CHINOIS). Soient m et n deuz entiers naturels non nuls premiers entre
eur. Les anneauz (Z/mZ) X (Z[nZ) et Z[/mnZ sont isomorphes.

Démonstration. On considére Papplication
f Z—Z/mZXZ[nZ =z (&,F).

C’est un morphisme d’anneaux, de noyau Ker f = {r € Z| m |z et n|z}. Comme mAn =1, on
a aussi Ker f = { € Z | mn | £} = mnZ. Donc f(Z) et Z/mnZ sont isomorphes. En particulier,
Card(f(Z)) = Card(Z/mnZ) = mn et donc f(Z) = Z/mZ x Z/nZ. Finalement, on vient de

montrer que Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes. 0O

Remarque 3. — En procédant par récurrence sur p, on montre que si n;,...,n, sont
premiers entre eux deux a deux, alors Z/n,---n,Z et Z/mZ X -+ X Z[n,Z sont
isomorphes.

— La surjectivité de 'application f prouve que si m A n = 1, alors
(Va,be Z,3r€Z), r=a (modm) et z=0b (modn).

Dans la pratique, la méthode de recherche d’un tel élément & peut se faire comme
suit.
¢ On cherche u et » tels que um + vn = 1 grice i l’algorithme d’Euclide (voir
I’exercice 2 de la section 1.3)
o Il suffit alors de prendre z = a + um(b — a) (par exemple).
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Indicateur d’Euler.

DEFINITION 10. Soit un entier n > 1. Notons G, le groupe des inversibles de Z/nZ. On
appelle indicateur d’Euler de n Dentier p(n) = Card(G,). D’aprés la proposition 5, ¢(n)
est aussi le nombre d’entiers k € {1,2,--- ,n} tels que kAn = 1.

Remarque 4. En vertu de la proposition 5 de la partie 2.2, le nombre de générateurs d’un
groupe cyclique d’ordre n (typiquement Z/nZ) est @(n).

TuéoriME 2 (EULER). Soit un entier n > 1. Si k est un entier premier avec n, on a
k™ =1 (mod n).

Démonstration. Si k An = 1, alors k est élément du groupe G, des inversibles de Z/nZ d’aprés la
proposition 5. Comme P’ordre de G, vaut ¢(n), on en déduit k¥(™) = 1 dans Z/nZ, d’olt lé résultat.
O

Ce dernier résultat généralise le théoréme de Fermat. Vu son importance, on aimerait
pouvoir calculer ¢(n). Ceci fait 'objet de la proposition suivante.

PROPOSITION 6. Soit n > 2 un entier, n = pi*---pp* sa décomposition en facteurs pre-
miers. Alors

- oy~ S 1 1
o) =p2tp* i p =) (- ) =n(l—- =) (1= —).
N Pk

Démonstration. Soit p un nombre premier et «« € N*. Alors k n’est pas premier avec p* si et
seulement si p | k. L’ensemble des nombres premiers de {1,2, ... ,p*} non premiers avec p est donc
{p,2p,3p, ..., (p*"1)p}. Ce dernier étant de cardinal p*~!, on en tire p(p®) = p* — el (%)

- Si m et n sont premiers entre eux, d’apreés le théoréme ‘des Chinois, Z/mZ x Z/nZ est isomorphe
4 Z/mnZ. En restreignant I'isomorphisme & G x G, on voit que G X G est isomorphe & Grn -
Donc p(mn) = p(m)p(n) (+*).

- Si maintenant n > 2 est un entier dont la décomposition en facteurs premiers est n = py™* - - - pp*,

oy

on a d’aprés (**) p(n) = p(py?) - p(p*), dolt le résultat d’apres (*). O

Remarque 5. En particulier si p est un nombre premier, ¢(p) = p — 1 et on retrouve le
théoréme de Fermat avec le théoreme 2.

PROPOSITION 7. Pour lout entiern. > 2, on an = Z p(d).

dln

Démonstration. Considérons les fractions

1 2 n—1n
) — y b .
n' n n on

Nous cherchons & les mettre sous forme irréductible 4 on d doit nécessairement diviser n. Pour

chaque d divisant n, il y a p(d) numérateurs a possibles (puisque le nombre d’entiers a tels que
aAd =1 est p(d)). Commeil y aen tout n fractions, on en déduit le résultat. O
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3.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit A un anneau unitaire dont ’élément neutre pour la loi - est noté 1.
a) Soit z € A nilpotent. Montrer que 1 — z est inversible.
b) Si n € N* (et = toujours nilpotent), simplifier ’expression

Up=(1+2)1+2%)---(1+2")= fI(1 +z2).

Solution. a) Soit p I'indice de nilpotence de x, de sorte que z? = 0. On a
Q-o)d+z+-+22N=(Q+z+---+2F H1l-2)=1-2" =1,

d’olt le résultat car on a prouvé que ry =yr = lavecy=1+z+ -+ 2L

b) On va montrer par récurrence sur n € N que U, = (1 —2)~'(1 - 22",

- Pour n = 0 c’est vrai car (1 —2)Up = (1 =x)(1+2)=1—22, dou Up = (1-2z)"1(1 - z?).
- Supposons Un_1 = (1 — )~ (1 — x%"). Alors U, = Up_1(142¥ )= (1—-2)"}(1 - 2.

Remarque. En particulier, le résultat du a) reste vrai pour les matrices carrées : si NV est
nilpotente, alors I — N est inversible (en fait, ce résultat reste vrai dés que [|N||jl — ot
||-Il est une norme d’algébre sur les matrices, voir le tome analyse sur les espaces vectoriels

normés).

EXERCICE 2 (ANNEAU DE BOOLE). Soit A un anneau tel que tout élément de A soit
idempotent (i.e. Vz € A,2? = r).

a) Si z € A, montrer que 2z = 0. Montrer que A est commutatif.

b) Montrer que si z,y € A alors zy(z + y) = 0. Que dire si A est intégre?

Solution. a) Si z € A, alors (2r)% = 2z donc 4«% = 2z, ce qui entraine 4z = 2z puis 2z = 0. Ceci
s’écrit encore ¢ = —=z.

Siz,y€ A, (z+y)® =z +ydonca? +ay+yr+y? = x+y =22 +y?, d’otl on tire zy+yz = 0,
donc zy = —yzr = yz. :
b) Si z,y € A, alors xy(r + y) = ryr + xy® = 22y + zy* = 22y = 0.

- Si A est intégre, alors A a au plus deux éléments. En effet, sinon il existe z,y € A distincts et
différents de 0. Donc (z + y) # 0 (sinon = = —y = y) et A étant intégre zy(x + y) # 0, absurde.

ExERcICE 3 (RADICAL D’UN IDEAL). Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal
de A. On appelle radical de I Pensemble noté T = {z € A | In € N*,z" € I}.

a) Montrer que v/T est un idéal de A.

b) Déterminer le radical d’un idéal de Z.

Solution. a) - Montrons tout d’abord que (V1,+) est un sous groupe de (4, +). Il est clair que
0 € VT puisque I C /1. Par ailleurs, si z € VT alors —z € /T puisque le fait que z™ € I entraine
(-1)"z" = (—«z)" € I. Prenons maintenant r,y € VI. Il existe m et n € N* tels que z™ € I et
y* € I. L’anneau A étant commutatif, on peut écrire

m+4n—1

(x+y)m+n-—1 — Z (-"rliz+n—lxkym+n_l_k
k=0
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k=0 k=m

m-—1 m4n—1
_ ok k. om—1—F . & k- -1k
- yn Z ("m+n-lm ym + ™ Z ("m+n—l'7" mym+n ,

et puisque I est un idéal, ce terme appartient & I. Donc z +y € V1.

- Enfin,sia € Aetsiz € V1, il existe n € N* tel que #* € I et donc A étant commutatif,
(az)* = a™z" € I. Donc az € /1. Finalement, /T est un idéal de A.

b) Soit I un idéal de Z. L’anneau des entiers étant principal, il existe n € N* tel que I = nZ. Si
n = 0, on a bien siir VI=0etsin=1,+I=Z. Sinon n > 2, et on écrit la décomposition de n
en produit de facteurs premiers n = p{"* - - - pi*. Montrons que VIi=p---pZ.

~OnaVvICp; - -prZ. Eneffet. Si z € VT alors il existe m € N* tel que z™ € nZ, donc
n|z™, donc Vi,1 < i <k,pi | #™, donc Vi, 1 <i<k,pi|z dotpr---pi | £ puisque les
p; sont premiers entre eux deux & deux (ils sont premiers et distincts).

—Onap - -mZC V1. En effet. Soit = € p; ---pr Z. Il existe r € Z tel que z = p1-- -7
Si m = maxj<ick i, onan = py'-- pp* | 2™ = pit - ppr™ done 2™ € I, ou encore

re VI

EXERCICE 4 (IDEAL PREMIER, IDEAL MAXIMAL). Soit A un anneau commutatif unitaire.
a) Un idéal P # A de A est dit premier si pour x,y € A le fait que zy € P entraine z € P
ou y € P. Montrer que P est un idéal premier si et seulement si I’anneau quotient AP
est intégre.

b) Un idéal M # A de A est dit maximal si les seuls idéaux contenant M sont M et A.
Montrer que M est un idéal maximal si et seulement si A/M est un corps.

c) Montrer que tout idéal maximal est premier.

d) Réciproquement, si A est principal, montrer qu’un idéal premier P # {0} est maximal.

Solution. a) Si z € A, notons # sa classe dans A/P. Alors

(P est premier) <> (ry€P => zouy € P)
s (#-9y=0=>5=0o0uy=0) <> (A/P est integre).

b) Condition nécessaire. Soit M un idéal maximal. Soit € A tel que z (classe de z dans A/ M)
vérifie # # 0. Alors ¢ ¢ M de sorte que M+ (x) = A (en effet, I = M +(z) est un idéal contenant
M, différent de M puisque & ¢ M, donc I = A). Donc il existe a € A et m € M tels que
1= m+ az, ce qui s’écrit 1 = a. L’anneau A/M est donc un corps. )
Condition suffisante. Soit. I un idéal de A tel que M C I et M £ 1. Soita€l,a g M. Ona a0
de sorte que A/M étant un corps, il existe b € A, ab = 1. Donc il existe m € M, ab=1+m, d’on
1=ab—me I DoncI = A et M est maximal.

c) Soit M un idéal de A maximal. L’anneau quotient A/M est un corps donc un anneau intégre,
donc M est premier.

d) Soit I un idéal de A tel que P C I et P # I. L’anneau A étant principal par hypotheése, il existe
m € P tel que P = (m) et il existe a € I, I = (a). Comme m € I, il existe g € A tel que m = agq.
L’idéal P étant premier,on a @ € P ou g € P. Or a ¢ P sinon P = I. Donc ¢ € P, de sorte qu’il
existe p € A tel que ¢ = mp. Donc m = aq = amp d’ot m(1 —ap) = 0 ot ap = 1 (car A est
principal donc intégre et m # 0 sinon P = 0). Or ap € I, donc 1 € I, donc I = A, d’ol1 le résultat.

EXERCICE 5. Soit n > 2 un entier. Si ¢ est un entier premier avec n montrer

a" =1 (inod n).
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Solution. D’aprés le théoreme d’Euler, on sait que ¢®™ = 1 (mod n) ol ¢ désigne l'indicateur
d’Euler. Le résultat sera donc démontré si on prouve ¢(n) | n!. Soit n = p;* - - - pp* le décomposition
de n en facteurs premiers. On a p(n) = py* =" - pg* " '(pr— 1) -+ (pe = 1). Or pi* ™1 - pp* " | m;
d’autre part, p; — 1 < p; < n pour tout i, et les p; étant deux a deux distincts, (p1 —1) - - (pe —1) |
(n — 1)!. On en déduit ¢(n) | n!, d’oti le résultat.

EXERCICE 6 (ANNEAUX NOETHERIENS). On dit qu’un anneau commutatif unitaire A est
noethérien si tout idéal I de A est engendré par un nombre fini d’éléments (4. e. il existe
Z1,...,%; € I tels que (z,)+---+(xx) = I). Montrer que A est noethérien si et seulement
s’il n’existe pas de suite d’idéaux de A strictement croissante au sens de l'inclusion.

Solution. Condition nécessaire. Soit (I, )nen une suite croissante d’idéaux de A. On vérifie facile-
ment que I = Upenl, est un idéal de A. Il est donc engendré par un nombre fini d’éléments
r1,...,%p € I. Or chaque x; appartient & I = Unenln et donc il existe n; tel que z; € I,,. Si
N = sup; ¢;¢, ni, la suite (I) étant croissante, tous les ; (1 < i < p) appartiennent & Iy, et donc
I=(z1)+- -+ (xp) C In. Par ailleurs Iy C I puisque I = UijenI,. Donc Iy = I, ce qui entraine
que la suite (I,) est stationnaire pour n > N.

Condition suffisante. Soit I un idéal de A. Supposons que I ne puisse pas étre engendré par un
nombre fini d’éléments. Sous cette hypothése, nous allons construire une suite (z,) d’éléments de
I tels que 2,41 & (1) + - + (25).

- On choisit un élément z; € I.

- %1,...,%, € I étant supposés construits, on sait. que (1) + - -+ (zn) # I car I ne peut pas
étre engendré par un nombre fini d’éléments. On choisit alors £, 41 € I, Tp41 € (21) + - + (zn).
Ainsi, si on pose I, = (x1) + -+ + (xp), la suite (I,) est une suite d’idéaux de A strictement
croissante au sens de Pinclusion, ce qui est contraire aux hypothéses. Donc I peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments, d’ou le résultat.

Remarque. Tout anneau principal est noethérien.

4. Problémes

PrOBLEME 1 (CRYPTOGRAPHIE : LE SYSTEME DE CHIFFREMENT RSA). On se donne
deux nombres premiers p et ¢ distincts et on pose n = pq. Soient ¢,d deux entiers tels
que c¢d = 1 (mod ¢(n)) out ¢ désigne 'indicateur d’Euler. Montrer que si t € Z, t* = ¢
(mod n).

Solution. Les nombres p et g étant premiers et distincts, on a ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Soit k € Z
tel que ed = 1+ kp(n). Soit t € Z. Pour prouver que t°* = (mod n), il suffit de prouver t°¢ = ¢
(mod p) et t°¢ =t (mod ¢) (car alors p et g diviseront t° —¢#, et comme pA ¢ = 1, n = pq divisera
td — t). Prouvons par exemple t** = ¢ (mod p) (le calcul modulo ¢ est analogue).
~ SitAp=1alors tP~! = 1 (mod n) (théoréme de Fermat) donc ¢°¢ = (tP~1)F(e-¢ = ¢
(mod p).
~ SitAp# 1, alors p divise t, et alors on a 1! = ¢ = 0 (mod p).

Remarque. L’application g : Z/nZ — Z/nZ t s i° s’appelle une fonction de chiffrement,
f : i+ i fonction de déchiffrement. L’exercice affirme que f o g(f) = £. On peut donc
chiffrer un message (représenté par un élément ¢ de Z/nZ) par le biais de g, puis on le
déchiffre par le biais de f. Le couple (n,c) est appelé la clef publique, ’entier d la clef
secrete. La sécurité de ce systéme repose sur le fait que connaissant la clef publique, il est
tres difficile de déterminer d : il fandrait par exemple factoriser n pour trouver p et ¢, ce
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qui est encore impossible & réaliser de nos jours lorsque p et ¢ sont grands, typiquement
de I’ordre de 100 chiffres (signalons que 1’on ne sait pas aujourd’hui factoriser des entiers
de plus de 120 chiffres). En d’autres termes, tout le monde peut chiffrer mais seuls ceux
connaissant la clef secréte peuvent déchiffrer. Ce systéme de chiffrement est apparu en
1976. Il est appelé systeme RSA (du nom des inventeurs Rivest, Shamir et Adleman) et
est couramment utilisé aujourd’hui car il est extrémement robuste. Son apparition explique
Pintérét que I’on porte aujourd’hui aux algorithmes de factorisation et de primalité.

PRrOBLEME 2 (NOMBRES PSEUDO-PREMIERS ET NOMBRES DE CARMICHAEL). Le théo-

reme de Fermat affirme que si n est premier et si a An = 1, alors a”!' =1 (mod n). Le
but du probléme est de montrer que la réciproque est fausse.

1/ (Nombres pseudo-premiers.) Soit un entier « > 2. Un entier n est dit pseudo-premier en
base a (ce que I’on note briévement pp-a) si n n’est pas premier et si a1 =1 (mod n). Si
p > 2 est un nombre premier ne divisant pas a(a® — 1), montrer que n = (a’ —1)/(a’—1)
est un nombre pp-a. En déduire que pour tout ¢ > 2, il existe une infinité de nombres
pp-a.

2/ (Nombres de Carmichael.) Un entier » > 2 est appelé nombre de Carmichael si n n’est
pas premier et si pour tout entier ¢ premier avec #, ¢*~! = 1 (mod n) (autrement dit si
pour tout entier a premier avec n, n est pp-a).

a) Si n = p;---pi (ot les p; sont des nombres premiers distincts) et si p; — 1| n — 1 pour
tout i, montrer que n est un nombre de Carmichael.

b) Réciproquement, montrer que tout nombre de Carmichael peut se mettre sous la forme
n = p;---pe ot les p; sont des nombres premiers distincts et ot p; — 1 | » — 1 pour tout
i. (Indication : on pourra utiliser le fait que si G est un groupe commutatif fini et si p
premier divise I’ordre de G, alors il existe dans G au moins un élément d’ordre p — voir
partie 2.5, exercice 8, c).)

¢) Montrer qu’un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.

d) Soit n = pgr un nombre de Carmichael & trois facteurs premiers p < ¢ < 7. Si p est
fixé, montrer que q et r sont bornés.

Solution. 1/ Remarquons tout d’abord que n = ('—‘:_;11)(%) = ((L”Tl +--4a+1) (aP7! -
@24 ... —a+1) est un entier composé. Ceci étant, on a a** = 1+n(a®—1), de sorte que a?=1

(mod n) (). Le résultat sera donc acquis si on montre que 2p |n—1.0na
(a®=1)(n—1)=da* —a’ = a(a?~ — 1)(a? + a).

D’aprés le théoréme de Fermat, p | (¢?~! — 1) puisque par hypothése p ne divise pas a. On a donc
p| (a2 —1)(n - 1). Or p ne divise pas a? — 1, donc p est premier avec a? — 1 (car p est premier) et
d’aprés le théoreme de Gauss, p | n—1. Or n— 1= a?®~2 4+ ...+ a* + o® est une somme paire de
termes de méme parité, donc 2 | n — 1. 2 et p étant premiers entre eux, on a donc 2p | n—1, donc
n est pp-a d’aprés (*).

Il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers p divisant a(a? — 1). Comme il y a une infinité
de nombres premiers, on en déduit qu’il y a une infinité de nombres premiers p > 2 ne divisant pas
a(a®? — 1), donc une infinité de nombres pp-a.

2/ a) Soit a premier avec n et soit 1 < i < k. Comme p; { a, on a a?*~1 = 1 (mod p;) d’apres
le théoreme de Fermat, et comme p; —1 | n — 1, on a a"~! = 1 (mod p;), ce qui s’écrit aussi
pi | (@®~! —1). Ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit n.=py - - -pi | a*~! — 1 puisque les p; sont
premiers entre eux deux a deux. Donc a™~! =1 (mod n), et ceci pour tout a premier avec n, d’olt
le résultat.
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b) La réciproque est plus délicate. Soit n = pj* - - - pr* la décomposition de n en facteurs premiers.
Montrons d’abord que pour tout i, &; = 1. Supposons qu’il existe ¢ tel que a; > 2, par exemple
a1 > 2. Le groupe des inversibles de Z /p{*Z est d’ordre p(pi*) = p‘l”_l(pl — 1), donc d’apreés le
résultat c) de exercice 8 de la partie 2.5, il existe a € Z tel que I’ordre de @ dans le groupe des
inversibles de Z/p{*Z soit p;. D’aprés le théoréme des chinois, il existe b € Z tel que

b=a (modpf) et Vi>2 b=1 (modp).

En particulier b est premier avec n et donc b~ =1 (mod n), ce qui entraine b*=1 =1 (mod pi*)
donc dans le groupe des inversibles de Z/p{*Z, ’ordre de b = a divise n — 1. Or cet ordre est p,
donc p; | n — 1, ce qui est absurde puisque py | n.
—On a donc n = p; - - -pi, ol les p; sont premiers et distincts. Soit i, 1 < i < k. Il est bien connu
que (Z/piZ)* est un groupe cyclique (voir la remarque de ’exercice 9 de la partie 2.5), donc il
existe a € Z tel que a soit d’ordre p; — 1 dans (Z/piZ)*. D’aprés le théoréme des chinois, il existe
b € Z tel que b = a (mod p;) et pour tout 7 # i, b = 1 (mod p;). En particulier, b est premier
avec n et donc b*~! = 1 (mod n), donc b"~! =1 (mod p;). Or Vordre de b = a dans (Z/piZ)" est
pi — 1, donc p; — 1| n — 1. Ceci est vrai pour tout ¢, d’olt le résultat.
¢) Supposons que n = (a + 1)(b + 1) soit un nombre de Carmichael avec a + 1 et b + 1 premiers et
a2bOnan=ab+a+b+1.0ra|n~1donca|b=(n-1-ab-a); de mémebd | a. Donc
a = b, ce qui impossible d’apreés la question précédente.
d) Comme n est un nombre de Carmichael,on a g—1 | n—1, et donc ¢—1 | (n—1)—(¢—1) = ¢(pr—1).
Or ¢ A(g— 1) = 1 donc d’aprés le théoréme de Gauss, ¢ — 1| pr —1. De méme r — 1| pg — 1, donc
finalement (¢ — 1)(r — 1) | (pr — 1)(pg — 1). Ceci entraine

(@-Dr=1)(er—1)(pg—1)=p* (g~ D(r =D =p*(r+¢) = p(r+ ) +1 - 7",
d’oti on tire (¢ — 1)(r — 1) < p?(r + ¢). Comme ¢ < r, on a donc (g — 1)% < 2p*r (). Nous avons
vu plus haut que r — 1 | pg — 1, ce qui entraine r < pq donc r? < p?¢?, et d’aprés (*) r2 < p?4p’r,
donc r < 4p*. En remplagant cette derniére inégalité dans (*) on tombe sur ¢ < v8p® + 1.

Finalement, nous avons trouvé que ¢ < v/8p® + 1 et r < 4p*. Donc si p est fixé, ¢ et r sont
bornés.

Remarque. Le plus petit nombre de Carmichael est 561 = 3 - 11 17. Les suivants sont
1105, 1729, 2465, 2821 ...

- On sait depuis peu de temps (février 1992) qu’il existe une infinité de nombres de
Carmichael. On a méme démontré que si & est assez grand, le nombre de nombres de
Carmichael < z est supérieur a z%/7.

PROBLEME 3 (QUELQUES TESTS DE PRIMALITE). a) Soit un entier n > 2 vérifiant
Ja€Z,(a"'=1 (modn) et Vgq|n—1, qpremier, a’#1 (mod n)).

Montrer que n est un nombre premier.
b) Soit n > 2 un entier, n—1 = p{* - - - p¢* la décomposition en facteurs premiers de n — 1.
On suppose que pour tout 1, 1 < i < k, il existe un entier q; tel que

a?'=1 (modn) et alr 1P #1 (mod n).

Montrer que n est un nombre premier.
c) Soit p > 2 premier, et soit h € N tel que 1 < h < p— 1. On pose n = 1+ hp®. Si

2"1=1 (modn) et 2*"#1 (mod n),

montrer que n est premier. (Indication : utiliser 'ordre de 2 pour montrer qu’il existe un
nombre premier ¢ divisant n avec p | ¢ — 1.)
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Solution. a) Soit m V'ordre de @ dans le groupe des inversibles de Z/nZ. Nous allons montrer que
m = n~—1. Supposons m < n—1. Comme a®~! =1 (mod n), m | n—1 et donc il existe un nombre
premier g divisant n — 1 tel que m | (n — 1)/q. Ceci entraine que a®=1/9 =1 (mod n), ce qui est
contraire aux hypotheéses.

Donc m = n — 1, ce qui prouve que le groupe des inversibles de Z/nZ admet au moins n — 1
éléments, ce qui n’est possible que si n est premier. D’ou le résultat.

b) Pour tout ¢, notons m; ’ordre de d; dans le groupe des inversibles de Z /nZ. Comme a?'l =1

(mod n), on a m; | n— 1 = [[;p;’. Comme de plus aﬁ"“)/”" # 1 (mod n), on a aussi m; {
! Hj# p;-"" . Ces relations concernant m; permettent d’affirmer que p{* | m;, et donc p{* | ¢(n)
(ol ¢ designe Vindicateur d’Euler) puisque ’ordre de a; divise I’ordre du groupe des inversibles de
Z/nZ qui est p(n). Ceci étant vrai pour tout #, on en déduit, les p; étant premiers distincts, que
n—1=[Lp | ¢(n), donc que ¢(n) > n — 1. Donc le groupe des inversibles de Z/nZ comporte
au moins n — 1 éléments, ce qui n’est possible que si n est premier.

¢) Soit m P'ordre de 2 dans le groupe des inversibles de Z/nZ. On a 2"=! = 1 (mod n) donc
m|n—1=hp? Or 2* #1 (mod n) donc m { h. Finalement, p | m (si p{m, alors p étant premier
m A p? = 1 et donc m | h d’aprés le théoréme de Gauss). Comme m divise Pordre du groupe des
inversibles de Z/nZ qui est p(n), on en déduit p | p(n) ().

Sin = pf*-..py* désigne la décomposition de n en facteurs premiers, on sait que @(n) =
pe o p=l(p — 1) (pr — 1). Comme ptn=1+ hp?, on a p # p; pour tout i donc il existe
d’aprés (*) un indice ¢ tel que p | p; — 1. Autrement dit, il existe un facteur premier ¢ de n tel
que ¢ = 1 (mod p). Soit r Pentier vérifiant gr =n. Onagr =n = 1+ hp? = 1 (mod p), donc
r = 1 (mod p). En résumé, on a montré qu'’il existe g premier, ¢ | n et r entier tels que gr = n
avec ¢ = 1 + up, r = 1 + vp, u,v € N. Le nombre g étant premier on a d’ailleurs u > 2 (st u = 0,
g =1etsiu=1,q est pair).

Supposons r > 1. Alors v > 1. Oron a 1+hp? = n = gr = (14+up)(1+vp) donc hp = (uwv)p+(u+v),
ce qui entraine

(i) ww<h<p-1 et (1)) (u+v)>p car pl(u+v)#0.

Comme % > 2, (i) entraine v < (p — 1)/2, et d’aprés (i) u > 1 + p/2, donc toujours d’aprés (i),
v < (p—1)/(1+ &) < 2. Finalement v = 1, ce qui est absurde car (i) entrainerait u < p — 1 et (ii)
entrainerait v > p— 1.

On a donc forcément r = 1, ce qui entraine que n = ¢ est premier.

Remarque. Le test c) fut utilisé avec le nombre premier p = 2127 _ 1 pour montrer que n =
1+190p? est premier (Miller et Wheeler, 1951). Les tests de primalité de ce type permettent
d’obtenir des nombres premiers ayant une forme particuliére. Un probleme beaucoup plus
délicat est de savoir si un nombre donné n est premier ou pas; actuellement, les nombres le
plus grands (sans forme particuliére a priori) dont on sache tester la primalité ont environ
1500 chiffres.

PROBLEME 4 (QUELQUES CAS PARTICULIERS DU THEOREME DE DIRICHLET).

1/ a) Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que —T est un carré dans Z/pZ si et
seulement si p = 1 (mod 4).

b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 +4n, n € N.

2/ (Un résultat plus général). Soient un nombre premier p > 2 et un entier m > 1.
Montrer que I’ensemble P, des nombres premiers de la forme 1+27pn (n € N), est infini.
(Indication. Si P, est fini, considérer un nombre premier ¢ divisant (M? +1)/(M +1) ot

M=K K = p([I.cp, n), et montrer que ¢ € Pp,).

Solution. 1/ a) Condition nécessaire. Supposons qu’il existe = € Z/pZ, z2 = 1. Le groupe
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multiplicatif (Z/pZ)* étant d’ordre p — 1 (car p est premler) on a zP~! = 1. Donc (1'2)(” Nz =
(=T)®=1/2 =T, ce qui n’est possible que si (p — 1)/2 est pair. D’ou la condition nécessaire.
Condition suﬂisantc C’est plus difficile. Donnons deux méthodes.

— Premiére méthode. Comme p est premier, Z/pZ est un corps. L'équation #(P~1)/2 =T a
donc au plus (p — 1)/2 solutions dans Z /pZ. Comme (Z/pZy* contlent p=1>(p-1)/2
éléments, il existe z € (Z/pZ)* tel que y = z®P=1)/2 £ 1 On a y2 = z*~! = T donc
(y- 1)(y +T1) =0, donc y = —T (car y # 1). Or p = 1 (mod 4), donc il existe un entier
k tel que (p—1)/2 = 2k. Si z = z¥, on a donc 2% = 22 = £(P-1/2 = y = _T, d’oli le
résultat.

— Seconde méthode (cette méthode est moins générale que la précédente). Soit 1’entier k tel
que p = 1 + 4k. Comme p est premier, on a d’aprés le théoréeme de Wilson

2.--(2k)- (2k+1)--(4k — 1) - (4k) = =1 (mod 4k +1),

ce qui s’écrit aussi
2.--(2k)-(-2k)---(-1)= -1 (mod p)
ou encore
(=1)%**(1-2---(2k))* = -1 (mod p).
Sion pose £ =1-2---(2k), ceci s’écrit 72 = —1 dans Z/pZ, d’oti le résultat.

b) Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 4k + 1, k € N. Soit p le
plus grand d’entre eux et soit N = 1+(p!)2. Soit un nombre premier ¢ divisant N. Alors (p!)? = —1
(mod g), donc —T est un carré dans Z/qZ et donc g est de la forme 4k + 1,k € N d’aprés a). Donc
g <p,donc g |p!, donc g|1=N—(p)? ce qui est absurde. Il y a donc une infinité de nombres
premiers de la forme 4k + 1, & € N.

2/ Supposons P, fini. Suivons Pindication en considérant I’entier N = (M? 4+ 1)/(M + 1) =
MPL_MP24..._M+4lavec M = K2" ' ot K = ?([T.ep,, 7). Comme N > 1, il existe un
nombre premier g d1v1sant N.On aMP+1=0 (mod ¢q) donc

zvn—l

K" ?P=MP=-1 (modq) et K?P=1 (modyg).

L’égalité de droite montre que Pordre r de K dans le groupe multiplicatif (Z/qZ)* divise 2™p.
L’égalité de gauche montre que r { 2"~!p. Comme p est premier, on a donc r = 2™ ou r = 2™p.
Sir=2™, comme N divise

M*?®—-1 MP—1 MP41

M?2-1 M-1 M+1

(MYt MP41=

et que M2 = K2" =1 (mod ¢), on a
0= (M*P '+ + M*+1=p (mod q)
donc ¢ | p, donc ¢ | M, ce qui est absurde vu que g | MP + 1. Ainsi, r = 2™p et comme 'ordre de

tout élément de (Z/qZ)* divise ¢ — 1, on a 2™p | ¢ — 1 c’est-a-dire ¢ € P,,. Ceci entraine ¢ | M ce
qui est impossible. L’ensemble P,, est donc infini.

Remargue. Ces résultats sont des cas particuliers du théoréme de Dirichlet (voir la remar-
que qui suit I’exercice 7 de la partie 1.3, page 12). Dans le sujet d’étude 2 de ce chapitre,
on utilise des méthodes du type de 1/ pour démontrer d’autres formes particulieres du
théoreme de Dirichlet.

PROBLEME 5 (ANNEAUX EUCLIDIENS). 1/ Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.
On dit que A est euclidien s’il existe une application f : A* = A\ {0} — N telle que

(i) Vz,y € A,  f(zy) > f(y),
(ii) Ve € A, Vb € A%, Iq,r) € A%, tel que a = bq +r, avecr =0ou f(r) < f(b).
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a) Si A est euclidien, montrer que A est principal.
b) Si de plus on a

(iii) Vz,y € A",z # y, f(z — y) < sup{f(=), f(v)},

montrer que le couple (g, r) dans (ii) est unique.
c) Caractériser les éléments inversibles d’un anneau unitaire euclidien.

2/ Soit ’anneau des entiers de Gauss Z[i) = {z + iy, (z,v) € Z°}.
a) Montrer que si z € C, il existe 2z, € Z[1] tel que |z — zo| < 1.
b) En déduire que Z[i] est un anneau principal.

c) Quels sont les inversibles de Z[z]?

Solution. 1/ a) Soit I un idéal de A. Si I = {0}, I est évidemment principal. Si I # {0}, on
considére ensemble ' = {f(z),z € I'} C N. Soit a € I* tel que f(a) = inf . Prenons maintenant
un élément x € I. D’aprés (ii),

I(g,r) € A%, (r=aq+r avec f(r)< f(a) ou r=0).

Remarquons que r =z — ag € I. Si r # 0, alors f(r) < f(a) ce qui est absurde puisque r € I* et
f(a) = infT. Donc r = 0, donc = = aq. On vient de montrer que I C (a). Réciproquement, comme
a€1,ona(a)CI. DoncI = (a)et A est principal.

b) Soit (a,b) € A x A*. Soient deux couples (g, 7) et (¢',r’) vérifiant. (ii) pour (a,b). Alors bg+r =
bg'+7', donc b(q—q') = r'—r.Sig # ¢',onar’—r £ Oet f(b) < flb(g—¢)] = f(r'=7r) (%).Sir=0
(le cas ' = 0 se traite en échangeant les réles de (g, r) et (¢, ")), (*) entraine F) < f(7") < f(b),
ce qui est absurde. Si 7 # 0 et r' # 0, alors (*) entraine f(b) < sup{f(r), f(r')} < f(b), ce qui est
également absurde. On a donc forcément ¢ = ¢’ et donc r =r'.

¢) Soit a = inf{f(z), = € A*}. Nous allons montrer que # € A* est inversible si et seulement si
f(z) = a.

Condition nécessaire. Si z est inversible, alors il existe y € A*, ry = 1. Donc Vz € 4%, f(2) =
flz(y2)] > f(z) d’apres (i), donc f(z) = «.

Condition suffisante. Appliquant (i) & (a,b) = (1,z), on voit qu’il existe (g,7) € A? tel que
1= bz +r avec r = 0 ou f(r) < f(z). Cette derniére assertion est impossible car f(z) = a, donc
r=0 et donc bz = 1. L’élément z est donc inversible (on a aussi zb = 1 car A est commutatif).

2/ a) Soit z = = + iy € C, (z,y) € R? 1l est facile de voir qu’il existe o, % € Z tels que
|z —zo] < 1/2et ly—yol < 1/2.Si 20 = zo+1yo € Z[i],0on a |z— 20]2 = (z — z0)? + (y—w0)? < 1/2,
donc |z — 2] < 1.

b) Montrons que Z[i] est euclidien, ¢a suffira d’aprés 1/a). Soit (a,b) € Z[i] x Z[i]*. D’aprés la
question précédente, il existe g € Z[i] tel que |g—a/b] < 1, et donc a = bg+r avec |r| = |blla/b—q| <
r|, ce qui montre qu’en prenant f(z) = |z|* = #* + y* pour z = z + iy € Z[i]", (i1) est vérifié. Or
pour tout z € Z[i]*, f(z) > 1, donc Vy € Z[i}*, f(zy) = f(x)f(y) > f(y). La condition (i) est donc
vérifiée. Finalement, Z[i] est euclidien.

¢) D’aprés 1/c), les inversibles de Z[i] sont les éléments z vérifiant f(z) = |z|*> = 1. Ce sont donc
1, =1, i et —i.

Remarque. Les anneaux Z et K[X] sont euclidiens, avec f(z) = |z| sur Z et f(P) = deg(P)
sur K[X]. C’est d’ailleurs de ces deux anneaux qu’est née la notion d’anneau euclidien.

PROBLEME 6. Soit G un groupe fini tel que pour tout entier d > 1, I’équation ¢ = e
(olt e désigne le neutre de G) a au plus d solutions dans G. Montrer que G est un groupe

cycligue.
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Solution. Notons n 'ordre du groupe G. Pour tout entier d divisant n, notons ¢4 I’ensemble des
éléments de G d’ordre d. L’ordre de tout élément de G divise n, donc la famille (¢4)ajn forme une
partition de G. Si ¥4 = Card(ypq), on a donc Zcﬂn Ya=n (*).

Nous allons maintenant montrer que st d | n, ¥a < @(d) (*+) ou ¢ désigne 'indicateur
d’Euler (voir la partie 3.3). Si ¥a = 0, c’est terminé. Sinon %y > 1 et donc il existe o € @q-
Tous les éléments = de < zo > vérifient alors z¢ = 1. Or < zg > a d éléments et ’équation
z? = ¢ a au plus d solutions. Les éléments qui vérifient z¢ = ¢ sont donc les éléments de < z¢ >.
Donc g C< zq > et pq correspond donc & ’ensemble des générateurs de < zo > qui, d’apres 2.2
proposition 5, est de cardinal ¢(d). Donc ¥4 = ¢(d), d’onl (#x).

Or 3~ 4, #(d) = n (voir 3.3 proposition 7). De (*) et (**) on en déduit que pour tout diviseur
d de n, on a g = ¢(d). En particulier ¢(n) = %, > 0, donc il existe au moins un élément d’ordre
n, d’ou le résultat.

Remarque. 11 découle de ce probléme le résultat annoncé dans la remarque de I’exercice 9
de la partie 2.5.

PrOBLEME 7 (THEOREME DE SyLow). a) Soit G un groupe abélien fini. Soit p un nom-
bre premier divisant I’ordre de G. Montrer qu’il existe un sous groupe de G d’ordre p (sans
utiliser le résultat des exercices 9 ou 11 de la partie 2.5).

b) Soit G un groupe fini d’ordre %, non supposé abélien. Démontrer le théoréme de Sy-
low : Si p* | h avec p premier et a € N, alors il existe un sous groupe de G d’ordre p“.
(Indication : on pourra procéder par récurrence sur Card(G) en utilisant I’équation aux
classes — voir 2.4 théoréme 6.)

Solution. a) On procéde de maniére analogue & la question c) de l’exercice 2.5 8. G étant fini,
il existe un systéme de générateurs (z1,...,#,) de G. Notons ry,... 7, les ordres de zi,...,&5.
Considérons I’application

p i< >X X<y >— G (Y1, - ¥n)— Y1 Yn.

Le groupe G étant abélien, ¢ est un morphisme de groupes. De plus, ¢ étant surjectif (puisque
(%1, - ., Tn) est un systéme de générateurs de G), G est isomorphe & (< 1 > X -+ X < Zp >)/Ker
¢, donc Card(G) x Card(Kerp) = Card(< 1 > X-+-X < &n >) = r1-- 7y, donc Card(G) |
ri---7n. Done p | 7y - -7y, donc il existe r; tel que p | r;. Si ng = pg, ¢ € N*, alors ¢ = z! est
d’ordre p et H =< z > est un sous groupe de (G d’ordre p.

b) Procédons par récurrence sur h = Card(G).
- Si Card(G) = 1, c’est évident.

— Sinon, supposons le résultat vrai pour les groupes d’ordres < h = Card(G). Si @ = 0, c’est
évident, sinon a > 1. D’aprés le théoréme 8 de la partie 2.4, il existe une famille finie (H;)ier de
sous groupes stricts de G telle que

h = Card(G) = Card(Z(G)) + ) Ela_rc}llTH—) (*)
i€l ¢

Deux cas se présentent :

— N existe i € I tel que p | Card(H;). Comme Card(H;) < Card(G), d’aprés Phypothése de
récurrence il existe un sous groupe H de H; d’ordre p®. Ainsi H est un sous groupe de G
d’ordre p®.

— Pour tout i € I, p* { Card(H;). Comine p® | h, p divise h/Card(H;) pour tout i € I.
D’aprés Péquation aux classes (*), on a donc p | Card(Z(@G)), et Z(G) étant un groupe
commutatif, il existe un sous groupe C de Z(G) d’ordre p d’aprés a). Comme C C Z(G),
C est distingué dans (. Soit 7 la surjection canonique de G dans G/C'. L’ordre du groupe
quotient G/C est Card(G)/Card(C) = h/p < I = Card(G) et comme p*~! | Card(G/C),
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on sait d’aprés Phypothése de récurrence qu'il existe un sous groupe H' de G/C d’ordre
p°~1. Le sous groupe H = n~!(H') est donc d’ordre Card(C)Card(H') = p®. D’ou le
résultat.

PROBLEME 8. Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G. On suppose que Card(G) =
pCard(H) ot p est le plus petit facteur premier de Card(G). Montrer que H est distingué
dans G.

Solution. Considérons la relation d’équivalence sur G définie par
Ry « z 'y H.

La classe d’équivalence d’un élément = € G est de la forme T = rH (classe a gauche suivant
H). Notons X D’ensemble quotient G/R . Pour les mémes raisons que dans la démonstration du
théoreme de Lagrange, Card(X) = Card(G)/Card(H) = p. Fixons g € G. Pour tout z € G la
classe g7 ne dépend pas du représentant r de T car

tRy=z"'ye H = (9z)"'(9y) =z 'y € H = gzRygy.

Ainsi, ’application

o,: X—>X T—gzT
est bien définie, et il est facile de vérifier que c’est une permutation de X. Comme a4y = 040 0y,
Papplication

p: G—=S g0,
(ot S désigne le groupe des permutations de X) est un morphisme de groupes. On en déduit que
Im ¢ est isomorphe 4 G/ Ker ¢, donc que Card(Imp) = Card(G)/Card(Ker ¢). De plus Im est
un sous groupe de §, donc Card(Im ¢) | Card(S) = p!. Finalement,

Card(G)
Card(Ker )
Comme p est premier et que c’est le plus petit facteur premier de Card(G), on en déduit facile-

ment que Card(G)/Card(Ker ¢) divise p. Ainsi, Card(Ker¢) > Card(G)/p = Card(H). Un peu
d’attention montre que

| pt.

Kerp={geG|Vr€G, = gz € H}, (*)

en particulier Ker ¢ ¢ H. Comme Card(Ker ¢) > Card(H), ceci entraine Kerp = H. D’aprés (¥),
ceci s'écrit Vg € H,Vx € G, z-1gr € H, c’est-a-dire que H est distingué dans G.

PROBLEME 9. 1/ Soit G un groupe. Si A C G, on note A’ = {z € G,Va € A,az = za}.
a) Si A C G, montrer que A’ est un sous groupe de G.
b) Soit D un sous groupe de G distingué dans . On note A(D) le groupe des automor-
phismes de D.

o) Montrer que D’ est distingué dans G et que G/D’ est isomorphe a un sous groupe
de A(D).

B) Si D est d’ordre m premier, montrer que A(D) est isomorphe au groupe multiplicatif
(ZfmZ)".
2/ Soit G un groupe fini non abélien d’ordre pq, ol p et ¢ sont des nombres premiers, avec
p < q. On note e le neutre de G.
a) Montrer que le centre Z(() de G est réduit a {e}.
b) Montrer qu’il existe dans (¢ au moins un sous groupe d’ordre ¢. (on pourra utiliser
’équation aux classes, voir 2.4 théoréme 6).
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¢) Montrer qu’il n’existe qu’un seul sous groupe K de G d’ordre ¢, et que K est distingué
dans G.
d) Montrer que K = K’ puis que p | (¢ — 1).

3/ Soit G un groupe d’ordre pq avec p et ¢ premiers, p < ¢ et pt ¢ — 1. Montrer que G
est cyclique. (On pourra utiliser le résultat a) du probleme précédent).

Solution. 1/ a) On a e € A’. Par ailleurs, si £ € A’, alors pour tout @ € A, ez = za donc en
multipliant & gauche et & droite par z~!, z7la = az~!. Ainsi, z=! € A’. Il ne reste plus qu’a
montrer que si z,y € A’, alors zy € A’, ce qui est le cas car si a € A, a(zy) = (az)y = (za)y =
z(ay) = z(ya) = (zy)a.

b) «) Soient z € G et y € D'. Le sous groupe D étant distingué dans G, on a z~laz € D pour
tout a € D, donc (z~laz)y = y(z~laz), ce qui entraine a(zyz~') = (zyz~')a et ceci pour tout
a € D, donc zyz~! € D', ce qui prouve que D’ est distingué dans G.

- Pour tout @ € G, on note ¢, : D — G x> p,(x) = aza~!. C’est un morphisme injectif, et D
étant distingué dans G, g, est une bijection de D sur D. Autrement dit, ¢, est un automorphisme
de D. Notons A’ = {pa, a € G}. C’est un sous groupe de A(D) pour la loi de composition.

Soit f : G — A" aw p,. f est un morphisme de groupe surjectif. Par ailleurs, Ker f = {a €
G,Yz € D, p,(z) =z} = D', donc G/Ker f = G/D' est isomorphe & A’, qui est un sous groupe
de A(D).

B) L’ordre de D étant un nombre premier, D est cyclique donc il existe zg € D tel que D =< z¢ >.

Pour tout entier p, m{p, on note g, : D — D & — zP. Comme D est abélien (car cyclique),
¢p est un morphisme de groupe. Or si #P = ¢ alors £ = ¢ (sinon z est d’ordre m donc m | p,
contradictoire). En d’autres termes, Ker ¢, = {¢}. Le morphisme ¢, est donc injectif, donc bijectif
(¢p va de D dans D et D est fini). En résumé, on a montré que ¢, € A(D).

- Soit f: (Z/mZ)* — A(D) p+ p.

f est bien une application (si p = ¢, alors m | (p — ¢) donc ¢, = ).

f est un morphisme de groupe : ppq = @p 0 .

f est injective. En effet, si p € Ker f, alors ¢, =Idp donc &}, = ¢ donc p=1 (mod m). Ainsi,
Ker f = {1}.

f est surjective. En effet. Soit ¢ € A(D). Alors il existe p,1 < p < m — 1, tel que ¢(zo) = =}
(car si p(zo) = e alors Vk, p(zk) = € et ¢ n’est pas bijective). Soit y € D. Il existe ¢ € Z, y = zf,
donc ¢(y) = p(xf) = p(xa)? = ! = y*. Donc ¢ = , = f(p).

f est donc un isomorphisme, d’ott le résultat.

2/ a) Soit p; Pordre de Z(G). Supposons p; > 1. L’ensemble Z(G) est un sous groupe de G donc
p1 | pg = Card(G) donc p1 € {p,q} car G n’est pas abélien. Le centre de G est distingué dans G,
et le groupe quotient G/Z(G) est d’ordre pg/p;, donc premier, donc cyclique. Soit a € G tel que
a (la classe de a dans G/Z(G)) engendre G/Z(G). Si z € G, il existe un entier n tel que z = a®,
antrement dit il existe y € Z(G) tel que # = ya™. On voit donc que # commute avec a, et ceci pour
tout # € G. Donc a € Z(G), donc @ = €, ce qui est absurde puisque G engendre G/Z(G) # {¢é}.
Donc p; = 1.

b) D’apres le théoréme 6 de la partie 2.4, il existe une famille finie de sous groupes stricts de G
(Hi)ier telle que

p1 = Card(G) = Card(2(O) + - gt
iel ‘

S’il n’existe aucun sous groupe de G d’ordre g, alors pour tout 7, Card(H;) = p (car Card(H;) | pq,
# 1, # pg et # q). L’équation aux classes s’écrit. donc pg = 1+ ¢Card([), donc 1 = ¢(p — Card([)),
absurde. Il existe donc au moins un sous groupe de G d’ordre gq.

c¢) Supposons qu’il existe deux sous groupes distincts K et K, d’ordre ¢. Alors K1 N Ky = {e}
(car K; N K> est un sous groupe de K, son cardinal divise donc ¢, done vaut 1 ou ¢ — car ¢ est
premier . Sison ordre est g, c’est que Ky = K3). L’application f : Ky x Ky — G (21, 22) — z12
est donc injective (si #1252 = y1y2, alors 7'y = 435! € K1 N K, done 27yl = zoy5! = ¢).
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Donc Card(G) > Card(K) x K») = q%, absurde car p < ¢. Il n’y a donc qu’un seul sous groupe K
d’ordre gq.

— Montrons que K est distingué dans G.Siz € K et si a € G, alors (aza~1)! = azfa™! = aea”
e, donc aza~! est d’ordre q ou 1 (¢ est premier), donc aza~! € K d’aprés 'unicité d’un sous
groupe d’ordre g. Le sous groupe K est donc distingué dans G.

1=

d) Le sous groupe K étant cyclique (car d’ordre ¢ premier), il est commutatif. Donc K C K’. Or
K' est un sous groupe de G, donc Card(K’) | pg. Or Card(K') > Card(K) = ¢ > p > 1 donc
Card(K') € {g,pq}. Si Card(K') = pq, c’est que K' = G et en retournant & la définition de K’,
ceci entraine K C Z(G) = {e}, ce qui est absurde. Donc Card(K') = g, donc K = K’

— D’aprés 1/b), K’ = K étant distingué dans G, G/K' est isomorphe & un sous groupe de A(K).
Donc p = Card(G)/K divise Card(A(K)). Or d’aprés 1/b)f), A(K) est isomorphe a (Z/qZ)*.
Donc Card(A(K)) =¢—1,doncp|g—1.

3/ Comme p{gq—1, G est abélien d’aprés 2/. D’aprés la question a) du probléme précédent, on
peut donc trouver deux sous groupes Hy et Hy de G d’ordre p et q. Les nombres p et ¢ étant
premiers, Hy et Hy sont cycliques et donc il existe x € H, d’ordre p et y € Hy d’ordre ¢. L’élément
z = zy est alors d’ordre pq (si z™ = € alors #™ = y™™ donc ™1 = e donc p | mq donc p | m
d’aprés le théoréme de Gauss ; de méme ¢ | m donc pg | m), donec G =< z > est cyclique.

Remarque. Le résultat de cet exercice est un cas particulier du résultat suivant : Si G est
un groupe fini d’ordre n et si n et ©(n) sont premiers entre eux (o ¢ désigne lindicateur
d’Euler), alors G est cyclique.

5. Sujets d’étude

SuIET D’6TUDE 1 (THEOREME DE TCHEBYCHEFF). Pour tout ¢ € R, on note [z] sa par-
tie entiére. Si n > 2, on note P(n) 'ensemble des nombres premiers < n, et n(n) =
Card(P(n)). Enfin, si n € N* et si p est premier, on note vp(n) = sup{e € N| p* | n}
(valuation p-adique de n).

1/ Montrer que si n est un entier, n 2 2,0n a
il o < 47
— < .
2\/—7; 2n
2/ a) Si k € N*, montrer Cj, ., < 4F.
b) En déduire que pour n > 2, P, = [l,epn) < 4"

3/ Montrer que si n > 14, 7(n) < n/2 - 1.
4/ Si n € N et p est premier, montrer

)
i=1 p

5/ Soient p un nombre premier et r € N*. 5i p’ | C3., montrer que p” < 2n. En déduire
Cp. < (2n)mC™.
6/ Soit n > 2. Soit p premier, 21/3 < p < n. Montrer que p cr..

7/ Soit n > 2. On note P = P(2n)\ P(n) et R =[,epp- Sin 2 98, montrer
4n/3 ‘
2/n(2n)Vr/?

< Ry < (20)"CGr)=m(n),

8/ Si x € R,z > 7, montrer que 27 > 18x. Si ¢ > 5, montrer que 2° > 6z. En déduire que
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sin €N, n > 450, R, > 2n.
9/ a) Montrer que si » € N, n > 5, il existe au moins deux nombres premiers p tels que

n<p<2n.
b) En déduire le théoréme de Tchébycheff: Si n est un entier, n > 4, alors il existe an

moins un nombre premier p vérifiant n < p < 2n — 2.

Solution. 1/ D’apreés 'identité du binéme,
2n
Cp, <Y Cht=(1+1)"=4"
k=0
Montrons ’autre inégalité par récurrence.
- Pour n = 2, c’est vrai car C} = 6 > 42/(2V/2).
- Supposons le résultat vrai pour n, montrons le pour n + 1. On écrit
n+1 ., 2(2n+1) 4 = 2n+1 pres

Cn+1 =2 L %1 > -_ )
nt2 n+1 727 (n+1)2/n 2/4n(n+1)/n +1

et il suffit alors de voir que 4n(n+1) < (2n+1)2 =1 +4n(n +1).

2/ a) On écrit tout simplement,

2k+1
E o —Ck k+1 — 92k+1 _ 9 4k
20k 1 = Ch +Cifl < D Cpyy =224+ =248

n={0

b) Procédons par récurrence sur n.

- Pour n = 2 c’est vrai car P, = 2 < 42.

- Supposons le résultat vrai jusqu’an rang n — 1. Si n est pair, alors P, = P,_; < 4" ! < 4",
Sinon n est impair. Soit k € N tel que n = 2k + 1. Pour tout nombre premier p tel que k+2 <p <
2k +1, p divise lc!Cz’,‘k_',l = (k+1)---(2k+1). Or p est premier avec k!, donc d’aprés le théoreme de
Gauss, p | C§k+1- Si N désigne le produit des nombres premiers p tels que k+2<p<2k+1,0ona
donc N | Cz’;k+1’ donc N < C§k+1 < 4%, Or Ppyy < 4%+ Donc Pygy1 = N Piyy < 454841 = 42841

3/ On vérifie facilement que #(14) = 6 = 14/2— 1.

Supposons n > 15. Parmi 1,2,...,n, les [n/2] — 1 nombres pairs 4,6, ... ,2[n/2] sont composés.
Par ailleurs 1,9 et 15 ne sont pas premiers. On trouve donc an moins ([n/2] — 1) + 3 = [n/2] + 2
nombres composés parmi 1,2... ,n. Donc 7(n) <n - ([n/2]+2)<n—-(n/2+1)=n/2-1.

4/ Si k € N*, v,(k) s’interpréte comme Pexposant de p dans la décomposition de k en facteurs
premiers. Donc vp(n!) = 3°F_, v, (k). Le symbole de Kronecker défini par 6, = 1sip’ |k, 6 =0
si p* 1 k, nous sera utile pour éclaircir notre discours. On a bien siir v,(k) = 221 68}, de sorte que

vp(n!) = Evp(k) = E ( 6;) = Z (Z 6;,) .
k=1 k=1 \i=1 i=1 \k=1

Pour tout ¢, 37, 6i représente le nombre d’entiers k, 1 < k < n tels que p* | k. Ces entiers sont
de la forme £p* ol £ € N* et £ < n/p', donc au nombre de [n/p']. Donc vy(n!) = 372, [n/p'].

5/ Si z € R, les inégalités
20 —1<[22] <2z et z—-1<[zg]<=z

entrainent —1 < [2z] — 2[z] < 2, t comme [2x] — 2[x] est entier, 0 < [2z] — 2[x] < 1.
Par ailleurs, p” | C7, donc

< (@) = sl - 2o = 3 ([4] -2 [5]).

)
k=1 P
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Si p* > 2n, [2n/p*] = [n/p*] = 0 donc
2n n
r<w@= T ([5]- EERE
y r 4
p*<2n
Si p” > 2n, ce dernier terme est < r, absurde. Donc p" < 2n.

Donc
cg= [I v < II (2n)=(2n)"C™.
pEP(2n) pEP(2n)

6/ Ona2n/p<3etn>p>1,donc[2n/p] < 2et [n/p) > 1. Donc 0 < [2n/p] — 2[n/p] <
9-2.1=0, donc [2n/p] - 2[n/p] = 0.
- Ceci étant, si n > 5, pour tout entier £ > 2on a pF > 4n%/9 > 2n, donc [2n/p*] = [n/p¥] = 0.

Donc
n > 2n Sn
a5 (3]-+[2])-»
k=1

d’oit le résultat si n > 5. par - Si n = 3 ou n = 4, on doit avoir p = 3. Or C§ = 20 et C3 =70 ne
sont pas divisibles par 3. On a donc le résultat pour tout n > 3.

7/ 1l est clair que
Rn =TT p < [1(2n) = @nyrCo==.
peEP peEP

- Comme pour 2/b), on voit que R, | C5,. Soit Qn € N* tel que C3, = R,.Q,. D’aprés 5/, si
p est premier, n < p < 2n, on a p { Qn. Donc tout nombre premier p divisant Qn vérifie p < n.
D’aprés 6/, on a méme p < 2n/3. Le produit des nombres premiers de Q, sera donc au plus égal
& Ppan/3), donc inférieur & 42n/3,

D’aprés 5/, 'exposant de p dans la décomposition de Qn en facteurs premiers ne sera > 1 que
si p < V2n. D’aprés 3/, comme v2n > v/2-98 = 14, ce nombre de facteurs premiers de Q. est
inférieur a [v/2n]/2 — 1, donc strictement. inférieur a V2n/2 = \/n/2. Le produit des puissances de

ces nombres premiers divisant Q,, sera donc au plus égal & (2n)Vv n/2 et finalement
Qn S 4271/3(2”)‘/"/2

et comme R, Q. = C},, on tire de 1/
4n/3
9/n(@n)VrI2

R.Qn > done Ry >

4ﬂ
2\/n
8/ La premiére partie de cette question se résout facilement en effectuant (par exemple) une étude

de fonctions.
Pour la seconde partie, on écrit que si n > 450, alors comme v2n/6 > 5ona 9v2n/6 > \/2n,

donc

/3 = (VIEVEI 5 (Van)VP = (2n)Vr? (+).

On a aussi 2n/9 > 7, donc 22*/ > 4n donc 2"/ > (4n)3/? > 4n\/n  (++). En combinant (*) et
(**), on obtient

4n/3

(211)\/'_‘/—2

> "3 > 4n/n,

d’oll le résultat d’aprés 7/.
9/ a) D’aprés 8/ et 7/,si n > 450, 0n a (2n)"(20)=7(") > R, > 2n, donc 7(2n) — m(n) > 2.

1l reste a vérifier le résultat pour 6 < n < 450. Les nombres premiers 7, 11, 13, 19, 23, 37, 43,
73, 83, 139, 163, 277, 317, 547, 631 suffisent a ’affirmer.

b) Pour n = 4 c’est vrai (4 < 5 < 6) ainsi que pour n =5 (5 < 7 < 8). Pour n > 6, il existe
d’aprés /a) deux nombres premiers p tels que n < p < 2n, donc il en existe au moins un vérifiant
n<p<2n-2.
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Remarque. Ce résultat fut conjecturé par J. Bertrand en 1845 et démontré pour la premiere
fois par Tchébycheff en 1850.

SUJET D’ETUDE 2 (SYMBOLE DE LEGENDRE ET APPLICATIONS). Soit p > 2 un nombre
premier. Pour alléger les notations, on note F, le corps Z/pZet p' = (p— 1) /2. Pour tout
z € R, on note [z] sa partie entiere.

1/ On note (F;)? = {z?, = € F;}. Calculer Card((]F;)z).

2/Siz €Z,ptz,onnote (2) = 1si & € (F), (£) = —1 sinon (symbole de Legendre).
a) Si ptz, montrer que (¥) = z?' (mod p), puis montrer

Ve,y, pte, pty, (ﬂ) = (-{) (y)
p p/\p

b) Calculer (=}).

3/ Soit § = {i,2,...,p'} et soit « € Z,pta. Sis €N, 1<s< p', on peut écrire
as = e,(a)$, avec e,(a) € {-1,1} et s, € §.

a) Montrer que 'application f: § — § &+ §, est bijective.

b) Soit p, = Card{s € S, e,(a) = —1}. Montrer (3) = (—=1)".

4/ (Loi de réciprocité quadratique.) Soit ¢ > 2 premier, ¢ # p. On note ¢ =(¢-1)/2
a) On note

Montrer que S, , + S,, = P'¢.
b) Montrer que S,, = g, (mod 2).
c¢) En déduire la loi de réciprocité quadratique

B @-cr

Application 1. 5/ a) (Un test de primalité.) Soient h et m deux entiers tels que m > 2 et
1< h<2"—1. 0n pose n = h2™ + 1. Soit p > 2 premier tel que (%) = —1. Montrer que
n est premier si et seulement si p*~1/2 = —1 (mod n).

b) (Un critére de primalité des nombres de Fermat.) On rappelle que les nombres de
Fermat sont les nombres de la forme F; = 22" 41 ot k € N* (voir 1.3 exercice 4). Montrer
que F est premier si et seulement si 3%~1/2 = —1 (mod F}).

Application 2. 6/ a) Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que —3 est un carré dans F,
si et seulement si p = 1 (mod 6). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers
de la forme 6n + 1.

b) Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que 5 est un carré dans F, si et seulement si
p = £1 (mod 10). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme

10n—1,n €N.

Solution. 1/ L’application ¢ : F; — (Fp)? o #2 est un morphisme de groupe surjectif. Or
zeKerp < e2=1 < (z—1i)(z+1)=0 <= = € {-1,1}. Donc Card(Ker ¢) = 2, donc
Card((F})?) = Card(F;)/Card(Ker ) = (p— 1)/2 = 1.
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FIGURE 1.1. La diagonale OC sépare les points de O PQR en deux régions.

2/a)Siz € (IF;)Z, alors il existe y € F; tel que # = y? et donc 2#' = yp~! = 1. L’équation ' —1
ayant au plus p’ racines dans le corps F;, comme Card ((IF;)Z) = p' on en déduit P’équivalence
(' = 1) < (z € (F})?). Orsiz el ##~1 = 22? = 1 donc (2*' — 1)(z?' + 1) = 0 donc
z#' € {-1,1}. Donc si z & (F;)?, #?' = —1, d’ott le résultat.

On a donc
(%) =o' = ) = (2)(2) moan

et comme p > 2, on en déduit le résultat.
b) D’aprés 2/a), (-';l) = (—1)*' (mod p), et comme p > 2 et que (-‘p—l) € {-1,1}, (-';%) = (1)

3/ a) Remarquons que si § € S ,alors f(5) = es(a)as. Ceci étant, f est injective. En effet, si
f(8) = f(5"), alors es(a)as = e,(a)as’ donc e,(a)s = esr(a)é’, donc p divise e,(a)s — ey (a)s’ = n.
Or |n| < |s| +|s'| < 2¢' < p, donc n = 0, ce qui prouve es(a)s = ey(a)s’ et en passant aux valeurs
absolues s = s’. L’application f est injective et comme le cardinal de I’ensemble de départ est égal
a celui de ’ensemble d’arrivée, f est bijective.

b) On écrit

(H s) (%) =129 @ =a(a)- (@)= (];[Ss> : (qu,(a)) .

SES

Comme f est bijective, [J;cs 5 = [lies s (), et ce terme étant non nul, on obtient

(%) = [J esl@) = (~1)*  (mod p),

ies
d’on le résultat.

4/ a) Nous allons établir la preuve a I’aide d’un dessin (voir la figure ci contre). Remarquons déja
que p et ¢ étant premiers et distincts, ils sont premiers entre eux. Autrement dit, dans la figure,
aucun point & coordonnées (i, j) entiéres (1 <+ <p/, 1< < ¢') ne rencontre la diagonale OC.
Soit s € N, 1 < s < p'. [s¢/p] représente le nombre de points a coordonnées entieres, d’abscisse
s, d’ordonnée > 0, se trouvant sous la diagonale OC. Le nombre Sy, = Zf;l[sq/p] représente
donc le nombre de points & coordonnées entiéres d’ordonnées > 0 dans le rectangle OPQR se
trouvant sous la diagonale OC. Pour des raisons analogues, Sp 4 représente le nombre de points a
coordonnées enticres d’abscisse > 0 dans le rectangle O PQR se trouvant au dessus de la diagonale
OC. La somme S, 4 + Sy, est donc le nombre de points A coordonnées entiéres dans le rectangle
OPQR d’abscisse et d’ordonnées > 0, c’est-a-dire Sp g + Sgp = r'y.

b) Sis €N, 1< s <p/, on peut écrire sq = plsq/p] + us, o 1 < uy < p—1. Par ailleurs :
Siu, <p,us, = g€t eg(q) = 1.



48 I. Arithmétique, Groupes et Anneaux

Siu, >p',u, =p—sq et e.(qg) = -1

Comme

pl

Y sq=p

s=1 1<s<p
et que, en travaillant modulo 2

o
Eu,‘:‘ E sq + E (p—sg) = Z Sq + pgp + E sy (mod 2),

s=1 e.(g)=1 e.{g)=-1 e,(g)=1 e,(g)=—1

ce qui s’écrit aussi

p’ p’ p’ P +1)
Zu, Equ +/tquZS+/tqu — +pg (mod 2)
s=1 s=1 s=1
on a / ’ / / / / 1
2 (p2+ D =ps,, +2 (1'2+ 1) p (1'2+ )
Comme ¢ = 1 (mod 2) ce résultat entraine que S;, et j1, ont la méme parité.

+p1g = Sgp + +pg (mod 2).

c) D’aprés 4/b), Sy, et pu, ont la méme parité, de méme que Sp ¢ et p,. Donc d’aprés 3/b)

(B) (2) = (-urmionyse = (npsrassan = (1,

q P
cette derniére égalité provenant de 4/a).

5/ a) Condition nécessaire. Commem > 2, n' = (n—1)/2 est pair, donc d’aprés la loi de réciprocité

quadratique
PY_(2)Y_ -
B)=()=—

ce qui d’aprés 2/a) entraine p(*~1/2 = —1 (mod n).
Condition suffisante. Soit ¢ un facteur premier de n (g #pcar pAn=1). On a

P2 = (modg), p"'=1 (modg), p'=1 (modyg).
Si d est l’ordre de p dans (Z/qZ)*, on a donc

T -

df 21, di(n—1) et d|g—1,

c’est-a-dire
(l-[2"'_1h d}2™h et d](g—1).

Donc 2™ | d et 2™ | (¢ — 1). Soit # € N* tel que g =2z 4+ 1. Siresttel quen=gr,den=1=¢
(mod 2™) on tire r = 1 (mod 2™) donc il existe y € N, » = 2"y + 1. Donc

n=gr=02"c+ D)2 y+1) =22 2y + 2™(z +y) + 1
d’olt on tire 2"zy < 2Mxy+ xr +y = h < 2™, donc y = 0, et donc n = ¢ est premier.

b) On veut appliquer le test précédent avec h = 1 et m = 2F > 2. Comme 2™ = (-1)™ = 1
(mod 3), on a n = 2 (mod 3) done (§) = —1 comme on le vérifie facilement. Le test précédent

s’applique donc (avec p=3), d’ott le résultat.

6/ a) D’aprés la loi de réciprocité quadratique

) &)= wone (2) = (2).

On a donc, en utilisant 2/a) et 2/b)

)@ -crer

Il
N
w3
N

~~

*

S
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Si p=1 (mod 3), alors (§) = 1; si p = 2 (mod 3), alors (§) = —1. D’aprés *). —3 est donc un
carré dans F,, si et seulement sip =1 (mod 3), autrement dit si et seulement sip=1+ 3k avec
k € N*, ou encore p =1+ 6n avec n € N* car k doit étre pair.

Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 1 + 6n. Nous les notons
p1,- -, pe. On pose N = 1+223(p; -- -pr)?. Soit p un nombre premier divisant N. Comme 6| N—1,
on a p > 3. Par ailleurs

—-1=223(p1 - -p)? (mod p) domc —3=(2-3p1-- -pr)?  (mod p),

donc —3 est un carré dans F,, donc p = 1 (mod 6), donc il existe i tel que p = p;. Mais alors
p| N —1, ce qui est absurde puisque p = p; divise N. D’ol le résultat.

b) D’aprés la loi de réciprocité quadratique

(g) (g) = (—1)2”' =1 donc (;5;) = (g—) (#+).

On vérifie facilement que les carrés dans Fy sont —1 et 1. D’aprés (**), 5 est donc un carré dans
F, si et seulement si p = *1 (mod 5), c’est-a-dire p = %1 + 5%, k € N*, onl encore p = 1 + 10n,
n € N* car k doit étre pair pour que p soit premier.

Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 10n—1, n € N*. Nous
les notons p1,- - -, pk. Posons N = —1 + 22325(p; - - -px)?. Soit p un nombre premier divisant N.
Comme (2-3-5) | N + 1, p > 5. Par ailleurs,

1=2%3%5(py---pe)? (modp) donc 5= (2-3-5p1-- -pr)?  (mod p),

donc 5 est un carré dans F,. Donc p = 1 (mod 10). Si p = —1 (mod 10), alors il existe ¢ tel que
p=p; et donc p | N +1, ce qui est absurde puisque p | N. Nous venons donc de montrer que tout
diviseur premier p de N vérifie p = 1 (mod 10), ce qui en écrivant la décomposition en facteurs
premiers de N entraine N = 1 (mod 10). Ceci est absurde puisque la forme de N entraine N = —1
(mod 10). Il y a donc une infinité de nombres premiers de la forme 10n — 1, n € N*.

Remarque. On retrouve avec la question 2/b) le résultat 1 /a) du probleme 4 (page 37).
Le résultat de 6/a) est un cas particulier de la question 2 / de ce méme probleme.

— Les nombres de Fermat F, sont premiers pour k < 4. On n’a jusqu’ici jamais trouveé
d’autres nombres de Fermat premiers. Le test 5/b) a récemment été utilisé pour montrer
que Fy, n’est pas premier.

SUJET D'ETUDE 3 (SUR LES ENTIERS SOMME DE DEUX CARRES). Le but de ce sujet
d’étude est de donner une condition nécessaire et suffisante sur n pour qu’un entier n soit
somme de deux carrés.

On note A, = {2 + 2, (z,y) € Z*}. On suppose connu le résultat 1/a) du probleme 3 :
Si p > 2 est premier, alors

—i estun carrédans Z/pZ <= p=1 (mod4) (*).

1/ Si X et Y appartiennent a A,, montrer que XY € A,.

2/ Soit p un nombre premier tel que p =1 (mod 4).
a) Montrer qu’il existe un entier m, 1 < m < p, tel que mp € A,.

Soit my la plus petite valeur de m non nulle telle que myp € A,. Supposons mg > 1.
b) Montrer qu’il existe deux entiers ; et y, tels que z? + y? = mymy, avec m; un entier
vérifiant 1 < m; < my.
¢) Montrer qu'il existe deux entiers X et Y tels que X 24 Y? = m;p. Conclure.
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3/ Démontrer le résultat suivant : Un entier n > 0 est somme de deux carrés d’entiers si
et seulement si tous les facteurs premiers de n de la forme 4m 43, m € N, ont un exposant
pair dans la décomposition en facteurs premiers de n.

Solution. 1/ Si X = z3 + 23 et Y = y? + 42, il suffit de remarquer que XY = (2122 + n1y2)* +
(132 — z2m1)%

2/ a) D’aprés (*), —1 est un carré dans Z/pZ. Autrement dit, il existe z € Z,tel que —1 = z2
(mod p). On peut méme choisir z tel que 0 < = < p— 1. Comme z% + 1 = 0 (mod p), il existe
meZtel quez? + 1 =mp, et comme 0 <z <p—1,onal<m<p, doi le résultat.

b) Par hypothése, il existe z, y € Z tels que 2% + y? = mqp (#+). 8i mg divise z et y, alors
mi | (22 + y?) donc mg | p, ce qui est absurde puisque 1 < mg < m < p. Donc mp ne divise pas
z ou ne divise pas y. On en déduit qu’il existe (c,d) € Z? tels que =) =  — cmg et y; = y — dmy
vérifient

1 1 .
|m1|S§mn, |y1|55m0 et zi+yl>0

(pour c et d, il suffit de prendre les entiers les plus proches de z/mg et y/my). Or z; = z (mod my)
et y1 = y (mod my) donc =2 + ¥ = 2? + y? = 0 (mod my), et donc il existe m; € N tel que
z? 4+ y? = mymy. Comme z? 4+ y? > 0, m; > 0. Par ailleurs, z7 + y? < (mg/2)? 4 (mg/2)? = m2/2
donc m; < my.

¢) Multipliant (**) par I'égalité 22 + y? = m;my, on obtient

mimip = (2% + ¥*) (2} + o) = (z21 + yy1)? + (zpn — 219)2.
Mais

zri+yy = (xr—cmo) + y(y — dma) meX avec X=p-—czx—dyeZ
zp —my = z(y—dmg)—ylx—cmy) = miY avec Y=cy—-dze€Z

Donc mip = X?4+Y? € A2. Or 1 < my < my ce qui est contraire & ’hypothése de minimalité faite
sur mg. Donc mg = 1, c’est-a-dire p € Aj,.

3/ Condition nécessaire. Soit p un facteur premier de n tel que son exposant dans la décompo-
sition de n en facteurs premiers soit impair. Notons «« = 2k + 1 (k € N) cet exposant. Soient z
et y € Z tels que n = 22 + y?. Soit d = pged(x,y), soient XY € Z tels que z = dX, y = dY
(X AY =1), et soit 8 'exposant de p dans la décomposition de d en facteurs premiers. Comme
n=d’(X2+4+Y?%) =d?’N avec N = X?>+Y? €N,on ad® | n donc 28 < a = 2k + 1 donc g < k.
L’exposant de N dans la décomposition de N en facteurs premiers est « — 28 = 2(k — f) + 1 > 1,
donc p | N, donc X2+Y2 =0 (mod p). Or p{ X (sinon p | X donc p | Y, absurde car X AY = 1),
X est donc non nul dans Z/pZ. Comme X2 +Y? = () dans Z/pZ,on a —1 = (X~1Y)? est un carré
dans Z /pZ, donc p =2 ou p =1 (mod 4) d’aprés (*). D’oti la condition nécessaire.

Condition suffisante. Soient p, ..., p les facteurs premiers de n dont I’exposant dans la décom-
position en facteurs premiers de n est impair. On voit que I’on peut écrire n = m2p; - - p, ou
m € N*. Par hypothése, pour tout 7 on a p; # 3 (mod 4), ce qui, les p; étant premiers, entraine
pi =1 (mod 4) ou p; = 2. Donc p; € Ay (d’aprés 2/ et parce que 2 == 12 4 12 € A,). Donc d’apres
1/, p1---pr € A2. Or m? = m? + 0% € Ay, et toujours d’aprés 1/, n = (m?)(p; - - -pi) € Az. D’out
le résultat.

Remarque. Ce résultat fut complété par Jacobi qui montra que si di(n) (resp. ds(n))
désigne le nombre de diviseurs de n de la forme 4n + 1 (resp. 4n 4 3), alors

Card{(z,y) € Z*, n=z*+ 9’} = 4(d1(n) - d;;(n)).

SUJET D’ETUDE 4 (TOUT ENTIER EST SOMME DE QUATRE CARRES). Le but de ce sujet
d’étude est de montrer que tout entier naturel est somme de quatre carrés. On note
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Ay = {22+ 2+ 2412, (2,9,2,1) € Z*} et Z[1) = {z+1y, (z,y) € Z*} (anneau des entiers
de Gauss).

1/ Soient z,y, z et t des nombres complexes. Vérifier que
(=12 + [y®)(|21* + [41?) = |27 + yil* + |ot — y2]*.
En déduire que si X et Y € Ay, alors XY € A,. W)

2) Soit p > 2 un nombre premier.
a) Montrer qu’il existe ,y € Z tels que —1 = 2® + y? (mod p). (On pourra utiliser le
résultat de la question 1/ du sujet d’étude 2/).
b) En déduire qu’il existe m € N, 1 < m < p tel que mp € As.
Soit mg le plus petit entier > 0 tel que mgp € As. Supposons mg > 1.
¢) Montrer que m, est impair.
d) Montrer qu'’il existe z,y € Z[1] tel que myp = |=|* + lyl2.
e) Montrer qu’il existe ¢ et d € Z[i] tels que z = x —cmg et t = y — dm, vérifient
12]% + |t|* = mem, avec 1 < my < mq.
f) En utilisant 1/, montrer que m;p € A4. Conclure.

3/ En déduire le théoréme de Lagrange : tout entier naturel est somme de quatre carrés
d’entiers.

Solution. 1/ Pour la premiére partie de la question, il suffit d’écrire

|27 + 9i|? + |2t — yzI? = (27 + ¥0)(Tz + Jt) + (wt — yz) (21 — yz)
= (lez|? + |yt|* + zZyt + Tzyl) + (|2t]? + |yz|* — ztyZz — Tlyz)
= |az|? + |pt]? + ot + lyzl® = (121 + 191*) (1= + |t[°).

Maintenant, donnons nous X = z2 + 73 + 23 + z3 et Y = v + v3 + 3 + v} deux éléments de As4.
Appliquons la relation précédente avec # = #; +ixg, y = r3+ixq, 2 = + iyg et t = y3 +iys. On
aX =|z|]?+ |y et Y = |z]® + |t|*. Le carré du module d’un élément de Z[i] étant la somme de
deux carrés d’entiers, on en déduit que XY = |¢Z + y¥|? + |at — yz|* est somme de quatre carrés
d’entiers, d’ol le résultat.

2/a) D’aprés la question 1/ du sujet d’étude 2, on a Card{z?, = € (Z/pZ)*} = (p — 1)/2. En
comptant 0, on voit donc que I' = {#%, = € Z/pZ} a (p + 1)/2 éléments. De Pinjectivité de
V'application Z/pZ — Z/pZ y+— —1—y, on voit que I' = {—1— y?, y € Z/pZ)} a aussi (p+1)/2
éléments. Donc NI’ # @ (car si TNTY = @, alors p = Card(Z [pZ) > Card(T) + Card(I'") = p+1,
absurde), ce qui entraine I'existence de x,y € Z/pZ tels que —1 — y? = z?, d’oli le résultat.

b) D’aprés la question précédente, il existe ,y € Z tels que —1 = #% 4+ y? (mod p). On peut
méme supposer 0 < z < p et 0 < y < p, et quitte & changer = en p— 2, y en p — ¥y, supposer
0<a<(p-1)/2et0<y<(p—1)/2 Commep |1+ x2 4+ 32, il existe m € Z tel que
1+ 22 4+ y? = mp. Donc 0 < mp < 1+2(%1)2 <p?, dotl<m<p.

c) Supposons mq pair. Solent 1, xy, *3, 4 € Z tels que mop = 22 + 23 + z3 + 3. Comme mq est
pair, les éléments z,, z2, z3, 74 sont (i) soit tous pairs, (ii) soit tous impairs, (iil) soit deux d’entre
eux sont pairs et deux sont impairs, et quitte & renuméroter, on peut supposer z1, £z pairs et £3, T4
impairs. Dans tous les cas, les éléments

Ty — Ty z1+ a2 r3— T4 z3+ x4
2 ! 2 ' 2 2

sont des entiers. Comme

my (¥ — X 2+ ry + &y 2+ r3 — &g 2+ 3+ 24 2
2 ! 2 2 2 2 ’

I’hypothése de minimalité de mq est contredite. Donc mq est impair.
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d) Sizy,xg, 23,4 € Zsont tels que mop = 2+ 2l 4 2424, stz = 2y +izy et y = z3+iz4 € L],
alors mop = || + {y]°.
e) Montrons auparavant le résultat suivant :
1
VZ=a+ibeC, 3Z' €Z[i] telque |Z-Z'|>< 5 (%)
Il suffit en effet de prendre Z' = a’ + b’ olt a’ et }’ sont des entiers tels que |a — a'| < 1/2 et
[b—b|<1/2.0naalors |Z—Z'°=|a—a'|>+[b-V|? < (1/2)2 4+ (1/2)®) = 1/2.

D’aprés (*), il existe ¢ € Z[i] tel que |z/mg — ¢|> < 1/2. Autrement dit, si z = £ — mgc, on a
[z]> < m3/2. Comme |z|? est un entier et que my est impair, on a méme |z|? < m2/2. De méme,
il existe d € Z[i] tel que t = y — dmyg vérifie [t|? < m3/2. Or |z]® + |t]* = |z|2 + |y|? — mo[(zT +
Zc) + (yd + yd)] = mo(p — [(zT+ Tc) + (yd + Fd)], donc my divise |z]? + |t|2. Soit my € N tel que
|z|? + [t|> = mimg. On tire des majorations de [z]? et [t|> que m; < mg. Par ailleurs m; > 0 car
sim; =0, alors z =t = 0 donc = emy et y = dmy donc pmg = |z{2 + |y}? = |mo|?(|c|? + |d]?),
donc myg | p ce qui est absurde car 1 < my < p (d’aprés 2/a)). Donc 1 < my < mg d’otl le résultat.

f) En multipliant les égalités mop = |z|? + |y|? et momy = |z|? + [t|%, on obtient d’aprés 1/
mimp = |27+ yI)? + |zt — yz|2. (++)

Or zZ+yf = o(F—emo) + y(T— dmo) = |z|? + |y)* — mo(2E+ yd) = mya ol a = p—zc—yd € Z[i).

Par ailleurs, zt — yz = —dmgz + emoy = myf ot f = —dz+ cy € Z[i]. D’aprés (**), on peut écrire

mip = |af? + |B)?, et comme le carré du module d’un élément de Z[i] est la somme de deux carrés
d’entiers, m;p € A4. Ceci contredit ’hypothése de minimalité faite sur mgy. On a donc my = 1,
c’est-a-dire p € Ajy.

3/ D’aprés 2/, tout nombre premier p > 2 est somme de quatre carrés. Il en est de méme de
p=2=1241%40% 4 0% Tout nombre premier est donc élément de A4. Si n est un entier, n peut
s’écrire comme le produit de nombres premiers d’aprés le théoréme fondamental de Parithmétique,
et donc n € A4 d’aprés 1/. D’oti le résultat.

Remarque. Une question qui vient & ’esprit est de se demander si tous les entiers ne sont
pas somme de trois carrés. Le cas de 7 montre que non.

— On peut se poser le probléeme plus général suivant. Etant donné un entier k > 2, que
vaut g(k), le plus petit entier m > 0 tel que tout entier est somme de m puissances k-éme
d’entiers, et que vaut G(k), le plus petit entier m > 0 tel que tout entier suffisamment
grand est somme de m puissances k-éme d’entiers ? La recherche (et I’existence) de g(k)
et G(k) s’appelle le probleme de Waring. Nous venons de montrer que g(2) = 4. On peut
montrer que G(2) = 4. On sait par exemple que g(3) =9et 4 < G(3) < 7,19 < g(4) < 22
et G(4) = 16, ¢g(5) = 37 et G(5) < 23.



CHAPITRE 1II

Corps, Polynémes et Fractions Rationnelles

ISTORIQUEMENT, la recherche des solutions des équations polynomiales précéde
I’étude des polynémes. Elle marque entrée des mathématiques dans une nouvelle
ere. En effet, la premiére en date des grandes découvertes en mathématiques allant
nettement au dela des connaissances de Iantiquité est la formule de résolution de
Péquation du troisiéme degré z3 — pz = ¢ obtenue sans doute au début du seiziéme
siecle par Scipione del Ferro, professeur & I'université de Bologne. Cardan est le
premier a rendre publique cette formule vers 1545. Vers 1540, Ferrari, éléve de Car-
dan, obtient. la formule de résolution de I’équation du quatriétme degré. L’équation
du cinquiéme degré tient cependant les mathématiciens en échec pendant 200 ans ;
ce n’est qu’en 1826 qu’Abel démontre qu’il est impossible de donner des formules
explicites de type de celles données pour les degrés inférieurs pour les solutions
des équations de degré supérieur ou égal 3 5. Quelques années plus tard, Galois
donne un critére de résolubilité par radicaux de toutes les équations polynomiales.
La théorie des polynémes est née.

Parallélement, on essaye de démontrer le théoréme fondamental de I’Algébre (tout
polynéme complexe de degré n a n racines complexe). On s’y attaque vers 1746,
d’abord en essayant de donner une démonstration purement algébrique, avant
de s’apercevoir qu’il fallait utiliser les propriétés topologiques de R. Lagrange en
publia une démonstration dans ses mémoires en 1771.

1. Corps, polynémes et arithmétique dans K[X]

1.1. Corps

DAFINITION 1. Soit K un ensemble muni de deux lois internes “+” et “”. (K, +,-) est un
corps si
(i) (K, +) est un groupe abélien.
(ii) (K*,-) est un groupe.
(ili) La loi - est distributive par rapport a la loi +.

Remarque 1. — Sila loi - est commutative, on parle de corps commutatif.
— 1l revient au méme de dire qu'un corps est un anneau dans lequel tout élément non

nul est inversible.
~ Les corps les plus couramment rencontrés sont Q,R,Cet Z/pZ (p premier).

DEFINITION 2. Soit (L, +,-) un corps et K C L. On dit que K est un sous corps de L si la
restriction & K des lois + et - lui confére une structure de corps (on dit aussi que L est un
surcorps ou une extension de K).

Remarque 2. Si K est un sous corps commutatif de L, L. est un K-espace vectoriel.
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Avec la définition de la caractéristique d’un anneau donnée au chapitre I, section 3.2,
définition 9 (page 30),0n a :

ProprosITION 1. La caractéristique d’un corps est 0 ou un nombre premier.

Démonstration. Inmédiat d’aprés la proposition 3 de la partie 3.2 du chapitre 1 (page 30) car un
corps est un anneau intégre. 0

Ezemple 1. Les corps, Q, R et C sont de caractéristique 0 ; si p est premier, le corps Z/pZ
est de caractéristique p.

Corps premier, sous corps premier.
DEFINITION 3. Un corps est dit premier s’il n’admet pas d’autres sous corps que lui méme.

FEzemple 2. Les corps Q, Z/pZ (p premier) sont premiers.

DEFINITION 4. Soit (K, +,-) un corps dont 1’élément neutre de (K", -) est noté e.

— §i K est de caractéristique 0, alors Q; = { 2%, (n, m) € Z X Z'} est un corps premier
isomorphe a Q. C’est le sous corps premier de K.

— Si K est de caractéristique p premier, application f : Z — K n — ne est un
morphisme d’anneaux et Ker f = pZ. Donc Z/Ker f = Z/pZ est isomorphe a

K = f(Z), donc K' est un corps premier. C’est le sous corps premier de K.

FEzemple 3. Le corps Q est le sous corps premier de R (ou de C). Le corps Z/pZ est le sous
corps premier de Z/pZ (p premier).

1.2. Polynémes

DEFINITION 5. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle polynéme d une in-
déterminée a coefficients dans A toute suite (a,)neny d’éléments de A tous nuls a partir
d’un certain rang.

Les polyndmes sont munis des opérations usuelles d’addition et de produit de polynémes.
On rappelle que tout polynéme P = (g;);en & une indéterminée a coefficients dans A s’écrit
P =3, ya: X' ot X désigne la suite X = (0,1,0,---,0,---). On appelle degré de P, noté
deg(P), le plus grand indice ¢ tel que a; # 0 (avec par convention deg(P) = —oo si P = 0).
L’ensemble des polynémes & une indéterminée a coefficients dans A est noté A[X]. C’est
un anneau commutatif unitaire, integre si A est un anneau intégre. Si A = K est un corps,
K[{X] est un K-espace vectoriel.

DEFINITION 6. Soit A un anneau commutatif unitaire,

— Deux polynémes P, Q € A[X] sont dits associés s’il existe A € A inversible tel que
P = )Q.

— Un polyndéme P € A[X] est dit unitaire si son coefficient dominant (i. e. le coeffi-
cient du mondme de plus haunt degré de P) vaut 1.
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1.3. Arithmétique dans K[X]

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

Le caractére euclidien (donc principal) de 'anneau des polynomes KX ] lui confére une
structure arithmétique tout-a-fait analogue & celle sur les entiers. Pour cette raison, nous
ne passerons en revue que les propriétés arithmétiques de K[X] les plus importantes.

THEOREME 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient A, B € K[X], B # 0. Alors
I(Q,R) e KIX]* telque A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

Remarque 3. Si K = A est simplement un anneau commutatif unitaire, si le coefficient
dominant de B est inversible, alors

(3(Q, R) € AIX]?), A=B@Q+ R avec deg(R) < deg(B).

Si de plus A est intégre, il y a unicité du couple (@, R). (Pour s’assurer du bien fondé de
cette remarque, reprendre la démonstration de la division euclidienne dans A[X]). Ceci
est en particulier vrai sur Z{X] si B est unitaire.

THEOREME 2. L’anneau K[X] est principal.

Remarque 4. Attention! Ce résultat est faux pour A[X]lorsque A n’est pas un corps (voir
Pexercice 1).

DEFINITION 7. Soient Py,---, P, n polynémes de K[X]. Il existe un unique polynéme
unitaire P engendrant 1'idéal (P,) +- - -+ (P,)- Ce polynéme s’appelle le pged des P, et on
le note P = pged(Py, - - -, P,). C’est aussi le diviseur unitaire de plus haut degré divisant
tous les P;.

DEFINITION 8. Des polynémes Py,---, P, € K[X] sont dits premiers entre euxr dans leur
ensemble si on a pged(Pi,---,P,) = 1. Ils sont dits premiers entre eur deur d deuz si

La notion de ppcm se définit de la méme maniere, comme dans Z.

THEOREME 3 (BEZOUT). Des polynémes Py, ..., P, € K[X] sont premiers entre euz dans
leur ensemble si et seulement s’il existe Uy, ..., U, € K[X] tels que Uy Py +---+ U, P, = 1.

Remarque 5. — Lorsque ’on a affaire & deux polynomes P et ) premiers entre eux,
on peut méme trouver I/ et V tels que deg(U) < deg(Q) et deg(V') < deg(P) (voir
la remarque de ’exercice 3, page 57).
— Comme dans Z, il découle du théoréme de Bezout le théoréme de Gauss : Si P | QR
et si pged (P, Q) = 1, alors P | R.
Ce qui dans Z joue le réle des nombres premiers est ici appelé polynome irréductible.
Plus précisément :

DEFINITION 9. Un polynéme P € K[{X] est dit irréductible dans K[X] si P n’est pas
constant (. e. deg(P) > 1) et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes non
nulles et les polynomes associés a P.

Remarque 6. Attention. Un polynéme irréductible dans K[X] ne lest pas forcément dans
L[X] ot L est un surcorps de K. Par exemple, P = X?+1 est irréductible dans R{X], mais
pas dans C[X] puisque P = (X — i)(X + 1).

Comme dans Z, on a le résultat suivant.
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— THEOREME 4. Soit P € K[X] un polynéme non nul. Alors P se décompose de maniére
unique d lordre prés sous la forme

P=AP& ... P

ot A € K*, a; € N* et les P, sont des polynémes distincts, unitaires et irréductibles dans
K{X].
Rappelons enfin le théoréme de division selon les puissances croissantes.

THEOREME 5. Soient A, B € K[X], le coefficient du terme constant de B étant non nul.
Soit k € N*. Alors

(Bv(Qk, Rk) € K[X]z), A= BQk + Xk+le avec deg(Rk) <k.

Déterminer (Qy, Ry), c’est effectuer la division de A par B selon les puissances croissantes
d Uordre k.

1.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit A4 un anneau commutatif unitaire integre. Montrer que A est un corps
si et seulement si A[X] est un anneau principal.

Solution. La condition nécessaire est une question de cours. Montrons la condition suffisante. Soit
a € A, a # 0. 1l s’agit de montrer que « est inversible. Comme A[X] est principal, il existe P € A[X]
tel que (a) + (X) = (P). Comme a € (P), il existe Q € A[X] tel que ¢ = PQ. On en déduit, A[X]
étant intégre, que P € A.

Comme P € (a) + (X), il existe U et V € K[X] tels que ¢/ + XV = P. Si b € A désigne le
coefficient du terme constant de U/, on en déduit ab = P puisque P est constant.

Comme X € (P), il existe Q@ € A[X] tel que PQ = X. Si ¢ € A désigne le coefficient du
terme en X de @, on a donc Pc¢c = 1. Finalement, on a abc = Pc = 1, et A étant commutatif,
a(be) = (be)a = 1 donc a est inversible. D’oti le résultat.

EXERCICE 2. Soient A = X*“—1et B = X*— 1 € K[X], avec a,b € N*. Quel est le pgcd
de A et de B?

Solution. Nous allons trouver pged(A, B) grace a ’algorithme d’Euclide. Rappelons en le principe.
On effectue a partir de A et B des divisions euclidiennes successives. On écrit.
A=BQu+ Ry avec Qu, Ry€eK[X] et deg(Ro) < deg(B),
et on recommence, en divisant toujours le dividende par le reste :
B=RyQ1+ Ry avec @1, R €KX] et deg(R:) < deg(Ro).
Au rang k, on fait
Ri—1 = RrQiy1 + Reqr avec Qpqr, Rey1 €K[X] et deg(Ri41) < deg(Ri).

La suite (deg(R))ren décroit strictement et donc il existe n € N* tel que R,, =0 et Ryo_; # 0. On
remarque alors que pged(A4, B) =pged(B, Ry) = - =pged(Rn—-1, Ry), de sorte qu’ a une constante
multiplicative prés, pged(A, B) = R,,_; (cet algorithme reste valable dans Z).

Avant d’appliquer I'algorithme, remarquons d’abord que sim >n e N* et si m = ng+rest la
division euclidienne dans Z de m par n, on a

X™m_1= (Xn - 1)(Xm—n, +Xm—2n + ___+Xm—qn) + (Xm—qn _ 1).

Comme m — qn = r < m, cette égalité constitue la division euclidienne de X™ — 1 par X" - 1.
Nous venons donc de montrer que
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le reste de la division cuclidienne de X™ — 1 par X" — 1 est X" — 1 ot r est le
reste de la division enclidienne de m par n. (%)

Appliquons I’algorithme d’Euclide (dans Z) d a et b :
a=bgy+re, 0<ra<d,

b=roq1 + 11, 031‘1 < rg,

Te—1= Pqk+1+ Te41, 0 < reg1 <7k

On s’arréte au rang n lorsque r, = 0 # r,—;. Comme pour les polynémes, on a
pged (a,b) = pged (b,ro) = - - = pged (rn-1,7n) = Tn-1.

D’aprés le principe (*), si les Ri désignent les polynémes introduits plus haut, on a Ry = X™ —
1Ry = X —1,--- ,Rp_1 = X" —1,R, = 0. Donc pgcd(4,B) = Rpoy = X' —1 =
ngcd(u,b) - 1.

EXERCICE 3. Déterminer I’ensemble des polynémes P € R[X] tels que

P=1 (mod(X-1)°) et P=-1 (mod (X +1)%.

Solution. Notons I' cet ensemble. On a

P = 14UX-1)p
PGF@BIJ,VGR[X],{P _ —1+t§(X+Z)3
P = 1+UX-1)°
@BU,VGR[X],{ 14U(X -1 = —1+V(X+1)

En d’autres termes, T’ représente I’ensemble des polynémes de la forme 1 4 U(X — 1)® o U
appartient & I’ensemble

{UeR[X]|3VeR[X], U(X - 1)]+ V(X +1)°=2}. (%)

Divisant U et V par 2, on est ramené au probléme suivant : Quels sont les couples (U, V) tels que
U(X = 1)® + V(X 4+ 1)3 = 17 C’est une question classique qui rentre dans le cadre du résultat

suivant.

Lemme. Soient P, Q € K[X], premiers entre eux. Alors il existe (Uy, Vo) € K{X]? tel que Uy P +
Vo@Q = 1, et ensemble des couples (U, V) vérifiant UP 4+ VQ = 1 est I' = {(Uo + KQ,Vo -
KP), K eK[X]}.

Preuve. L'existence de (Uy, Vo) est assurée par le théoréme de Bezout. Maintenant, si UP+VQ =1
ona (U —Ug)P + (V= Vo)Q = 0 donc (U = Up)P = —(V — Vo)Q (*#). Done P | (V — Vo)Q et
comme P et () sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Gauss, P | V — V4. Donc il existe
K € K[X] tel que V = V, — K P, et en remplagant dans (**), on a U = Uy + KQ. Réciproquement,
on vérifie facilement que ce couple est solution. D’ot le lemme.

Les polynémes X — 1 et X + 1 étant premiers entre eux, il en est de méme des polynémes P =
(X —1)% et Q = (X + 1), et le lemme s’applique donc. Ceci étant, comment trouver Uy et Vo?
Comme dans Vexercice précédent (et comme dans Pexercice 2 de la partie 1.3 du chapitre I —
page 10), nous allons utiliser Palgorithme d’Euclide. Concrétement, cela donne :

(X+1)° = (X -1+ (6X*+2), (X-1°=(Xx? +2)(% - %) + (%X),

. ¢ .
6X*+2= (%X)(Z)X) +2.
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Maintenant, on remonte.
(
2= (6x* +2) - [ - 0° - 6x* + (5 - D] G0

1

2)?-X+1]

9 3, (a2 X
=(=7X)X —1)°+(6X* +2) [(6 i
9 3 3 3 3 2 9
= (-7XX = D*+ [(X +1)* - (X - D)) (X* - gX + 1)
9
8
SiUp=—-ZX*+ FX+1etVo=2X2—- 5 X +1, onadonc UpP + Vo@Q = 1. D’aprés le lemme

et d’aprés (*), on a donc

[ = {1420+ K(X +1)*}(X - 1)3, K e R[X]},

= (_gx2 +oX+1)(X -1+ (%XZ - gx + 1)(X +1)%.

ot Uy est défini plus haut.

Remarque. On peut tirer du lemme un résultat analogue a celui de la question a) de
Pexercice 2 de la partie 1.3 du chapitre I (page 10), qui ici s’exprime sous la forme suivante.
Si P et @ € K[X] sont premiers entre eux, alors il existe un unique couple
(Us, Vo) € (K[X])? tel que UyP + Vo,Q = 1 avec deg(Uy) < deg(Q) et

deg(Vy) < deg(P).
(Pour montrer ce résultat, partir d’une solution UP + V@ = 1 puis effectuer la division
euclidienne de U par @ ...)

EXERCICE 4 (LEMME DE GAUSS ET CRITERE D’EISENSTEIN). 1/ a) Soient P, ) € Z[X]
et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du produit PQ.
Montrer que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

b) (Lemme de Gauss). Si P € Z[X], on note ¢(P) le pged des coefficients de P. Montrer
que si P, Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

2/ Montrer que si & € Z[X] est irréductible dans Z[X], il est irréductible dans Q[X].

3/ a) (Critére d’Eisenstein). Soit P = 4, X" + -+ + &, X + ay € Z[X]. On suppose qu’il
existe un nombre premier p tel que :

(3) Vk,0<k<n~1, pla, (#1) pta, (#3¢) P’} a.

Montrer que P est irréductible dans Q[X].
b) Application. Soit p un nombre premier et ®(X) = X?~! 4 --. 4+ X + 1. Montrer que &

est irréductible dans Q[X].

Solution. 1/ a) Si a € Z, on note @ sa classe dans Z/pZ.Si P = a4, X" +-- -+ a1 X + ap € Z[X],
on note P = @, X" + - - -+ @1 X + @ € Z/pZ[X]. Si p divise tous les coefficients de PQ, on a, avec
ces notations : PQ = P - Q = 0. Comme Z/pZ est integre, Z/pZ[X] est intégre. Donc P = 0 ou
@ =0, d’ot le résultat.

Remarque : on peut également résoudre cette question “a la main”, sans passer par Z/pZ (mais
c’est tellement plus élégant comme on I’a fait).

b) Soient P,Q € Z[X]. Il est clair que P, = C(I—P)P et Q1 = ﬁQ € Z[X], et on a ¢(P,) =

¢(Q1) = 1. Si ¢(P1Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant ¢(P;@;). D’aprés 1/a),
on a donc p | ¢(P1) ou p | e(Q1), ce qui est absurde. Donc ¢(P1Q1) = 1, ce qui entraine ¢(PQ) =

c(P)e(Q)e(P1Q1) = ¢(P)e(Q).
2/ Supposons ¢ réductible dans Q[X]. Il existe P,Q € Q[X] tels que ® = PQ avec 1 < deg(P)
et 1 < deg(Q). Soient «, 8 € N* tels que P, = aP et Q) = AQ € Z[X]. On a afp® = P;Q; donc
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afl - ¢o(®) = o(P1)e(Q) d’aprés le lemme de Gauss. Posons Py = 'CTII’_JPI et Q2 = ?(%TQI' Ces
polynémes sont i coefficients entiers. Par ailleurs, «f® = c(P)e(Q1)PeQ2 = af - c(®)P2Q. Si
Py = ¢(®)Pz, on a donc & = P3Q; avec P3, (2 € Z[X] et 1 < deg(Ps), 1 < deg(Q2)- Ainsi,
le polynéme @ est réductible dans Z[X], ce qui est absurde. Finalement, ® est irréductible dans
Q[x].

3/ a) Supposons P réductible dans Q[X]. D’aprés la question précédente, ® est réductible dans
Z[X] et donc il existe Q, R € Z[X] tels que P = QR, avec a = deg(Q) > 1 et b= deg(R) 2 1.
Dans Z/pZ, on a, d’aprés les hypothéses, P = a;X". Ecrivons Q = Z:-'zg_q,'X" et R = Z?:o ri Xt
Dans Z/pZ[X], on a P = QR donc X" = QR, donc Q = @aX%et R = 73X?%. Ceci entraine
Jo =7 =0, donc p | go et p | ro, done p? | qoro = aq, ce qui est contraire aux hypothéses.
Finalement, P est irréductible dans Q[X].

b) On aimerait bien utiliser le critére d’Eisenstein, mais comment faire ? Il suffit de considérer
®(X 4+1).Ona (X - 1)®(X)=X? -1 donc XP(X + 1) = (X +1)? — 1, d’ot1 on tire

P
(X +1)=» CEx*-1.
k=1
1l est maintenant facile de vérifier que ®(X + 1) satisfait les hypothéses du critére d’Eisenstein

avec le nombre premier p (rappelons que si p est premier et si 1 <k < p— 1, alors p | C:), donc
®(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Donc ®(X) est irréductible dans Q[x].

Remarque. Le résultat 3/ b) est un cas particulier d’un résultat général concernant les
polynémes cyclotomiques (voir le probleme 9, page 92).

2. Fonction polynéme, racines d’un polynéme

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

2.1. Fonction polynome

Soit A une K-algébre (rappelons qu’une K-algébre est un K-espace vectoriel muni d’un
produit interne — notéici multiplicativement — faisant de A un anneau et tel que si A € K,
et 7,y € A, alors A(zy) = (Az)y = #(Ay)) non nécessairement commutative (typiquement
4 =K, A = K[X] ou A = M, (K)). Pour tout F' = a+a; X +--+a,X" € K[X], on note
F Papplication

F:A- A .’IIHZlL,-.’I?i.
i=0
_SiF,GeKX],onaF+G=F+Get FG=FG.
— Si A = K[X], on note F oG = F(G). Pour toute K-algébre A, on a alors F oG =
FogG.

Remarque 1. Lorsqu’il n’y aura aucune ambigiiité, la fonction polynome = — F(z) sera
notée r — F(z). -

2.2. Racines d’un polynéme

DEFINITION 1. Soit F € K[X] et L une extension de K. On dit que a € L est une racine
(ou un zéro) de F si F(a) = 0.

PROPOSITION 1. Soit a € K et F' € K[X]. L’élément a est une racine de F si et seulement
si X — a divise F'.
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DEFINITION 2. Soit F € K[X], a € K et h € N*. On dit que ¢ est une racine d’ordre h de
Fsi(X—a)*|Fet(X-a)*t}F.

PrOPOSITION 2. Soit F € K[X] et ay,...,a, € K des racines de F d’ordre hy,... ,h, (les
a; étant deur ¢ deux distincts). Alors il existe @ € K[X] tel que

F(X)=(X—a)™ (X - a,)"Q(X) et Vi, Qa;) #0.

Conséquence. Si F € K[X] est de degré n > 1, alors F a au plus n racines (comptées avec
leur ordre de multiplicité).

Remargque 2. Attention!La proposition précédente est fausse lorsque ’on remplace le corps
K par un anneau. Par exemple, dans Z/8Z, le polyndme F = 4X € Z/ 8Z[X] a 3 racines
0,2 et 4, mais deg(F) = 1.

PRrorosITION 3. Soit F € K[X] tel que pour tout « € K, F(z) = 0. Si K est infini, on a
F=0.

Remarque 3. Si K est fini, le résultat précédent est faux. Par exemple, si on note a,, ... ,a,
les éléments de K, le polynéme F = (X —a,)---(X — a,) est non nul et pourtant tous les
éléments z de K vérifient P(z) = 0. Il ne faut donc pas confondre polynéme et fonction
polynéme. Par contre, si K est infini, la proposition précédente nous dit qu’il y a bijection
entre K[ X] et les fonctions polynome de K dans K.

DEFINITION 3. Un polyndéme F € K[X] est dit scindé (ou dissoci€) sur K si on peut écrire
F=XMX—-a)" (X -a)*
avec A € K et pour tout ¢, a; € K et h; € N*.

Remarque 4. Deux polynémes F et G de K[X] scindés sur K sont premiers entre eux si et
seulement s’ils n’ont aucune racine commune.

THEOREME 1 (RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES). Soit un polynéme P =
X" +a; X" '+ -t a,1X + a, € K[X] avec ay # 0, scindé sur K : P = a¢(X —
ry) (X — z,). Alors pour tout p, 1 <p <n,

aP

O'P = 2 .’I?,'l"'l','P I(—l)P—.

1<i, < <ip<n Ga

En particulier

_ 2 I ay _ R 9 _ i _ nln
Ty = E €Ty = —;, 09 = E Iy = (—,(Tﬂ = HZ‘; = (-—1) -c;—
i=1 o 1<i<i<n to i=1 0

2.3. Dérivation dans K[X]

DEFINITION 4. Soit F = a4y +a; X + -+ -+ a, X" € K[X]. On appelle polyndme dérivé de
F le polynéme F' = a; + 2a,X + ---na, X" L.

Remarque 5. — Si F est constant, F’ = 0. La réciproque est vraie si K est de ca-
ractéristique 0, fausse en caractéristique non nulle (par exemple si F = X2 + ie
7/2Z[X],on a F' = 2X = ( et pourtant F n’est pas une constante).

— Les régles de dérivations de somme, produit et composée pour les polyndémes sont
identiques aux reégles de dérivations usuelles sur les fonctions dérivables. D’ailleurs,
sur R[X], la fonction polynéme dérivé coincide avec la dérivée de la fonction
polynome.
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THEOREME 2 (FORMULE DE TAYLOR). Si le corps K est de caractéristique nulle, tout
polynéme F de K[X] de degré inférieur ou égal d n vérifie
(X - a)

X-a) ..
VaeK, F(X)=F(a)+ o 2F(a)+-+ Lm_)_p( ().
On en déduit
THEOREME 3. Si le corps K est de caractéristique 0, et si F € K[X], F # 0, alors a € K

est racine d’ordre h de F si et seulement si
() Vi,0<i<h—1, F)a)=0  (ii) F®(a)#0.

Remarque 6. — Le cas de F = X3 € Z/3Z[X] et « = (0 montre que ceci est faux en
caractéristique non nulle (a est racine d’ordre 3 de F' et pourtant F©®(a) = 0).
— Le résultat du théoréme reste vrai en caractéristique quelconque pour caractériser
les racines simples. Plus précisément, on a le résultat suivant.
Si F €K[X], F#0, et si a €K, alors a est racine simple de F si et
seulement st F(a) =0 et F'(a) # 0.
En effet. Si F = (X — a)G, alors F' = G + (X — )G’ donc F'(a) = G(a) et on en
déduit facilement le résultat.

2.4. Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soient a1,...,a, € K, deux & deux distincts, et by,...,b, € K. Nous allons prouver

qu’il existe un unique polynéme F € K[X], deg(F) < n — 1, tel que Vi, F(a;) = b;.

— Ezistence. Pour 1 < 1 < n, on pose
_ (X —a) (X — a1 (X — t41) (X — @ap)
(a; — a1) - (a; — @i=1)(@; — @igr1) - (@i — a,)
(les polynomes F; s’appellent des polynémes d’interpolation de Lagrange). On a
Fi(a;) = 1 et pour tout j # 1, Fi(a;) = 0. Si F = 3, b;F;, on a alors F(a;) =
b;Fi(a;) = b; pour tout 7 et comme deg(F) < n — 1, F convient.

— Unicité. Supposons que F et G conviennent. On pose H = F — G. Pour tout
i,1 < i < m,ona H(a) = F(e;) — G(a;) = b; — b; = 0. Le polynéme H a
donc au moins n racines. Or deg(H) < n — 1, donc d’aprés la conséquence de la
proposition 2, H = 0, c’est-a-dire F = G.

F,

Remarque 7. Nous allons donner une autre expression de F, souvent utile dans la pratique.
Posons ® = (X — a,)--+(X — a,) et pour tout ¢, 1 <1 < =n, ®; le polynéme tel que
& = (X — a;)®;. Par dérivation, on obtient & = ®; + (X — a,)®] et donc ¥'(a;) = ®i(a:),
d’on on tire

:(X) _ _ 9(X)
@;(a;) - (X - a,-)'I”(a,-)

F(X) = donc F(X)=&(X) (}j: (7(—_—:—)5—(5) .

2.5. L’anneau quotient K[X]/(P)

Notation.
— Si P € K[X], on rappelle que (P) désigne l'idéal (P) = {PQ, Q € K[X]}.
— Si A, B € K[X], on note A = B (mod P) lorsque A — B € (P).
Soit P € K[X], P # 0. Comme (P) est un idéal de K[X], le quotient K[X]/(P) définit
une structure d’anneau (voir la partie 3.2 du chapitre I). Si A € K[X], la classe de A dans

K[X]/(P) est A= A+ (P) = {A+ PQ, Q € KIX]}. On a par ailleurs
A=B < A=B (mod P) <= P|(B- A).
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TuEOREME 4. Soit P € K[X], deg(P) > 1. Alors K[X]/(P) est une K-algébre de dimen-
sion finie n = deg(P). Si on note z = X, la famille (1,z,...,z""!) en est une base.

Démonstration. L’anneau quotient K[X]/(P) est évidemment une K-algébre. Montrons que la
famille (1,z,...,z""!) en est une base.

- Cest une famille génératrice. En effet. Soit A € K[X]. Il existe Q, R € K[X] tels que 4 =
PQ+ R avec deg(R) < n = deg(P). Donc A = R€ Vect(l,x,...,z""1).

- C’est une famille libre. Si ag + a1z + -+ + @ap_1z"~! = 0 , alors le polynéme A = ag +
a1X + -+ an_1 X"~ vérifie A = 0. Donc P | A, et comme deg(A4) < deg(P), on a A = 0, donc
(l()=(11=...=(l,,_1‘—‘0. . O
PROPOSITION 4. Soit P € K[X], deg(P) > 1. L’anneau K[X]/(P) est un corps si et
seulement si P est irréductible.

Démonstration. Condition nécessaire. Si P est réductible, alors il existe Q et R € K[X] tels que
P =QR, avec 1 < deg(Q) < deg(P) et 1 < deg(R) < deg(P). Donc 0=CQRavec Q#0et R#0,
ce qui est absurde puisque K[X]/(P) est un corps par hypothése. Donc P est irréductible.

Condition suffisante. Supposons P irréductible. Soit A € K[X], A # 0. Le polynéme P ne divise
pas A et P étant irréductible, P et A sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il
existe U,V € K[X] tels que UP + VA = 1, d’oti VA = 1. Donc A est inversible, et ceci dés que
A # 0. Finalement, K[X]/(P) est un corps. O

Remarque 8. Noter 'analogie de ce résultat avec celui du chapitre I, partie 1.2, proposi-
tion 10 — page 9 (c’est normal, les propriétés arithmétiques de Z et de K[X] sont sem-

blables.)

2.6. Corps des racines d’un polynéme

Toutes les extensions de corps considérées dans cette sous partie seront commutatives.
Notation. SiL est une extension de corps de K, pour tout A C L on note K(A) le plus petit
sous corps de IL contenant K et A (il existe, c’est 'intersection des sous corps de L contenant
K et A). Lorsque A = {a,,---,a,} est fini, on note souvent K(4) = K(a,,...,a,) pour
alléger les notations.

Remarque 9. Si A et B sont deux parties de L, on a facilement K(A)(B) = K(4 U B).

PROPOSITION 5. Soit P € K[X] irréductible dans K[X]. Il existe une extension L de K
telle que P admette une racine ¢ dans L.

Démonstration. D’aprés la proposition 4, L = K[X]/(P) est un corps. L'injection canonique ¢ :
K — L a +~ @& (c’est une injection car deg(P) > 1) permet d’identifier les éléments de K et
de ¢(K). Ainsi, L apparait comme une extension de K. En posant z = X € L, on voit que
P(z)=P=0. O

THEOREME 5. Soit F € K[X], deg(F) > 1. Alors il existe une extension L de K sur
laquelle le polynéme F soit scindé.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur n = deg(F'). Pour n = 1, c’est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’a n ~ 1 et montrons le pour n. Soit G un facteur irréductible
de F, et H tel que F = GH. D’aprés la proposition précédente, il existe une extension L; de K
dans laquelle G admette une racine a;. On peut écrire G = (X — a1)G; avec Gy € Ly1[X], et donc
F = (X —a)F; avec Fy = G1H € L[ X]. Comme deg(F,) = n— 1, il existe d’aprés ’hypothése de
récurrence une extension IL de L telle que Fy soit scindé sur L. Dans L[X], F est donc scindé. O
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Remarque 10. Une telle extension L de K dans laquelle F' soit scindé s’appelle un corps
de dissociation de F. Dans ce corps, on peut écrire

F=MX-a) (X -a,)

oi A € K et ol les a; sont dans L. Le corps L; = K(a;,...,a,) est le plus petit sous
corps de L sur lequel F soit scindé. On peut montrer que L, ainsi défini est unique a
un isomorphisme prés (1'unicité n’est pas immédiate car il n’y a pas unicité du corps de
dissociation L). On I'appelle corps des racines du polynéme F'.

DEFINITION 5. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéme de K[X] de degré
> 1 a au moins une racine dans K.

Remarque 11. Une récurrence immédiate sur le degré montre que si K est un corps al-
gébriquement clos, tout polynéme de K[X] est scindé sur K.

— On peut montrer que tout corps K admet une extension L algébriquement close (théoreme
de Steinitz). La plus petite extension L vérifiant cette propriété est unique a un isomor-
phisme prés, et on ’appelle cléture alyébrique de K. Nous ne démontrerons pas ce résultat.
On a cependant le résultat suivant.

THEOREME 6 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le corps C des nombres com-
plezes est algébriquement clos.

Remarque 12. Ce théoréme est démontré au probleme 4 (page 86) par deux méthodes
différentes.

— Le théoréme fondamental de 1'algébre entraine que les polynoémes irréductibles de C[X]
sont de degré 1. On montre que les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynémes
de degré 1 et les polynémes de la forme aX? + bX 4+ ¢ avec b* — 4ac < 0.

2.7. Exercices

EXERCICE 1. Montrer qu’un corps fini n’est pas algébriquement clos.

Solution. Soit K = {a,...,a,} un corps fini. Le polynéme P = 14+ (X —a1)---(X —an) € K[X]
vérifie P(a;) = 1 pour tout . Donc P n’a pas de racine dans K, et K n’est pas algébriquement

clos.

EXERCICE 2. a) Si n € N, n > 2, factoriser P, = (X + 1)* — (X — 1)” dans ([ X].
b) En déduire pour tout p € N* la valeur de

d ] kr Ld kr
2
t d .
Zcot (2[)+ 1) e I]l:cot (2p+1)

i=1 i=

Solution. a) Il s’agit de trouver les racines de P,. On écrit

1 n
Pi(2)=0 & (z+1)"=(z—1)" < (:'“_Ll) =1
z—1 =62ik1r/n.

< 3k, 0<k<n-1,
- z+1
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Le cas £ = 0 est & exclure car on ne peut pas avoir j;} =1.8i 1< k < n-1, ’dquation
e2ikm/n +1 eikw/n +e-ik1r/n kT ]
= — ). Finalement, on

2+l _ zikn/n
n

z—1
a

e2ikmfn _ 1~ gik®/n __ g—ikx/n = —tcot

s’écrit aussi z =

N

Po)=0 &= 3k, 1<k<n—1 | z=—icot(2).
n

On a trouvé n — 1 racines distinctes de P,. Le mondme de plus haut degré de P, étant 2nX n-1
P, est de degré n— 1 et

n-1
. . kr
P, = Zn’:c[]; [X—}-zcot (—TT)] .

P
b) Posons S = ’; cot? ( 2:: 1) . La relation de symétrie

cot _(11)_-*-1___,0_)1 = - cot b
2p+1 2p+1

2p
k k
permet d’affirmer que S = S;/2 ol Sy = kz_lcotz (Z::_—l—) Notons u; = —icot (21): 1) les

racines de Pyp13. Comme
Papr1(X) =2(2p+ )X 4+ 2C5, 1, X724 -

les relations entre coefficients et racines montrent que

2p c3 9p—1
01=Zuk=0 et 09 = Z uku;=2)2'_':11=p( p3 )
k=1 1<k<t<2p ¥

Donc

1
525522—

4]

1 p(2p—1
> ut= ‘5("? - 20y) = __§_3___)
&

B -

— Par ailleurs, le terme constant de Ppy; est 2. Son coefficient dominant étant 2(2p + 1), on a

P 2 1/2 2p 1/2
kn km 1
I I d ={(-1) I I -of. = I I = _T__
ot (2P+1) [( ) k::l(‘0 (2P+1)] [k=IUk] P+1

EXERCICE 3. a) Montrer que pour tout » € N, n > 2, le polynéme

1 1., 1,
Po=14 X+ X0+ 4 X

n’a que des racines simples dans C.
b) Montrer que pour tout n > 2, le polynéme P, = X™— X +1 n’a que des racines simples

dans C.

Solution. a) Supposons que P, ait une racine multiple zg € C. Alors P,(z0) = Pp(z0) = 0 et
comme P, = P,_1, 0on a Py_1(z0) = 0, donc zf} /n! = (Py — Pa-1)(20) = 0 d’ott zg = 0. Ceci
entraine P,(z0) = Pn(0) = 1 # 0, ce qui est absurde. Le polynéme P, n’a donc que des racines
simples dans C.
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b) Supposons que P, ait une racine multiple zo € C. Alors Po(20) = Pp(20) = 0, c’est-a-dire
2 —z0+1=mnz)7' —1=0. Donc zf — 2+ 1= 0et z§ = zo/n, dou z(}/n-1)+1=0,
c’est-a-dire zg = n/(n — 1). Ceci entraine

n

n—

n-1
P,',(zn)znz(','_l—lzn( 1) —1>n-1>0,

ce qui est absurde. Le polynéme P, n’a donc que des racines simples dans C.

EXERCICE 4. 1/ Soit P € Q[X]irréductible dans Q[X]. Montrer que P n’a que des racines
simples dans C.

2/ (Deux applications) a) Soit P € Q[X] un polynéme ayant une racine A € C d’ordre de
multiplicité u > deg(P)/2. Montrer que X € Q.

b) Soit P € Q[X], deg(P) = 2n + 1 avec n € N*, tel que P admette une racine d’ordre n.
Si n > 2, montrer que P admet une racine dans Q.

Solution. 1/ 1l suffit de montrer d’apreés le théoréme 3 que P et P’ n’ont aucune racine commune,
ce qui équivaut (voir la remarque 4) & montrer que P et P’ sont premiers entre enx dans C[X], ce
qui n’est qu’un cas particulier du résultat plus général suivant (d’ailleurs utile!).

LEMME. Soit K un corps commutatif, L un surcorps commutatif de K. Soient P

et Q € K[X] deuz polynémes premiers enire euz dans K[X]. Alors P et Q sont

premiers entre enz dans L[X].
En effet, cela provient de I’égalité de Bezout. Il existe U et V € K[X] tel que UP + V@Q = 1,
égalité qui reste évidemment vraie dans L[X], d’oui le lemme. Maintenant le polynéme P étant
irréductible dans Q[X], P et P’ sont premiers entre eux dans Q[X] (car deg(P’) < deg(P)) donc
dans C[X] d’aprés le lemme précédent.

2/ a) Soit P = aP,--- Py la décomposition de P en facteurs irréductibles de Q[X]. Parmi
P,,... P, ily ar polynomes dont X soit racine, par exemple Pp,... ,P.. Si A € Q, comme
Py,---, P, sont & coefficients rationnels, on a deg(P;) > 2 pour 1 < i < r. Or d’aprés 1/, les F;
étant irréductibles, A est racine simple de P; pour 1 < i < r. Donc g = r. Donc

k r
deg(P) = _deg(P) 2 D _ deg(Pi) > 2r = 2p,

i=1 i=1
ce qui est contraire aux hypotheses car g > deg(P)/2. On a donc forcément A € Q.
c) Par hypothése, il existe une racine A € C d’ordre n de P. Supposons que P n’ait aucune racine
dans Q. Alors dans la factorisation de P en facteurs irréductibles de Q[X], P = aP;---P;,ona
deg(P:) > 2 pour tout z.
Parmi P,..., P, il y a r polynémes dont X soit racine, par exemple P, ..., P.. D’aprés 1/,
les P; étant irréductibles, A est racine simple de P; pour 1 < ¢ <r. Doncr = n.

—On a k = n. En effet. Si k > n, alors

k n
In+1=deg(P)= Z deg(P;) > Z deg(P;) > 2n,
i=1 i=1
donc
k n
deg(Py) <) deg(P) = Y deg(P)<(2n+1)-2n=1,
i=1 i=1

ce qui est absurde car on a vu deg(P:) > 2.

-~ Donc P = aP, --- P,. Le degré de P étant impair, il existe un polynéme P; de degré impair, par
exemple deg(P;) impair. Comme de plus deg(P;) > 2, on a deg(P1) > 3.
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_ 1l existe un polynéme P; de degré 2 (sinon pour tout i, deg(P;) > 3 donc 2n+1 = deg(P) =
S°r_, deg(P;) > 3n, absurde car n > 2), par exemple deg(P2) = 2. Effectuons la division euclidienne
de P, par Py : P, = QP2+ R, avec R € Q[X] et deg(R) < deg(P;) =2.0n a R # 0 car P, est
irréductible et deg(P1) > deg(P2). Or X est racine de R (car Pi(}) = 0 = Q(A)P2(A) + R()) =
R())), donc comme R # 0 et deg(R) < 1, on en déduit X € Q, ce qui est contradictoire. Le
polynéme P admet donc au moins une racine rationnelle.

Remarque. Si n = 1, le résultat 2/b) est faux (prendre par exemple P = X3 -2).

EXERCICE 5. Déterminer les polynémes P non constant de C[X] vérifiant

P(X?*) = P(X)P(X +1). (%)

Solution. Soit P € C[X] vérifiant (*) avec deg(P) > L. Soit « une racine de P.
Comme P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0, o® est une racine de P. En itérant le procédé, on voit que
o2, o4,...,a%" ... sont des racines de P. Le polynéme P n’ayant qu’un nombre fini de racines,

on doit avoir
a=0 ou |aj=1 (%)

D’aprés (*), P[(a — 1)?] = P(a — 1)P(a) = 0, donc (« — 1)* est une racine de P. D’aprés **),
on doit avoir |(a — 1)?| = 0 ou |(a — 1)?| = 1, c’est-a-dire

a=1 ou |a-1]=1 (#%%)

D’aprés (**) et (***), on a soit (i) @ = 0, soit (ii) a = 1, soit (iii) |a — 1| = |a| = 1. On vérifie
facilement que la condition (iii) s’écrit aussi « = 14+ jon a = 1+ j% on j = exp(2ir/3). Or
(a = 1)? est une racine de P donc d’aprés (**), [(« — 1)> — 1] € {0, 1}, et comme 72 =1 > 1et
[(j2)? — 1| = |j — 1| > 1, on voit que les solutions (iii) ne conviennent pas.

Nécessairement, on a donc « € {0,1}. Ainsi, le polynéme P est de la forme P = AXP(X — 1),
A € C*. Comme P vérifie (*), on a

AXZP(X? 1) = M2 XP(X - 1)¥(X + 1P X7,
d’oti on déduit p=get A = 1.

Réciproquement, si P est de la forme XP(X — 1), on vérifie facilement que P vérifie (*). Les
solutions sont donc les polynémes de la forme X?(X — 1)?, p € N*.

EXERCICE 6. a) Soit P € C[X], deg(P) > 2. Montrer que les racines de P’ appartiennent
4 I’enveloppe convexe des racines de P.
b) Que dire sur les racines de P’ si P € R[X] a toutes ses racines réelles?

Solution. a) Soient aj, ... ,a, les racines de P, comptées avec leur ordre de multiplicité, de sorte
que si B désigne le coefficient dominant de P, P = (X —a;)---(X —@an). On a facilement

P(X) — 1
P(X) —gx—u;'

Soit a une racine de P’. Si a est une racine de P, le résultat est évident. Sinon

n

P'(a) 1 R R
0= P((l) _Z(l—ﬂ,’ _Z;]a—udz’

i=1
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et en passant au conjugué

", a-—a; = 1 = a;
Zla—m]? =0 donc Zla—a-P a=), fa—a?
i=1 b i=1 : i=1 '

d’olt le résultat.

b) D’aprés a), les racines de P’ sont réelles. On a méme plus de renseignements sur leur localisation.
Soient ay, ... ,ap les racines de P avec a; < --- < ap , d’ordre de multiplicité ay, - - - , ap, de sorte
que si f est le coefficient dominant de P, P = (X — a1)® - (X — ap)r. D’aprés le théoréme de
Rolle, pour tout i € {1,...p— 1}, il existe b; € Ja;, ai41[ tel que P'(b;) = 0. On a ainsi trouvé p—1
racines de P’.

- Pour tout i tel que a; > 2, a; est racine de P’ d’ordre de multiplicité a; —1 (voir le théoréme 3).
Comptées avec leur ordre de multiplicité, on a ainsi localisé (p—1)+ P (ai-1)=(a)—1=
deg(P) — 1 = deg(P’) racines. On a donc localisé toutes les racines de P’ : ce sont les b; € Jai, @iy
et les a; tels que a; > 2.

EXERCICE 7. Donner la forme des polynémes P € R[X] scindés sur R, de degré n > 2, &
racines toutes distinctes ¢; < a3 < - -+ < @, tels que

Vi,1<i<n-1, P (“—‘+—2“—'+—1)=0 (%)

Solution. Nous allons montrer que les polynémes vérifiant la condition sont ceux de degré 2. Si
P = a(X — a;)(X — az) est de degré 2 (avec a; < azet a € R),on a P’ = a(2X — a; — az) donc
P vérifie la condition (*).

Si maintenant P = a[[l_,(X ~ a;) est de degré n > 3 (a1 < --- < @p, @ # 0), on écrit
P=(X - a)(X —az)Q avec Q = « [1i-3(X — a;). Par dérivation, on obtient

PI(X) = (2X -y — (lz)Q(X) + (X - ﬂl)(X - (lz)Q'(X).

Si P vérifie (*), on a donc Q'(21%2) = 0, ce qui est impossible car

~ Si deg(Q) = 1, Q' est une constante non nulle.

— Si deg(Q) > 2, Q' s’annule au moins une fois sur chaque intervalle Ja;, @iy (2 < i< n—1)
d’aprés le théoréme de Rolle, donc Q' a au moins n — 3 racines distinctes dans ’intervalle
laz, an[. Comme deg(Q’) = n — 3, on en déduit que toutes les racines de (' sont dans
Jaz, an[ et comme 2139 ¢ Jay, a,[, on aboutit & une contradiction.

EXERCICE 8 (PRINCIPE DU MAXIMUM). Soit P € C[X] un polynéme non constant. Soit
r > 0. Montrer
Vzo € C, |20] < 7, [P(20)] < IS}IP |P(2)]-

Solution. Tout découle du résultat suivant.
LEMME. Ya € C, Vp >0, b € C, |b— a| < p tel que |P(b)| > |P(a)|.

En effet. Quitte & multiplier P par €'Y avec ¢ € R bien choisi, on peut supposer P(a) € R*. Soit
Q(X) = P(X +ay = Yr ;X" (n = deg(P)). On a go = Q(0) = P(a) € R*. Par ailleurs, ¢, # 0
de sorte que k = inf{i, 1 < i< n,q; # 0} existe. On peut écrire

Q) = qo+ (1 + () avec limp(z) = 0.
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1l existe p/, 0 < p' < p tel que Vz € C, |z| < ¢, |p(2)] < 1/2. Ecrivons ¢ = |gi|e®, 8 € R. Soit
zo0=p'e % OnaQ(2) = q+ qu]p’k[l + ¢(20)], donc comme ¢ € R* :

k k 1 k 1 E
1Q(z0)] > lgo + laele’™] = larle' " o(z0)] = g0+ laxlp’” — Slarle’™ = o+ Slaele” > g0 = |Q(0)I.
2 2

Si b= a+ z, on a donc |b —a| = p’ < p et |P(b)| = |Q(20)| > |Q(0)] = | P(a)|, d’ot le lemme.

Montrons maintenant le résultat demandé. L’ensemble C = {z € C, |z| < r} est compact, et
Papplication z + |P(z)| étant continue

3z €C, |al <, [P(21)l = up |P(2)]- (¥)

Si |z1] < 7, le lemme entraine I’existence de z; € C, |z| < r tel que |P(z2)| > |P(z1}], ce qui
est absurde d’aprés (*). Donc |z1]| = r et donc supy, ¢, |P(2)] = sup|;)= |P(z)|, d’ot1 : Si 29 € C,
lzo] < 7, |P(20)] < SUpjz| <y |P(2)| = Supy,|=y |P(2)].

Remarque. Ce résultat sera généralisé au tome d’analyse (voir le chapitre sur les fonctions
de plusieurs variables).

— Plus généralement, le lemme permet également de montrer que pour tout compact C C C,
0
on a: Vzy €C, |P(20)] < sup,erc) | P(2)] olt Fr(C) désigne la frontitre de C.

EXERCICE 9. Soient a;,as,- - - , ¢, n entiers distincts.

a) Prouver que P = (X — a;)(X = a3)---(X — a,) — 1 est irréductible dans Z[X] (c’est-
A-dire que si P = FG avec F,G € Z[X], alors F ou G est constant).

b) Prouver que P = (X — a;)%(X — a3)*-+-(X — a,)* + 1 est irréductible dans Z[X].

Solution. a) Supposons P réductible dans Z[X]. 1l existe deux polynémes F, G € Z[X], deg(F) < n
et deg(G) < n, tels que

P(X)=(X - a1)(X — a3)- - (X — a5) — 1 = F(X)G(X).

Pour tout 7, 1 < i < n, on a F(4;)G(a;) = =1 (#). Comme F et G sont a coefficients entiers,
F(a;) et G(a;) sont entiers. Avec (*), on en déduit que pour 1 <i < n, F(a;) = —G(ai) = £1. Le
polynéme F+G s’annule donc aux points a;, 1 < i < n. Or deg(F+G) < sup{deg(F), deg(G)} < n,
ce qui entraine la nullité de F + G. Donc F = —G, d’ott P = —F2. Cette derniére égalité est
impossible puisque P est unitaire et que —F? ne ’est pas. Dot le résultat.

b) Supposons P réductible dans Z[X]. Il existe F, G € Z[X], deg(F) > 1 et deg(G) > 1, tels que
P=(X—a))*(X —ap)? (X — an)? + 1 = F(X)G(X).

On peut supposer F et G unitaires (1’égalité précédente entraine que les coefficients dominants
de F et G sont égaux tout deux soit a 1, soit & -1). Soit k = deg(F), £ = deg(G), de sorte que
k+£¢=2n.

La forme de P montre que pour tout réel &, P(x) > 1. Ainsi, P ne s’annule pas sur R, il en est
donc de méme de F et G qui alors gardent un signe constant, sur R. De plus F et G sont unitaires
et prennent donc des valeurs > 0 sur R.

Pour tout i, 1 < i < n, F(a;)G(a;) = 1 (*+). Comme de plus F(a;) et G(a;) sont entiers et
positifs, on en déduit que pour tout i, F(a;) = G(a;) = 1.

Si k = deg(F) < £ = deg(G), alors k < n. Or pour tout i, F(a;) = 1; autrement dit, le polynéme
F — 1 s’annule en n points donc est nul (son degré est < n). Finalement F = 1, ce qui est absurde
car deg(F) > 1. De méme l'inégalité £ < k est impossible. On a donc deg(F) = deg(G) = n.

D’aprés (**), pour tout i, 1 < i < n, F(a;) = G(a;). Le polynéme F ~ G s’annule donc en n
points. Or deg(F—G) < n—1 (F et G sont de degré n et sont tout deux unitaires), donc F—G = 0.
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Donc F = G. Finalement, on a P(X) = F(X)?, c’est-a-dire F(X)? — (X — a1)? (X —an)? =1
ou encore
[F-(X-a) (X =—an)l[F +(X —a1)--- (X —an)] =1,

égalité impossible & réaliser. Le polynéme P est donc irréductible dans Z{X].

Remarque. On peut également montrer que (X —a;)*---(X — a,)* + 1 est irréductible
dans Z[X], mais c’est plus difficile.

— En fait, les polynomes exhibés sont irréductibles dans Q[X]). En effet, d’aprés le lemme de
Gauss (voir I’exercice 4 de la partie 1.4 — page 58) que tout polynéme de Z[X]irréductible
dans Z[X] est irréductible dans Q[X].

ExERCICE 10 (QUELQUES POI_,l(NéMES IRREDUCTIBLES). Si F = a¢ + a; X + cea, X" €
Z[X], on note (pour p € N*), F =@+ X + -+ + @, X" € Z/pZ[X] ou pour tout ¢, @;
désigne la classe de @; dans Z/pZ.

1/ Si P € Z[X], unitaire, est tel que P € Z/pZ[X] est irréductible dans Z/pZ[X], montrer
que P est irréductible dans Z[X]. La réciproque est elle vraie?

2/ Montrer que F = X*+ X + 1 est irréductible dans Z[X].
3/ Soit p € N* un nombre premier et F'= X7 — X — 1 € Z[X].

a) Soit a une racine de F' dans le corps des racines de F. Montrer que les racines de F

sont exactement @, + i,---,a+p-1
b) En déduire que F est irréductible dans Z /pZ[X], puis que F" est irréductible dans Z[X].

Solution. 1/ C’est immédiat. Si P = FG avec F,G € Z[X], unitaires, alors P = FG dans
Z /pZ[X]. Comme P est irréductible dans Z/pZ[X], ceci entraine deg(F) = 0 ou deg(G) = 0. Les
polynémes F et G étant unitaires, on a deg(F) = deg(F) et deg(G) = deg(G) et donc F ou G est
constant, ce qui prouve l'irréductibilité de P dans Z[X]. (P est alors irréductible dans Q[Xx], voir
1.4 exercice 4). La réciproque est fausse. Par exemple, P = X% —2X —1 est irréductible dans Z[X]
et pourtant P n’est pas irréductible dans Z/2ZIX].

2/ On va montrer que F est irréductible dans Z/ 2Z[X], ce qui prouvera le résultat en vertu de 1/.
Supposons F = PQ avec P,Q € Z/2Z[X], deg(P) > 1, deg(Q) > 1.

Le polynéme F n’a aucune racine dans Z/2Z, donc deg(P) = deg(Q) = 2.

Le coefficient dominant et le coefficient constant de F' étant éganx 31, P et Q sont nécessairement

de la forme
P=X?>4+aX+T1 et Q=X>+bX+1, a,beZ/2Z.

Donc F=X*+X+T1=PQ=X'+(a+0)(X>+X)+ (Z+a+b)X%+T, et donc le coefficient
de X3 est égal & celui de X dans F, ce qui est absurde vue la forme de F.
3/ a) Notons K le corps des racines de F, « une racine de F dans K. Le corps K étant de
caractéristique p (car surcorps de Z/pZ), on a

Ve € K, F(z)=F(z)~Fla)=2f —cf —(z—a) = (z—a)f —(z—a)
(pour se convaincre de la derniére égalité, développer (z — )P par la formule du binéme et utiliser
le fait que p | C”f si1 < k< p—1). Donc € K est une racine de F si et seulement si £ — « est une
racine de X? — X, c’est-a-dire si et seulement si z —a € {0,1,...,p— 1} (les racines du polynéme
XP — X sont 0,1,...,p— 1 en vertu du théoréme de Fermat).
b) Soit G un facteur irréductible unitaire de F dans Z/pZ{X). Notons k = deg(G). D’apres la
question précédente, les racines de GG dans K sont de la forme a+ay, - - - , @+ aj ot les a; sont dans
Z/pZ. De plus G étant unitaire, le coefficient du monéme de degré k — 1 de G est au signe prés la

somme de ses racines. Comme G a ses coefficients dans Z/pZ, on en déduit que SF (ata)€
Z/pZ, et comme les a; € Z/pZ, ko € Z/pZ. Or o« ¢ Z[pZ (sinon F(a) = (af —a)+ 1 =T# 0).
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Le fait que ko € Z/pZ entraine donc que k = U et donc k = p puisque 1 < k < p. Donc G est de
degré p ce qui entraine que F = G est irréductible dans Z/pZ. Donc F est irréductible dans Z[X]

d’aprés la question 1/.

3. Fractions rationnelles

Dans toute cette partie, K désigne un corps commutatif.

3.1. Généralités
L’anneau K[X] étant intégre, son corps des fractions existe bien. On le note K(X).

ProPOSITION 1. Soit F € K(X),F # 0. On peut écrire F = P/Q avec P et Q € K[X], Q
unitaire, P et Q premiers entre euz, et ceci de maniére unique. L’écriture P/Q s’appelle
la forme réduite de F.

DEFINITION 1. Soit F € K(X),F # 0, F = N/D sa forme réduite. Un élément a € K est
dit péle de F d’ordre h si a est racine de D d’ordre h.

Le résultat fondamental portant sur les fractions rationnelles est le suivant.

THEOREME 1 (DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES). Soit F € K(X),F # 0, N/D
sa forme réduite. Soit D = DT --- D2 la décomposition de D en facteurs irréductibles

de K[X]. On peut écrire, de maniére unique

F= E+Z(§ D,)

i=1

avec E € K[X], A;; € K[X] et deg(A;;) < deg(D;). Le polynéme E s’appelle la partie
entiére de F et s’obtient comme le quotient de la division euclidienne de N par D.

Les deux parties suivantes s’attachent & donner des méthodes de calcul des éléments
simples A; ;/D] pour K=C et K =R.

3.2. Pratique de la décomposition dans C(X)

Il est indispensable de bien savoir décomposer en éléments simples (on s’en sert en
particulier pour le calcul de primitives de fractions rationnelles).

Soit F € C(X), F # 0, de forme réduite N/D. Le corps C étant algébriquement clos, on
peut écrire D = (X — a1)** -+ (X — a,)*" avec ¢; € C pour tout i et a; € N*. Appliquant
le théoréme précédent, on voit que P’on peut écrire de maniere unique

a;,
F=F+ ‘2; (]2; % —]a,)J) avec «;; € Cet E € (X].

Comme on I'a déja dit, on obtient E comme le quotient de la division euclidienne de ¥

par D. Pour tout 1, le terme Z s’appelle partie principale de F relative au pole

= )

a;. Nous allons donner des methodes de calcul des a, ;.
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Partie principale relative a un péle simple. Soit F € O(X), F # 0, N/D saforme
réduite. Soit @ un pdle simple de F. La partie principale de F' relative a a est de la forme

X g 2V A € C, et on peut écrire F = - X _a + G avec G € C(X), a n’étant pas
un péle de G. On peut également écrire D = (X — a)D, avec D, € CX] et Dy(a) #0, de

sorte que

N _ N
—D—l_/\+(X—a)G donc A= Di(a)’ (%)

On a aussi D = (X — @)D, donc D' = Dy + (X — a)Dj et donc D'(a) = Di(a), d’ol un
autre moyen de calculer A :

_ N(a)
"~ D'(a)
Remarque 1. (*) et (**) s’utilisent dans des circonstances différentes : (*) quand on connait
une forme explicite de Dy, (**) sinon (voir les exemples qui suivent).

A

(++)

Ezemple 1. — Soit

_ X+3 _ . a + b
TX-1D)(X+2) X-1 X+2

Grace & (*), on trouve ¢ = 4/3 et b= —1/3.

F

— Soit F' = Sa o Avee P € ({X], deg(P) < n. Notons w = €*™/*. Ona X"~ 1=
n-1 n~-1
’;H(X —w*),donc F = Z -X—(i—kw—;, a; € C. Grice a (**), on trouve
=0 k=0
P(w*) wh 133 W P(w*
ak=W=7P(W ), donc =;§W

Partie principale relative a un péle multiple. Soit F € C[X], N/D sa forme
réduite, et @ € C un pdle d’ordre h > 2 de F. On peut écrire D = (X — a)* D, avec Do €
CX] et Do(a) # 0. Posons Dy(T) = Do(T + @), Ni(T) = N(T + a) et F\(T)= F(T + a).

On a Fi(T) = —ﬁ% Ainsi, si Ny = (@, + -+ @, T*"1)D; + T*S, (S € ({X]) est la
1
division selon les puissances croissantes de N, par D; a Vordre h—1,on a:
_ | Gy a, . S(T)
K(T)= T + T +- 4 Th + Dy(T)

et donc

N ay S(X —a)
tTXE ot D)

On a ainsi obtenu la partie principale relative au pole a.

F(X)=Yai—a+'

X
Ezemple 2. Recherchons la partie principale de F' = X = 1);‘; ; ey relative au pole 1
d’ordre 4. On a, avec les notations précédentes, N\(T) = T +4 et D)(T) =T +2. On
effectue la division eunclidienne de T'+4 par T+2 selon les puissances croissantes a I’ordre 3,
ce qui donne

4 +T {2+ T
-T 2—%T+;—T‘!-§Td
12
2

=173
&
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On en déduit que la partie principale de F relative au pole 1 est

-1 1 1 2
XD TaX-1pF AX-1F  (X-DF

En pratique, on n’utilise cette méthode que si Pordre du pole est grand (typiquement
supérieur & 3 ou 4). La plupart du temps, on procéde par identification en donnant & X
certaines valeurs particuliéres et en utilisant certaines propriétés de F comme la parité,
le fait que F est & coefficients réels, et en utilisant la remarque suivante : Si a est un pole

d’ordre h de F, on peut écrire F' = Dy(a) # 0, et

(X —ay*Dy’

aQy ap

F=‘)-(—_—a+"'+(—X"‘_‘W+G,

a n’étant pas un pole de G. En multipliant cette derniére égalité par (X — a)*, on obtient

N
oo = o +(X-a)|apa+-Fa (X -a)" (X - a)*1G].
0

En donnant 3 X la valeur «, on trouve un moyen commode de calculer a, :

W N@
* 7 Dy(a)’

(#%%)

X+2
X+ 1)AX - 2)

Ezemple 3. F = se décomnpose en éléments simples sous la forme

a b c d

Fesmtax—yptxri T xr e

En utilisant la relation (***), on trouve b = 4/9 et d = 1/9.
Par ailleurs, en multipliant F par X, en regardant X comme un nombre réel et en le
faisant tendre vers +oo, on trouve (i) 0= e+ c. Or F(0) = % =S+ % + ¢ 4 d, donc

2

() 2= —a+2c. De (i) et (ii), on trouve a = 37 et c = 3.

D’autres décompositions en éléments simples dans C(X') sont traitées a 1’exercice 1.

3.3. Pratique de la décomposition dans R(X)
On trouve dans R(X') deux types d’éléments siinples.

— Les éléments simples de premiére espéce (—Xf—a)"’ a€R,a €R.
aX + 8
(X24+pX +q)"
Pour décomposer F € R(X) en éléments simples dans R(X'), on peut

! >

- Les éléments simples de seconde espéce , o0, p,qe Ret p2 —4g < 0.

— Soit décomposer F en éléments simples dans C(X) et regrouper les termes conjugués
(en général a éviter).

- Soit procéder par identification, en utilisant les propriétés de F (parité, ... ). Des exem-
ples sont traités dans ’exercice 2.
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3.4. Exercices

EXERCICE 1. Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles sui-

vantes : X x4
(X2 1)5(X2+1) b) F=sm1

a) F=

Solution. a) On commence par scinder le dénominateur de F dans C[X], ce qui donne
(X2 = 1)3(X? 4+ 1) = (X — DA(X +1)*(X +i)(X — ).
On peut donc écrire
F_a+b+a’+b’+c+c’
TX-17(X-1)2 T X+1 (X412 X—i X +74

Comme F est impaire, ’unicité de la décomposition de F' en éléments simples permet d’identifier
la décomposition de F(X) et de F(—X), ce qui donne a = a’ et b= =b. _

De plus F est & coefficients réels, donc F(X) = F(X) et par identification ¢ = ¢’.

En utilisant la relation (*) de la partie 3.2, on trouve b = g et ¢ = g = L Donc b’ = —4et
¢ =1

Multipliant F' par X, regardant X comme un nombre réel et en le faisant tendre vers 400, on
tire0=a+a' +c+c. Donc2a=a+a' =—(¢ +¢)=—%, dota=a =-3.

b) Recherchons les racines de X° +1. On a
P 4l=0 = P=-1=¢" <= 2= e (FI5H2RRS) = (R €N,0< k < 4).

a,b,c,a b ¢ eC.

On peut donc écrire

4
ald

F= X—or

k=0
En utilisant la relation (**) de la partie 3.2, on trouve a; = wi/(5wt) = 1/5. Donc

EXERCICE 2. Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles suiv-
antes.

X* 1
®) F= Gy iy b) F= i Te
X"+2 1 .

Solution. a) Ona (X*+ X241 =(X2+X +1)*(X* - X + 1) donc
aX 4+ + cX +d + eX+f + gX +h
X IX 1l (OFX+1F  XI—X+1 (X2—X+1)2

Comme F est paire, l'unicité de la décomposition en éléments simples permet d’obtenir

EIa,b,c,d,e,f,g,hE]R, F=

e=-a, f=b g=-¢, h=d

Multipliant F par (X2 4+ X + 1)? puis en remplagant X par j = ¢¥"/3, on obtient

.y 2
. J J 1 1

e = — = - ] = ot d = —.
cj + d G=iF)E 4E 1 donc c=0etd 1

OnaF(O)=0=b+(l+f+h=2b+2(ldonc 2b+:‘14-=0, (]’Ol‘lbz—%.
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Ona F(i) = —1= % _ (ci+d)— 9L _(gi+h), donc -1 = 2a+ EFL —i(c+ g) - (d+h) =

2¢ —2d = 2a—%, d'oit a = —3.
Finalement on a trouvé
1 1 1 1 1 1
a——z; b '—Z’ c=0, d—z; C—Z» f"_Z) g*O) h—z

a bX+e¢ dX + ¢
xtxeritxz+ e
¢ = € = 0. D’aprés la relation (*) de la partie 3.2, on a @ = 1. Multiplions F' par (X? + 1)? puis
remplagons X par 7. On obtient -} =di+e=didoncd=-1.

Multipliant F par X, regardant X comme un nombre réel et en le faisant tendre vers +oco, on
obtient 0 = a 4+ b, donc b = —a = —1.

La fraction F est impaire, donc

b) Il existe a,b,c,d, e € R tels que F =

¢) Classique! Il faut procéder par divisions euclidiennes successives. On trouve X T+2=(X%+
X4+D)(X5=X*+ X2 - X)+ (X +2), donn
X"+2 _ X+42 X5 - X4 X2-X )

P ey xs " rx+ T (ErX+1)

On recommence, en divisant cette fois ¢i X® — X%+ X2 — X par X2 4+ X + 1.
X5 — X4 4 X% — X = (X2 + X + 1)(X® — 2X? 4 X 4 2) — 4X — 2, donc

- X4+ X2-X _ 4X +2 +X3—2X2+X+2 (+4)
(X2+X+1)2 7 (XZ+X+1) X2+ X+1

De méme X° = 2X?+ X +2 = (X + X + 1)(X — 3) + (3X +5), donc
X3-2X*4X4+2  3X+5
X2+X+1 T X24+X+1
De (*), (**) et (***), on tire

X+42 ___ 4X+42 _ 3X+5
XI+X+1P° (KP+X+12 X2+ X+1

+ X -3 (k)

F= +(X = 3).

Procédé pratique, a retenir!
d) On décompose d’abord dans C(X). On pose w = €"/" de sorte que X" —1 = ]-[2" YX —wh).

Donc F = Y ano! %+, oit d’aprés la relation (**) de la partie 3.2, a; = 1/[2n(w*)*"~!] =
wk /(2n).
Il ne reste plus qu’a regrouper les termes conjugués.
wk w(@n—k) wk ot 2cos(kw/n)X — 2

i1<k<n-— = =
Sil<k<n 1’X—w’°+X—w(2"'k) X—-wk+X—Uk X2 —2cos(knfn)X +1'

donc
2n—1

Z _ 1 1 E 2 cos(kw/n)X — 2
~on X—uk’zn X-1 X+1 X2 —~2cos(kw/n)X + 1

EXERCICE 3. a) Pour tout n € N*, montrer qu'’il existe un polynéme P, € R[X] de degré

n tel que
! X" X/

b) Pour tout n € N*, décomposer la fraction rationnelle F,, = 1/P, en éléments simples
dans R(X).
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Solution. a) On procéde par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident en prenant Pi(X) =
X. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et démontrons le au rang n. On a

n n k
(x + %) = ;)c,’:x"-k (%) .
En posant Py(X) = 1, on vérifie facilement que pour tout entier n,
(X + l)ﬂ =X"+ -1—+[”Z/2]C"P 2k (X + l)
X Xn = nons X))’
ot [n/2] désigne la partie entiére de n/2. Cette égalité montre qu’en posant

[=/2)
Pa(X) = X" = ), ClPa-n(X),
k=1

onalkP, (X + %) =X"+ —Xl—" et deg(P,) = n.

b) Commengons par chercher les pdles de Fy,, qui sont les racines de P,. On a
P, (z+ i—) =0 < "+ —:; =0 = 2" = —1 & 7 =w = VO (keZ)

Ainsi, pour tout k € Z, la valeur

I 1 iCkann/n) 4 ~i2R41)R/(8) = 9 cos (2k + )7
Wi 2n

est une racine de P,. On remarque que les z sont deux a deux distincts lorsque 0 < k<n-—1,et

comme deg(P,) = n, ceci montre que les z; pour 0 < k < n—1 sont les racines de P,. Maintenant,

on peut écrire (grace a la relation (**) de la partie 3.2)

1 = 1
Fn:Fﬂzz_—PA(gyk).——X—xk.

k=0

1l ne reste plus qu’a remarquer, aprés dérivation de la relation P,(X 4+ 1/X) = X" +1/X", que
1 1 n n
1—- — ! — | = n~-1 _ __~ e (P —wi"
( w%) P, (wk + wk) nwy, UZH " (wp —wi
donc

P _ " on_ -n) = sin[(2k + 1)x/2] _ (—-l)k
w(Tk) = Wi — Ul:l(wk we )= "sin[(2k+ 1)w/(2n)] — sin{(2k + Vr/(2n)’

et le tour est joué.

EXERCICE 4. Pour tout F' € C(X), on note Dp = Cx{ay,... ,a,} (ol ay,...,a, sont les
poles de F) et on identifie F avec la fonction

Dp—-C  zw F(2).

a) Si F € C(X) est non constante, montrer que
(i) F(Dfp)=C ou (it) 3Ja€C|F(Dr)=Cx {a}

et caractériser les fractions rationnelles F vérifiant P’assertion (ii).
b) Si F,G € C(X), et si (G n’est pas une constante qui est un pole de F, il est possible
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de définir la composée F o G € C(X). Donner la forme des fractions rationnelles F' et
G € ¢(X) telles que la fraction rationnelle F' o G soit un polynéme.

Solution. a) Soit F = N/D la forme réduite de F. Par hypothése, F est non constante donc ’'un
au moins des polynémes N, D est non constant. Pour tout A € C, ’équation F(z) = A (z € DF) est
équivalente & (N — AD)(z) = 0 (z € C). (En effet, si (N — AD)(z) = 0 alors on doit avoir D(z) # 0
sinon N et D ont une racine commune, c’est-a-dire z € D). Deux cas se présentent :
(i) Pour tout A € C, le polynéme N — AD est non constant. Le corps des nombres complexes
étant algébriquement clos, N — AD admet une racine z) pour tout A € C. Ainsi, pour tout
A €C, F(z)) = X et on en déduit F(Dr) =C.
(i) 1l existe @ € C tel que N — aD est constant. Pour tout A # a, le polynéme N — AD est
non constant (si N — AD est constant pour A # a, il est facile de voir que I’on doit avoir
N et D constants, ce qui est contraire aux hypothéses) donc admet au moins une racine
2z qui vérifie F(z,) = A. Ainsi, C \ {a} C F(DF). De plus, le polynéme N — oD est une
constante non nulle (si elle est nulle, F est constant égal a «), donc ’équation N —aD =0
n’a pas de solution. Finalement, F(Df) = C \ {a}.
Les fractions rationnelles F = N/D vérifiant (ii) sont celles vérifiant 3c € C | N — aD = c. Ainsi,
F =N/D = (aD+¢)/D = a+ c/D est de la forme F = a + 1/P oi P est un polyndme non
constant et réciproquement, une fraction rationnelle de cette forme vérifie (ii).

b) Si F est constant, F o G = F est toujours un polynéme. De méme, si G est constant et si G
n’est pas un péle de F', F o G est une constante donc un polynéme.
Supposons maintenant F et G non constants. Si « est un pole de F, on a

lim | F(2)]| = +oo,
s
donc si a = G(B) € G(Dg),
lim |F o G(2)| = +0
e
(théoréme de composition des limites). Comme F o G est une fraction rationnelle, ceci entraine que
[ est un pole de F o G.

On veut que F o G soit un polynome; notre discussion précédente montre donc que pour tout
péle « de F, a ¢ G(Dg), ou encore a € C\ G(Dg). D’aprés la question précédente, 'ensemble
C ~\ G(Dg) a au plus un élément, ce qui montre que nécessairement F' a au plus un péle.

— Si F n’a pas de pole, c’est-a-dire si F est un polynéme, alors si F oG est un polynéme, G
est un polynéme. En effet, si G admet un péle g, alors

lim |G(2)] = +o0

#H

et le polyndome F étant non constant on a

lim |F o G(z)] = 400 car lim |F(z)| = 400,
‘.;‘: Jz] =400

et F o G ne peut donc pas étre un polynéme.
— Si F admet un seul pdle «, on peut écrire F' sous la forme
P(X —_ (!) *
Fz_(Y:(I_)’" PE(CIX] et heN*.
Pour que F o @ soit un polynéme, on a vu que P'on devait avoir C\ G(Dg) = {a}. Comme
G n’est pas constant (le cas G constant a été traité plus haut), d’aprés la question a), ceci
entraine G = a 4 1/Q o Q est un polynédme non constant. On a alors

P(1/Q)

aey = P

FoG=
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En écrivant P = 3 7_, ar X* (ot n = deg P), ceci s’écrit aussi

n
FoG= Z ar Q" F
k=0
et ceci est un polynéme si et seulement si n = deg(P) < h.
Réciproquement, il est facile de vérifier que les solutions trouvées conviennent. Finalement, FoG

est un polynéme si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) F est constant.

(i1) G est constant et n’est pas un pole de F'.
iii) F et G sont des polynémes.
(iii) poly

(iv) F est delaforme F = (—}?P(—X})T olt P € (U X] et deg(P) < h, et G delaforme G = a+1/Q
ou Q € C[X].

4. Polynémes i plusieurs indéterminées

4.1. Généralités

Soit A un anneau commutatif unitaire. L’ensemble A[X] est aussi un anneau commutatif
unitaire. On peut donc définir ’anneau des polynémes a une indéterminée a coefficients
dans A[X]. C’est A[X][Y], noté aussi A[X,Y], appelé anneau des polynomes a coefficients
dans A a deuz indéterminées. Les éléments de A[X,Y] sont ceux de la forme

P= lei,inYj, a;; € A
ij

ot la somme sur (i, ) est finie. Par récurrence, on définit méme
A[Xl, . ,X"] = A[Xl, ceey Xﬂ_l][X"],

anneau des polynémes i coefficients dans A & n indéterminées.

— Si A =K est un corps commutatif, K[X;,- - -, X,] est une K-algébre, dont
{Xi...Xi», (i1,...,1n) € N"} est une base.
— Si A est intégre, A[X),...,X,] est un anneau intégre.
Sin > 2, et K est un corps, K[X, -+, X,] n’est pas un anneau principal. C’est par contre
un anneau dit factoriel, c’est-A-dire qu’il posséde des propriétés arithmétiques.

DEFINITION 1 (DEGRE PARTIEL). Soit P € A[X,,... ,X,] et i, 1 < ¢ < n. On peut écrire
P = 3, P;X] avec pour tout j, P, e A[Xy,..., Xi1, Xig1s - - ,Xn]. On appelle degré
partiel de P selon X; le degré de P considéré comme polynéme en X; et on le note
degy (P) (avec les notations précédentes, deg x,(P) =sup{j | P; #0}).

DEFINITION 2 (DEGRE TOTAL). Le degré total d’un mondéme aXi' - Xir a # 0, est
iy 4+ 4. Si P € A[Xy,..., X, le degré total de P, noté deg(P), est le plus grand
degré total des monomes qui forment P.

De méme que dans K[X], on peut définir dans K[X;,... ,X,] des fonctions polynéme
de n variables. On a en particulier le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Soit K un corps commutatif infini et un polynéme P € K[X,,... , X
Si P(z1,...,%,) = 0 pour tout n-uplet (21,...,7,) de K*, on a P=0.
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Remarque 1. — Comme pour les polyndmes & une indéterminée, ce résultat est faux
si K est un corps fini. Par exemple dans Z/pZ[X,, ... , X,] (p premier), le polynéme
P=(X))(X;-1)---(X;—(p=1))X,--- X, est non nul et pourtant, pour tout
Tiyeen Ty € Z[PpZ, P(24,...,2,) = 0.

— Attention, méme si K est un corps infini, on peut avoir P(z,,...,z,) = 0 pour une
infinité de n-uplets (z,,...,z,) sans que P = 0 (prendre par exemple P(X,Y) =
X —Y sur R[X,Y]).

4.2. Polynémes symétriques

DEFINITION 3. Un polynéme P € A[X),...,X,] est dit symétrique si pour tout o € S,
(ol S, désigne le groupe symétrique d’indice n), P(X,1), ... » Xom)) = P(X1,-.., Xz)-

Ezemple 1. Dans R[X,Y,Z], P = XY +YZ + ZX est symétrique.

DEFINITION 4 (SYMETRISE D’'UN MONOME). Soit M = X" ... X € A[X;,---X,]. Si
o € S,, on pose M, = X:(‘l)“'X:(';.)- Le polynéme Z M, est symétrique dans

M, distincts

A[Xy,...,X,]- On Pappelle syméirisé de M dans A[X,,...,X,] et on le note 3 M.
Ezemple 2. Dans KX, X,), © X2X; = X2X, + X, X2.

Dans K(X1, X5, X, S XX, = X2X, + X, X2 + X2X5 + X2X, + X2X5 + X, X2.
(On voit sur cet exemple que les symétrisés d’un monéme dans A[X,,..., X} et dans
A[X,,...,X,] sont différents si n # m).

Polynémes symétriques élémentaires. On appelle polyndmes symétriques élémen-
taires de A[X,,...,X,] les polynémes notés X; (1 < ¢ < n) et définis par

21=ZX1=X1+"‘+X1”

=Y XX, =) XX,

i<y

Ep = ZXI..-XP—_- ' <Z< X"x"'Xi,ﬂ

Za=3 X1 Xo =Xy X,
On a ’égalité
(T-X) (T=X,)=T" =S, T 4+ 5T 2 -+ (=1)"' 81T + (-1)"Zs.
En particulier, si P = X" 4+ @; X"~ ' + --- + a, est un polynéme de K[X] scindé sur K et
si ug,...,1u, sont ses racines, alors Vi, 1 < < n, (fl)‘tti = Zi(ugy .0, Un)-
Remarque 2. Si ® € A[X;,...,X,], alors ®[,(X},...,X,),..., Za(X1, ..., X,)] est un
polynéme symétrique de A[X},...,X,]).

La réciproque est vraie : tout polynéme symétrique peut se mettre sous cette forme.
Plus précisément, on a le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit A un anneau commutatif unitaire et P € A[X,,...,X,] un polynéme
symétrique dans A[X,,...,X,]. Il existe un unique polynéme ® € A[X,,...,X,] tel que
P=9(%,,...,5,).

Ezemple 3. Dans A[X,,...,X,], " X2=32-28,et T XX, =X%,%; — 3%;.
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Remarque 3. Ce théoréme entraine le résultat suivant. Soit P € Z[X] un polynéme uni-
taire. Les fonctions symétriques o,,...,0, de ses racines u,,...,u, sont donc entiéres.
Si F € Z[X,,...,X,] est symétrique, alors F(uy,... ,4,) € Z (en effet. D’aprés le
théoreme il existe G € Z[ X, ..., X,] tel que F = G(Z4,...,%,), et donc F(uy,...,up) =
G(oy,...,0,) € Z).

4.3. Exercices
EXERCICE 1. Pour les polynémes P suivants, déterminer le polynéme @ tel que

P(Xl,... ,X") - Q(El,... ,E").

a) P=X>4+Y3+ 7% € R[X,Y, Z].
b) P =Y X?X2X; € R[X,,...,X,] pour n > 5.

Solution. a) Ona (X+Y +2)® = X3+Y3+2343X%Y +3X2Z+3Y2X43Y2Z 4322 X +32%Y +
6XYZ, et done X3 +Y34+23=53-653-3) X?Y.Or 3 X?Y = £;X; — 3X%;. Finalement, on
aP= 2? - 32,2, +3%s.
b) Rappelons que la méthode générale (méthode de Waring) pour trouver le polynéme @ consiste
a faire diminuer la hauteur de P (la hauteur de P est la plus grande des hauteurs de ses monémes,
la hauteur d’un monéme aX{ - - Xg» étant (a1, ..., @), ordonnée par I'ordre lexicographique).
Ici, le monéme de plus haut de P est X?X2X3. On va donc commencer par retrancher Pa
X1 X)) X1 X2 X3) = D2Xs. Calculons ce dernier terme. Chaque mondéme de ;X3 est de
degré total 5 (produit de deux monémes de degré total 2 et 3) et est moins haut que X} X 2X5.0n

peut donc écrire

Ja,b,c, X:X3=oa Z XfX§X3 + bz X3X2X3X4 + CZ X1X2X3X4X5.

Le nombre a est le coefficient de X? X2 X3 dans £3Z3. C'est donc le nombre de maniéres de former
X?X2X5 par un monéme de T multiplié par un monéme de 3. Il n’y a qu’une seule facon de
faire ceci. Clest X? X2 X3 = (X1X2)(X1X2X3), donc a = 1.

— De méme, b est le nombre de fagons d’écrire X fX 3X3X4 comme le produit d’un monéme de X5
par un monéme de X3. Ces fagons sont

X12X2X3X4 = (X1X2)(X1X3X4) = (X1X3)(X1X2X4) = (X1X4)(X1X2X3),

donc b = 3.
— On trouve de méme ¢ = C2 = 10.

— Finalement, on a P — 5,X3 = =3 X{ X2 X3X, — 103" X1 X2X3X4X5. Par des méthodes ana-
logues aux précédentes, on trouve

Y= ZX{X3X3X4 +5H Z X1 X2X3X4Xs,

et donc 3 X?X3X3X, = X, X4 — 5Z5. Finalement, on a
P=%X,3;— 3(2124 - 525) — 108 = 5,83 - 3512, + 5¥5.

Remarque. 1 est bon dans ce type de calcul de vérifier les résultats, en donnant par
exemple & n, X;,..., X, des valeurs particuliéres.

EXERCICE 2. Soit P = X3+ pX + q € R[X], @, 3,7 ses racines complexes.
a) Calculer A = (a — 3)%( — 7)*(y — «)* en fonction de p et ¢.
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b) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur p et ¢ pour que P ait trois
racines réelles.

Solution. a) Posons o) = a + A+, 02 = af + By + v, 03 = afy. On sait (voir le théoréme 1 de
la partie 2.2 — page 60), que 0, =0, 02 = p et 03 = —9¢.

Comme A est symétrique en «, 3, v, on peut l'exprimer comme polynéme en a1, o2, 3. Ceci
est un moyen de procéder mais les calculs sont lourds. Nous allons utiliser une technique différente.

Supposons dans un premier temps g # 0, c’est-a-dire afy = 03 # 0, de sorte que «, 8 et v sont
non nuls. On a (a — )% = a® 4+ B2 — 2af. Or o? + B% 4+ v* = 0} — 203 = —2p, donc

2
(a=B) = -2p—7 —20p=~2p~7"+ .

On montrerait de méme
2 2
(B-1=-tp—a’+ L et (y-—of =-2p- '+

Finalement, on a
2q
A= P =
H (-2p—~2* + x)
z racine de P

Recherchons un polynéme Q dont les racines sont les y = —2p — 22 + 2¢/z (¢ = a, 8,7).

$3+pz+q = 0 2?2 = —p—-q/:l: 0 = 1+P/32+Q/33
{—2P—x2+2q/x =y T Vly = —p+3¢/z T 1=z =  3¢/(y+p)
2 3
= 1+p(y¥) +q(’i;—p) =0 <= o +6py® +9p%y + (4p° + 27¢%) = 0.

Donc Q = X3 + 6pX? + 9p°X + (4p® + 27¢%). Le nombre A apparaissant comme le produit des
racines de Q, on en déduit A = —(4p® + 27¢?).

Ceci est vrai pour ¢ # 0. Si ¢ = 0, alors une des racines de P est nulle, par exemple a, et alors
A=p**p~7)2.0roy =0=p+7, doncy=—p et donc A = B*-(28)* = 44°. 1l ne reste plus
qu’a remarquer que p = o3 = fy = —f2, et donc A = —4p>.

Finalement, dans tous les cas, A = —(4p® + 27¢?).

b) Le polynéme P € R[X] est de degré impair et admet donc au moins une racine dans R (c’est
classique! Comme limg. 400 P(z)P(—2) = —o00, il existe a > 0 tel que P(a) et P(—a) aient des
signes opposés, et P étant continue, il existe x € ] - a, af tel que P(z) = 0 d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires). Notons par exemple « une telle racine réelle. Deux cas se présentent.
— Premier cas. B et v sont réelles. Alors A = (a — #)2(8 — a)?(y —a)? > 0.
— Second cas. f et v sont non réelles. Alors elles sont complexes conjuguées. Autrement dit,
on peut écrire =1z +iyet y = — iy avec z,y €ER, y # 0. On a alors

A= ((@=Aa=1) 6= = (lo - A7) Qi) = ~45%la— Al < 0

Finalement, on voit que P a trois racines réelles si et seulement si A = —(4p3 +27¢%) > 0.

Remarque. Ce dernier résultat peut également s’obtenir a partir des formules de Cardan
donnant les racines de P en fonction de ses coefficients (voir 'annexe A).

- Le nombre A s’appelle le discriminant de P. De maniére générale, pour tout polynéme
Q, deg(Q) = n > 2, si z4,...,z, sont les racines de @, le discriminant de @ est défini par
A =Tl (z — z;)?. Comme A est symétrique en les 7, il s’exprime comme polynome en
fonction des coefficients de Q. On voit par ailleurs que @ n’admet que des racines simples
si et seulement si A # 0.
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EXERCICE 3 (FORMULES DE NEWTON). Soit un entier n > 2. On appelle sommes de
Newton les expressions

Sp =Y X! eR[X,,..., Xa]
i=1

Comme S, est symétrique, il s’exprime comme polynéme en les polynémes symétriques
élémentaires ¥, ..., Xa. On se propose de donner des formules simples permettant de
calculer le polynéme &, tel que S, = ®,(%1,...,Zn).

a) Soit (zi,...,%,) € R™. Pour tout p € N, on pose s, = Sr ;2 et pour tout ¢, on
pose 0; = i(T1y...,Tn), 0F = (—1)oi. Soit P = [[i,(X — z;). En remarquant que

= P
P = Z X2 montrer
i=1

Ve, 1<k<n—1, Se—Si8i+-+ (-1 'Teabi+ (-1)*kZ = 0. (%)

b) Pour tout p € N, donner une relation entre S,4p, Sn4p—1s---»9p-

Solution. Ona P = X"+0,X*1+-.-+0,_1X +o0,. Pour tout 7, la division euclidienne de P
par X — z; donne

P

T = X" @ o)X T (ot )X 3 4

SNt A LA

En sommant I’égalité (**) pour 1 < i < n, on trouve

n
P .
P = X; Xz = nX"‘l + (Sl + 11(7’1)X"—‘4 + (32 + 0';31 + nﬂ'lz)X"_s + -

4 (Sne1+ 01 Sn2+ -+ Op_g81 + nop_y).
Or on sait que P’ = nX"~! +(n—1)0} X"~ 2+---+0;,_;. En identifiant les coefficients, on trouve
VE,1<k<n-1, s + Sp-104 4+ -+ 5104y + kot = 0.

Autrement dit, si P = Si — Sp_1X1+ -+ (—l)k‘l.S'IEk_l + (—1)kk2k, on a Pk(zl, s ,17,,) =0,
et ceci pour tout (zj,...,2,) € R", donc P, =0 (1 <k < n—1) d’ou le résultat.
b) 1l suffit de remarquer que

! rp+1

. +n—-1
Vi, 2P P(z:) = 0 = 2" + 0] 40y r

+ rri,zi )
et en sommant cette égalité pour 1 <i<n:
0=8p4n + OlSppn_1+ -+ On_1Spp1 + arSp.

Ceci étant vrai pour tout (£1,...,%s) € R™ on en déduit que

Sp+" - 215,;4."_1 + -+ ("1)"_1211—15;;-0—1 + (—1)"2,.5,, = 0.
Remarque. En procédant par récurrence sur p, ces formules permettent de trouver facile-
ment les polynémes en X, ... , I, égaux a S,. Elles peuvent en particulier s’inverser (pour
1 < p < n), ce qui prouve que les I; (1 <12 < n) s’expriment comme des polynémes en les

S; (1 < i < n). Donc tout polynéme symétrique de R[X),...,X,] peut s’exprimer comme
polynéme en Si,. .., Sn.
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EXERCICE 4. (Cet exercice suppose la connaissance préalable de la théorie sur les séries
entidres) Un polynéme P € R[X,, ..., X,] est dit n-homogene si P est somme de monomes
de degré total n. Soit D, , la dimension de I’espace vectoriel des polynémes n-homogeénes de
R[X),...,X,]. Donner le rayon de convergence et la valeur de la série entiere 3 nry Dpn2”,
ainsi que la valeur de D, ,.

Solution. 11 est facile de voir qu’une base de Dp , est (X;" <+ Xp® a4 tap=n, donc Dy, =
Card{(ay,...,ap) € NP, a; + -+ ap, = n}. Ceci nous invite A considérer le produit de Cauchy

400
FR)=Q+z+22 4+ 42"+ P =) an2".

n=0

L’expression des coefficients d’un produit de Cauchy permet de remarquer que ay, est le nombre de
facons de combiner les puissances de z dans chacun des p termes du produit pour ue leur somme

soit n, c’est-a-dire ¢, = Dpn. Donc

" Dpne™ = £(z) = (1 e z)p.

n=0

Cette série entiére a pour rayon de convergence 1. Il reste & déterminer Dy . Comme f(z) =
1/(1 — z)P est la dérivée (p — 1)-eme de la fonction

1 1 1 =
(p—l)!l—zz(p—l)!zz ’

n=0

on a
_ @D (dp=1) _ s
Dy,n = @—1)! = C£+p-1'

Remarque. De maniére générale, si a4, ... ,¢, € N*, le nombre de p-uplets (ay,...,ap) €
N? tels que aja; + - - - + @y, = n est le coefficient de 2" dans la série entiére

f(z) = (1_1,,«“) "'(1—1z“»)'

Ce type de résultat rentre dans le cadre plus général de la théorie des fonctions génératrices,
qui s’avére étre un outil trés puissant pour estimner la valeur des paramétres de beaucoup
de structures combinatoires.

5. Problémes

PRrOBLEME 1 (TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE D’UN POLYNOME). On se fixe un
entier n > 1 et on note w = %™/,
a) Pour tout polynéme P € C{X], on définit les polynémes

Fuo(P) = E P(Wr) XY et FuP)= nfp(w-k)xk € C[X].

Si P € C[X] et deg(P) < n — 1, montrer que F,[Fo(P)] = nP.
b) Conséquence. Soit P € Z[X] vérifiant

(i) Vjez,|P) <1 (i) 3ke€{0,1,...,n—1} tel que P(w*) =0.
Montrer que (X" — 1) divise P.
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Solution. a) Ecrivons P = ag+ @1 X+ -+ a1 X" 1. Si 0 < k < n—1, le coefficient de X* dans
fd[fd(P)] est

n-1 n-1[n-1
[J-'d(P)](u"‘) = E P(wi)w-ik = E [Z aiwii] w-ik
J

y =0 j=0 Li=0

n-1 n—1
= E aCi = Z“‘ [E(wi—k)l] %)
=0 i=0

0<i,j<n-1
Sii# k, alors w'™* # 1 donc
(wi—k)n _ 1- (wn)i—k _

n—1 1
i—kvj _
E(‘*’ Y = 1—wi-kF 1 —wi-k =0.

§=0

Si i = k, alors w*~* = 1 donc

z_:(w"k)j =n.

n
j=0

Finalement, (*) s’écrit [Fa(P)](w*) = nax. Donc

n-1 n-1
FaFaP) = S [Fa(PYw X" = Y narX* =nP.
k=0 k=0

b) Commencons par effectuer la division euclidienne de Ppar X» - 1: P = (X" -1)Q+ R,
deg(R) < n — 1 et (Q, R) € Z[X] (le quotient et le reste sont a coefficients entiers car X" — 1 est
unitaire, voir la remarque 3 de la partie 1.3 — page 55). Pour tout entier j, on a P(w) = R(W)
dont R vérifie également (i) et (ii). Or deg(R) < n — 1, donc d’aprés a),

n-1 —_
R= ;ll-_fd[f,,(R)] = E [—E—I—Z%E—izl(j. (*%)
=0 »

Or Fa(R)(w™) = ) R(w)w™, done |Fa(R)(w™7)] < S |R(w)|, et R vérifiant (i) et (ii),

i=0
cette derniére inégalité entraine

n—1
< .
<= <1 (%)

'T«I(R)(w"')

n

R . . Fa(R)(w™ R
D’aprés (**), comme R est a coefficients entiers, on a FuR)(w™) € Z, donc d’aprés (*¥*¥),
n

RW w7
Fa(R)w™) =0, et ceci pour tout j, 0 < j < n —1. De (**) on en déduit R =0 et donc X" —1

. . n
divise P.

PROBLEME 2. 1/ Soit P € ({X] tel que Vn €N, P(n) € Z.

a) Montrer que P € Q[X].

b) Plus précisément, si d = deg(P), montrer que d!P € Z[X].

2/ Soit F € C(X) une fraction rationnelle telle que pour tout entier n € N qui n’est pas
un pole de F, F(n) € Q. Montrer que F € Q(X).

3/ Soit F € C(X) une fraction rationnelle vérifiant : pour tout entier n € N qui n’est pas
un pole de F, F(n) € Z. Montrer que F est un polynéme de Q[X ]
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Solution. 1/ a) Si P est constant, le résultat est évident. Sinon d = deg(P) > 1. Considérons
. . X -1 .
les polynémes d’interpolation de Lagrange L = I I (—-—:) pour 0 < k < d, de sorte que si

0gi<d k
T#k

jEN,0<j<d Li(j) =0sij#iet Ly(k) = 1. Le polynome Q = Ek o P(k)Li prend les
meémes valeurs que P aux d+ 1 points 0,1,... ,d. Autrement dit, P — Q s’annule en d + 1 points.
Ordeg(P-Q)<d,donc P-Q =0, et donc P = Q=X¢_,P(k)L; € Q[X] car P(k) € Z et
Ly € Q[X].

1
b) Remarquons que d'L; = (—1)47F d

m = C% est un

H (X — 1), et comme

D<|<d

k'(d k)!

entier, d!'L; € Z[X]. Donc d!P = Ek=0 P(k)- (d!Lk) € Z[X].
Remarque : On ne peut pas faire mieux. Par exemple, P = X(X —1)---(X —d+1)/d! est de degré
d et vérifie Vn € N, P(n) € Z.

2/ Nous allons en fait montrer le résultat plus fort suivant. Si F € C(X) vérifie (3N > 0,Vn €
N,n > N, si n n’est pas un péle de F', F(n) € Q) alors F € Q(X) (*).

Si F = P/Q ol P et Q € C[X] sont premiers entre eux, nous allons prouver (*) par récurrence
sur r = deg(P) + deg(Q) (si F =0, il n’y a rien a montrer). .

—r=0. Alors P et QQ sont constants et le résultat est évident.

- Supposons le résultat vrai jusqu’au rang r — 1 et montrons le au rang r. Quitte a considérer
1/F, on peut supposer deg(P) > deg(Q). Soit a € N un entier suffisamment grand. Par hypothése,
P(a)/Q(a) est rationnel et si

-1 _ P(“)] _ P ey = P(X)Q(a) - Q(X)P(a)
G-X—-a[F(X) o)) o P*(X)= @)X —a) ,
alors P* € C[X] et deg(P*) < deg(P). De plus Vn,n > a, G(n) € Q. On peut donc appliquer
’hypothése de récurrence qui entraine G € Q(X). Donc F = (X — a)G + P(a)/Q(a) € Q(X).

3/ D’aprés 2/, F € Q(X). Ecrivons F = E + P/Q, ou E, P et Q sont des polynémes de Q[X]
avec deg(P) < deg(Q). Quitte & multiplier F' par un entier, on peut supposer E € Z[X]. Comme
deg(P) < deg(Q) on a limp_ 4o P(n)/Q(n) = 0 et donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N,
|P(n)/Q(n)| < 1. Or E € Z[X], donc pour tout n € N,n > N, P(n)/Q(n) = F(n) — E(n) € Z.
Donc pour tout n € N, n > N, P(n) = 0. Donc P = 0 et donc F = E € Q[X] (& ce stade,
il faut diviser E par la constante par laquelle on ’avait multiplié au départ, c’est pour cela que

E € Q[X)).

PROBLEME 3. Soit P = X" +a; X" ' 4+ ---+ an,_1X + a, € ({X]. On note p > 0 le plus
grand des modules des racines de P, et on suppose que les @; ne sont pas tous nuls, de
sorte que p # 0.

1/ a) Montrer que p < sup{1, ¥ i, |a:|}.
b) Montrer que p < 1+ sup,¢;c,lail-

2/ a) On pose
flz)=2a" - (lail "t e 4 |anl) -
Montrer que f admet une racine strictement positive @, que si 0 < z < a alors f(z) <0,
et que si # > « alors f(z) > 0. Prouver ensuite (2" -Na<p<a.
b) Si R = sup, <<, |ai|'/*, montrer R/n < p < 2R.

Solution. 1/a) Si p < 1, c’est terminé. Sinon, considérons « € C une racine de P telle que |a| = p.
On a

a,. - a,

+

—0—u+a1+—+ T+ =

an—1
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donc
az Qp-1 ap
a=—a _T; ..... an—? - an-1’
ce qui entraine
|az] lan]
P=la|5|‘11|+—p—+'“+'p—,,—'_l—1- (*)

Comme p > 1, on en déduit p < ja;| + |az]+ - -+ |an]|-

b) Si p < 1, c’est terminé. Sinon, en posant @ = sUp;<icn la;|, Pinégalité (*) entraine

+o0
a a a
Sa+_+‘..+ Sa — = ———
g P pmt (,,Z{,p”) 1-1/p

etdoncp—1<adoup<l+a

2/a) La fonction g(z) = f(z)/z" est une fonction croissante (somme de fonctions croissantes)
strictement sur ]0, +oo[. De plus, elle vérifie

xl_l'l(l;l+ g(z) = —oco et xBToo g(z)=1.

Ceci montre qu'il existe @ > 0 et b > 0 tels que g{a) < 0 et g(b) > 0. D’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe donc & > 0 (compris entre a et b) tel que g(a) = 0. Comme g
est strictement croissante, on a g(z) < 0 pour 0 < z < « et g(z) > 0 pour z > a. Comme
f(z) = z"g(x), on en déduit

fla)=0, f(r)<O0pourl0<z<a, f(z) > 0 pour z > a. (%)

Ceci étant, inégalité (*) entraine f(p) < 0, d’oil on tire p < « d’apres (**).
1l reste a prouver l'inégalité (21/™ — 1)a < p. L’expression des coefficients d’un polynéme en
fonction de ses racines montre que

Vk,lSkSn, laklscﬁpk’

donc
n

n
V2 >0, Y lale" " <) Crptam Tt = (p4 o) - 2",
k=1 k=1

ce qui entraine
Vz > 0, flz) > z" - ((p+r)”-—m") =2z" — (p+z)".

Le terme 2z™ — (p + )" s’annule lorsque 21/rg = p 4 z, c’est-a-dire lorsque z = 2_1/ni'—l Ainsi,
—r i § in _
ST 1 5T7n _1 > a, ce qui entraine p > (2 1) a.

b) Pour montrer p < 2R il suffit de montrer « < 2R d’apres la question précédente. En vertu du
principe (**), on se raméne donc & prouver que f(2R) > 0. Par définition de R, on a lax] < R*
pour tout k, 1 < k < n.Sir = 2R, on a donc |ag| k< e f2F dolt

f (_/)__) > 0 et on en déduit grace a (¥*) que

- 1 1
las| 7> 4 lanoalrt laal S PG+ ) S

d’ou f(r) = f(2R) > 0.

— Montrons maintenant R/n < p. On a vu plus haut que Jaz| < Ckp* pour tout k, 1 <k < n. Or

1/k
Ck =n--(n-k+ 1)/k' < n*, donc |ax] < n*pt, doncsi 1 <k < n, l—a%— < p, d’ot le résultat.
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PROBLEME 4 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le but du probléme est de
prouver que tout polynéme de C{X] de degré > 1 admet au moins une racine dans C,
c’est-a-dire que le corps C est algébriquement clos.

1 / Premiére méthode. Soit P € C[X], unitaire, deg(P) > 1.

a) Montrer qu’il existe z € C tel que |P(2)| = inf,¢c |P(2)]-

b) Montrer que P(z,) =0

2/ Seconde méthode. Soit P € R[X] unitaire, d = deg(P) = 2"q avec ¢ impair et d > 1.
On veut montrer par récurrence sur n € N que P admet au moins une racine dans C.

a) a) Montrer le résultat pour n = 0.

B3) Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. On sait (voir le théoréme 5 de la
partie 2 6, page 62) qu’il existe une extension de corps K de C et z;,...,zq4 € K tels que
P =]I%,(X —=2;). Pour tout ¢ € R et pour 1 < i < j < d, on pose 3 _/,J(c) = x; +2; + ¢ %;T;.
Montrer que pour tout ¢ € R, il existe (2, j.) tels que y;_; (c) € C.

v) Montrer qu’il existe ¢ € R tel que #;_ + y;_ et #; ;. € C. Conclure.

b) En déduire le théoréeme fondamental de P’algebre.

Solution. 1/ a) Ecrivons P = X™ + a; X" '+ .-+ ap, X + a,. Pour tout z € C*, on a P(z) =
"1+ 2+ -+ &2, donc limy;| ;o0 |P(2)] = 400, et donc il existe M > 0 tel que pour tout
complexe z, |z} > M, |P(z)| > |P(0)|. Ceci entraine

inf |P(2)] = |z}2§w |P(2)]-

Or K = {2z € C, |z| € M}, fermé borné de C, est compact, et ’application z — |P(z)| étant
continue, il existe zg € K tel que |P(z)| = inf,¢x |P(2)}. On a donc |P(z0)| = inf.ec |P(2)I.

b) Raisonnons par ’absurde. Si |P(zy)| # 0, posons
P(ZU + X) i

QX) = —5 —PG) 2_% b XE.
Iei, by = Q(0) = 1l et b, # 0,donc k = inf{i € N, 1 < i< n | b # 0} existe bien. On peut d’ailleurs
écrire

Q(2) = 1+ b 2F[1 4 p(2)] avec lil’I(l) p(z) = 0.
Soit r > 0 tel que pour tout 2z € C, |z| < r, |p(2)] < 1/2.
Ecrivons by = |b|e*?, 6 € R. Soit p € J0, r[ et z = pe~*?+™/k On a
Q(2) = 1= |belo*[1 + p(2)]

d’otl 1
Q)] < |1 — [belp* | + [bip* o(2)] < |1 — [belp®] + '2'|bk|/"°-

Quitte 3 diminuer p > 0, on peut supposer 1 — |b;|p* > 0 et donc
1
Q) < 1~ Slbele < 1.

Ceci prouve que |P(z + z0)|/|P(z0)] < 1, donc que |P(z + 29)| < |P(z0)|, ce qui est absurde car
|P(z0)| = inf,ec |P(2)|. Donc |P(zy)] = 0, d’ol le résultat.
2/ a) a) Si n = 0, alors deg(P) = q est impair. Le polynéme P étant a coefficient réels et unitaire,
on peut écrire

P(z) ~yoc 27 et P(x) ~_n !

donc ¢ étant impair,
llm P(z) = et  lim P(x)=-—
T—r—00

T 00
On en déduit qu’il existe a € R* tel que P(a) > 0 et P(—a) < 0. Le fonction polynéme P étant
continue sur R, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € ] —a, af tel que P(c) = 0.
D’ol a).
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B) Fixons ¢ € R. Soit Q = H155<j5d(X — ¥i j(¢)). Les coefficients de @ sont des polynomes
symétriques a coefficients réels en les z;, et donc (voir le théoréme 1 de la partie 4.2, page 78) ce
sont des polyndmes 4 coefficients réels en les fonctions symétriques élémentaires des z;, qui sont eux
mémes les coefficients de P donc réels; ainsi, les coefficients de Q sont réels, c’est-a-dire Q € R[X].
On a deg(Q) = Card{(i,j), 1 <i<j<d}=3],(—1) =dd-1)/2=2"""g(d 1), oh
g(d — 1) est impair (car ¢ est impair et d est pair). On peut donc appliquer & Q 'hypothése de
récurrence, ce qui entraine 1’existence de (ic, jc) tel que ;. ;. (c) € C.
y) Notons T = {(i,j) € N?,1 < i < j < d}. D’aprés la question B), on peut construire une
application R = T' ¢ — (i, j.) telle que pour tout ¢ € R, ¥i..j.(c) € C. Comme R est infini et T’
fini, cette application n’est pas injective donc

JeeR,IC ER, c# ¢, tels que (i, Jc) = (er, Jer)-
Posons (r, s) = (i, jc). Du fait que
(zr + 2,) + c(z,2,) €EC et (z, +x,)+ ¢ (z,2) €C

avecc#£ c,ontire S==z,+z,€Cet P=rra; € C. Les éléments z, et z, sont donc les racines
de X2 — SX + P € C[X], ce qui permet facilement de conclure que z, € Cet z, € C. Le polynéme
P a donc au moins une racine complexe (on en a méme trouvé deux, «, et ).

b) Le raisonnement par récurrence de a) prouve que tout polynéme a coefficients réels a au moins
une racine dans C. On veut maintenant prouver le résultat dans C[X]. Soit F' = Ef_:(, a; X' € C[X].
On pose F = E?ﬂ, @G X, et on voit que P = FF € R[X]. Le polynéme P admet donc au moins
une racine complexe a, donc F(a)F(a) = 0, et donc F(«x) = 0 ou F(a) = 0. St F(a) = 0, c’est
terminé, sinon F(a) = 0 donc F(@) = 0, d’ot le résultat.

Remarque. La deuxieme méthode, plus longue, présente I'avantage de n’utiliser qu’une
simple conséquence de la topologie : tout polynéme de R[X] de degré impair admet une
racine réelle, résultat connu au dix-huitieme siécle.

PROBLEME 5 (EXISTENCE DE NOMBRES TRANSCENDANTS, NOMBRES DE LIOUVILLE).

On rappelle qu’un nombre complexe a est algébrique sur Q s’il existe un polynoéme P €
Z[X] non nul, tel que P(a) = 0. Dans le cas contraire, a est dit transcendant. On se
propose de prouver par deux méthodes différentes 1’existence de nombres transcendants.

1/ Meéthode non constructiviste. Montrer que 'ensemble des nombres réels algébriques sur
Q est dénombrable. Conclure.

2/ Méthode constructiviste. a) Soit a € R algébrique sur Q, racine de P € Z[X], deg(P) =
n > 0. S ¢ € Q, montrer que

Ja > 0, ¥Y(p,¢q) € Z X N, a.—f—) > 2:—.
q q
(Indication. On pourra remarquer que ¢"P(p/q) € Z.)
b) (Nombres de Liouville). Soit ¢ € R, a ¢ Q, tel que
* - P 1
Vk eN*, (p,q) €EZxN",q>2 telque ja—~|<—
q

(a est appelé nombre de Liouville). Montrer que « est transcendant.
¢) Montrer que @ = 572, 107% est un nombre de Liouville.

Solution. 1/ Pour tout n € N*, notons Z.[X] = {P € Z[X]), deg(P) < n}. L’application zrtl —
Za[X] (a0,...,an) = @0+ -+ an X" est bijective. Ainsi, Z**! étant dénombrable, Z,[X] est
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dénombrable, et donc Z[X] = UpeNZn[X] est dénombrable (réunion dénombrable d’ensembles

dénombrables).
Pour tout P € Z[X], deg(P) > 1, ensemble noté R(P) des racines de P est fini. Si A désigne
I’ensemble des nombres réels algébriques sur Q, on a donc

Ac |J RP)
Pez[x)
deg(P)21

et donc A est dénombrable (réunion dénombrable d’ensembles finis).
L’ensemble des nombres réels n’étant pas dénombrable, on en déduit qu’il existe dans R des
nombres transcendants.

2/ a) On a P{a) = 0 et P n’a qu’un nombre fini de racines, donc
(3n > 0), Vr €la—n,a+n),x#a, P(x)#0.

— Si p/q € [a—n,a + 1), alors p/qg # a (car a ¢ Q par hypothése), donc P(p/q) # 0.
Or ¢"P(p/q) € Z, et ce terme étant non nul, |¢"P(p/q)| > 1. D’aprés l'inégalité des
accroissements finis, si M = sup,¢[q—p,a4n) [F'()], 00 @

1
P(g) =lP(£)—-P((z)§M P _a| donc ‘l—‘—l 2—1—’1’(2)}2 .
q q q q M q Mg~
- Sip/q ¢ la—n,a+ 7], alors |p/q —a| > 9 >n/q".

On conclue de tout ceci que « = inf{1/M, 7} convient.

b) Supposons a algébrique. D’aprés la question précédente,

* - 4 «
In € N*, 3o > 0,V(p,q) € Zx N*, [ —;‘Z g

Fixons k € N*, k > n, tel que 2"~* < «. Par hypothése, il existe (p,q) € Z x N*, ¢ > 2, tel que
la — p/q| < 1/¢*. On a donc a/q” < |a— p/q| < 1/¢*, donc a < ¢"~* < 2"F < «, ce qui est
absurde. Le nombre réel « est donc transcendant.

c) Le développement décimal de a n’est pas périodique, donc a ¢ Q.
Soit n € N*. Le nombre p = 10™'(3_¢r_, 10~*') est un entier > 2, et avec ¢ = 10", on a

Pi n nn! = —k! = nnt=k!
¢ =10 > 10 = Y 10 .

a— =
k=n+1 k=n+1

Or,pour k>n+1l,onann! —kl=nlln—(n+1)---k] <n—k, donc

= T e 1 1 1
k;ﬂ 107 s k;ﬂ W =% - <h
et donc
o q" <1, Cclest-d-dire |a — Pl Eli.'

et ceci est possible pour tout n € N*. Finalement, le réel « un nombre de Liouville, donc transcen-
dant.

Remarque. Le résultat 2/ date de 1844 et est historiquement la premiére preuve d’existence
de nombres transcendants. Il n’admet pas de réciproque. Par exemple, 7 est transcendant,
et on sait que |7 — p/q| < 1/¢**%® n’a qu’un nombre fini de solutions (Chudnovsky, 1984).
7 n’est donc pas un nombre de Liouville.

— Le preuve 1/ est plus récente. Les notions d’équipotence introduites par Cantor datent
en effet de la fin du XIX-éme siécle.
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— §’l est relativement simple, avec 2/, de construire des nombres transcendants, il est
beaucoup plus difficile de dire si un nombre donné est transcendant ou non. Le sujet
d’étude 2 montre que e et ™ sont transcendants.

PROBLEME 6 (NOMBRES ALGEBRIQUES). Soient K et L. deux corps commutatifs, K étant
un sous corps de L. On dit que a € L est algébrique sur K sl existe P € K[X], P # 0, tel
que P(a) = 0.

1/ Pour tout a € L, on pose K[a] = {P(a), P € K[X]} et I, = {P € K[X], P(a)=0}.
a) Soit a € L algébrique sur K. Montrer que K[a] est un corps, de dimension finie en tant
que K-espace vectoriel.

b) Montrer que si Kla] est de dimension finie en tant que K-espace vectoriel, a est al-
gébrique sur K.

2/ Si K; C K, sont deux corps commutatifs, on note [K; : K;] € N* U {400} la dimension
de K, considéré comme un K; -espace vectoriel.
a) Soient K; C K; C Ky trois corps commutatifs. Montrer ’équivalence

(K, : K] < +00 et [Ks : K;] < +00) <= ([Ks 1 K] < 400).

On rappelle la notation de la partie 2.6. Si 4y,...,0, € L, 0on note K(a,, ... ,@a,) le plus
petit sous corps de L contenant K et ay, ..., .. Montrer que dy, ... ,dn sont algébriques
sur K si et seulement si [K(ay,...,a,) K] < +oo.

c¢) Montrer que A, I’ensemble des nombres algébriques sur K, est un corps.

3/ Si L est algébriquement clos, montrer que A est algébriquement clos.

Solution. 1/ a) L’ensemble I, est un idéal de ’anneau principal K[X], donc il existe un unique
polynéme P € K[X] unitaire tel que I, = (P).

Le polynéme P est irréductible dans K[X]. En effet, si P = QR avec deg(Q) < deg(P) et
deg(R) < deg(P), alors 0 = P(a) = R(a)Q(a) et donc Q(a) = 0 ou R(a) = 0, donc Q ou R
appartient & I, = (P) ce qui est absurde car les degrés de Q et R sont < deg(P). (P s’appelle le
polynéme minimal de a, deg(P) le degré de a).

Soit P’application ¢ : K[X] — L F = F(a). C’est un morphisme d’anneaux. Or Kerp = I, =
(P), donc Imp = Kla] est isomorphe a K[X]/(P). Le polynéme P étant irréductible, c’est donc
un corps (voir proposition 4 de la partie 2.5, page 62) de dimension deg(P) en tant que K-espace
vectoriel.

b) Soit n la dimension du K-espace vectoriel K[a]. La famille (1,4, ... ,a™) constitue un systéme
de n + 1 vecteurs de Kla], ces vecteurs sont donc liés. Autrement. dit, il existe zq, ..., Tn €K tels
que zo+z1a+ -+ zpa™ =0, avec les (zi)o<i<n non tous nuls. Donc siP=3 z; X', P(a)=0
et P # 0. Donc a est algébrique sur K.

2/ a) Condition nécessaire. [K; : K;] < 400 donc Ky est isomorphe comme K -espace vectoriel a
]I({IK’:K‘]. De méme Kj est isomorphe comme Ky-espace vectoriel a Kng:K’], a fortiori isomorphe
comme K; -espace vectoriel a ]K{ZK’:KZ] (comme K; C K3, tout isomorphisme de K;-espace vecto-
riel est un isomorphisme de Kj-espace vectoriel), donc isomorphe comme K; espace vectoriel a
(K{ln(z:&])[n(,;n(,]’ donc & ]K{lKJ:Kll'[KszKZ]_ Done [Ks : K] = [Ks : Ka] - [Ke : K1] < +o00.
Condition suffisante. K; C Ks donc [Kp : Ki] < [Ks : K] < 4oo.

Montrons maintenant [Ks : Kz] < +oco. Comme [Ks : Ki] < +oo, il existe une base finie
€1,...,¢en du K;-espace vectoriel K3. On remarque alors que €1, ... , €, €st une famille génératrice
finie de K5 vu comme un K; espace vectoriel. Donc [Ks : K2] < +oo.

b) Condition nécessaire. Procédons par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est une conséquence
de 1/. Supposons le résultat vrai au rang n, montrons le an rang n + 1. D’aprés ’hypothése de
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récurrence,
[K(ai,...,a,) : K] < +oo. Q)
@n+1 est algébrique sur K, a fortiori sur K(ay, ..., a,). Le résultat 1/ reste évidemment vrai si on

remplace K par K(ay,... ,a,) CL, donc
[K(a1,...,8n)(an41) 1 K{a1,...,an)] < +oo.

Or K(ai,...,an)(an41) =K(a1,...,an41), donc cette derniére assertion s’écrit
Klay,...,an41) : Ka,...,a,)] < +oo. (%)
De (*) et (**), on tire d’aprés 2/ a) [K(ay,...,an41) : K] < 400, d’ol1 la condition nécessaire.

Condition suffisante. Pour tout i, Ka;] C K(a;) C K{ay,...,an), donc K[a;] est un K-espace
vectoriel de dimension finie, et donc a; est algébrique sur K d’aprés 1/b).

c) Soient (z,y) € A%2. On a K(z — y) C K(z,y) donc comme [K(z,y) : K] < 400, on a [K(z — y) :
K] < 400, et donc & — y € A d’aprés 2/b). De méme si y # 0, comme K(zy~!) C K(z,y), on tire
zy~! € A. Finalement, A est un corps.

3/ Soit P=ap+a; X +--a, X" € AlX], P#0. Le corps L étant algébriquement clos,. il existe
a € L tel que P(a) =0, et donc d’aprés 1/a) appliqué au corps K{ao, .. . , a5), K(ao, . . . ,a,)[a] est
un corps (donc égal 4 K(aq, ..., en)(¢) = K(ao, ... ,an,a)) de dimension fini commeK(aq, . .. ,a,)-
espace vectoriel. Autrement dit, [K(aq, ... ,an,a) : K(aqo, ... ,ap)] < +00. Or [K(ag, ... ,a,) : K] <
+o0o d’aprés 2/b), donc d’aprés 2/a), [K(ao, ... ,an,a) : K| < 400, et donc ¢ € A d’aprés 2/b),
d’ott le résultat.

Remarque. En particulier, ensemble A des nombres complexes algébriques sur Q est un
corps algébriquement clos. On 'appelle la cliture alyébrique de Q (c’est la plus petite
extension de Q algébriquement close).

PROBLEME 7 (THEOREME DE KRONECKER). Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de de-
grén > 1 et irréductible dans Q[ X]. On suppose que toutes les racines de P sont de module
< 1. Montrer gu’alors P = X ou bien il existe k¥ € N* tel que P | (X* — 1). (Indication.
On pourra utiliser le résultat suivant, conséquence d’un exercice du tome d’Analyse : Si
a € R\ Q,alors (Ve > 0,3n € N*), |[e*™* — 1| < ¢.)

Solution. Soient ay,...,ay, les racines de P. Notons a € Z le terme constant de P. Le polynome
P étant unitaire, on a a; - - - an = (—1)"a. S’il existe i tel que |o;| < 1, par exemple || < 1, alors
le] = |ai| - |az - an] < a1} < 1, et comme a € Z, a = 0. Donc X divise P, et P étant irréductible
et unitaire, P = X.

Dans le cas contraire, on a |«;| = 1 pour tout i. Considérons pour tout entier k£ > 1, le nombre

T = (af = D(af —1)-- (& —1).

Pour tout k, m; s’écrit comme un polynéme a coefficients entiers symétrique en les «;, et donc
7y € Z d’aprés la remarque 3 de la partie 4.2 (page 79). Nous allons montrer qu’il existe k tel que
7, = 0. Raisonnons par I’absurde et supposons que 7 # 0 pour tout entier £k > 1. Comme 7 est
entier, ceci entraine || > 1 pour tout k > 1. Comme pour tout i, |a¥ — 1] < |a;[¥*+1=2,0n a
pour tout k € N*

k _ |7k 1
o1 = 1= |k — 1] -k — 1] Z 1 ()
De plus || = 1 donc il existe § € R tel que oy = . D’aprés l’indication et d’aprés (*), on a
6 € Q. Donc il existe k € N* tel que of = ¢%7%% = 1, donc m = 0, ce qui est contradictoire.

1l existe donc k € N* tel que 7 = 0, ce qui entraine Pexistence de i tel que af = 1, par exemple
of = 1. Soit X¥ — 1= P, ... P, la décomposition de X* — 1 en polynémes irréductibles unitaires
de Q[X]. Comme «; est racine de X* — 1, il existe i tel que P;(a;) = 0, par exemple Pj(a;) = 0.
Ainsi, P, et P ont «; comme racine commune et ne sont donc pas premiers entre eux dans Q[X]
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(Pégalité de Bezout UP; + VP = 1 appliquée & a; méne & une contradiction). Ces polynémes,
étant de plus irréductibles et unitaires, sont donc égaux. En définitive P = P; divise X* — 1.

Remarque. Dans le second cas, P est un polynéme irréductible dans Q[X] divisant X* 1.
C’est donc un polynéme cyclotomique (voir le probléme 9).

PROBLEME 8 (THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF). 1/ Soit K un corps commutatif de
caractéristique nulle (donc K est infini) et L. un surcorps commutatif de K. Le corps L est
un K-espace vectoriel. S’il est de dimension finie. on veut montrer qu'il existe z € L tel
que L = Kz] = {P(z), P € K[X]}.

a) Pour tout # € L, montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré minimal
M. € K[X] tel que M,(z) = 0 (M, s’appelle le polynéme minimal de z). Montrer que M,
est irréductible dans K[X]. '

b) Conformément i la notation de la partie 2.6, pour a4, ... ,a,, € L,on note K(a,,...,a)
le plus petit sous corps de L. contenant K et a,,...,a,. Soient z,y € L. On veut mon-
trer qu’il existe z € L tel que K(z,y) = K(z). On sait (voir le théoréme 5 de la par-
tie 2.6, page 62) qu'’il existe un surcorps M de L, commutatif, sur lequel M, M, soit scindé.
Autrement dit, dans M[X], on peut écrire

P q
M, = H(X -x), M, = H(X —y;) (avecz =z, =1).

=1 i=1

a) Montrer qu’il existe ¢t € K* tel que les nombres #; + ty; (1 < i< p, 1 < j < g) soient
deux A deux distincts.

B) On pose alors z = & + ty. Montrer le pged de My(X) et M,(z — tX) dans K(2)[X] est
X -y

7) Montrer que K(z) = K(«, y).

c) Montrer qu'’il existe z € L tel que L = K«z].

2/ Montrer que ce résultat reste vrai si K est fini.

Solution. 1/ a) Si n désigne la dimension du K-espace vectoriel L, les n 4 1 vecteurs 1,z,...,z"
de L sont linéairement dépendants sur K. Donc il existe P € K[X], P # 0, tel que P(z) = 0.

Donc I, = {P € K[X], P(z) = 0} est différent de {0}. L’ensemble I, étant un idéal de I’anneau
principal K[X], on voit qu’il existe M: € K[X], unitaire, tel que I, = (M,). Tout polynéme P
unitaire s’annulant en z est donc un multiple de M,. Ceci suffit pour affirmer que M, est 'unique
polynéme unitaire de plus bas degré s’annulant en z.

Supposons M, = PQ avec P,Q € K[X]. On a P(x)Q(z) = M,(z) = 0 donc P(z) = 0 ou
Q(z) = 0, donc deg(P) > deg(M.) ou deg(Q) > deg(M,), et donc M, est irréductible dans K[.X].

b) a) Les z; sont distincts. En effet, M, étant irréductible, M, et M/ sont premiers entre eux
dans K[X] (car deg(M.) < deg(M.) et M. # 0, K étant de caractéristique non nulle). Donc il
existe U,V € K[X] tels que UM, + VM, = 1, égalité qui vant aussi dans M[X]. Les polynémes
M. et M. sont donc premiers entre eux dans M{X] et n’ont donc aucune racine commune dans
M. On en déduit que M, n’a que des racines simples et les r; sont donc distincts. De méme, les y;
sont distincts,

Soit T = 3—1;'—:—?—’1,1 <L i <pl<j#ij'< q}. L’ensemble [' est fini et K est infini, donc il

i — Us'

existe t € K*, ¢t ¢ T. Ainsi choisi, £ convient (I'égalité z; + ty; = x; + ty;s entraine en effet t € I'si
J£feti=1sij=j).
B) Plagons nous pour commencer dans M[X]. Soit « € M une racine commune de M,(X) et
M (z — tX). Il existe j tel que ¢ = y; et il existe i tel que z — fa = z;, et donc z = z; 4 ty; donc
d’aprés o), comme z = ) +ty; = xr+ty,on ax; =z et y; = y, donc a = y. Par conséquent, dans
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M, y est la seule racine commune & My(X) et M;(z — tX). Ces polyndmes étant scindés sur M a
racines toutes simples, on en déduit que le pgcd de ces polynémes dans M{X] est X —y (*).

Ceci étant, soit D(X) le pged de My(X) et M(z—1tX) dans K(z)[X]. On peut écrire M, (X) =
P(X)D(X) et Mz(2—tX) = P,(X)D(X) avec Py, P, € K(2)[X] premiers entre eux dans K(z)[X].
Donc il existe U, V € K(2)[X] tels que UP, + V P; = 1, égalité qui vaut aussi dans M{X], donc P,
et P; sont premiers entre eux dans M[X]. Le pged de M,(X) et M.(z —tX) dans M[X] est donc
D(X), d’ot le résultat demandé d’aprés (*).

v) D’aprés 3), y € K(z). La relation z = z — ty montre que z € K(2). Donc K(z,y) C K(2). Or
z =z + ty donc K(2) C K(z,y). Finalement, on a prouvé que K(z2) = K(z, y).

¢) L’utilisation du résultat 1/b)vy) permet de montrer par récurrence sur m que si a;,... ,am €L,
alors il existe z € L tel que K(ay,...,am) = K(2).
Ceci étant, soit a,,...,a, une base du K-espace vectoriel L. On a L = K(ay, ... ,a,), et donc

il existe z € L tel que L =K(ay,...,a,) = K(z).

Il reste & montrer que K(z) = K[z]. Considérons le morphisme d’anneau ¢ : K[ X} — K[z] P +—
P(z). Avec les notations de 1/a), on voit que Kerp = {P,P(z) = 0} = I, = (M;). Comme
¢ est surjective, K[z] est isomorphe & K[X]/Ker ¢ = K[X]/(M;) qui est un corps car M est
‘irréductible (voir la proposition 4 de la partie 2.5, page 62). L’anneau K[z] est donc un corps, et
donc K(z) C K[z]. L’inclusion réciproque étant évidente, on a montré K[z] = K(z) =
2/ SiK est fini, LL est fini (c’est un K-espace vectoriel de dimension finie). On sait (voir la remarque
de D’exercice 9 de la partie 2.5 du chapitre I, page 9) que (L*,-) est un groupe cyclique. Soit z
Pengendrant. On voit facilement que L = K][z].

Remarque. Cet exercice utilise le résultat suivant, qu’il est utile de garder en mémoire.

St P,Q € K[X] et si . est un surcorps de K alors les pged de P et Q dans
K[X] et dans L[X] coincident.

PROBLEME 9 (POLYNOMES CYCLOTOMIQUES). Pour tout entier naturel non nul n, on
pose U, = {e***/" k € Z} c C. On dit qu’un élément z € U, est une racine primi-
tive n-iéme de 'unité si z engendre le groupe multiplicatif U,,. On note II,, ’ensemble des
racines primitives n-iéme de 'unité, et on pose

¢, = J[(x-9

131 88

(polynéme cyclotomique d’indice n). On suppose connus les résultats de exercice 4 de la
partie 1.4 (page 58) ainsi que ceux concernant ¢, 'indicatenr d’Euler.

1/ a) Calculer @, lorsque p est un nombre premier.
b) Montrer que Xn—1= 14, ®4- En déduire que pour tout n € N*, &, € Z[X].

2/ On veut prouver que les ®,, sont irréductibles dans Q[X].

a) Montrer que 'on peut écrire ®, = F,F,---F, avec les F; € Z[X], unitaires et irré-
ductibles dans Q[X].

b) Soit € une racine de F; dans C. Soit p premier, p { n. Montrer qu'’il existe i € N,
1 <i<rtel que Fj(é7) = 0.

c) Pour tout F = "1, az X* € Z[X), on pose F = Yo, @G X* € Z/pZ[X] (T désignant la
classe dans Z/pZ de = € Z). Montrer que pour tout F € Z[X], F(X?) = [F(X)].

d) Montrer que dans Z/pZ[X], ®, n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non con-
stant.

e) Montrer que i = 1, c’est-a-dire que F1(£") =0

f) Montrer que pour tout entier k premier avec n, F;(£*) = 0. Conclure.
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Solution. 1/ Posons w = ei*/n de sorte que U, =< w >. D'aprés la proposition 5 de la partie 2.2
du chapitre I (page 19),on all, = {w*, 1<k<p-LkAn= 1}, et donc deg(®,) = ¢(n) olt ¢
désigne I'indicateur d’Euler.

a) Le nombre p étant premier, on a ici II, = {w*,1<k<p-1}(otw= e27/P), et donc

1 Xr -1
= — — = = p~1
b= 57 [[(X-0=Fog =1+X++X""

€eU,

b) Soit w = e2i*/n Soit k, 0 < k < n — 1. Soit d l’ordre de w* dans U,. On a d | n. Par
ailleurs (w¥)? = 1, donc w* € Uy, et w* étant d’ordre d, on a méme w® € 4. On en tire (X —
w¥) | @4, donc (X —w*) | Hd]n ®,. Les w¥, 0 < k < n — 1 étant distincts, on en déduit que
X"-1= :;3 (X -®)IT1 djn Pd. Ces polynémes étant de plus unitaires et de méme degré (car

Y deg(®a) = Y4 #(d) = n), ils sont égaux.

Montrons maintenant par récurrence sur n € N* que @, € Z[X]. Pour n = 1, c’est vrai car ®; =
X —1. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n— 1 et montrons le au rang n. D’aprés P’hypothése
de récurrence, le polynéme P = H:L.. &, € Z[X]. Par ailleurs, on a X" — 1 =&, P (*). P étant

unitaire, on peut effectuer la division"euclidienqe de X™ — 1 par P dans Z[X] (voir la remarque 3
de la partie 1.3, page 55) :

(3Q,R€Z[X]), X"-1=PQ+R avec deg(R)<deg(P).
1l y a unicité du couple (Q, R) dans C[X] dans dans Z[X], et donc d’aprés (*), R=0et &, = Q.
Donc ®,, € Z[X], ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

2/ a) Soit ®, = G - - - G, la décomposition de ®,, en facteurs irréductibles unitaires de Q[X ]. Pour
tout i, il existe «; € N* tel que o;G; € Z[X].Onaa; - a,®, = (1G1) - -~ (¢,G,). En utilisant
le lemme de Gauss (voir ’exercice 4 de la partie 2.4, page 58, dont on utilise les notations), on a

ay---op =clay - a,®) = Hc(u;G;).
i=1

Or pour tout i, le polynéme F; = ;Gifc(a;G;) € Z[X) et on a &, = Fy---F,. Pour tout i,
F; € Z[X] est irréductible dans Q[X] et est unitaire puisque ®, est unitaire.

b) L’élément ¢ est racine de Fy donc de ®,, donc € €11,,. Or p est premier et p { n, donc pAn =1,
et donc €7 € II,,, d’oll €P est racine de ®,. Il existe donc 7 tel que F;(¢P) = 0.

c) On montre cette relation par récurrence sur m € N, oit m = deg(F). Pour m = 0, c’est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang m—1 et montrons au rang m. Ecrivons F = Y jeq @& X L
G + a X™. D’apres hypothése de récurrence, on a G(X)P = G(X?). Or

p-1
P =@ +aXY =G +a? X™ + 3 CEG am kX0,
k=1
et commepour 1 <k<p-—1,p]| C”f et Gm? = @y, on en déduit
FX) = G(X)P +TmX™ = G(XP) + Gu(XP)" = F(xP).

d) Supposons &,, = az—P— dans Z/pZ[X]. St R =[] a;» ®4 € Z[X],on a X" —1 = ®, R d’apres
d#n

1/b), et donc X" — i=%,R= 623’- (avec S = PR), d’olt par dérivation

ax" ! = 2Q_§'§+62§' donc @ |mX""L.
Donc @ | BX™. Or Q | (X" —7) donc Q divise la différence, c’est-a-dire Q|7 Orptndonc
n# 0, et donc Q est constant.

e) Comme F;(¢?) = 0, Fi(X) et Fi(XP) ne sont pas premier entre eux dans Q[X] (I’égalité
de Bezout U(X)Fi(X) + V(X)Fi(X?) = 1 avec U,V € Q[X] appliquée 4 X = £ mene a une
contradiction). De plus Fy est irréductible dans Q[X] donc Fi(X) | F;(X?) dans Q[X]. Comme
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F) est unitaire, F1(X) divise F;(X?) dans Z[X] (voir la remarque 3 de la partie 1.3, page 55). On
en déduit que Fy(X) | Fi(X?) = F(X)?. Ceci étant, soit P € Z/pZ[X] un facteur irréductible
de 77 dans Z/pZ[X]. On a P | Fi(X)? donc P | F;(X). Par conséquent, si i # 1, on voit que
P | €, = F - - Fy, ce qui est impossible d’aprés la question précédente. On a donc i = 1.

£) Soit k premier avec n. Ecrivons k = pyp, - - - p,, les p; étant des nombres premiers. Nous allons
prouver par récurrence sur s que Fy(¢€*) = 0. Pour s = 1, c’est le résultat de la question précédente.
Supposons la résultat vrai au rang s — 1 et montrons le au rang s. Comme kAn = 1, on a
p1---Ps—1 An = 1, donc d’apres ’hypothése de récurrence Fy(€Pr"P*-1) = 0. Or p; An = 1 donc
Fy[(gPrPe-1)P¢] = Fy(£¥) = 0, ce qui achéve le raisonnement. par récurrence.

Pour tout nombre premier k premier avec n, on a donc Fi(£¥) = 0. Or ¢ € II,, donc II,, =
{€*, k An = 1}. Tous les éléments de II,, sont donc des racines de Fy, ce qui prouve que &, = Fi,
donc ®,, est irréductible dans Q[X].

Remarque. Avec 1/a) et 2/, on retrouve le résultat 3/b) de ’exercice 4 de la partie 1.4

(page 58).
Une jolie application des polynémes cyclotomiques est donnée a ’exercice suivant.

PRrOBLEME 10 (THEOREME DE WEDDERBURN : TOUT CORPS FINI EST COMMUTATIF).
Pour faire ce probléme, il est nécessaire de connaitre la partie 1/ de 1’exercice précédent
ainsi que I’équation aux classes (voir chapitre I, partie 2.4).

Soit K un corps fini. On veut montrer que K est commutatif. Pour cela, on procéde par
récurrence sur Card(K). Si Card(K) = 2, le résultat est évident. On suppose maintenant
que pour tout corps L tel que Card(L) < Card(K), L est commutatif (). Nous allons
montrer que K est lui aussi commutatif. Nous raisonnerons par ’absurde en supposant K
non commutatif.

a) Soit Z le centre de K, c’est-d-dire Z = {z € K | Vy € K,zy = yz}. Montrer que Z
est un sous corps de K puis si ¢ = Card(Z), prouver qu’il existe n € N, n > 2, tel que
Card(K) = ¢".
b) Pour tout z € K, on pose K, = {y € K | yx = zy}. Prouver qu’il existe un entier d
divisant n tel que Card(K,) = ¢°.
¢) Montrer que I'on peut écrire
Card(K')=¢-1+4 Z,\ll—l:_—l
d|n ) q- 1’
d#En
ol les )\, sont des entiers.
d) En observant que le polynéme cyclotomique @, divise (X" —1)/(X%~1)sid | n, d # n,
montrer que K est commutatif.

Solution. a) Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME. Soient L) C Ly denz corps finis, avec Ly commutatif. Alors il eziste

k € N* tel que Card(Ly) = (Card(L,))F.
En effet, L, étant un sous corps commutatif de ILy, L» est un Lj-espace vectoriel, de dimension
finie k car LL, est fini. Le corps s est donc isomorphe comme IL;-espace vectoriel & L%, et on en
déduit que Card(LLz) = Card(L¥) = (Card(L,))*.

Ceci étant, on vérifie facilement que Z est un sous corps commutatif de K. D’aprés le lemme, il

existe donc n € N* tel que Card(K) = (Card(Z))". Or K # Z (car K n’est pas commutatif alors
que Z D’est), donc n > 1, d’on le résultat.

b) On remarque ici aussi que pour tout z, K, est un sous corps de K. Si K, = K, alors on a
Card(K,) = Card(K) = ¢". Sinon, K, est strictement inclus dans K et donc d’apres (*), K.

est commutatif. On peut donc appliquer le lemme qui entraine Pexistence de k£ € N* tel que
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Card(K) = (Card(K;))¥ (). Par ailleurs, Z est aussi un sous corps commutatif de K;, donc
d’aprés le lemme il existe d € N* tel que Card(K;) = (CardZ)? = ¢?. Avec (**), on trouve donc
¢* = Card(K) = (Card(K.))* = (¢%)* = ¢*. Donc n = dk, ce qui entraine que d | n, d’out le
résultat.
¢) C’est I’équation aux classes appliquée au groupe multiplicatif (K*, ). En effet, le centre de ce
groupe est Z*. Avec les notations de la partie 2.4 du chapitre I, on a
Card(K*)
Card(K*) = CardZ* —_—t
ard(K") = Card2” + I%: Card(S,)
ot S, désigne le stabilisateur de z, c’est-a-dire S; = {y € K* | zy = yz} = K. D’aprés la
question précédente, il existe donc d € N* divisant n tel que Card(S;) = ¢¢ — 1, et d # n (car
z € 0 et # N Z* = @). Si maintenant pour tout d | n, Ag désigne le nombre de z € 6’ tel que
Card(S;) = ¢% — 1, on peut réécrire I’équation aux classes sous la forme

n—1
¢ -1=Card(K')=(¢ - 1)+ E Ad (Z(,—_—l—> . (%)
din
d#n

d)Sid|n,d#n,ona

X"—1=<1>,.Hq>e=q>,.(nq>e) II & |=2-(x-1) II 2|,

eld eln efn

eln
egn,efd e#tn,eld

eFEn

donc &, divise (X" — 1)/(X? — 1) dans Z[X]. Ceci étant vrai pour tout diviseur d de n distinct
X" -1 R

de n, &, divise Z ’\dﬁ dans Z[X]. Comme de plus ®, divise X” — 1 dans Z[(X], il di-

din
d#n
_ . X" -1 » . -1
vise ((X" —1)— E Ad %71 dans Z[X]. Donc ®,(g) divise |(¢" — 1)~ E /\dﬁ_——l , et ce

d|n din

d#En d#n
dernier égale ¢ — 1 d’aprés (***). Donc [®a(g)| < ¢— 1. Or n > 2 donc |<I>,,(q)r‘—‘ [Teen, la—€1>
;”__E'l') |g — 1} > |g = 1|, ce qui est absurde. Le corps fini K est donc commutatif. Le raisonnement
par récurrence est ainsi achevé et montre que tout corps fini est commutatif.
Remarque. Si on veut trouver un corps non commutatif, il faut donc que celui ci soit infini.
Historiquement, le premier corps non commutatif découvert fut le corps des quaternions,
par Hamilton en 1843. (Le corps H des quaternions est un surcorps de C. Ses éléments
sont des quadruplets a + bi + ¢j + dk, munis de la loi d’addition usuelle et d’une loi de
multiplication associative et distributive par rapport a l'addition, vérifiant ij = —ji = k,
jk = —kj =i, ki = —ik = j et i = j* = k* = —1. Le lecteur motivé pourra bien siir
vérifier que 1’on a bien affaire & un corps).

PRrOBLEME 11 (POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF ET APPLICATIONS). Soit I = [-1,1]. On
muni C(I,C) (espace vectoriel des fonctions continues de I dans C) de la norme ||.||o
définie pour tout f € C(I,C) par ||flle = sup,¢; |f(2)|. De méme, si f: R — C est 27
périodique, on note || fljo = sup,ex |f(2)l-

Pour tout » € N*, onnote T, : I — R & +— cos[narccos(x)] et Up = T}, /(n+1).
On suppose connus les résultats sur les polynémes d’interpolation de Lagrange (voir la
partie 2.4).

1/ Montrer que T, et U, sont des fonctions polynémes de degré n. Aprés avoir expliciter
U,, calculer ||yl et ||Unlloo-
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(2i — D)r
2n
P € (X] de degré n — 1 peut se mettre sous la forme

2/ Soit n € N*. Pour 1 < 7 < n, on pose x; = c0s ( ) Montrer que tout polynéme

T.(X)

P(X) = %Ej:(—l)'_l\fl - :1:,.2 P(T,)Y'_—:‘r—:

3/ a) Soit P € C(I,C) une fonction polynéme de degré n — 1 telle que pour tout = € I,

[v/1—z2P(z)| < 1. Montrer que || P/ < n.
b) Soit §: R — C 8+ S p_; i sin(k@) avec les p; € C. Si ||S]|lo = 1, montrer que

5(8)

- <n
sin

V8 € R\ 7Z,

4/ Théoréme de Bernstein. Soit g : R — C 8 — Y7 _, Me'™, olt les Ay € C. Montrer
que [|9'llec < 7llg]loo- '
5/ Théoréme de Markov. Soit P € ({X], deg(P) = n € N*. On regarde P comme un
élément de C(I,C). Montrer que || P'|joc < 7°[|Pl|oo-

Solution. 1/ Soit = € I. Posons # = arccos(x). On a

[n/2]
Ta(z) = R|(cosd + isinh)"] = Z (—=1)¥C2* cos™~ 2k g sin** 0
k=0
[n/2] (»/2
= Z (=1)¥C2* cos™ ¥ (1 — cos® )k = Z C2kgn=2 (32 — 1)k,
k=0 k=0

Ainsi, T}, est une fonction polynéme de degré n (son terme dominant est 3 ocpx<p, C2* #£ 0). Donc
Up =Ty 1/(n + 1) également. -

] , _ n+1
Slxe]—l,l[,onaTn+1(z)—‘m'(_

sin[(n + 1) arccos(z)]), et donc

sinf(n + 1) arccos(x)]
sin[arccos(x)] ()

Un(z) =

Sur I, comme T,(z) = cos[n arccos(z)], on a [Tn(z)| < 1. Or T,(1) = 1, donc [|Tn |l = 1.
Ceci étant, on montre facilement par récurrence sur n que V6 € R, |sin(nf)| < n|sin(9)|. D’aprés
(*),on adonc Ve € I, |Un(z)| <n+1. Or lim:;lx Un(z) =n + 1. Donc ||{Upllee =+ 1.

2/ Si1 <i<n,onaT,(z:;) = cos[narccos(s;)] = cos[(2i — 1)7] = 0. Les n valeurs distinctes
(zi)1<i<n sont donc des racines de T,. Or deg(T,) = n, donc il existe A # 0 tel que Ta(X) =
MX —z1) (X = zn).

La théorie des polynémes d’interpolation de Lagrange permet d’affirmer (voir 2.4) qu’il existe
un unique polynéme de degré < n — 1 valant P(z;) en #;. Ce polynome est donc P et on a (voir
la remarque de la partie 2.4) :

s P
P(X) = Ta(X) ; (X — 2)Th(x:)
Or Ti(z;) = nUp_1(2:) = (“l)i_ln/\/f—_:n? d’aprés (*), d'oit le résultat.

3/ a) L’égalité précédente montre que

Tn(x)

r— g

1 n
Ve €I~ {z1,...,xa}, |P(T)'S;E

i=1
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Tu(z)

I - X

_ fn(r) car Tn(z) > 0 et z — x; > 0, donc
— T

Si £ € ]z, 1], on a pour tout i égalité

1~ Tn(z) 1
P < - BN = LT (x) = Une <n.
PS5 Y120 = (T = Unea(e) 0
On montrerait de méme que sur [—1, z,[, |P(z)| < n.

Si maintenant r € [z, #1], alors

\/1—z2>\/1—z¥=sin(l)>—2—-l=£
- 2n/ T 1 2n n

(Vinégalité sin @ > 20 sur [0, 7/2] se montre facilement, par exemple en utilisant la concavité du
sinus sur [0, 7/2]), donc |P(z)| < 1/V1— 22 < n, d’oll le résultat.

b) L’expression (*) donnant U, s'écrit aussi V6 € R\ 7Z, Un-1(cosf) = sin(nf)/ sin(6).

Si P désigne le polynéme Y ¢_; prUs—1, P est degré < n—1 et vérifie P(cosf) = S(#)/sinb
pour 8 & 7Z. Or ||S|jc = 1, donc pour tout 8, |P(cosf)|-|sinf| < 1, ce qui entraine que pour tout
z € I, |P(z)]v1 —z? < 1. Donc d’aprés la question précédente, on a [IPJlc < n, ce qui entraine
que pour tout 8 ¢ 7Z, |S(8)/sinf| < n.

4/ Fixons f € R. Quitte & diviser g par ||g||c, on peut supposer [lgllec =1 (si g = 0, le résultat est
évident). Soit S P’application définie sur R par S(6) = 3[g(fo +6) — g(6 — 0)]. Comme Lei(Bot®)
€!(®o=9)] = i(sin §)e***, on voit que S a la forme de 3/b), et donc si § & 7Z, 1S(9)/sinb| < n. On

en déduit

() . S(6)
o = 1tim SO 2 liim 2O < 1.
|g'(60)| :1_2? 9 %‘gf sinf| ="

Ceci est vrai pour tout 6y € R, d’ot le résultat.

5/ La encore, quitte & diviser P par ||P||oo, on peut supposer ||Pllo = 1 (le cas P = 0 est évident).
Posons g(f) = P(cos8) = P[(e*® + €~*?)/2]. Cette application a la forme de Papplication g de 4/,

et donc on a

Vo eR, |¢'(8)] =|sinf]-|P'(cosb)| < n.
Cette inégalité entraine que sur [—1,1], on a V1 — z2|P/(z)| < n, donc d’aprés 3/a), |P'(z)] < n?
sur I. D’ou le résultat.
Remarque. Les polynomes T, (resp. U,) s’appelle les polynémes de Tchébycheff de pre-
miére espéce (resp. de deuxiéme espéce).
— La lecteur pourra facilement vérifier que :

- Pour 4/, (J|¢'ll = nllgll) <= (@71€G 9(0) = v sinnb).
- Pour 5/, (||P'|lc = n*||Pll) <= (I7€C, P= vT,).

6. Sujets d’étude

SUJET D’ETUDE 1. Soit p un nombre premier. Pour alléger les notations, on pose F, =
Z/pZ.

1/ Soit K un corps commutatif contenant [F,. Montrer que pour tout R € F,[X] et pour
tout # € K, on a pour tout n € N la relation R(«*") = (R(z))" .

2/ a) Soit Q € F,[X] irréductible dans F,[X] de degré d. Soit n € N*. Montrer que
Q | (X?" — X) si et seulement si d | n.
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b) Pour tout n € N*, on note K I’ensemble des polyndmes unitaires irréductibles de
F,[X], de degré n. Montrer que

-x=II{ IT @

dn \Qek}?

3/ Pour tout n € N*, on note I’ = Card(K}').
a) Montrer que p* = 3, dI.
b) Montrer que pour tout n E N*, I # 0.

4/ Une application aux corps finis (on rappelle que tout corps fini est commutatif, voir le
probléme précédent).

a) Soit K un corps fini. Montrer qu'il existe un nombre premier p et un entier n € N* tels
que Card(K) = p”. Réciproquement, si p est un nombre premier et si n € N*, montrer qu’il
existe un corps fini K de cardinal p".

b) Soit K un surcorps de F, tel que Card(K) = p" avec n € N*. Soit P € K. Montrer
qu’il existe z € K tel que P(z) = 0.

¢) En déduire que deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Solution. 1/ Le corps K contenant. IF,, il est de caractéristique p. Ceci étant, pour tout z,y € K|

on a
-1

(r+u)”—r"+y'"+ZC’° T
k=1
carsil<k<p-1,p]| Cl’f et K est de caractéristique p.
Par récurrence sur n € N*, on en déduit que pour tout entier n € N, (z +y)?" = 2P 43", puis
par récurrence sur k, on montre que pour tout (z;,...,z;) € K*, pour tout n € N,

(F1+-+m) =2 442

Par ailleurs, pour tout a € F,, a? = a donc (par récurrence), pour tout n € N, a" =a.
Ceci étant, soit R=ag+ a1 X + -+ agX? €, »[X]. Pour tout # € K,, on a

P d
R(:r)” (Z a;r ) = Z (L‘,‘-’n(m")”" = Z a;(zP" )’ = R(zP").

=0 i=0 i=0

2/ a) Le polynéme Q étant irréductible dans F,,[X], K = F,[X]/(Q) est un corps; K est d’ailleurs
un F,-espace vectoriel de dimension d, donc isomorphe (comme Fp-espace vectoriel) a IF;,’, d’out
Card(K) = Ca.rd(IF;f) = p?. Le groupe multiplicatif K* est donc d’ordre p? — 1, et donc pour tout

yekr, ypd‘l = 1, ce qui entraine (ue pour tout y € K, y”d =y, et par récurrence sur k :
VeK VkeN, " =y (%)

Ceci étant, montrons 1’équivalence demandée.
Condition suffisante. Supposons d | n. En notant X la classe de X dans le corps F,[X]/(Q) =

on a d’ a.ptes (*), X" =X pour tout ¥ € N. Comme d | n, on en déduit X" =X, cest-a-dire
QI(x*" - X). .

Condition nécessaire. Supposons Q | (X?" — X), c’est-a-dire X" = X. Soit y € K. 1l existe
R € Fp[X] tel que y = R(X), donc y*" = R(X)P" = R(an) = R(X) = y (). Effectuons
maintenant la division euclidienne de n par d : n = gd + r, 0 < r < d — 1. La relation (**) s’écrit
(ypq‘)pr =y, et d’aprés (¥), on a " =y On a donc y* ! = 1 pour tout y € K*. Or K*, sous
groupe multiplicatif fini d’un corps commutatif, est cyclique (voir la remarque de I’exercice 9 de la
partie 2.5 du chapitre I, page 26). Il existe donc y € K* d’ordre p? — 1. Or on a vu que " ~! = 1.
comme 0 < r < d, ceci entraine r = 0, c’est-a-dire d | n.
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b) Commengons par montrer que X?" — X est sans facteur carré non constant dans F,[X]. Sup-
posons X" = Q?P, avec P,Q € F,[X]. Par dérivation, on a ;J"X‘"“’1 —1=2QQ'P + Q*P' donc
Q| (@"XP -1 —1) = (1) (p" = 0 dans F,), et donc Q est constant.

Le tesultat precedent entralne que dans la décomposition de XP* — X en facteurs irréductibles
de Fp[X): XP - X = H‘_I Q{"*, on a «; = 1 pour tout i. Or d’aprés la question précédente, pour

tout i on a Q; € K¢ avec d | n. On en tire (X?" — X) | [14, (HQeK:

Pour tout entier d, d | n, et pour tout Q € K;', on a Q| (X" — X). Ces facteurs Q étant
irréductibles, ils sont premiers entre eux deux & deux, et donc [] din (quxg Q) | (X*" - X). On
conclue & I’égalité en remarquant que ces polynémes sont unitaires.

3/ a) Cette relation se déduit de 2/b) en passant aux degrés.

b) 3/a) entraine que pour tout n € N*, nI}} < Zdl" dI;f = p™. Si on fixe maintenant n € N*, on
en déduit

nI;':p"-—Z(lId>p "ZP >p" —'ZP =p" I,_lp >0.

din din
d#n d#n

4/ a) Soit p la caractéristique de K. On a p # 0 car K est fini, et p est premier (voir la partie 1.1
proposition 1, page 54). Notons e ’élément unité de K. L’application ¢ : Z — K n + ne est un
morphisme d’anneaux et Ker ¢ = pZ.Si K’ =Im ¢ C K, K’ est isomorphe 4 Z/Ker ¢ = Z/pZ =T,
et c’est donc un sous corps de K isomorphe & [F, (K' s’appelle le sous corps premier de K, voir la
partie 1.1, définition 4, page 54). Le corps K apparait alors comme étant un K' espace vectoriel,
de dimension finie n car K est fini. Le corps K est donc isomorphe (comme K -espace vectoriel) &
K'", donc Card(K) = Card(K'") = (Card(K'))"* = (Card(F,))" = p".
Réciproquement, soit p un nombre premier et n € N*. D’apres 3/b), K # @. Soit P € K7.

K = F,[X]/(P) est un corps (car P est irréductible), de cardinal p” car K est 1 un [F, espace vectoriel
de dlmensnon n.

b) Le groupe multiplicatif K* étant de cardinal p™—1, pour tout z € K*, z?"~! = 1, donc pour tout
z €K, z¢" = z. Autrement dit, les éléments de K sont tous racine du polynome XP" — X . Le degré
de ce polynéme étant p"™ = Ca.rd(]K) on en déduit que les racines de X?" — X sont exa.ctement les
éléments de K. Or d’aprés 2/b), P | (X?" — X), donc il existe = € K te] que P(z) =

¢) Soit Py € Hq,‘ soit K un corps de cardinal p”. La caractéristique de K est p (en effet, c’est un
nombre premier qui de plus divise p™ car (K, +) est un groupe d’ordre p"), et on a vu au 4/a) que
FF, est isomorphe & un sous corps de K. Autrement dit, & un isomorphisme prés, K est un surcorps
de Fp, et donc d’aprés 4/b), il existe ¢ € K tel que Pu(:v(,) = 0.

Soit ® le morphisme Fp[X] — K Q > Q(z0). On a Ker ® = {Q € F,[X], Q(z0) = 0}. C’est
un idéal de F, [X] donc prmc:pal Soit P unitaire tel que Ker ® = (P). On a Py € Ker ® = (P) et
Py est 1rteduct1ble donc P = P, et donc Ker & = (Py).

Donc Im & est isomorphe & F,[X]/ Ker ® = F,[X]/(Py). Ce dernier est un Fp-espace vectoriel
de dimension n, donc de cardinal p"*, et donc Im @ est de cardinal p”. Or Card(K) = p", donc
Imé=K

En résumé, K est isomorphe au corps F,[X]/(Po), et ceci pour tout corps K & p™ éléments. Deux
corps de méme cardinal sont donc isomorphes.

SUIJET D’ETUDE 2 (TRANSCENDANCE DE ¢ ET DE 7). 1/ Si F € (/X], (deg(F) = n), on
définit (avec F(Y = F par convention) :

'D(F):gﬂk)zzn:ﬂk):.—F+F’+...+F(")_

k=0 k=0
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a) Si F € (fX] et a € C, montrer que

e*D(F)(0) = a/ﬂl e* "I F(at) dt + D(F)(a).

b) Soit Q € Z[X]et p € N, p > 2. Si F(X) = Q(X)X?~'/(p — 1)!, montrer que D(F)(0)
est un entier vérifiant D(F)(0) = Q(0) (mod p).

2/ (Transcendance de €). On rappelle qu’un nombre transcendant est un nombre non
algébrique sur Q. Supposons e algébrique. Alors il existe Q € Z[X], Q@ # 0, tel que
Q(e) = 0. Soit n = deg(Q). Pour tout nombre premier p, on note

X7~
(p-1)!

a) Si k € N,1 < k < n, montrer que D(F)(k) est un entier divisible par p.
1

B(X)= o—gyl(X = 1) (X = a)]".

b) Si k€ N,1 < k < n, montrer que lm e*=OF (kt)dt = 0.

p—»oo 0

c¢) Conclure.

3/ (Transcendance de 7). Supposons 7 algébrique sur Q.
a) Montrer qu’alors ir est algébrique.
Il existe donc Q = dX"+d; X" 1 +---+d,_1 X +d, € Z[X],d # 0, tel que Q(ir) = 0.
Soient wy,...,w, les racines de @, de sorte que ) = d(X — wl) (X = wy)
b) Si ® € Z[X,,...,X,) est symétrique, montrer que ®(dw;,...,dw,) est un entier.
Comme il existe k tel que wy = im, on a [T;.,(1+¢€“*) = 0, ce qui en développant s’écrit

aussi
2" -1

1+ ) e¥ =0,
j=1

Qy,...,0zn_y étant les nombres de la forme )", ,w;, I étant une partie non vide de
{1,...,n}. Supposons que C de ces 2" — 1 nombres soient nuls. Si m = 2" -1 - C,
on peut, quitte 4 renuméroter, supposer que les &; non nuls sont a;,...,on.
c) Montrer que si un polynéme ® € Z[X,,..., X,] est symétrique dans Z[X,,...,Xn],
alors ®(day,. .. ,day,) est entier.

Pour tout nombre premier p, on pose

dme+p—1 Xp-1
(p—1)!

d) Montrer que 3 ;., D(F,)(e4) est un entier divisible par p.
e) En procédant comme au 2/, conclure.

B (X)= (X —ay)-- (X = am)l .

Solution. 1/ a) On pose f(t) = e~ “D(F)(at). Comme D(F) = D(F) — F, on a pour tout
t e [0,1): f'(1) = —ae""D(F)(at) + ae~*D(F)(at) = —ae~* F(at), et donc par intégration
f(1)— f(0) = ~a ful e~ " F(at) dt, d’oli le résultat compte tenu de la valeur de f.

n Xk+p—1

b) Ecrivons Q = Y k=0 ax X%, de sorte que F = Za"ﬁ Alors
k=0

D(F)(0) = Z k_(f:z:—[j—l)')' = ap + Zuk(k +p—1).-
k=0 F=1

donc D(F)(0) est un entier qui vérifie D(F)(0) = ¢y = Q(0) (mod p).
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2/ a) Fixons k € N, 1 < k < n. Si G(X) = Fp(X + k), on voit facilement que G a la forme
G(X) = (TE%[X - H(X)] avec H € Z[X], donc d’aprés 1/b), N = D(G)(0) = D(F,)(k) est un
entier vérifiant N =0 (mod p).

b) Sit €[0,1], ¥ F,(kt)| < ekkP~[n"]P /(p — 1)!, donc

1 knn)p—l
K- (Kt dtl <n" ey
l./o ¢ plkt)di| < n (p—1)!

Or limp—. oo [En"JP~1/(p — 1)t = 0, d’oit 2/b).

c) Ecrivons Q = ao + a1 X + - - -+ a, X™, avec Q(e) = 0 et Q # 0. Quitte & diviser Q par X, on
peut supposer ag # 0.
Pour tout nombre premier p, on pose

n 1 n

S, = Eakk/ FODF,(kt)dt et T, =Y axD(Fp)(k).
k=0 0 k=0

D’aprés 1/a), on a [Yr_, axe*|D(Fp)(0) = Sp + T, Or 3%, are* = Q(e) = 0, donc S, + T, =

0 (+). D’aprés 2/a), pour k €N, 1 <k < n,onaD(Fp)(k) =0 (mod p) donc d’aprés 1/b) :

T, = ZakD(Fp)(k) = agD(Fp)(0) = ao(—1)P"(n!)’ (mod p).
k=0
Or ap # 0, et donc pour tout nombre premier p supérieur a max{|ag|,n}, on a T, # 0 (mod p).
T, est donc un entier non nul, et vérifie donc |Tp} > 1. Or d’aprés 2/b), limy .0 Sp = 0, ce qui est
absurde d’aprés (*). Le nombre réel e est donc transcendant.

3/a) Avec le résultat du probleme 5, c’est immédiat. En effet, I’ensemble des nombres algébriques
étant un corps, si 7 est algébrique, comme i est algébrique (racine de X 2 4 1), im est algébrique.

Nous allons cependant montrer ce résultat sans utiliser ce “bulldozer”. Le nombre 7 étant
algébrique, il existe n € N* et ag, ... ,an € Z, a, # 0, tels que ag+ay7 +-- 4a,7 =0.85i60 = in,
on a

(a0 — az0® + - ) —i(ar6 —az0® + - )=0,

et si Q= (ao—az X2+ )2 + (01X —azX®+---)? € Z[X], on a donc Q(F) = QGr)=0et Q #0.
D’ou le résultat.
b) Les nombres complexes dwy, ...,dw, sont les racines du polynéme d"~1Q(X/d) = X" +
dy X"t + ddy X2 4+ - + d*"%dy_3X + d*"'d, = R(X). Ce polynéme est unitaire & coeffi-
cients entiers, donc tout polynéme symétrique en les racines de R(X) & coefficients entiers, est
entier (voir la remarque 3 de la partie 4.2, page 79), d’oit le résultat.

¢) Le polynéme & étant symétrique dans Z[Xj, ... , Xpm], il existe P € Z[Xa,...,Xm] tel que
® = P(Z1,...,5m), les T; désignant les fonctions symétriques élémentaires de Z[X1,...,Xm].
Si maintenant on note T} les fonctions symétriques élémentaires de Z[X1, ..., Xan_1], on vérifie
facilement que si 1 <i < m,

o; = i(day, . .. ,dap) = Zi(day, ... dam,0,...,0) = Li(day, ... ,daze_1).
Si pour tout I C {1,...,n}, I # &, on note My = Y ier Xi, on voit que le polynome
Q(Xr,. . Xa) = B4 [(M)icy,, m | €210, Xa]
(’ordre des variables M n’a ici pas d’importance puisque T/ est symétrique) est symétrique dans
Z[X,...,Xn) Les do; étant les My(dwy, ... ,dws), on voit que
0; = i(day, . .. ,dagn_1) = Qi(dwy, ... ,dwn)

et donc o; € Z d’aprés 3/b) puisque Q; est symétrique dans Z[X;, ... ,X»]. Finalement, on voit
que
®(day, ... ,douy) = P(oy, ... ,0m)
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est un entier.
d) On peut aussi écrire Fp(X) sous la forme

Fp(X)= (p—_l-i—)—!(dX)”"1 [(dX — daj)---(dX — dam))’ . (%)

Un peu d’attention montre alors que le polynéme G(X) = (p — Y iy Fo(X + ax) a pour
coefficients des polynémes symétriques & coefficients entiers en les (ak)1<kgm, et donc d’aprés 3/c),
G(X) € Z[X]. Or pour tout k, 1 < k < m, XP | Fp(X + ai), donc XP | G(X), et donc il existe
H € Z[X] tel que G(X) = X? H(X). Finalement, on a montré que F(X) = o1y k= Fp(X +ar)

ala forme F(X) = X35 H(X), et donc d’aprés 1/b),

D(F)(0) = >_ D(Fp)(ax) =0 (mod p).
k=1

e) La relation de la question 3/b) s’écrit (C' + 1) + Yieie® =0avec C €Net d’aprés 1/a), en
posant

m 1 m
Sp= o / e =D (apt)dt, T, =(C+DDEN0), Up= ) D(F)),
k=1 0 k=1

onaSp+T,+U, =0 (¥+*). Or pour tout k, pour tout p, pour tout t € [0, 1],

|(l|mp+P—lMP—l e gm m KP-1
| Fp(axt)] < ——(p—_—l—)!——[(zM) IP = |d|™(2M) =D

olt M = sup;cpen loxl et K = |dj™+1 M(2M)™ sont des constantes. On en déduit que

Qe 1| < eMapm(nym K2
e =D (. 1) dt] < e™ |a 2 —

et donc limp_, oo f(,l e (1= F (axt) dt = 0, et ceci pour tout k, donc

pETﬁo Sp=0. (FH4+)

D’aprés (**), on peut écrire

-1 mp
F(X) = -G))%-l—)!- (Za,X‘) ,

=0
o pour tout £, @, est un polynéme a coefficients entiers symétriques en ai,. .., am, donc d’apres
3/c) les a, sont entiers. Par ailleurs, on vérifie facilement que ag = (-1)m? dP~(day - -dam)P =

d*=1LP on L = (~1)"(da; ---day,) est une constante, entiére d’apres 3/c). D’aprés 1/b), on
voit donc que D(F,)(0) est un entier vérifiant D(F,)(0) = ao (mod p). Finalement, on obtient
T,=(C+1)a=(C+ 1)dP~'L? (mod p). Comme de plus U, = 0 (mod p) d’aprés 3/d), on voit
que T, + U, = (C + 1)dP~1L? (mod p). Donc si p > sup{C + 1,d, L} est un nombre premier,
T, + Up est un entier non nul, donc |T, + Up| > 1. De (***), on tire alors |Sp| > 1, ce qui est
absurde d’aprés (****). Le nombre 7 est donc transcendant.

Remarque. On peut montrer par des méthodes analogues que si les a; et §; sont al-
gébriques, alors 3 a;e’ # 0 (résultat di & Lindemann en 1882).

— 11 serait indécent de parler de nombres transcendants sans citer le célebre théoreme de
Gelfond-Schneider (1934).

Si a et B sont alyébriques, « € {0,1}, p € Q, alors of est transcendant.
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- Actuellement, on connait peu de classes de nombres transcendants. On sait que e, 7,
log 2, log 3/ log2, ™, I'(1/4) sont transcendants, mais on ne sait méme pas si 2°, 2", ©°,

e+ 7 ou v (constante d’Euler) sont irrationnels.

~ A propos de nombres irrationnels, on peut démontrer assez facilement que 72 (donc ) est
irrationnel (voir le chapitre intégration du tome analyse). Si ce résultat est une conséquence
immédiate de la transcendance de =, il n’en reste pas moins que la démonstration de la
transcendance de 7 est assez douloureuse.

~ En démontrant la transcendance de w, Lindemann résolvait le célebre probleme de la
quadrature du cercle : Pendant longtemps, on a essayé, a partie d’un cercle, de tracer
a Paide d’une régle et d’un compas un carré ayant méme aire que celle du cercle. Le
transcendance de 7 montre que ce probléeme est insoluble (on montre en effet que tout
points construit avec une régle et un compas a partir du cercle unité a des coordonnées
algébriques). Ce probleme n’est qu'un exemple parmi d’autres qui illustre la fascination
qu’exerce le nombre 7 sur les mathématiciens. Profitons de cet instant pour présenter les
grandes lignes de 'histoire du nombre 7 et de son calcul.

7. Le nombre =«

7.1. Une petite histoire de =

Trés tot, Phomme a essayé d’estimer le périmétre d’un cercle a partir de son rayon.
Un papyrus égyptien datant de 2000 ans avant notre ére donne pour m ’approximation
(16/9) = 3.1604. ... D’autres estimations furent également données, comme 3, 3 + 1/8,
3 + 1/7, notamment par les babyloniens. Enfin, de maniére implicite dans la bible, on
trouve 'approximation = ~ 3.

Des considérations plus mathématiques sont ensuite apportées par les grecs. Archimede
(287-212 avant JC), & partir de polygones inscrits et exinscrits a 96 c6tés autour d’un
cercle, donne l’estimation 3 + 10/71 < © < 3 + 1/7. Plusieurs variantes de la méthode
d’Archiméde furent par la suite utilisées; Ludolph van Ceulen (1540-1610) calcula ainsi
correctement 34 décimales de x. Frangois Viete (1540-1603) donna lui I’expansion

2_\/T /1+1\/T 1,1 1+1\/T
m V2 V2 2V2 \2 2y2 2V2
qu'’il put obtenir en considérant P’aire de polygones inscrits & 2" cotés (voir la partie sur les
suites du tome d’analyse). John Wallis découvrit en 1655 la formule (voir tome Analyse,

chapitre intégration)

T 1 [ 2-4---(2n) ]2.

T- 1
2t 2n+ 1035 (2n—1)

Cependant, ces suites ont une convergence relativement lente. Une nouvelle ere arrive
avec le mathématicien écossais James Cregory(1638-1675) qui en 1671 montra
T d.t ',3 .'E5 7

T
o _ I
T + o (1)

arctanz = —_— —
o 1412 3 5

ce qui, en remplacant « par 1, donne

{ =

:1—- + —_ +...’

3| -

[S

o

T
4
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formule découverte indépendamment par Leibnitz en 1674. Avec z = 1/ V3, la formule (1)

donne

T S R S H

6 V3 3-332.5 33.7 ’
série utilisée au début du dix-septiéme siécle par Abraham Sharp sous la direction de
Pastronome et mathématicien E. Halley (oui, celui de la cométe!) pour calculer 71 déci-
males de 7. John Machin (1680-1752) établit la formule

™ 1 1
1= 4 arctan(—s—) - arctan(-@ . n
Grace & (I), la formule (II) donne une formule trés efficace pour calculer 7. Machin calcula
ainsi 100 décimales en 1706. La méme année, William Jones dans A new introduction to
the mathematics utilisa la lettre = pour désigner le rapport de la circonférence au diametre
du cercle. Ce fut cependant Léonard Euler (1707-1783) qui rendit le symbole populaire.
Euler détermina de nombreuses relations impliquant 7, parmi lesquelles

2 :V_OE 1 &1

R SR a

6 ~Zn 0 “—n
(Voir aussi le tome analyse sur les séries de Fourier).

Au milieu du XIX-ieme siécle, on calculait toujours m avec des formules du type de (II).
En 1844, Johann Dase, calculateur prodige, utilisa la formule

5

=]

T 1 1 1
Z = arctan(= : ut : =
7 = ¢ an(2) + alctan(s) + alctan(s)

pour calculer 205 décimales de r. Le record du calcul de 7 sans laide de machines fut
atteint par William Shanks (1812-1882) qui publia 607 décimales de 7; mais seulement
les 527 premiéres étaient correctes. Plus tard, en 1853, Shanks publia 707 chiffres; comme
précédemment, seules les 527 premitres décimales étaient correctes. L'erreur de Shanks
fut découverte en 1947 quand D. F. Ferguson calcula 530 décimales puis 808, utilisant une
calculette de bureau et la formule

1

1985)'

Arrive alors I’ordinateur et avec lui, des records de plus en plus extraordinaires. En juin
1949, ’ENIAC permet de calculer 2037 chiffres de 7 grace a la formule de Machin (1D).
Toujours avec la méme formule, Genuys calcula 10.000 décimales en 1958 en 100 minutes.
En 1961, D. Shanks et Wrench, utilisant I'identité

1 1
;;— =3 arctan(z) + arctan(%) + arctan(

T 1 1 1
i 6 arctan(—s-) +2 alctan(g;z-) + alctan(-ﬁ (111
calculérent 100.000 décimales en moins de 9 heures. La calcul fut vérifié avec la relation
1
% =12 arctan(-il—s-) +8 arctan(-s—lrz-) -5 arctan(-@ . Iv)

En 1973, J. Guilloud et Bouyer, a partir de (IV), calculérent un million de décimales de 7
en un peu moins de 24 heures. La vérification fut effectuée grace a (III).

Dans les années 80, une nouvelle étape est encore franchie. Alors que I'on pensait que les
records ultérieurs seraient essentiellement battus grice & 'angmentation des performances
des ordinateurs, c’est plus les méthodes qui permirent d’avancer considérablement :

~ On considéra d’autres suites, convergeant plus rapidement, issues de la théorie des
intégrales elliptiques et des formes modulaires, donc certaines furent découvertes
par le génial Ramanujan.
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~ On utilisa une multiplication rapide sur des grands nombres. Celle ci ne commence
néanmoins  étre efficace que lorsque les nombres considérés ont plus d’un million
de chiffres.
En 1983, Kanada, Tamura Yoshino et Ushiro calculérent 10 millions de décimales grace a
P’algorithme de Salamin :

. Qg = 1 Anyl = (an + bn)/2 — 2a3‘+1
3 { N R Cu R S B > L)

L’avantage de cet algorithme est que le nombre de décimales exactes double & chaque
itération. Les 10 millions premitres décimales de 7,5, par exemple, coincident avec celles
de 7. Fin 1985, W. Gosper calcula 17.500.000 décimales grace a la série

% _ o3 (*f 4(4n)! (1103 + 2639011)) - W)

4"(’!},!)4 994n+2

tend vers 7.

bn+1 =

n=0

Cette série est due 3 Ramanujan et converge trés rapidement (a peu prés 8 décimales par
terme). En janvier 1986, D. H. Bayley atteignit 29.360.000 décimales grice a la suite

1 1 1-¥1-92
W=7 =g, W~ mra
\/5 2 1+ Vl—yn

Onp1 = (L4 Yopr) e — 4" (14 Yoa + Yii1)

La suite (@p)qen tend vers 7~1. La convergence est trés efficace puisqu’a chaque étape,
le nombre de décimales exactes est quadruplé. D’autres records se succéderent ensuite
(134.000.000 décimales en 1987, 201.000.000 en 1988). Un pas fut encore franchi fin 1989
lorsque les fréres Chudnovsky découvrirent une nouvelle série du type de (V):

426.8804/10.005 +§ (6n)!(545.140.134n + 13.591.409)
T & (n!)3(3n)!(—640.320)%"

Cette série ajoute 14 décimales & chaque terme. Les Chudnovsky I'utiliserent pour calculer
1 milliard de décimales en 1989, puis plus de 2 milliards en aolit 1991 sur une machine
parallele. Sachez par exemple que la milliardiéme décimale de 7 apres la virgule est un 9.

Tant que nous sommes dans le sujet, citons un fait amusant dans une valeur numérique
faisant intervenir 7. Lorsque 'on calcule e”V1% avec 12 chiffres aprés la virgule, on trouve

™V — 262 537 412 640 768 743, 999 999999999 . ..

T

On a envie de penser que cette série de 9 continue indéfiniment et donc que €” 163 agt
entier. En fait, il n’en est rien; la 13-2me décimale de €*V1%3 apres la virgule est un 2.

7.2. Amusez vous a calculer 7

Un excellent exercice de programmation informatique est le calcul de 7 avec un grand
nombre de décimales; celui ci demande de se construire une bibliotheque de calcul sur
grands nombres (“informatiquement” un grand entier est représenté par un tableau con-
tenant ses chiffres, regroupés par blocs de méme taille). La méthode la plus simple et la
plus efficace est certainement la formule de Machin (II), en utilisant le développement (D
de P’arctangente. Pour confirmer vos calculs, voici présentés les 2000 premiéres décimales
de 7 : :

3. 14159 26535 50288 41971

89793 23846 26433 83279

69399 37510 : 50

58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 100
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 180
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196 200
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091 250
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45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 : 300
72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 : 350
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094 : 400
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548 : 450
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912 : 500
98336 73362 44065 66430 86021 39494 63952 24737 19070 21798 : 550
60943 70277 05392 17176 29317 67523 84674 81846 76694 05132 : 600
00056 81271 45263 56082 77857 71342 75778 96091 73637 17872 : 650
14684 40901 22495 34301 46549 58537 10507 92279 68925 89235 : 700
42019 95611 21290 21960 86403 44181 59813 62977 47713 09960 : 750
51870 72113 49999 99837 29780 49951 05973 17328 16096 31859 : 800
50244 59455 34690 83026 42522 30825 33446 85035 26193 11881 : 850
71010 00313 78387 52886 58753 32083 81420 61717 76691 47303 : 900
59825 34904 28755 46873 11595 62863 88235 37875 93751 95778 : 950
18577 80532 17122 68066 13001 92787 66111 95909 21642 01989 : 1000
38095 25720 10654 85863 27886 59361 53381 82796 82303 01952 : 1050
03530 18529 68995 77362 25994 13891 24972 17752 83479 13151 : 1100
55748 57242 45415 06959 50829 53311 68617 27855 88907 50983 : 1150
81754 63746 49393 19255 06040 09277 01671 13900 98488 24012 : 1200
85836 16035 63707 66010 47101 81942 95559 61989 46767 83744 : 1250
94482 55379 77472 68471 04047 53464 62080 46684 25906 94912 : 1300
93313 67702 89891 52104 75216 20569 66024 05803 81501 93511 : 1350
25338 24300 35587 64024 74964 73263 91419 92726 04269 92279 : 1400
67823 54781 63600 93417 21641 21992 45863 15030 28618 29745 : 1450
55706 74983 85054 94588 58692 69956 90927 21079 75093 02955 : 1500
32116 53449 87202 75596 02364 80665 49911 98818 34797 75356 : 1550
63698 07426 54252 78625 51818 41757 46728 90977 77279 38000 : 1600
81647 06001 61452 49192 17321 72147 72350 14144 19735 68548 1650
16136 11573 52552 13347 657418 49468 43852 33239 07394 14333 : 1700
45477 62416 86251 89835 69485 56209 92192 22184 27255 02542 : 1750
56887 67179 04946 01653 46680 49886 27232 79178 60857 84383 : 1800
82796 79766 81454 10095 38837 86360 95068 00642 25125 20511 : 1850
73929 84896 08412 84886 26945 60424 19652 85022 21066 11863 : 1900
06744 27862 20391 94945 04712 37137 86960 95636 43719 17287 : 1950
46776 46575 73962 41389 08658 32645 99581 33904 78027 59009 : 2000

Pour ceux qui iraient plus loin, voici d’autres décimales.
entre le rang 5001 et 5050 :

56951 62396 58645 73021 63159 81931 95167 35381 29741 67729 : 5050
entre le rang 10001 et 10050 :

56672 27966 19885 78279 48488 55834 39751 87445 45512 96563 : 10050
entre le rang 50001 et 50050 :

30093 69188 92558 65784 66846 12156 79554 25660 54160 05071 : 50050
entre le rang 100001 et 100050 :

41260 02437 96845 43777 33902 64725 12819 41632 00768 48736 : 100050

Bon courage .. ..



CHAPITRE III

Algébre linéaire : généralités

ISTORIQUEMENT, Palgébre linéaire nait de 1’étude des systémes linéaires. Abordés
H dés 1678 par Leibnitz, Mac Laurin en 1748 donne les formules de résolution & deux
ou trois inconnues, complétées dans le cas général par Cramer en 1754. A partir
de 13, Vandermonde puis Laplace ont I'idée de définir un déterminant d’ordre n
par récurrence sur n, en le développant par rapport une ligne ou une colonne.
D’autre part, dans les Recherches Arithmétiques, Gauss avait adopté, pour désigner
une transformation linéaire, une notation sous forme de tableau : la notation ma-
tricielle. Il y définit méme le produit de deux matrices. Ce passage devait suggérer
3 Cauchy la régle du produit de deux déterminants, publiée en 1815 dans un
mémoire.
Jusqu’alors, les concepts de déterminant et de matrice sont encore trés liés. En
1826, Cauchy, cherchant i déterminer les axes principaux d’une surface du se-
cond degré, introduit le polynéme caractéristique d’une matrice. Avec Cayley et
Sylvester, au milien du dix-neuviéme siécle, la théorie des matrices se développe.
On en est encore au plan et a Pespace. La familiarisation des mathématiciens aux
déterminants et aux matrices s’accroissant, elle suggére a ceux ci la conception
d’un espace 4 n dimensions. Mais il fallait oser ! Vers 1843-1845, Cayley et Grass-
mann franchissent le pas et parlent d’espaces & n dimensions. Cayley se fonde
sur la généralisation de la géométrie analytique des coordonnées et introduit les
n-uplets (i, ... ,,). Grassmann a quant a lui I'idée de développer une “analyse
géométrique”, capable de calculer sur des grandeurs orientées de fagon intrinseque
(c’est-a-dire indépendante du choix des coordonnées). Il donne la définition de
Pindépendance linéaire d’un systéme de vecteurs et celle de la dimension d’un
sous espace vectoriel. Enfin c’est Péano qui, en 1888, axiomatise I’algébre linéaire.
Jusqu’en 1930, c’est le point de vue des matrices et des coordonnées qui prédomi-
nera, par rapport & un point de vue plus intrinséque des espaces vectoriels.

Remarques préliminaires. On abrégera souvent “espace vectoriel” par “e.v”, “sous es-
pace vectoriel” par “s.e.v”.
Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif.

1. Espaces vectoriels

1.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle K-espace vectoriel (ou e.v sur K) un ensemble E muni d’une lot
interne (notée +) et d’une loi externe (notée -) admettant K comme ensemble d’opérateurs
et vérifiant :

(i) (E£,+) est un groupe abélien.
(ii) Pour tout (x,y) € E? et (A, p) € K,
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a) A-(z+y)=A-z+A-9.
by A+p)-z=r-c+pu-z.
c) A-(p-z)=(Ip)- 2.
d)l-z==z.
Remarque 1. — Une conséquence de cette définition est que A -z = 0 si et seulement
siA=0ouz=0.
— S’il existe de plus une loi interne, notée o, vérifiant (i) (E, +,0) est un anneau, (ii)
Y(z,y) € EL, VA €K A-(zoy)=(A-z)oy =T 0(A-y),on dit que E est une
K-algébre.

Ezemple 1. Les ensembles suivant sont des K-espaces vectoriels. K, K* (muni des lois

(Tryee e s Tn)+ Wy oo W) = (1 Y1y TnH Yn) €6 A (T1,. 0. ,T0) = (Azy,...,Az,)),
toute extension de corps L de K, 'ensemble des fonctions d’un ensemble Q dans K, K[X],

KXi,..., X
DEFINITION 2. Les éléments d’un K-e.v s’appellent des vecteurs,ceux de K des scalaires.

DEFINITION 3. Soit (E,+,+)un K-e.v et F C E. On dit que F est un sous espace vectoriel
de E si (F,+,-) est un K-e.v.

Ezemple 2. Les ensembles {0} et E sont des s.e.v de E; K,[X] = {P € K[X], deg(P) < n}
est un s.e.v de K[X]; C(R,R) (ensemble des fonctions continues de R dans R) est un s.e.v
du R-e.v des fonctions de R dans R.

PROPOSITION 1. Soit (E,+,-) un K-e.v et F C E. Alors (F,+, -) est un s.e.v de E si et
seulement si

(i) F£o (i) Y(z,y)€ F V(A p) €K, Az +py € F.
Remarque 2. On montre rarement directement qu’un ensemble est un e.v, mais souvent

que c’est un s.e.v d’un e.v connu (& l'aide de la proposition précédente).

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v et (E;);er une famille de s.e.v de E. Alors Nig1 E; est
un s.e.vde E.

Remarque 3. Attention, ce théoréme est faux pour la réunion (voir Pexercice 1).

Somme de sous espaces vectoriels.

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v, (E;)ic; une famille de s.e.v de E. On note } ;. E; =
{Eier %, les z; € E; étant tous nuls sauf un nombre fini}. L’ensemble 3=, , E; est un s.e.v
de E appelé somme des s.e.v (E;)ier-

DEFINITION 5. Soient E,,...,E, n sous espaces vectoriels d’un K-e.v E. On dit que E
est somme directe de E,, ..., E, si tout vecteur r € E s’écrit de maniére unique sous la
formez =z, +---+z, ouVi,z; € E;. Onnotealors E=E, @ ---® E, = ¢, E;.

Remarque 4. S E=E; @& ---® E,,onabiensir E=Y ., E;=E +---+ E,.

ProPOSITION 3. Soient E, et E, deuzr s.e.v d'un K-e.v E. Alors E = E, @ E; st et
seulement si E = E, + E, et E, N E, = {0}.

Remarque 5. — Cette proposition est fausse s’il y a plus de deux s.e.v.
— On dit que n s.e.v Ey,...,E, sont en somme directe si y .-, E; = @&, E;. On a
le résultat pratique suivant : Les (E;)1<i<n sont en somme directe si et seulement
si ’égalité z; + - - - + =, = 0 avec Vi, z; € E;, entraine Vi, z; = 0.
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Familles génératrices, familles libres.

DEFINITION 6. Soit (z;)ie; une famille de vecteurs d’un K-e.v E. On appelle combinaison
linéaire des (z;);er toute somme 3,y A;T; ol pour tout i, A; € K et ou les A; sont tous
nuls sauf un nombre fini.

— L’ensemble F des combinaisons linéaires des (z;)ies est un s.e.v de E noté Vect(z;)ier-
C’est le plus petit s.e.v de E contenant tous les z;.

DEFINITION 7. Soit E un K-e.v et A C E. On note Vect A = Vect(a),ea- On dit que 4
est une partie génératrice de E (ou (a).ca une famille génératrice de E) si Vect A = E.
DEFINITION 8. Soit (2;)ses une famille d’un K-e.v E. Alors (i) et (ii) sont équivalents :

(i) Toute combinaison linéaire vérifiant 3=;¢; Aiz; = 0 vérifie Vi, A; = 0.
(i) Aucun vecteur de la famille n’est combinaison linéaire des autres.

Une famille de vecteurs vérifiant (i) ou (ii) s’appelle une famille libre (on dit aussi que les
vecteurs z;, € I, sont linéairement indépendants). Dans le cas contraire, la famille est

dite liée.
Citons enfin le théoréme qui est a la base de la théorie sur la dimension des espaces

vectoriels.

THEOREME 1. Dans un e.v E engendré par un nombre fini n de vecteurs (i.e. 3(zi)1<ign
tel que E = Vect(x;)1<i<n), toute famille libre a au plus n éléments.

1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel
Base d’un espace vectoriel.
DEFINITION 9. Une famille libre et génératrice d’'un e.v E est appelée une base de E.

PROPOSITION 4. Soit E un K-e.v admettant une base (e;)ier. Alors tout vecteur x de E
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des (€;)ier * T = iy \i%:- Les
(Xi)ier s’appellent les coordonnées de z dans la base (€ )ic1-

Ezemple 3. Les (&;)i<ica (00 € = (0,...,0,1,0,...,0),le 1 se trouvant a la i-&me place),
forment une base de K* appelée base canonique de K.
— (X™)nen est une base de K[X] appelée base canonique de K[X].

. DEFINITION 10. On dit qu’un K-e.v E est de dimension finie s’il existe une famille généra-
trice finie de E. Si tel n’est pas le cas, on dit que E est de dimension infinie.

L’existence de base en dimension finie est assurée par le théoreme suivant.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, G un systéme fini de générateurs de
E, L C G un systéme libre. Alors il existe une base B de E telle que L C B CG.

Conséquences en dimension finie.

— Tout K-e.v de dimension finie admet une base.
— De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.
— Toute partie libre peut étre complétée en une base (résultat connu sous le nom de

théoréme de la buse incompléte).

Remarque 6. Le théoréme 2 reste vrai en dimension infinie, mais sa démonstration fait
appel a axiome du choix.
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Théorie de la dimension.

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Toutes les bases de E ont méme car-
dinal n. L’entier n s’appelle dimension de E, et est noté dimg E (avec par convention
dimg £ = 0 sz E = {0}).

PROPOSITION 5. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. Alors

— Tout systéme libre de n vecteurs de E est une base de E.
— Tout systéme générateur de n vecteurs de E est une base de E.

PROPOSITION 6. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, Soient F,, .. Ek k s.e.v de
E. Alors E=E, ®---® E, si et seulement si E=FE, +---+ E, etn= Ez L dim E,.

PROPOSITION 7. Soit E un K-e.v et E,, E, deur s.e.v de E de dimension finie. Alors
E,+ E, est un s.e.v de dimension finie et diim(E; + E;) = dim E; +dim E; — dim(E, N E,).

COROLLAIRE 1. Soit E un K-e.v de dimension finie, E, et E, deuz s.e.v de E. Alors (i),
(i) et (iii) sont équivalents :
(i) E= E, © E,.
(ii) dim E = dim E, + dim E, et E; N E, = {0}.
(i) dim E = dim E, + dim E, et E = E; + E,.

Si (i), (ii) ou (iii) est vérifié, on dit que E, est un supplémentaire de E, dans E.

Remarque 7. Si F est un s.e.v de E, il y a en général une infinité de supplémentaires de
F dans FE.

1.3. Exercices
’

EXERCICE 1. Soit K un corps commutatif et £ un K-e.v.

a) Soient F et G deux s.e.v de E. Si F UG est un s.e.v de E, montrer que FF C G ou
GCF.

b) Soit k > 2 et (V)1<.<k une famille finie de k s.e.v stricts de E (i. e. pour tout i, V; # {0}
et V; £ E). Si E = V;U---UV,, montrer que K est fini et que k¥ > Card(K) + 1 (*).
L’inégalité (*) peut-elle étre une égalité?

Solution. a) Raisonnons par l’absurde et supposons que F ¢ G et G ¢ F, de sorte qu'il existe
z€F, 2@ G, etilexiste ye G,y & F. Le vecteur z + y est dans le se.v FUG, doncz+y € F
ou z + y € G. Supposons par exemple z +y € F. Comme F est un se.vet que z € F, on a
(z+y)—z € F, c’est-a-dire y € F, ce qui est absurde. D’oli le résultat.

b) C’est plus délicat. Quitte a retirer V;, on peut supposer V; ¢ (VoU---UV;). Il existe donc z € V)
tel uez g VoU---UV;. Or (VoU---UVi) ¢ V) (sinon V) = E), donc il existe y € V2 U---U Vi
tel que y ¢ 1.

SideK alorsy+ Az € E.Or y+ Az ¢ V; (sinon y € Vi car z € V;), donc pour tout A € K|
il existe iy € {2,...,k} tel que y + Az € V;,. L’application K — {2,...,k} A iy est injective
(en effet, si iy = iy, alors y + Az et y + pux € V;, donc (A — p)z € V;,, et comme = ¢ V;,, on doit
avoir A = p). De cette injectivité, on déduit. que Card(K) < Card{2,...,k} =k — 1, d’ou (¥).

(*) peut étre une égalité. Par exemple, si K = Z/2Z et E = K2, si Vl = {(0, 0) (0, 1)}, Vo =
{(0,0),(1,0)} et V5 = {(0,0), (1, 1)}, alors V4, V et V5 sont des s.e.v stricts de E et V1UV,UV3 = E.

EXERCICE 2. Montrer que dans le R-e.v des fonctions continues de R dans R, les familles

de fonctions suivantes sont des familles libres :
a) (firerol fo: RS> R =z e,
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b) (fA)rer+ olt fa: R—R 1z cos(Ax).
c) (fA)Ae]k on fL: R>R T |z' — /\l.

Solution. a) Supposons cette famille liée, de sorte qu’il existe (Ai)ici<n € R™ et (;) € R" tels
que 2:;1 1 fr; = 0 avec les p; non tous nuls. Quitte i retirer des termes, on peut supposer y; # 0
pour tout i. Quitte a réordonner des termes, on peut méme supposer A\; > Ay > ---> A;. On a

n n
: -z AT 1 p(Rim)E
i o (St = i, S

i=1

car pour i > 2, \; — A1 < 0. Or 3, pifa, = 0, et cette limite est donc nulle, donc g3 = 0, ce qui
est contradictoire.

b) Montrons par récurrence sur n € N* que si E?:l i, = 0 (avec les A; distincts dans RY),
alors pour tout i, g; = 0. Pour n = 1 c’est évident. Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’au
rang n — 1 et montrons le an rang n. Si 0, pifa, = 0 (), les (X)) distincts dans R*, par
double dérivation, on obtient Y7, pi(=A?fy;) = 0 (*+). En multipliant 1’égalité (*) par A2 et
en P'ajoutant  (**), on obtient Y77 pi(A? — A2) fy, = 0, donc d’aprés ’hypothése de récurrence,
pour tout 1 < i < n —1, u;(A? — A2) = 0. Les A; étant positifs et distincts. on en déduit p; = 0
pour 1 € i < n— 1. Donc d’aprés (*), punfr, = 0, et donc pour tout 4, 1 <i < n, A; =0.

c) Supposons la famille (f1)aer lide. Alors il existe Ay € R tel que f, soit combinaison linéaires
des (fr)aga,, autrement dit :

BAI;' .. )Afl (S R ~ {A()}y 3,‘1:' <y Hn € R’ fAu = El-l'ifA."
=1

Or pour tout i > 1, A; # Ag donc fy, est dérivable au point Ay (application z +— |z — A| est
dérivable partout sauf en 1), d’olt on tire que Y7, pi fx, est dérivable en Ao, ce qui est absurde
car ceci égale fy,. D’ott le résultat.

Remarque. On aurait pu résoudre le a) comme on I’a fait pour b). L’avantage de cette
derniére méthode est qu’elle aurait permit de conclure méme si P’intervalle de définition
des (fy) n’était pas R tout entier.

‘EXERCICE 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et A et B deux s.e.vde E
de méme dimension 7. Montrer que A et B admettent un supplémentaire commun (i. e. il
existe un s.e.v S de Etelque A S=B@ S = FE).

Solution. Nous allons effectuer une récurrence descendante sur r < dimE. Si r = dimE, c’est
évident car {0} est un supplémentaire commun & A et & B. Supposons le résultat vérifié au rang
r+ 1 < dimE et démontrons le au rang r.

On a AUB # E. En effet, supposons AUB = E. Comme A ¢ B (sinon E = AUB = B),
il existe # € A tel que * € B. De méme, il existe y € B, y ¢ A.Orz +y € E = AU B, donc
r+y€ Aouz+y€ B, par exemple  +y € A. Alors y = (x+ y) — = € A, ce qui est absurde. On
a donc bien AUB #£ E.

Donc il existe z € E, + ¢ AU B. Soit A’ = A+ Vect(z), B’ = B + Vect(z). On a dim A’ =
dim B’ = r+1, donc d’aprés I’hypothése de récurrence, il existe un s.e.v §' de E tel que A’ S’ =
B@®S =E.SiS =S5 +Vect(z),onadonc E = A'@ S = A Vect(z) S’ = A S et
E=B &S5 =B®Vect(z)® S = Ba S, d’ot le résultat.
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2. Applications linéaires

2.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient E et F deux K-e.v et f : E — F une application. On dit que f est
linéaire si
V(z,y) € E*, Y(A\p) €K, f(Az + py) = Af(z) + nf(y)-

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est un K-e.v noté L(E, F ).

Ezemple 1. — L’application ¢ : C([0,1],R) >R f [ f(t) dt est linéaire.
— Si A € K, 'application ¢: £ — E x — Az est linéaire.

Remarque 1. — Une application linéaire de F dans K est appelée forme linéaire.

— Une application linéaire de E dans F est appelée endomorphisme.

— Si f est linéaire, alors f(0) = 0.

— La composée de deux applications linéaires est linéaire.

— Si f: E — F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme de K-e.v.
L’application f~!: F — E est aussi linéaire.

~ Si f € L(E, F), 1a linéarité de f entraine que pour connaitre (resp. pour définir)
f, il suffit de la connaitre (resp. définir) sur une base de E.

PROPOSITION 1. L’image (ou l’image réciproque) d’un s.e.v par une application linéaire
est un s.e.v.

DEFINITION 2. Soient E et F des K-e.v et f € L(E, F). On appelle noyau de f I’ensemble
noté Ker f = f~1({0}) = {z € E | f(z) = 0}. On appelle image de f I’ensemble noté
Im f = f(E). Les ensembles Ker f et Im f sont des s.e.v. Par ailleurs, f est injective si et
seulement si Ker f = {0}.

DEFINITION 3. Soient E et F des K-e.v et f € L(E, F). On dit que f est de rang fini si
Im f est de dimension finie. Dans ce cas, 'entier dim(Im f) est appelé rang de f et noté

rg f.

2.2. Espaces vectoriels quotients

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v et F un s.e.v de E. La relation R définie par (z Ry <=
z — y € F) est une relation d’équivalence sur E. L’espace quotient est noté E /F, et c’est
un K-e.v muni des lois T+ § =7 + y, AT = Az.

DEFINITION 5. Soit E un K-e.v, F un s.e.v de E. Si E/F est de dimension finie, on dit
que F est de codimension finie dans E. On appelle alors codimension de F' dans E Pentier
codimg F' = dim(E/F). Si codimg F = 1, on dit que F' est un hyperplan de E.

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v. Un s.e.v F de E est de codimension finie dans E st
et seulement si F' admet un supplémentaire S dans E de dimension finie. On a alors
dim § = codimg F'.
Démonstration. Condition nécessaire. Supposons E/F de dimension finie. Pour tout £ € E, on
note & sa classe dans E/F. Soit (€1, ... ,€,) une base de E/F. Soit S = Vect(e;)1<i<n. Alors
~ FNS={0}carsiz =31, Ae; € FNS, alors & = 0= 7, Aié; et donc pour tout i,
Ai=0.
— F 48 = E. En effet, soit # € E. Il existe Aj,..., s € K tels que z = Sor A€ Si
y:Z:‘zlz\;ei,ona(loncz::lr—yEF(carz'=:i:—1):0) etr=z24+y,y€eS.
Donc F® S = E, et dimS = n = dim(E/F) = codimg F.
Condition suffisante. Supposons F @ S = E, ou S est de dimension finie n. Soit (ey, . .. ,€n) Une
base de S. Nous montrons que (€1, ... ,¢€,) est une base de E/F.
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— (€1, -..,€n) est une famille génératrice de E/F. En effet, si # € E, il existe y€ Fet z € S
tel que z = y+ zet donc & =g+ 2= 2 € Vect(ey,... ,€n).

~ (€1, - - - ,€,) est une famille libre. En effet, si 31, Ai€; = 0, alors 31, Aie; € F donc est
nul car F NS = {0}. Donc pour tout i, A; = 0.

Finalement, on a donc codimg F = dim(E/F)=n = dim S, O

COROLLAIRE 1. St E est un K-e.v de dimension finie, si F est un s.e.v de E, alors F' est
de codimension finie dans F et codimg F = dim F — dim F.

Factorisation d’une application linéaire.

THEOREME 1. Sotent E et F deur K-e.v et f € L(E,F). Alors Im f est isomorphe d
E/Kerf.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, F un K-e.v et f € L(E,F). Alors f
est de rang fini et dim E = dim(Ker f) 4+ dim(Im f) = dim(Ker f) + rg f.

COROLLAIRE 2. Soit f € L(E,F) oti E et F sont deuz K-e.v de méme dimension finie.
Alors :

(f est bijective) <=> (f est injective) <= (f est surjective).

Remarque 2. Ce dernier résultat est trés important. Il est faux en dimension infinie; par
exemple, f: R[X]— R[X] P — P’ est linéaire surjective mais pas bijective.

2.3. Algebre des endomorphismes

Les endomorphismes sont des applications linéaires trés importantes. Ils vérifient de
nembreuses propriétés et c’est pour cela qu’on les étudie plus particulierement. Dans toute
la suite de cette section, E désigne un K-e.v.

On note L(F) = L(E, F). Muni de la loi o de composition, L( F) est une K-algébre uni-
taire. On note G£(E) I’ensemble des endomorphismes bijectifs (ou encore automorphismes)
de E. Muni de la loi o de composition, G/(E) est un groupe appelé groupe linéaire de F.

DEFINITION 6. On dit que f € L(F) est une homothétie de rapport A € K si f = Aldg
(ot Idg désigne Papplication identité de E).

Remarque 3. L’ensemble des homothéties de rapport non nul forme un sous groupe de
- G{(F). On montre a Pexercice 6 que c’est le centre du groupe G¢(E).

ProrosITION 3. Soit f € L(E). Alors f est une homothétie si et seulement pour tout
r € E, la famille (z, f(z)) est liée.

Démonstration. Condition nécessaire. C’est immédiat.
Condition suffisante. Par hypothése, pour tout x € E, il existe A; € K tel que f(x) = A; -#. Fixons
zo € E, o # 0. Nous allons montrer que pour tout # € E, Ay = Ag,.
~ Si z € Kz,, alors il existe p € K tel que & = pxg. Done f(x) = pf(xo) = prz 2o =
Azo(pzo) = Az, #, et donc Ap = Ag,.
— Sinon « et xy forment une famille libre, et on a alors

Arpz, (2 +20) = f(x 4+ ®0) = f(2) + f(x0) = Azt + Az 20,

donc comme («, ) est libre, Agy4z = Az, = Az, d’0lt le résultat.
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Projecteurs et syméiries.
DEFINITION 7. Soient F, et E, deux s.e.v de E tels que F, @ E; = E, de sorte que
Ve e E, A(z,,22) € Ey X E; tel que = =1z + 2,.
L’application p: F — E =z — x, est linéaire et s’appelle projection sur E; parallélement
AaE,,OnaKerp=F,,Imp=FE,etpop=p.
DEFINITION 8. Un endomorphisme p € L(F) est appelé projecteursi pop = p.

ProPosSITION 4. Soit p € L(FE). Alors p est un projecteur si et seulement si p est la
projection sur Im p parallélement a Kerp. On a alors E = Kerp @ Im p.

Remarque 4. Si p est un projecteur, alors y € Im p si et seulement si y = p(y).

DEFINITION 9. Soient E; et F; deux s.e.v de E tels que F = E, @ E,, de sorte que
Ve € E, W(z,,2,) € By X Ey tel que z =1y 4 7».

L’application s : £ — E z + z, — z, s’appelle symétrie par rapport & E, parallélement
A Fy. On a s € L(F) et si p est la projection sur E; parallelement & E,, s = 2p — Idg.

ProPoOSITION 5. Supposons que la caractéristique du corps K soit différente de 2. Alors
s € L(E) est une symétrie si et seulement si sos = Idg. Sip = 3(s+Idg), p est un
projecteur et s est la symétrie par rapport a Im p parallélement a Ker p.

Remarque 5. Si K est de caractéristique 2, on peut avoir s2 = Idg sans que s soit une

symétrie (prendre par exemple s telle que [s] = ( (1) i ) € M,y(z/2z)).

2.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit F un K-e.v de dimension finie et F un K-e.v.
a) Soient f, g € L(FE, F). Montrer les inégalités

rgf—1gg| <rg(f+g)<rgf+rgy.

b) Soient f, g € L(F) telles que fg = 0 et f + g est inversible. Montrer que 1g f + 1gg =
dim E.

Solution. a) Im(f + g) = (f + ¢)(E) C f(E) + g(F), donc
r6(f + 9) = dim(Im(f + 9)) < dimf(E) + g(E)] < dim f(E) + dim g(E) = rg f + rg .

Comme f = (f + g) + (—g) et que rg g = rg(—g), on a aussi 1g f < rg(f + g) + rg g. De méme,
rgg <rg(f +9) +1g f. On en déduit finalement que |rg f —rgg] < rg(f + 9).

b) Comme f + g est inversible, rg(f + ¢) = dim E, donc d’aprés a),
rgf+rgg > 1g(f +g) = dimE. (*)

Comme fg = 0, on a Img C Ker f, donc rgy < dim(Ker f) = dimE — rg f, c’est-a-dire
g f+ 159 < dimE. Avec (*), on en déduit le résultat.
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EXERCICE 2. Soit E un K-e.v (ot K est de caractéristique différente de 2), et p, ¢ € L(E)
deux projecteurs.

a) Montrer que p + g est un projecteur si et seulement sipog=gop=0.

b) Montrer que si p + ¢ est un projecteur,

Im(p+¢q) =Imp®Img et Ker(p+q)=KerpnKerg.

Solution. a) Condition nécessaire. Comme p+q est un projecteur, on a (p+9)% = p+g, c’est-a-dire
pP+pogq+qop+¢®=p+q.Orp’=petg®=¢,doncpog+gop=0 (*). En composant *)
par p & droite, on obtient pogop+gop? =0 =pogop+gop. En composant (*) par p a gauche,
on obtient pog+pogop=0=pog+pogop. On en déduit pog=gqop,et d’aprés (*), K étant
de caractéristique différente de 2, pog=gqop=0.

Condition suffisante. C'est immédiat car (p+¢)? = p* +pg+ap+ e =p*+ ¥ =p+g.

b) Montrons que Im(p + ¢) = Imp & Img.

- On a déja ImpNImg = {0}. En effet. Soit y € Imp N Img. Il existe z et z/ € E tels
que y = p(z) = g¢(«'). Donc p(y) = p*(x) = pog(x) = 0 d’apres la question précédente. Or
p(z) = p(z) = y, donc y = 0.

- Reste & montrer que Im(p+¢) = Imp+Imq. L’inclusion Im(p+¢) C Im p+Im g est immédiate.
Montrons 'inclusion réciproque. Soit y € Imp + Img, de sorte q’il existe z et ' € E tels que
y = p(z) + ¢(z'). On a alors (p + q)(y) = p* (=) + gp() + (") + pg(z') = p(z) + ¢(=') = y, donc
¥y = (p+ 9)(v) € Im(p + q), d’oti le résultat.

Montrons maintenant que Ker(p +¢) = Ker pnKer ¢. L’inclusion KerpNKerg C Ker(p+ gq) est
immédiate. Montrons I’inclusion réciproque. Soit = € Ker(p + ¢). Comme p(z) + ¢(z) = 0, on a,
en composant par p  droite p?(z) + g o p(#) = 0 d’ott p(z) = 0. De méme, en composant par ¢ a
droite, on obtient p o g(z) + ¢%(x) = 0 = ¢(). Donc x € KerpN Kerg.

Remarque. Ce résultat sera généralisé en dimension finie & I'exercice 7 de la partie 3.8
(page 125).

EXERCICE 3. Soit E un K-e.v de dimension finie, soit f € L(E). Montrer I’équivalence
(E=Imf@®Kerf) <> (Imf= Im f%).

Cette équivalence reste-t-elle vraie en dimension infinie ?

Solution. Condition nécessaire. On a f(E) C E donc f3(E) = f[f(E)] C f(E), cest-a-dire
Im f2 C Im f. Reste & montrer Im f C Im f%. Soit y = f(x) € Im f. I existe (#1,72) € Im f x Ker f
tel que = = x; + #3, donc y = f(x) = f(«1) € Im f2.
Condition suffisante. Soit # € E. On a f(x) € Im f = Im f? donc il existe 2’ € E tel que f(z) =
f2(z"). Donc flz— f(«')) = 0,dotty =z~ f(z') EKer f. Siz = f(z')elmf,onadoncr=y+z
avec y € Ker f et z € Im f. Autrement dit, on vient de montrer £ = Im f + Ker f. Comme de plus
dim(Im f) + dim(Ker f) = dim E, on en déduit E = Im f & Ker f (voir 1.2 corollaire 1).

En dimension infinie, ce résultat est faux. Par exemple, si f € L(R[X]) est définie par f(P) = P,
on aIm f2 = R[X] = Im f et pourtant Im f et Ker f ne sont pas en somme directe (Im f = R[X]

et Ker f # {0}).

EXERCICE 4. Soit E un K-e.v (de dimension quelconque), et soient F' et G deux s.e.v de
E tels que (i) G C F et (ii) F et G sont de méme codimension finie dans E. Montrer que
F=G.
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Solution. Pour tout x € E, on note T sa classe dans E/G, # sa classe dans E/F. Si T = ¥, alors
=y (carr—y=0donc r~y € G doncz~y€F, cest-a-dire £ = y).

Considérons I’application f : E/G — E/F T &. Elle est linéaire et surjective donc bijective
car E/G et E/F sont des K-e.v de méme dimension finie (voir le corollaire 2). L’application f est
donc injective, de sorte que si z € F, & = 0 donc T=10, i.e. ¢ € G. En d’autres termes, F C G.
Comme G C F par hypothése, on a F = G.

EXERCICE 5 (SUITES EXACTES). a) Soient Eg, F, ..., E, des K-e.v, de dimensions finies
respectivement égales & ag, @,...,a,. On suppose qu'il existe n applications linéaires
fos fiy -+« fac1 telles que pour tout k, fi € L(Ey, Exyy) et vérifiant

(i) fo est injective,
(ii) Vk,1 <k <n-1,Im fi_, = Ker f3,
(i) f.-1 est injective.
(On dit que (fy, ... , fa—1) constitue une suite exacte.) Montrer que 3 ;_,(—1)*ay = 0.
b) (Application). Soit E un K-e.v, F et G deux s.e.v de E de codimension finie dans E.
Montrer que F' 4+ GG et F N G sont de codimension finie dans E et que

codimg(F + G) = codimg F + codimg G — codimg(F N G).

Solution. a) L’assertion (ii) entraine dim(Ker fy) = rg fi—1 pour 1 <k <n—1, donc
Ve, 1<k<n-1, o =dim(Ker fi)+ 18 fx =18 fr-1 + 18 f&.

Or ap = g fo car fy est injective, et a,, = 1g fn—1 car f,—1 est surjective. On en déduit

n
S (~1Far = a0 =y + az — -+ (=) Letnot + (~1) an
k=0

=(gfo)— (g fo+rg i)+ -+ (=1)""1(rg fac2 + 18 faz1) + (=1)" 18 fa1 = 0.

b) Pour tout £ € E, on note & sa classe dans E/(F N G), T dans E/F, T dans E/G et ¥ dans
E/(F + G). Définissons

f: E/(FNG)—>E/F X E/G iw (%,7)

et
9: E/[F xE/G—E/(F+G) (F,9)— (¢ —y)

Nous allons montrer que (f, g) constitue une suite exacte.

— f est déja une application, car si # =y, alorszr —y€ FNG donc F=F (car z —y € F)
etz=y (car z —y e G).

— g est aussi une application, car si (F,y) = (7,37’), onaz—z' € Fety—y € G, donc
(z—-2V—(y—-¥)=(—-y)— (¢ —¥) € F+ G, c'est-a-dire r—y= .'L'T-:;'

— Il est clair que f et g sont linéaires.

— f est injective, car si (F,Z) = (6,6), # € Fet r € G donc z € FNG, cest-a-dire £ = 0.
Comme E/F x E/G est de dimension finie (car E/F et E/G le sont), 'injectivité de f
permet d’affirmer que F N G est de codimension finie (en effet, si E/(F N G) était de
dimension infinie, on pourrait trouver dans E/(F N G) une famille libre contenant plus
d’éléments que la dimension de E/F x E/G, absurde car P'image de cette famille libre par
f injective est aussi une famille libre).

— g est surjective carsi 2 € E/(F+G), Z = 9(%,0). Donc E/F x E/G étant de dimension
finie, E/(F + G) = g(E/F x E/G) est de dimension finie.
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— Imf = Kerg. En effet, on a déja Im f C Kerg car g(f(#)) = ¢(%,7) = z—z=20.On
a également Kerg C Im f car si (7,9) € Kerg, z —y € F 4+ G donc il existe z; € F et
nmeEGtlsquez—y=z—y1.Doncz—zy=y—y =y, douT="Uety= i, donc
(z.y)= f(4) €lm f.
On est donc dans les conditions d’application de a), ce qui nous donne

dim(E/(F NG)) — dim(E/F x E/G)+ dim(E/(F + G)) =0,
d’oul le résultat car dim(E/F x E/G) = dim(E/F) + dim(E/G).

EXERCICE 6 (CENTRE DU GROUPE LINEAIRE). Soit E un K-e.v de dimension finie. Quel
est le centre du groupe linéaire G/(E) (i. €. 'ensemble des f € GL(E) tels que Vg € G{(E),

fg=9f)?

Solution. Nous allons montrer le résultat suivant. Si f € £(E) commute avec tous les éléments de
GY(E), alors f est une homothétie. En particulier, le centre de G£(E) est {AldE, AeK*}

Soit f € L(E) tel que Yg € GU(E), gf = fg. Supposons que f ne soit pas une homothétie.
D’aprés 2.3 proposition 3, il existe u € E, u # 0, tel que la famille (u, f(u)) forme une famille libre.
Complétons 13 en une base (u, f(u), €, ... ,€a) de E. Définissons g € L(E) sur cette base comme
suit

g(w)=u, glf(wl=u, Vi23, g(e:)=e
On a g € G4(E) car g transforme une base de E en une base de E. Or gof(u) = uet fog(u) = f(w),
donc fog # go f car u# f(u) (ces deux vecteurs forment une famille libre). Finalement, f est
une homothétie.

EXERCICE 7. Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soit f € L(E). On suppose qu'’il existe
zo € E tel que B = (f(z0), f*(x0), ..., f*(%0)) forme une base de E.

a) Montrer que f est bijective.

b) Montrer qu’il existe (ag,...,0,-1) € K" tel que f* + oy fP 4 +a1f+aldg =0
(sans utiliser, bien siir, le théoréme de Cayley-Hamilton).

Solution. a) Soit y € E. Comme (f(z0), - - ., f*(0)) est une base de E, il existe (Ai)1ci<n € K"
tels que y = A; f(zo)+- - -+ An f*(%0), donc y = f[Arzo+Azf(zo)+-- +An Y (z)] € Im f, et ceci
pour tout y € E. L’application f est donc surjective, donc bijective car c’est un endomorphisme
en dimension finie.

b) Comme B forme une base de E, il existe A, ... ,An € K tels que i (zo) = Anf(zo) + -+
A1 f(xo). Posons g = f*+tt — A f* — ... — A1 f. On a g(z0) = 0. Or

Vii1<i<n, glfi@ol= A+ (o) = A f i (zo) = - = M fH (z0) = Fla(z0)] = 0,

autrement dit ¢ s’annule sur la base B, donc g = 0. En composant g & gauche par f~1, on obtient
fr=dafr - = =0

3. Matrices

3.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient p et ¢ € N*. On appelle matrice de type (p, ¢) ou matrice a p lignes
et q colonnes 3 coefficients dans K, toute famille (a,-,]-):g-;? avec pour tout i,j a;; € K.
s3%9¢
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On note cette matrice de la maniere snivante

¢ colonnes
A

” ™~

ayy G2 0 Oy 4

a2y Q22 **+ dz4
p lignes N . .

Gp1 Gp2 " dpg

DEFINITION 2. On note M, 4(K) 'ensemble des matrices de type (p, q) & coefficients dans
K

— (Cas g = 1). Un élément de M,, ;(K) s’appelle une matrice colonne.
— (Cas p = 1). Un élément de M, ,(K) s’appelle une matrice ligne.
— (Cas p = q). Les éléments de M, ,(K) s’appellent des matrices carrées. On note
alors M (K) = M, ,(K), appelé ensemble des matrices carrées d’ordre (ou de taille
P PP Pl

p.
DEFINITION 3. Soit A = (a:5)15i5r € M, (K). On appelle matrice trunsposée de A et on
Is9

note ‘A la matrice B = (bi,j):é;ég € M, ,(K) avec b; ; = a; ;.

Remarque 1. — La représentation sous forme de tableau de la matrice transposée de
A est le symétrique de la matrice A par rapport a la diagonale constituée des points
Q5.

— Pour toute matrice A4, '(*A) = A.

DEFINITION 4 (DEFINITIONS RELATIVES AUX MATRICES CARREES). Soit n € N* et A =
(a:5) 15150 € Ma(K).

— Les (a,:)1<i<n s’appellent les éléments diagonauz de A.

-~ La diagonale principale de A est I’ensemble de ses éléments diagonaux.

- Si a;; = 0 pour ¢ > j, A est dite triangulaire (ou trigonale) supérieure ( )
0o

— Si a;; = 0 pour i < j, A est dite triungulaire (ou trigonale) inférieure ( 0 )

— Si a;; = 0 pour ¢ # j, A est dite diagonale.
— §'il existe A € K tel que pour tout i, a;; = A et pour tout i # j, a;; = 0, on dit
que A est une matrice scalaire.

- Si pour tout (4,7), ¢;; = a@;; (de maniére équivalente si ‘A = A), A est dite
symétrique.
- Si pour tout (%,3),a;; = —a;; (de maniére équivalente si ‘A = —A), A est dite an-

tisymétrique. En particulier, si K est de caractéristique différente de 2, les éléments
diagonaux de A sont nuls.

3.2. Matrices et applications linéaires

Soient E et F' deux K-e.v de dimension finie, dim F = ¢ € N*, dim F' = p € N*. Soit
B = (e1,...,¢€,) une base de E, B’ = (e},...,€,) une base de F. Soit f € L(E,F).
Pour tout j, 1 < j < ¢, on peut écrire f(e;) = b, a; ;e; o les q;; € K. La matrice
A= (“‘-J')QE;E: est appelée matrice de f dans les bases B et B’ et notée [f]5 . 1l revient
au méme de dire que les vecteurs colonnes de la matrice [f]5 sont les coordonnées dans
la base B’ des images par f des vecteurs composant la base B.

On munit M, ,(K) des opérations suivantes :

-SiA= (a;_,-):é;-é: et B = (bi'j)nlé;é:’ A+ B= (a;,j + b'"j):é;‘é:'
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-~ SiA= (a,,-’j):é;é: et A\EK, AA = (/\u,-_j)llsg;éz.

Muni de ces opérations, M, ,(K) est un K-e.v. Si pour tout i,5,1 <¢<p,1<j3<4q,
E; ; désigne la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui d’indice (%, j) qui vaut
1,les E;; (1 <i<p,1<j<gq)forment une base de M, ((K) appelée base canonique de
M, (K). Ceci entraine en particulier le résultat suivant.

PRrOPOSITION 1. Le K-e.v M, ,(K) est de dimension finie pq.

Fixons deux bases B de E et B’ de F. L’application
: L(E,F)— My (K) fr[fIF

est un isomorphisme de K-e.v. En particulier, dim(L(E, F)) = dim(M, ,(K)) = pg =
(dim E) - (dim F).

Multiplication de matrices.

DEFINITION 5. Soient p,¢,7 € N" et A = (a;;)155r € M,(K), B = (bij)rgise €
J<q SIsT

M,(K). On définit la matrice C' = ()55 € M, (K) par ¢i; = Xioy aiebe,;- La
matrice C est appelée produit des matrices A et B et on note C = AB.

Remarque 2. — Attention, le produit de A par B ne peut se faire que si le nombre

de lignes de B est égal au nombre de colonnes de A.

~ Le produit de matrices est associatif (mais pas commutatif} et distributif par rap-
port 3 P’addition.

— Soit f € L(E,F), B une base de E, B’ une base de F. Soit z € E et y = f(z).
On note X la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de z dans la
base B, Y la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de y = f(x)
dans la base B’. On a alors Y = [f]5' X, au sens du produit de matrices défini plus
haut.

PROPOSITION 2. Soient E, F et G des K-e.v de dimensions finies. Soit B une base de E,
B' une base de F' et B" une base de G. Si f € L(F,G) et g € L(E,F), on a [fg]f =

(15 (913

Remarque 3. (Produit par blocs). Si M € M, ((K) et M’ € M, ,(K),

r o g-r

4B A B}
= ' ! r lignes
M = ( (,' D )’ M - ( C'I D’ )}q—r lignes

alors
MM = AA'+ BC' AB'+ BD'
"\ CA+DC" CB +DD’
Tout se passe comme si on multipliait deux matrices 2 X 2, en prenant garde a 'ordre dans
les produits (il n’y a pas commutativité). '
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3.3. Matrices carrées

Soit n € N*. Le K-e.v M,(K) = M, ,(K), muni de la loi produit sur les matrices, est
un anneau (c’est méme une K-algébre) unitaire (1'élément unité est la matrice identité,
notée I,,, qui est une matrice scalaire dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1). Cet
anneau est non commutatif et non intégre dés que n > 2.

L’ensemble des éléments inversibles de ’'anneau M,(K) est un groupe appelé groupe
linéaire d’indice n et noté G£,(K).

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B une base de E. Si f € L(FE), on note
[fls = [f]2 et on I'appelle matrice de f dans la base B. L’application & : L(E) —
M, (K) f — [fls est un isomorphisme d’algébre. Ceci entraine que A € My(K) est
inversible si et seulement s’il existe f € L(E), inversible, tel que [f]p = A. Dot le
corollaire suivant : -

(A € M,(K) est inversible) <= (3B € M,(K), AB = I,,)

< (3Be M, (K), BA=1,) et B=A""

3.4. Changement de base

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B = (ey,...,€,) et B’ = (e},...,€;) deux
bases de E. Pour tout j, 1 < j < n, on peut écrire e = S i1 pijei avecles p;; € K La
matrice P = (p; ;) 1gicn (dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans la

1<3<n
base B) s’appelle matrice de passage de B a B’. La matrice P est inversible. Si z € E, si
X (resp. X') désigne le vecteur colonne dont les éléments sont les coordonnées de x dans
la base B (resp. dans la base B'), alors on a X = PX".

Remarque 4. Attention, on aurait tendance a écrire, machinalement, X' = PX ...

PROPOSITION 3. Soient E et F' deuzr K-e.v de dimensions finies respectivement égales a
p et q. Soient B, et B! deux bases de E, P la matrice de passage de By d By, By et B;
B

deuz bases de F, Q la matrice de passage de By, a B,. Soit f € L(E,F). Si A = [f]s,,
A'=[flp}, ona A’ = Q' AP. '

DEFINITION 6. Soient A, B € M, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes s’il existe
P € G£,(K) et @ € GL,(K) telles que B = QAP. La relation “est équivalente a” est une
relation d’équivalence.

Remarque 5. On a vu un peu plus haut que les matrices d'une méme application f €
L(E, F) dans des bases différentes sont équivalentes.

PROPOSITION 4. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B et B’ deuz bases de E,
P la matrice de passage de B ¢ B'. Soit f € L(E). Si A = [flp et A’ = [f]p, alors
A' = P-1AP.

DEFINITION 7. Deux matrices A et B € M, (K) sont dites semblables s'il existe P €
GL,(K) tel que B = P~'AP. La relation de similitude est une relation d’équivalence.
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3.5. Propriétés des transposées

PROPOSITION 5. - SiA, BE M, (K), (A+B)="A+'B.
- SiAe M, (K) et €K, '(AA) = NA.
- Si A€M, (K) et Be M, (K), ‘(AB) ='B'A.
— Soit A€ M,(K). On a A € G£,(K) si et seulement si ‘A € G£,(K) et dans ce cas,
(A) = (A7),

Remarque 6. La transposition inverse 'ordre dans les produits de matrices. Cette remar-
que peut parfois étre utile dans les exercices.

3.6. Rang d’une matrice

DEFINITION 8. Soit A € M, ,(K). On appelle rang de A le rang de ses vecteurs colonnes
dans K?, et on le note rg A. Si A est la matrice d’une application linéaire f,onarg A =rg f.

Remarque 7. - Si A € M, ((K), alors rg A < inf{p, q}.
— Si A € M, (K), alors A est inversible si et seulement si rg A = n.

THEOREME 1. Soit A € M, ,(K). Sir =184 > 1, A est équivalente a la matrice J, =
I. 0
(59):

COROLLAIRE 1. Deur matrices A et B € M, ((K) sont équivalentes si et seulement si
rgA=rgBhB.

DEFINITION 9. Soit 4 = (a;;)15ise € M, 4(K), et soient deux sous ensembles non vides
1<£i%qe

Ic{l,...,p}et J C{1,...,q}. La matrice B = (a,-,j).;g s’appelle matrice ertraite de

A, A s’appelle une matrice bordante de B.

THEOREME 2. Soit A € M, 4(K). Le rang de A est le plus grand des ordres des matrices
carrées inversibles extraites de A.

COROLLAIRE 2. Le rang de toute matrice est égal au rang de sa transposée.

Remarque 8. En d’autres termes, le corollaire précédent dit que le rang des vecteurs
colonnes d’une matrice est égal au rang de ses vecteurs ligne.

— Dans la pratique, pour trouver le rang d’une matrice, on utilise le résultat suivant : on
ne change pas le rang d’une matrice en multipliant une colonne par un scalaire non nul,
ou en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes (méme chose
sur les lignes). Par exemple, en opérant sur les lignes,

2 13 -3 21
rg] -1 21 4 =rg| 0 3
1 1 2 -1 11
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3.7. Trace d’un endomorphisme

DEFINITION 10. Soit A = (a;)1<ij<n € Ma(K). On appelle trace de A le scalaire tr A =
Y i1 ;- L’application A — tr A est une forme linéaire.

PROPOSITION 6. - Si A et B € M, (K), tr(AB) = tr(BA).
~ 5i A € M, (K), tr A = tr(*A).
~ Si A et B € M,(K) sont semblables, alors tr A = tr B.
La derniére assertion de la proposition précédente permet la définition suivante.

DEFINITION 11. Soit E un K-e.v de dimension finie, B une base de E et f € L(E). Alors
la trace de la matrice [f]p ne dépend pas de la base B choisie. Cette valeur s’appelle la
trace de f et est notée tr f.

PROPOSITION 7. Soit E un K-e.v de dimension finie, p € L(E) un projecteur. Alorsrgp =
trp.

Démonstration. p étant un projecteur, Imp @ Kerp = E. Soit r = rgp, (e1,...,€,) une base
de Imp et {er41,...,€n) une base de Kerp. Alors B = (e1,...,€,) est une base de E et on a
[f]3=(1(; 3 ),donctrp:rgp. 0

3.8. Exercices

EXERCICE 1 (MATRICES DIAGONALEMENT DOMINANTES). On considére une matrice A =
(@ij)1<ij<n € Mn(C) vérifiant

V'i, 1 S 1 S n, E la;,j| < Ia,-,,-l.
1<ign
i
Montrer que A est inversible.

Solution. 1l s’agit de montrer que rg A = n, c’est-a-dire que les n vecteurs colonnes de A forment
une famille libre. Pour cela, raisonnons par I’absurde en supposant ces n vecteurs liés, ce qui s’écrit

n
3, M €C telsque Vie{l,...,n}, Y Ajai; =0,
=1
les A; étant non tous nuls. Soit k tel que |Ax] = sup;<i<n |2i| > 0. Alors

n
Aj . Aj
Z'\ja"uf =0 donc ap;=-— E ﬁak,j, dott jap i} < E :—Aﬁlak"il < E lak;i,

i=t 15<n 15En 1<ign
T#E 3#E T2k
ce qui est contraire aux hypotheses.
EXERCICE 2. Soit n € N* et soit la matrice
1 1 T .- 1
0o cl ¢ o C
M=|: . C} - C* | €MuuR).
0 --- -~ 0 C»

Montrer que M est inversible et calculer M1,
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Solution. On note R,[X] = {P € R[X] | deg(P) < n}. Soit '’endomorphisme f : Ry[X] —
R,[X] P(X) » P(X +1). La famille B = (1, X,...,X") est une base de R,[X], et on voit
facilement que M est la matrice de f dans la base B. Or f est inversible, son inverse étant
g: P(X)» P(X —1). Donc M est inversible, et

1 -1 1 (_1)n

0 Cll —C% ve (—1)"_1C,l,
M-l = [f"!]a =gl = . C% (—1)"°2C,":

6 PR ..: 0. Cﬁ

EXERCICE 3. Soient A et B € M,(K) telless que AB = A + B. Montrer que A et B
commutent (i. e. montrer que AB = BA).

Solution. Comme AB= A+ B,onal, —A— B+ AB = I, donc (I, — A)(I, — B) = I. Donc
I, — A est inversible, son inverse est (I, — B), donc (I — B)(I, — A) = I, ce qui en développant
donne BA=B+ A=A+ B.

EXERCICE 4. a) On considére la matrice
0 myy -+ My,
M - : ’ ) € Mn(R).
: T Ma_1,n
0 -+ ... 0

Montrer (sans utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton) que M est nilpotente.

310
b) Soit M = ( 0 3 2 ) € Mj3(R). Pour tout entier p > 1, calculer M?.
0 0 3
Solution. Soit (e, . - - , €,) la base canonique de R"™ (¢; est le vecteur colonne dont tous les éléments

sont nuls sauf le i-éme qui vaut 1). La forme de la matrice M montre que

i-1
Mey =0 et Vi>2, Mei=) myzer € Vect(er, ... eim1).
k=1
Ceci étant, montrons par récurrence sur p € {1,...,n} que pour tout i, 1 < i < p, MP¢; = 0.

Pour p = 1 c’est vrai car Me; = 0. Supposons le résultat vrai au rang p — 1, montrons le au rang
p.Si1<i<p—1,1'égalité MP~1le; = 0 entraine MPe; =0, et sii=p:

p—1 p—1
k=1 k=1

- En particulier, le résultat est vrai pour p = n ce qui entraine que M" s’annule sur tous les
vecteurs de la base canonique de R™, donc est nul.
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01 0

b)Onécrit M =33+ NouN=| 0 0 2 |.D’apréslaquestion précédente, N3 = 0. Comme
0 00

I3 et N commutent, on peut écrire

P
VpeN*, MP = Zc,’;1v’=(313)"-'c =313+ p3* "IN + ’—'("2—1)31’—21\/2.
k=0

010 0 0 2 9 3p p(p-1)
CommeN=] 0 0 2 |etN2=| 0 0 0 |,cecidonne M? =3?"2| 0 9 6p .
000 0 00 0 0 9

Remarque. Au a), une étude plus poussée aurait permis de montrer que

4 nr
0 --- 0 «
- x
Vp,1<p<n-1, on a MPF= : 0
0 0

EXERCICE 5. Quelles sont les matrices A € M,(K) telles que A2 =07

Solution. Soit f 'endomorphisme de K® dont A est la matrice dans la base canonique de K*. On
afl=0, doncImf C Ker f. Soit r = rg f. Si r = 0, f = 0 et c’est évident. Sinon r > 1. Soit
(e1,...,€er) une base de Im f. Comme Im f C Ker f, on peut compléter cette base en une base
(e1,.-. ,en-r) de Ker f (au passage, on remarque que r < n —r donc r < nf2). Pour 1 <i<r,
e; € Im f donc il existe u; € K tel que f(u;) = ¢;.

Montrons que B = (e1,...,en—r, ¥1,...,U:) est une base de K*. Il suffit de montrer que c’est
une famille libre (il y a n éléments). Supposons (Aje; +---+ Moren—r)+ (1u1+ -+ pre,) =0
oit les A;, pj € K. En composant par f, on trouve ey + -+ pre, = 0, donc Vi, g; = 0. Donc
Mer+ -+ An_ren—, = 0, et donc Vi, A; = 0. B est donc bien une base de K". Dans cette base,
g {)' ), avec r < n/2, et A est donc semblable a M.

Réciproquement, si A = 0 ou si A est semblable & M, avec r < n/2, alors A? = (. Les matrices
recherchées sont donc celles semblables & M, avec r < n/2 et la matrice nulle.

f a pour matrice M, =

EXERCICE 6. Soit M € M,(R) une matrice de trace nulle.

a) Montrer que M est semblable & une matrice n’ayant que des 0 sur la diagonale princi-
pale. .

b) Montrer qu’il existe X et Y € M,(R) tels que M = XY - Y X.

Solution. a) On va montrer ce résultat par récurrence sur n € N*. Pour n = 1 c’est évident
car M = tr M = 0. Supposons le résultat vérifié au rang n — 1 et montrons le au rang n. Soit f
P’endomorphisme de R™ dont M est la matrice dans la base canonique de R™. Si Vz € R", la famille
(z, f(z)) est liée, alors f est une homothétie (voir la proposition 3 de la partie 2.3), c’est-a-dire
qu’il existe A € R tel que f = AIdg. Or nA = tr f = tr M = 0 donc A = 0 et donc f = 0, ce qui
entraine que la matrice M est nulle.
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Sinon, il existe z € R™ tel que la famille (x, f(x)) soit libre. Complétons cette famille en une
base B = (z, f(z),e3, ... ,en) de R™. Dans cette base, on a

Or 0 = trf = tr N = tr N’ donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe Q € Gé,_1(R) telle

1]0---0
0
que Q™I N’Q n’ait que des zéros sur la diagonale principale. Si P = | . 0 € G¢,(R), on
0
a donc
[ 0 x x
P7INP = | x 0
T T x
L x % 0

La matrice M, semblable a N, est donc semblable & cette derniére matrice, d’ot le résultat.

b) D’apreés a), il existe P € G£,(R) telle que M = P"INP o N est une matrice n’ayant que des
zéros sur la diagonale principale. Notons b; ; les coefficients de la matrice N. Fixons

x=| 0 @« -~ = EMu(R), avec o;Fa; si i#j.
PR
0 - 0 ap

SiY = (aij)i<ii<n € M, (R), un calcul rapide montre que XY — Y X = (aja; 5 - Qjd; j)1<ij<n-
En prenant pour tout i a; ; = 0 et pour tout i # ja;; = b.-,j/(a,- —aj), on voit que XY —-YX =N,
donc M = (P‘IXP)(P‘IYP) - (P‘IYP)(P‘IXP)‘

EXERCICE 7. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. Soient p;,...,pr € L(FE) des
projecteurs. Montrer que p = p; + - - - + p; est un projecteur si et seulement si pour tous

i#j,piop; =0.
Solution. Condition suffisante. 1l suffit de remarquer que
P=p++n+) popi=pi+-+pi=m+ +pm=p
i#j
Condition nécessaire. D’aprés la proposition 7, le rang d’un projecteur égale sa trace, donc

k k

rgp=trp= Y trpi= Y 18P

i=1 i=1
On a aussi
Imp=(m+ - +pm)E)Cp(E)+ - +p(E) =Impy + - -+ Impy.
Ces deux derniéres assertions permettent de conclure que

Imp=Imp, ®---®Imp,. (*)
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Ceci étant, fixons i, 1 < i< k. D’aprés (*), si z € E, pi(z) € Imp donc
pi(z) = p(pi(z)) = propi(z) + -+ piopi(z) + -+ pr o pi(),

c’est-a-dire

pi(z) = propi(z) + -+ pi(z) + - +pr opi(2).
On en déduit Z:J.# pj o pi(z) = 0. Or pour tout j, p; opi(z) € Imp; donc d’apres (*), Pécriture
Y., #iPi © pi(z) = 0 entraine Vj # i, p; o pi(z) = 0. Ceci est vrai pour tout z € E, donc si j # i,

3
piopi=0,dolle résultat.

4. Dualité

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel.

4.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K
L’ensemble £(E,K) des formes linéaires sur E est aussi noté E*. C’est un K-e.v appelé
espace dual de E.

Notation. Siz € E et ¢ € E*, on note parfois p(x) =< @, >.

DEFINITION 2. On appelle bidual de E espace dual de E*, noté E**.

4.2. Etude du dual en dimension finie

Dans cette sous partie, sauf mention contraire, E est de dimension finie n € N*.

DEFINITION 3. Soit B = (ey,...,€,) une base de E. Pour tout ¢, 1 < i < n, la forme
linéaire €; définie sur B par ei(e;) = 0 si j # i, ef(e;) = 1, s’appelle forme linéaire
coordonnée d’indice 1.

Remarque 1. Si E est de dimension infinie et (¢;);e;r une base de E, on définit de méme
les formes linéaires coordonnées e pour ¢ € I.

THEOREME 1. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Alors B* = (e},...,€}) est une
base de E* appelée base duale de B, et donc dim E* = dim E. Pour tout ¢ € E*, on a

¢ =i ple) €.
Démonstration. La famille B* est libre, car 'égalité Aje] + - - - + Aqe}, = 0 appliquée aux vecteurs
€1,...,en de E donne Ay = ---= A, =0.

La famille B* est génératrice. En effet, si ¢ € E*, alors pour tout # € E, # = Ae1 + -+ Apen,
on a

1 n
ple) = 32 N ples) = 3 €i) pler)
izl i=1
et ceci étant vrai pour tout z € E,ona ¢ =3 ._, p(ei)€]. o

Remarque 2. Si E est de dimension infinie et (¢;);c; une base de E, (€] )ies est une famille
libre de E* mais non génératrice.
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Bidual en dimension finie.

THEOREME 2. Siz € E, onnotei: E* - K ¢+ ¢(z). Ona i € E** et Uapplication
fi: E— E* gz I est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie facilement que F est linéaire (i. e. que € E**), ainsi que f.
Prouvons que f est injective. Soit # € Ker f. Si # # 0, on peut compléter £ en une base
(z,e2,...,en) de E.On a alors 2*(z) = 1, autrement dit Z(z*) # 0, donc % # 0. Donc Ker f = {0}.

D’aprés le théoréme 1, dimE** = dimE* = dimFE. Ainsi f est bijective, et c’est donc un

isomorphisme. G

Remarque 3. — Cet isomorphisme est canonique (:. e. il ne dépend pas du choix d’une
base). On convient alors d’identifier E et E** en identifiant 4 T pour z € E.
— En dimension infinie, f : = — ¥ est injective mais pas surjective.
En dime finie, t t ect

Base antéduale.

PROPOSITION 1. Soit (f1,..., f,) une base de E*. Il existe une unique base (e,,...,e,)
de E telle que pour tout i, €} = f;. Cette base s’appelle base antéduale de (fi,..., fa).

Démonstration. Existence. D’aprés le théoréme 2, pour tout i, il existe ¢; € F tel que ff = ¢€;.
Donc pour tout j # 4, ff(f;) = 0= €(f;) = fi(e:i) et f£(fi) =1 = fi(e:). En résumé, fi(e;) =0
si § # 1 et fi(e;) = 1. On voit donc que pour tout i, f; = e}.

Unicité. Soit (ey, ... ,en) une base de E telle que pour tout i, ef = f;. Si j # i, ef(e;) = fi(ej) =
0 = €;(f;) et pour tout 1, ef(e;) = fi(e;) = 0 = €;(f;). En résumé, on a montré que &(f;) = 0 si
J #1, = 1sij =i Autrement dit, é; = f;. D’aprés le théoreme 2, il existe un unique vecteur e;
de E vérifiant é; = f}; les ¢; sont donc uniques, d’oii le théoréme. a

Remarque 4. Nous verrons dans la partie 4.5 des probléemes matriciels des moyens de calcul
de la base antéduale.

4.3. Orthogonalité

DEFINITION 4. Des éléments = € E et ¢ € E* sont dit orthogonauz si p(z) =< ¢, ¢ >=0.

— Si AC E, on note At = {p € E* |Vz € A,p(z) = 0}. L’ensemble A' est un s.e.v
de E* appelé orthogonal de A.

— Si BC E*, on note B®° = {x € E | Vp € B,p(x) = 0}. L’ensemble B° est un s.e.v
de E appelé orthogonal de B.

Remarque 5. Si ¢ € E*, alors {¢}° est le noyau de ¢.

La proposition qui suit se prouve facilement.

PROPOSITION 2. — Si A, C A, C E, alors A} C A}
- S§i By C B, C E*, dlors By C B}.
- Si A C E, alors A+ = (Vect A)*.
— S8i B C E*, alors B®° = (Vect B)°.
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Orthogonalité en dimension finie.

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors :

(i) Si F est un s.e.v de E, dim F + dim F* = dim E et F** = F.
(ii) 8i G est un s.e.vde E*, dimG +dimG°® = dim E et G°* = G.

Démonstration. (i) Soit r = dim F et (e1, ... , e;) une base de F, complétée en une base (eq, ... ,en)
de E.On a F = Vect(ey, .. . , ¢;) donc d’aprés la proposition précédente, Ft+={ey,...,e }*. Soit
pEE*, p=31"_, el Alors

(pefer, .. er}t) &= (Vie{l,...,r}, 0=gp(e)=N).
Ainsi, ¢ € F* si et seulement si ¢ € Vect(e},,,...,€;) d’olt la premiére égalité de (i).

Maintenant, toujours d’aprés la proposition précédente, on a F Lo = {€}41,--- en}*. Donc

(z=> oie €F') <= (Vie{r+l,...,n}, 0=¢i(z)=X),
i=1

ce qui prouve F1° = Vect(es,... ,€,) = F.

(ii) Soit r = dim@G, (f1,...,fr) une base de G, complétée en une base (fy,..., fn) de E*.
Soit (e1,...,€n) une base antéduale de cette derniére, de sorte que Vi, f; = e.OnaG =
Vect(e],... ,e) et en procédant comme plus haut, on trouve G°® = Vect(er41,.-- ,€n) €t Got =
Vect(e},...,ef) =G. 0O

Conséquence. En dimension finie, un sous espace est égal  ’espace tout entier si et seule-
ment si son orthogonal est nul.

Remarque 6. L’égalité F-° = F reste vraie en dimension infinie. Par contre I’égalité B =
B°* est fausse en dimension infinie. Prenons par exemple E = R[X] et B le s.e.v de E*
engendré par les formes linéaires ¢, : P — P(™(0) (n € N). Si P € B°, alors pour tout
n € N, P™(0) = 0 donc d’aprés la formule de Taylor, P = 0. Autrement dit, B® = {0},
donc B°t = {0}* = E*. On a donc B # B°* = E* (par exemple, ¢ : P — P(1) est
dans E* et on vérifie facilement que ¢ ¢ B). Cependant l'inclusion B C B°* est vraie en
dimension infinie.

En traduisant le théoréme précédent en termes d’équations, on obtient le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 1 (EQUATIONS D’UN S.E.V EN DIMENSION FINIE). Soit E un K.e.v de di-
mension finte n.

— Sotent p formes linéaires ¢y, . .., de E* telles que 1g(¢py,...,9,) = 1. Le s.e.v
F = {z € E | Vi, p;(x) = 0} est de dimensionn —r.

— Réciproquement, si F est un s.e.v de E de dimension ¢, il eziste n — q formes
linéaires linéairement indépendantes ¢y, ... ,pn_, telles que F = {x € E | Vi, 1<

i <n—qpi(x) =0}
PROPOSITION 3. Soit E un K-e.v de dimension finie et A, et A, deuz s.e.v de E. Alors
(i) (A1 + At = AL NAF (i) (A N At = AL + AT,
Soient By et B, deuz s.e.v de E*. Alors
(iti) (B + B,)° = B} N B; (iv) (BiN B,)° = B} + B;.

La preuve est simple. Pour montrer chaque assertion, on montre une inclusion triviale
puis 1’égalité des dimensions grace au théoreme 3.
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Orthogonalité et hyperplans.

PROPOSITION 4. Soit ¢ € E* une forme linéaire non nulle. Alors Ker ¢ est un hyperplan
de E. Réciproquement, tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Démonstration. Soit ¢ € E*, ¢ # 0. On sait que E/ Ker ¢ est isomorphe & Imp = K, donc de
dimension 1, ce qui n’est autre que de dire que Ker ¢ est un hyperplan de E.

Réciproquement, soit H un hyperplan de E. D’aprés la proposition 2 de la partie 2.2 (page 112),
il existe un s.e.v S = Kz, de E de dimension 1 tel que H @S = E. Si maintenant on définit ¢ € E*
par p(z) =0 si z € H et p(Azg) = A sur S, on voit que Kerp = H. 0

PROPOSITION 5. Soit H un hyperplan de E. L’ensemble H* des formes linéaires sur E
qui s’annulent sur H est une droite de E*.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il existe g € E* tel que Ker oo = H. Main-
tenant, soit ¢ € E* une forme linéaire qui s’annule sur H. Soit xq € E tel que H@®Kzy = E.On a
wo(x0) # 0 (sinon g s’annule sur H et sur Kzro donc sur E, ce qui est absurde car Ker pg = H).
Posons A = ¢(z0)/pa(z0) et ¥ = ¢ — Apy. Comme ¢ et pq s’annulent sur H, 3 s’annule sur H. Or
par construction de ), 1(xy) = 0. L’application ¢ s’annule donc aussi sur Kzq, donc sur E tout
entier, et donc ¢ = Apy € Vect(ypy). Réciproquement, on vérifie facilement que si ¢ € Vect(po),
alors ¢ s’annule sur H. (]

Remarque 7. On peut montrer de maniére plus générale que si F est un s.e.v de E de
codimension finie, alors F* est un s.e.v de E* de dimension codimg F.

4.4. Applications transposées

DEFINITION 5. Soient E et F deux K-e.v de dimension quelconque. Soit u € L(E, F).
Pour tout f € F*,on a fou € E*. L’application linéaire F* — E* [ — fou est appelée
application transposée de u et notée *u.

PROPOSITION 6. Soient E et F deuxr K-e.v. Si E et F sont de dimension finie, on a
(1) rgu=rg(*u) (1) Im(‘uw)= (Keru)*,
et en dimension quelconque
(i11) Ker(*u) = (Imu)*.

Démonstration. (i) sera démontré lors de I’étude des problemes matriciels (voir partie 4.5).

(ii) Soit g € Im(*u). Il existe f € F* tel que g = f o u, donc pour tout z € Ker u, g(x) = 0,
et donc g € (Ker u)*. On vient donc de montrer que Im(*u) C (Ker u)t. Or dim(Im*u) = rg'u =
g u = dim(Im u) = dim E — dim(Ker u) = dim(Ker u)*, d’ot (ii).

(iii) I suffit de remarquer que

pEKer'u & pou=0 < ImuCKerp <> p€ (Imu)*.
0
PROPOSITION 7. Soient E, F,G trois K-e.v, v € L(E,F) et v € L(F,G). Alors*(vou) =
tuoty.

Démonstration. Il suffit d’écrire que si g € G*, go(vou) = (gov)ou="u(gov) =" uolv(g)]. O
1

PROPOSITION 8. Supposons E de dimension finie. Soit uw € L(E). Un s.e.v F de E est
stable par u si et seulement si F* ¢st stable par *u.
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Démonstration. Condition nécessaire. On a w(F) C F donc pour tout ¢ € F*, comme p(F) = {0}
on a ¢ o u(F) = {0}. Autrement dit, si p € FL on a *u(p) € F*. Finalement, F* est stable par
tu.

Condition suffisante. D’apreés le corollaire 1, il existe r formes linéaires ¢y, ..., o, telles que F =
N Ker ;. En particulier, pour tout i, Ker ¢; C F c’est-a-dire que ¢; € F+. Maintenant, comme
F1 est stable par 'u, on a *u(p;) = p; ou € F* pour tout i, donc p; o u(F) = p;[u(F)] = {0}.
Autrement dit, pour tout 7, u(F) C Kerp; et donc u(F) C NI, Kerp; = F, d’oli la condition
suffisante. 0

—  Remarque 8.

— Ce résultat reste vrai en dimension infinie mais sa démonstration fait appel a
P’axiome du choix.

— Cette proposition peut étre trés utile dans certains raisonnements par récurrence
en dimension finie n relatifs aux réductions d’endomorphismes. En effet, si z ¢ E*
est un vecteur propre de *u, alors Kr est stable par ‘u et donc (Kz)°, hyperplan
de E, est stable par u (appliquer la proposition & F = (Kz)°). Le tour est joué, on
est ramené en dimension n — 1 (on trouve des raisonnements de ce type dans la
démonstration du théoréme de trigonalisation par exemple).

4.5. Problémes matriciels

Applications transposées. Soient E et F deux K-e.v de dimension finie respective-
ment égales a p et ¢. Soit « € L(E, F), B une base de E et B’ une base de F. Soit f € F*,
(aiy-...,ay) = [f]§ sa matrice dans la base B'. Sig= fouet (8i,...,5,) = [g]§,ona

(Biy... . Bp) = (... ,aq)[u]g’

donc en transposant ces matrices,

B ay

By )
De la définition d’une application transposée, on vérifie facilement que ceci équivaut a dire
[*u]B. = *[u]8’, ot B* et B'" sont les bases duales de B et B’. En d’autres termes, la
matrice dans les bases duales de B et B’ de 'u est la transposée de la matrice de u dans
les bases B et B'.
On déduit de ce résultat que rg‘u = rgu, résultat annoncé dans la proposition 6.

Changement de base dans le dual. Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soit
B = (e1,...,en) une base de E, B’ = (e}, ... ,e}) sa base duale. On se pose le probléme
suivant : Quelle est dans la base B* les coordonnées de la base duale d’une nouvelle base
B =(g1,...,6,)de E?

Soit C' la matrice de passage de la base B a la base B'. Soit f € E*, (ey,...,a,)
sa matrice dans la base B*, (f4,...,0,) sa matrice dans la base B”*. Soit z € E, X sa
matrice (colonne) dans la base B, Y sa matrice dans la base B'.Ona X = CY, et

f(z)=(as,...,an)X = (B1,...,6a)Y donc (ai,...,a,)CY = (B,...,5.)Y,

et ceci pour tout Y donc (f;,...,06,) = (a1,...,,)C. En d’autres termes,
B Qa; 231 B
=t oil encore =00

B oy, a, B
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La matrice de passage de B* 3 B'* est donc 'C~! ol C' est la matrice de passage de B a

B,

4.6. Exercices

EXERCICE 1. Soit E un K-e.v, ¢1,...,¢, € E* et ¢ : E — KP définie par ¢ =
(¢1,-- - ,9p). Montrer que ¢ est surjective si et seulement si ¢y,...,p, sont linéairement
indépendantes.

Solution. Condition nécessaire. Supposons A1p1 + -+ Appp = 0 (*) avec les A; € K Comme ¢
est surjective, si on fixe i, 1 < i < p, il existe z € E tel que p;(z) = 1 et pour tout j # i, p;(z) = 0.
Appliqué a (*), ceci entraine A; = 0, et ceci pour tout i, d’ol1 la condition nécessaire.

Condition suffisante. Soit ¥ € (Im @)+ Soit (eq, ... ,ep) la base canonique de KP, (i, ..., €;) sa
base duale. Ecrivons ¢ = A\je]+---+Ape;. Pour tout r € E, P(p(z)) = 0= A1 (=) +- -+ Ap0p(7),
donc A1 4 -+ -+ Appp = 0, ce qui entraine A} = --- = A, = 0, donc ¢ = 0. Autrement dit, on a

montré (Imp)*+ = {0}, donc Imp = KP, c’est-a-dire que o est surjective.

EXERCICE 2. Soit E un R-e.v de dimension 3, (e,, €2, €3) une base de E. Soit f7, f7, f3 €
E* définis par

fi=2e;+e;+€5 f1=—e+2e, [f5=c¢e+3€.

Montrer que (f;, f3, f3) est une base de E* et déterminer la base (fi, fa, fa) de E dont
elle est la duale.

Solution. Les colonnes de la matrice

2 -1 1
M=]1 03
1 20

sont les coordonnées des f* dans la base (e}, e}, €3). Pour montrer que (f7, f3, f3) est une base de
E*, il faut montrer que le rang de la matrice M est égal & 3. Des opérations élémentaires sur les

colonnes donnent

2 -5 1 2 -5 -4
gM=rg|l 1 -2 3 J=rg| 1 -2 0})1=3
1 00 1 0 0

(on vérifie en effet facilement que cette derniére matrice est inversible), (f1, f3, f3) est donc bien
une base de E*.

On a vu (voir la partie 4.5) que la matrice M de passage de (€], €3,€3) & (f, f3, f3)est 'C7L,
C étant la matrice de passage de (e1,ez,e3) & (fi1, fo, f3). Donc M = tC-1, ce qui entraine
C = 'M-! = (!M)~!. On calcule facilement. (*M~!) en inversant le systtme Y = *MX en un
systéme donnant X en fonction de Y. On trouve

1 6 -3 -2
C:'M-‘:ﬁ -2 1 5
. 3 5 —1

Les coordonnées de fi, f2, f3 dans la base (e;, €2, ¢3) sont les vecteurs colonnes de C' = ML

EXERCICE 3 (FORMES LINEAIRES DE M,(K)). a) Soit f € Mq(K)" une forme linéaire
sur M,(K). Montrer qu’il existe A € M,(K) telle que pour tout X € M, (K), f(X) =
tr(AX).



132 IIl. Algébre linéaire : généralités

b) Déterminer les éléments f € M,(K)" tels que pour tout X,Y € M,(K), f(XY)=
FY X).

Solution. a) Si A € M,(K), on note f4 la forme linéaire sur M, (K) définie par f4(X) = tr(AX).
Soit ¢ : Mnp(K) = M,(K)* A+ fa. C’est une application linéaire. Nous allons montrer que
¢ est bijective, ce qui prouvera le résultat. Soit A = (a;,;)1<i,j<n € Ker p. Alors pour tout (3,7),
tr(AE; ;) = a;; = 0 (E;; désignant la matrice de M,,(K) dont tous les éléments sont nuls sauf
celui d’indice (7, §) qui vaut 1), et donc A = 0. Donc Ker ¢ = {0}, et ¢ est donc injective. Comme
de plus dim(M,(K)*) = dim(M,(K)), ¢ est bijective, d’on le résultat.

b) Soit f une telle forme linéaire. D’aprés la question précédente, il existe A = (a;;)1<i,j<n €
My (K) telle que f = f4, et on a pour tout X,Y € M,(K), f(XY) = tr(AXY) = f(YX) =
tr(AY X).

En particulier, pour tout (i,5,k) avec i # k on a tr(AE;;E;) = tr(AE;:E;;) (%). Or
E;;Ejx = Ei et E;1E;; = 0 car k # 4, donc (*) s'écrit aussi tr(AE;;) = 0, c’est-a-dire
ai; = 0. Ceci étant vrai dés que i # £, on en déduit que A est une matrice diagonale.

Maintenant pour tout. (i, j) on a tr(AE; ; E; ;) = tt(AE;; E; ;), c’est-a-dire tr(AE; ;) = tr{(AE; ;),
donc a;; = a;; et ceci pour tout (7, 7). Ainsi, A est une matrice scalaire, donc il existe A € K tel
que f = Atr. Réciproquement toute forme linéaire de cette forme répond au probléme posé.

EXERCICE 4. On note R,[X] espace vectoriel {P € R[X], deg(P) < n}. Soit

P(t)dt
1412

1
p: RX]=R PH/
-1

a) Soient zg,...,%, n + 1 nombres réels distincts deux & deux. Démontrer qu’il existe
Aoy -+ » An € R tels que pour tout P € Ru[X], o(P) = Y7, A P(2;). Donner une méthode
pratique de calcul des A;.

b) On suppose n = 2k +1 impair. Démontrer qu’il existe n réels z,,... , 2, et Ay,... , A, €
R tels que

VP € R,[X], @(P)= i A P(z;).

Solution. a) L’application ¢ est une forme linéaire sur R,[X]. On a dim(R,[X]*) = dim(R,[X]) =
n+1((1,X,...,X") est une base de R,[X]).

Ceci étant, pour tout 7, 0 < ¢ < n, on définit la forme linéaire p; sur R,[X] par ¢;(P) = P(z;).
Nous allons montrer que les (¢i)uci<n forment une famille libre. Supposons z:-'=(, pipi =0 (#).
Pour tout k définissons P, = H.,g:;é.. (X — z;) € Ry[X]). On a p;(P) = 0si k # i, et donc en
appliquant la relation (*) & P, on trouve yu; H,.#k(mk —z;) = 0. Les z; étant distincts, ceci entraine
pr = 0, et ceci pour tout k.

Les (i )ogi<n forment donc une famille libre de n+1 éléments de R,[X]*. Comme R,[X]* est de
dimension n4-1, on en déduit que c’est une base de R,[X]*. En particulier, il existe Ay, ..., \, € R
tels que o = Y"1, A, et donc

VPERLX],  o(P)=) hpiP)= NP(z:).

i=0 i=0

Donnons maintenant une méthode pratique de caleul de Ax. Comme pour tout i # k, P;(2) = 0,
on trouve en appliquant la relation précédente & Py que

#(Fr) (+5)

Ak.Pk(l‘k) = (p(Pk), done Ak = m
(F 7 AN ‘s



4. Dualité 133

b) 1l s’agit en fait de choisir les (;)oci<n de sorte que le coefficient Ag de P(zq) soit nul. D’apreés

(**), ceci sera vérifié si
l -—— LY —
p(Po) = / (=) (t=2n)
-1

1412
Fixons 0 < a; < --- < ai des nombres réels (k est tel que n = 2k +1).Si 1 < i <k, on pose
Toio1 = a; et T3 = —a;, et 241 = 0, de sorte que
2k+1 k
Po(X) = [ (X = 2) = X [J(X* - a}).
i=1 i=1

On s’apergoit que ¢ ~— Po(t) est une application impaire; il en est donc de méme de Papplication

Po(t) b Pot)
, et d Ao =

T+ et donc Ag _[,11+t2

comme ’on veut. pourvu qu’il soit différent des z; déja choisis pour 1 < i < n).

t— dt = 0, d’ou le résultat. (Remarquons que I’on peut choisir z¢

EXERCICE 5. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*.

1/ Soit (e1,...,e,) une famille de vecteurs de E, (¢1,...,pn) une famille de formes
linéaires sur E. Soit f : E —» E z +— Y i pi(z)e;. On a f € L(E). Montrer que
1gf+n > rg{es,...,en} + 18{1,. .- ,Pn}. Peut-on remplacer n par une constante plus
petite ?

2/ a) Soit ¢1,...,@, v formes linéaires sur E indépendantes et e;,...,e, T vecteurs de
E indépendants. Soit f € L(E) défini par f(z) = 3i_; pi(#)ei. Quel est le rang de f?
b) Soit u € L(E), rgu = q > 1 et (ej,. .. e;) une base de Im u. Montrer qu'il existe ¢
formes linéaires @i, ... , ¢, telles que pour tout z € E, u(z) = YL, pi(2)e;. Que dire de
la famille (¢1,...,¢,)? : '

¢) Montrer que tout endomorphisme est la somme de deux automorphismes.

Solution. 1/ Soit p = rg{e1,... ,en} et ¢ = r&{p1,...,pn}. Soit u € L(E,K*) définie par
u(z) = (p1(z), ..., pn(x)) et soit v € L(K*, E) définie par v(zy,. .. ,En) = 3 iey Ti€i, de sorte
que f =vou.

D’aprés le théoréme 3, Keru = {z € E | Vi, pi(z) = 0} est de dimension n —g¢, donc rgu =
n — dim(Ker ) = g. On a Imv = Vect{ey, . .. ,€n} donc rgv = p.

Ceci étant, on a Im(v o u) = v(Imu). Soit F = ImuNKerv et S un supplémentaire de F' dans
Im u de sorte que Imu = F& S. Comme SNKerv = {0}, la restriction de v a S est injective donc
v(Im ) = v(F)+v(S) = v(S) est de dimension dim 5. Onen déduit rg(vou) = dim S. Or F C Kerv
donc dim F < dim(Ker v) = n —1gv, donc dimS = rgu— dimF > rgu+rgv—n=p+q—n dou
le résultat. On ne peut pas remplacer n par une constante plus petite (prendre tous les p; nuls et
(e1,.-. ,¢en) une base de E).

Remarque : On a montré le résultat général suivant : pour tout (u,v), rg(vou) > rgu+rgv—n.
2/ a)Onax€Kerf < Y .. pi(z)ei =0, et comme les ¢; sont indépendants, ceci entraine
Ker f = {x € E | ¥i,pi(x) = 0} = (Vect{p1,...,pr})°. Les p; étant linéairement indépendants,
on a donc dim(Ker f) = n — dim(Vect{p1,... ,pr}) =n—r, dobrgf =n— dim(Ker f) = r.
b) Pour tout i, 1 < i < ¢, il existe ¢; € E tel que u(e;) = e;. La famille (€;)1<i<q est libre car si
3 Aigi = 0, alors 0 = w(32; Mi€i) = 3; Aie; donc pour tout i, A; = 0. Soit (€441, ... ,€n) une base
de Keru. Si 1 <i<gq, ¢ & Keru, on en déduit que (1, .. ,€n) est une base de E. On remarque
maintenant que

n n 9

Va = Z Ti€, u(x) = Z ziu(e) = Z ef(x)e;.

i=1 i=1 i=1
On obtient donc le résultat en prenant ; = €f pour 1 < i < g¢. Il est clair que (o1, .. ,p,) forme
une famille libre.
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¢) Soit u € L(E). D’aprés la question précédente, si (ey,...,€,) est une base de Imu, il existe ¢
formes linéaires indépendantes ¢y, ... , @, telles que u = Y 7_, ¢; - ¢;. Complétons (ei, ... ,€;) en
une base (e1,...,¢e,) de E, et (p1,...,p,) en une base (¢1,...,pn) de E*. On pose
1 = 1 “
up = EZ‘Pi'ei+.Z pi-ei et uz= 52%-6&- Z i - €.
i=1 i=g+1 i=1 t=g+1

D’aprés 2/a), rgu; = rguz = n. Or 4 = u; + u3. On peut donc écrire u comme somme de deux
automorphismes.

5. Formes multilinéaires, déterminants

Dans toute cette partie, E désigne un K-e.v.

5.1. Formes multilinéaires
DEFINITION 1. Soient des K-e.v Ey,...,E, et F. Une application
f: BEyx---XE, = F (xy,...,28,) f(1,...,%p)

est dite p-linéaire si en tout point les p applications partielles sont linéaires. Si p = 2, f est
dite bilinéaire. L’ensemble de ces applications est noté L(E,,..., E,, F). C’est un K-e.v.
SiE, == E, = E et F = K, on parle de forme p-linéaire sur E, et I’ensemble des
formes p-linéaires sur E est noté £,(E,K).

Ezemple 1. — L’application
E*XE—-K (p,2)— p(z)=<¢,z>

est une forme bilinéaire.
— Pour tout ¢,,...,p, € E*, Papplication

p: EP =K (T1,...,%) = @1(1) - 0p(Tp)
est une forme p-linéaire sur E.
ProposITION 1. dim £,(E,K) = (dim E)?.

DEFINITION 2. Soit f € L,(E,K).
— [ est dite alternée si f(z,,...,2,) = 0 dés que deux vecteurs parmi les z; sont
égaux.
— [ est dite antisymétrique si ’échange de deux vecteurs dans la suite (z;,...,%,)
donne & f des valeurs opposées.

Remarque 1. On montre facilement que f est antisymétrique si et seulement si pour tout
o € S, (groupe des permutations de {1,...,p}) et pour tout (z;,...,z,) € E,on a

f(Zo1ys- - s Tow)) = €(@)f(@15- - -, Tp),
€(o) étant la signature de 0.

THEOREME 1. Soient K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un
K-e.v et f € L,(E,K). Alors f est antisymétrique si et seulement si f est alternée.

PRroPOSITION 2. Soit E un K-e.v, f € L,(E,K) alternée. Si (z1,...,7,) est un systéme
li¢, alors f(z,,...,2,)=0.
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COROLLAIRE 1. Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. On ne change pas la valeur
de f(z1,...,2,) en ajoutant @ un des vecteurs z; une combinaison linéaire des autres

vecteurs.

DEFINITION 3 (ANTISYMETRISATION D’UNE FORME p-LINEAIRE). Pour toute forme
p-linéaire f € £,(E,K), on note

fl: EP K (Z1,...,%p) Z e(o) flzaqys - - - » Lo(p))-
o€S, :

Ainsi construite, f' est une forme p-linéaire alternée.

5.2. Déterminants
Dorénavant, E est de dimension finie n € N*.

THEOREME 2. L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur un K-e.v E de dimension
n est un K-e.v de dimension 1. De plus, il eriste une et une seule forme n-linéaire alternée
prenant la valeur 1 sur une base donnée de E.

Démonstration. Soit B = (ey, ... ,e,) une base de E. On définit d € L.(E,K) pard(z1,... ,%4) =

e}(z1) - - -€4(zn), de sorte que si pour tout i, r; = E;'=1 z; jej, d(z1,..., &) = T1,1° Tnn, et

d(z1,...,Zn) = Y ges, E(@)Ta(1)1** To(n)n- On a en particulier d(e;, ... ,en) = 1, donc db #£0.
Soit f € La(E,K) une forme n-linéaire alternée. La n-linéarité de f entraine que

f(:cl, “es ,:c,,) = E x4y ':c,,,.'nf(e,'l yoe e ,e,-").
$1,.0%n

Orsi iy = 4 pour k #1, f(ei,,...,€ei,) =0, et on a donc

f(z1,...,20) = Z 21,001) * Tn,om)f (€a(1)s - - s €a(n)) = fle1, - - ven)d(z1, ... Za). (%)
o€ES

Donc f € Vect(d"), et comme d" # 0, ceci prouve que I’ensemble des formes n-linéaires alternées
sur E est de dimension 1.

Si f(e1,...,en) = 1, (*) prouve que f = d, d’oli existence et I’unicité de la forme n-linéaire

alternée valant 1 sur la base B. 0

DEFINITION 4. Soit B = (ey,... ,e,) une base de E. Le théoréme précédent affirme qu’il
existe une et une seule forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur la base

B. On 'appelle déterminant dans la base B et on la note detp. Sizy,...,2, € E(2; =
Y= i j€; ), le déterminant de (zy,... ,Tn) dans la base B est

detg(zy,... ,&0) = Z e(0)T1,0(1) " ** Tn,o(n)-
oES
Remarque 2. — En utilisant le théoréme 2, on montre facilement que pour toute forme
n-linéaire alternée f, on a f(1,...,%a) = f(e1,...,€n)detp(21,...,%a).
~ (Changement de base). En particulier, si B et B’ sont deux bases de E, alors
detp:(zy,...,2,) = detp(2y,...,2,) detp B. On en déduit detg B’ - detg: B = 1.

THEOREME 3. Soient z,,...,2n € E. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Les vecteurs z,,...,x, forment une famille liée.
(ii) Pour toute base B de E, detg(ir,...,2,) = 0.
(iii) Il existe une base B de E telle que detp(zy,...,2s) = 0.
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Déterminant d’un endomorphisme.

DEFINITION 5. Soit un endomorphisme f € L(E) et B = (e;,...,€,) une base de E. Le
scalaire detg(f(e1),..., f(en)) ne dépend pas de la base B choisie. On ’appelle détermi-
nant de f et on le note det f.

PROPOSITION 3. (i) Si f,g € L(E), det(f o g) = det f x detg.
(ii) detIdg = 1.
(iii) Soit f € L(E). Alors (f € G{E) <> det f #0) et on a det(f~!) = (det f)~1.

Déterminant d’une matrice carrée.

DEFINITION 6. Soit A = (4;;)1<ij<n € Mn(K). On appelle déterminant de A le détermi-
nant des vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K*, et on le note det A. On a
d’ailleurs
det A = Z E(G‘) 85(1),1° " " Uo(n)n = Z E(O’) Q1,0(1) " * * Gn,o(n)-
oES, oES,
Remarque 3. Si A = (a; ;)1<i j<n € Ms(K), on note aussi le déterminant de A en ’écrivant
sous la forme
@11 *°r O

»

Qn,1 - ldgqn
PROPRIETES. Soit A € M, (K). Alors :

— det A = det(*4).

— det A dépend linéairement des colonnes (resp. des lignes) de A.

— Pour tout A € K, det(AA) = A" det A.

—Ona(detA#0 < Ae€Gl.(K).

— Si on effectue une permutation 0 € S, sur les colonnes (ou les lignes) de A, le
déterminant de A est multiplié par e(o) (signature de o).

— Si A est triangulaire, det A est le produit des éléments diagonaux de A.

— On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant & une colonne une com-
binaison linéaire des autres colonnes. Méme chose sur les lignes.

— Si A est la matrice de f € L(E) dans une base de E, alors det f = det A.

— Si A, B € M,(K), det(AB) = det A - det B.

— Deux matrices semblables ont méme déterminant.

— (Déterminant par blocs). Si

AlC
M= (-0-{-3—) € Mo (K)
avec A € M,(K) et B € M, _,(K), alors det M = det A - det B.

Mineurs et cofacteurs.

DEFINITION 7. Soit A = (a;;)1<ij<n € M, (K).

Pour tout (7,5), on appelle mineur de I’élément q; ; le déterminant A; ; de la matrice
obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice A. Le scalaire
Aij = (1) A, ; s’appelle le cofacteur de a; ;.

On appelle mineurs principauz de A les déterminants Ay = det(a; ;)i<ij<r pour
1<k<m
PRrOPOSITION 4 (DEVELOPPEMENT SELON UNE LIGNE OU UNE COLONNE). Soit une
matrice A = (6; j)1<i,j<n € Mn(K), Ai; les cofacteurs des éléments de A. Alors :

— (Développement par rapport d la j-iéme colonne) Y1, a;;A; ; = det A.
— (Développement par rapport a la i-iéme ligne) =18 jAi; = det A



5. Formes multilinéaires, déterminants 137

DEFINITION 8. Soit A € M,(K). La matrice (A;;)i<ij<n des cofacteurs des éléments de
A, est appelée comatrice de A et on la note com(A) ou encore A.

PROPOSITION 5. Soit A € My(K). Alors A'A = 'AA = (det A) - I..

Eremple 2. La proposition précédente entraine que si une matrice A est inversible, alors
A~' = (1/det A) - *A. En particulier, si

A=(‘c‘ b)eM,,(]K)a.vecdetA:ab_bc;éo, dors A=l = — L ( d _,,).

d ab—bc \ —¢ ¢«

Déterminant de Vandermonde. Beaucoup de déterminants sont classiques (voir les
exercices). Nous allons étudier ici un déterminant ultra-classique appelé déterminant de
Vandermonde. Pour tous a,,...,¢, € K, on note

1 a a¢ - af?
1 a a2 - a37!

V(ay,...,a,) =

2 n—1
1 a, a;, --- a;

(déterminant de Vandermonde de ay,... ,a,). Nous allons montrer gque

V(ar,...,a,) = H (a; — a;).

1<i<j<n

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est évident. Supposons le résultat
vrai pour n — 1 et montrons le pour n. Dans V(ay,...,a,), on retranche & chaque colonne a, fois
la précédente (en commengant par la derniére colonne). On obtient

1 0 0 0

— 2 _ R St n-2
1 az —ay a% —ajap - (‘,2,..1 _ “1(1'2‘_2 a2 a a3 a1as 4y a1a,
. 2 n-1 n~2
Uy, — a1 G —A108y - @ — aia
1 an—ay a2 —aa, -+ a?7l - aral~? " 1 %n 1n n 1%n

(aprés développement par rapport a la premiére ligne). On factorise ensuite chaque ligne par
(a; — a1), ce qui donne

i=2

1 ay -+ ay 2 "
V(ay,...,as)=(az—ay)---(ap—ay)-| © = [H(a,-—al)] V(az,...,en)

1 a, .-+ at”?

d’ot le résultat car d’aprés I’hypothése de récurrence, V(az,. .. @) = [[2cicj<n(ai — a;). O

5.3. Systémes linéaires

On considére le systeme de p équations & ¢ inconnues suivant :

a7 + GTy + -+ a7 =
3171 + GupTy + -+ g7y =by (S)

ap1 Ty + Gpawy + o+ T, =0
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Systémes de Cramer. Supposons que dans le systéme (S), p = ¢ = n. Posons A=
(a;)1<ij<n € Ma(K), B la matrice colonne dont les composantes sont les (bi)icign et X
la matrice colonne dont les composantes sont les (2;)1<icn. Le systéme (S) s’écrit aussi
AX = B, et on voit donc que (S) admet une unique solution X pour tout B si et seulement
si det A # 0. Dans ce cas, comme B = 2,4, + -+ zn,A, (les A; désignant les vecteurs
colonnes de la matrice A), on a, By désignant la base canonique de K",

detBo(Al, ey A,’_l, B, A,'+1, ceey An) =I; detB“(Al, ceey An) =T; det 4.
On en déduit que les composantes z; de X sont données par

I = detBo(Al,... ,Ai_l,B,A;+1,... ,An)
T det A

(formules connues sous le nom de formules de Cramer).

Cas général. On note 4 = (4;;)15iz» € M, (K). Soit r = rg A. Il existe un détermi-
1€5<q
nant A d’ordre r non nul extrait de A (d’aprés le théoréme 2 de la partie 3.6). Ainsi choisi,
A s’appelle le déterminant principal du systéme (S) (il n’est en général pas unique).

— Les équations dont les indices sont ceux des lignes de A s’appellent les équations
principales.
— Les inconnues dont les indices sont ceux des colonnes de A s’appellent les inconnues
principales.
On peut écrire A = det(q; ;) il - On appelle déterminants caractéristiques les déterminants
d’ordre 7 + 1 de la forme ’

| (ais)ser | (bi)ier |
| (ar;)ies | O |

Les déterminants caractéristiques n’existent que si r < p, et il y en a alors p —r.
Avec les notations que nous venons d’introduire, on a le

avec k¢ J.

THEOREME 4 (ROUCHE - FONTENE). Le systéme (S) admet des solutions si et seulement
sip = r ou les p—r déterminants caractéristiques sont nuls. Le systéme est alors équivalent
au systéme des équations principales, les inconnues principales étant déterminées par un
systéme de Cramer a Uaide des inconnues non principales.

Ezemple 3. Soit le systeme (S) :

Ty + 2z, — 3 + 24 =1
I - X3 - T4 = 1 y m € ]R.
-z, + *; + Ty + 224 =m
Icion a
1 2 -1 1
A= 10 -1 -1
-1 1 1 2
Un calcul rapide montre que rg A = 2. Nous choisissons le déterminant principal 1 (2) ,

issu de la matrice A en considérant ses deux premidres lignes et ses deux premieres colonnes.
Il n’y a ici qu'un seul déterminant caractéristique, qui est

1 2 1

1 0 1 |=-2(m+1).
-1 1 m
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D’aprésle théoréme de Rouché-Fontené, (S) admet des solutions si et seulement sim = -1,
et dans ce cas, le systéme (S) est équivalent au systéme

1423424

{ zy + 2%,

14 23— 14 T
L)

1+23+ 24 T3

5.4. Exercices
1 existe plusieurs déterminants classiques qu’il faut savoir calculer. Les méthodes de

calcul sont parfois astucieuses; faites donc les exercices pour les connaitre.

EXERCICE 1. Soit n > 2 un entier. Pour tout k¥, 1 < k¥ < n— 1, on considére un polynéme
Po=X*+ap X¥1+ -+ apx € R[X). Si #4,...,%, € R, calculer le déterminant

i ix(”’l) ﬁn—l(-’”l)
MR
1 P(z,) -+ Puoi(zs)

Solution. Aprés avoir retranché a, ) fois la premiére colonne 4 la deuxiéme, on obtient

1 #1 Py(x1) -+ Puoi(x1)

1 22 Pyxz) -+ Pnoi(z2)
A=| . . . .

1 x, P’l(-’”u) tee Pn—l(-”’n)

On retranche ensuite & la troisitme colonne «y ; fois la premiére et a3 fois la deuxiéme, et on
remarque que la troisiéme colonne n’est plus composée que de z?. On recommence ainsi jusqu’a
parvenir a la derniére colonne, et on obtient finalement

1 T, [N z?-l
1 23 - 237!
A=| . . . =V(z1,...,z0) = H (zj — zi).
S : 1<icj<n
1 =z, .'1:2‘1

a«a 1 0 -+ 0

1 ¢ 1
An=10 1 a 0
1
0 0 1 a
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Solution. Sin > 3, on obtient, en développant le déterminant A, par rapport 4 la premiere ligne

a 1 0 - 0 1 0 0 -~ 0
1 a 1 . 0 a 1 :
An=alg 1 a . 0|7|0 1 a . 0O}
1 : 1
0 0 1 a 0 0 1 a
T e nicheme

et en développant le deuxiéme déterminant du membre de droite de cette égalité par rapport ala
premiére ligne, on obtient A, = aA,_; — An—2. Autrement dit, (Ay) est une suite vérifiant une
récurrence linéaire d’ordre 2. On sait donc calculer ses termes, sachant que Ay = aet Az = a?-1.
Vous laissant le soin de faire les calculs, on trouve :

— Si |a| > 2, avec § = Va? — 4,
A,,:l a4é "+1_ a—8\"* .
8 2 2
~Sia=2 A, =n+1

_Sia=-2 An=(=1)"(n+1).
— Si |a] < 2, soit 8 € 10, 7| tel que a = 2cosf. Alors Ap =

sin((n + 1)8)
sin )

EXERCICE 3. Soient a,b € K et z,,...,%, € K. On définit le déterminant d’ordre n

Iy a o a

a) Si a # b, calculer A,. (Indication : on pourra considérer le déterminant A,(z) obtenu
A partir de A,, en ajoutant z a chaque terme, et montrer que Ap(z) peut se mettre sous
la forme Az + B.)

b) On suppose ici que K = R. Calculer A, si a = b.

¢) Si a = b et K est quelconque, calculer A,.

Solution. Suivons Vindication et considérons, pour tout z € K, le déterminant

1+ a4tz a+z

An(x) = I)-}.-:l: To+ T
: atz
b+ x b4z x4z

En retranchant aux n — 1 premiéres colonnes la derniére, puis en développant par rapport a la
derniére colonne, on voit. qu’il existe A, B € K tels que pour tout z € K, A,(z) = Az + B. On
remarque maintenant que A,(—b) est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux sont les z; — b, donc Ap(=b) = (1 — b)---(2n — b) = —Ab+ B. On
obtient de méme Ap(—a) = (21 —a) - - (zn — ) = ~Aa + B. De ces deux valeurs, on en déduit

b1 (zi —a) — aJ]y(=: — b).

b—a

A,=B=
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b) On fixe a € R, et on regarde A,, comme une fonction de b que nous notons F(b). L’expression
d’un déterminant d’une matrice en fonction de ses coefficients montre que la fonction b+~ f(b) est
continue sur IR. Maintenant, on a vu au a) que si b # a, alors

) = "—P(-“%-:Z—P("l ou P(z)=[J(ei - ).

Autrement dit, si Q(z) = zP(a) — aP(x), on a f(b) = Q_(bl))_:_Q_(__a). En faisant tendre b vers a, la
~a
continuité de f permet donc d’affirmer que

An=ﬂ@=omﬂ=m@—wﬂw=Ikm—@+a(Zﬂhw—@)-

i i j#i

¢) Ici, la méthode utilisée au b) ne marche plus. On va s’en tirer autrement. Dans A, substituons
4 b I'indéterminée X, donnant ainsi un déterminant que nous notons D. D apparait alors comme
un déterminant dont les coefficients sont dans le corps K(X), et d’aprés a) (puisque évidemment
X et a sont différents dans K(X)) :

X P(a) —aP(X)

b= X—-a

on P= H(:r, - X) e K[X].

En posant Q(X) = X P(a) — aP(X) € K[X], ceci s’écrit aussi D = -Qﬁg%—:(—?—(a)— Soit R € K[X]
tel que Q(X) — Q(a) = (X ~ a)R(X) (), de sorte que D = R(X). En dérivant (¥), on obtient
Q'(X) = R(X)+(X —a)R'(X), donc Q'(a) = R(a). Il ne reste plus qu’a substituer a X la constante
a, ce qui donne

T G

A, = R(a) = Q'(a) = P(a) — aP'(a) = H(:c, —a)+a (Z H(:c, - a)) .

EXERCICE 4. Soit M € M,(Z) (i. e. une matrice & coefficients dans Z). Donner une con-
dition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et que M~ € M,(Z).

Solution. Nous allons montrer que (M est inversible et M~! € M,(Z)) si et seulement si
(det M = +1).

Condition nécessaire. On a M € M,(Z) donc det(M) € Z. De méme, M~! € M,(Z) donc
det(M~1) = 1/ det(M) € Z. Ainsi, det(M) est un entier d’inverse entier, d’oli det(M) = %1.
Condzﬁon suffisante. 911 a M € Mp(Z) donc les cofacteurs de M sont des entiers, donc la coma-
trice M de M vérifie M € My(Z). Or det(M) = x1 donc 1/ det(M) € Z. Donc M est inversible
et :

1 —~
-1 _ t
M~ = det(M) M e M, (Z).

EXERCICE 5. a) Soient ay,...,a, et fi,...,0, € R. On note M la matrice

(er+ A1)t (ar+ 6" v (a4 Ba)?

(cak AP (B0 (0t BT )

(an 'f'.ﬂl)"—1 (an + .132)"—1 ct .(O‘n + :Hﬂ)n-l
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Calculer le déterminant de M.
b) Soit p € N et un entier n tel que n > p+ 1. On note A la matrice

1 by S nP
9r 3° cer (n41)
A= . . ( . ) € M, (R).

n (n+1)P - (2n-1)
Calculer A = det A.

Solution. a) L’astuce est d’écrire M comme le produit de deux matrices. Si m; ; désigne ’élément
d’indice (i, j) dans la matrice M, on a :

n-—1

m'.J_zCrkl 1”’Lﬂ" 1ok zpt kqk,j (*)

k=0

ol pix = C,'f:}af_l et qrj = ﬂJ'."". En d’autres termes, si P = (p;j)i<ij<n € Mn(R) et'Q =
(2i,i)1<i,j<n € Mn(R), la relation (*) s’écrit M = PQ. On a donc det M = det P - detQ. Or le
déterminant de P vaut

02_1 Cy{—lal C"_]ial . 1 (£33 (!? I
0 1 n-1_n-— n—
Cn—l Cn-laz ot C"-l 2 1 wy o o

— 0 1 n—1
—Cn—lCn—l"'Cn-—l : . . ’
C°, Cl i,an -+ Crilan—?! 1 ap - af™?

donc det P = Ci_; - -- CnZ 1 [li;(aj — a;). Par ailleurs,

gt .. prt 1 .. 1
: . i Bn
detQ = : : = (_1)n(n—1)/2 i
1 A : :
1 1 ﬂ;l—l ﬂ:_l

(cette derniére égalité s’obtient en effectuant (n — 1)+ ---+ 2+ 1 = n(n — 1)/2 transpositions sur
les lignes), donc det Q = (—1)*("~V/2[], _.(5; - B)-
On a donc

n-1
det M = det P-detQ = (H C'l) (=)= T (e — i) — B:)] -

i=0 i<j

b) Si p+ 1 = n, alors d’aprés la question précédente appliquée & la matrice M avec a; = i et
Bi=j—1l,ona

n-1
det A = (H C,",_l) (—1)"("_1)/21-1 [(J - i)z] .

i=0 i<j

H(f-f)—l'[ [1:I(J—i)] =j1jz(j—l)!=:i:[:j!

i<j ji=2

ot ~ "o (n-1) _(n=-1)Y"
(H C.._l) = H [i!(n-—l—i)!] - (HZ‘;‘ ﬂ)”

et

i=0 i=0

donc finalement A = (—1)"("=1/2[(n — )",
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Si maintenant n > p + 1, nous allons montrer que A = 0. Notons P = X? € R[X] et pour tout
i€{l,...,n}, Pi= P(X +1i) = (X +i)?, de sorte que la matrice 4 s’écrit

P1(0) Pl(l) Pl(n—l)

P(0) Py(1) -+ Pa(n—1)

P,(0) Po(1) --- Pa(n-1)
Pour tout i, P € Ry[X] = {Q € R[X] | degQ < p}. Comme Ry[X] est un R-e.v de dimension
p+1((1,X,...,XP) en est une base) et que n > p + 1, on en déduit que Py, ..., P, forme une
famille liée. Donc il existe Ag,..., A, € R, non tous nuls, tels que [, A;P; = 0, et donc pour

tout j, 0 < j < n—1, 30 APi(j) = 0. Autrement dit, les vecteurs lignes de la matrice A sont
linéairement dépendants, ce qui entraine A = det A = 0.

EXERCICE 6. Soit la matrice

N o2 S o: SRNPPRUNY o,
1 Crll-;-l ';f+1 e Cﬁ+1

AP = : : : : € MP'H(R)'
1 cl,, C, Cy

Calculer A, = det A,.

Solution. En retranchant a chacune des p dernires lignes la précédente, on obtient :

1 C} C? e (014 -
n n n
Ap =1 . . . . = : : : =4Ap
. . . . ) 1 -1
0 Clipr Crypor - Cg;;_l Coyp-1 Cagp-1 -~ Cripa
(on a utilisé la relation C,Ictll —C*' =Cl). Donc Ap=Ap1 = =Ay =1

EXERCICE 7. a) Calculer le déterminant d’ordre n & coefficients dans K

a, + 7, ay v ay
ay ay+ 22 - ay
An =
an U 4, G, +ZTp

b) Calculer le déterminant d’ordre n + 1 & coefficients dans K

T iy -+ Q4
a; & ay - Qg
Aﬂ = . iy
dy,
ay Ay -~--° (/7% T
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Solution. a) Nous allons prouver par récurrence sur 7 que A'{ =2y 2+ Yoo (a5 ey, =0)-
Le résultat est évidemment vrai pour n = 1. Supposons le vrai au rang n — 1 et montrons le au
rang n. En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on voit que

ay+zy a a; ay+z1 a; 0
a (/3 a e
A, = 2 2+ 2 =D; + Da.
ap1+Tn1 : o p-1+ a1 0
an an an an an Tn

Si on retranche, dans le déterminant D, la derniére colonne aux n— 1 premiéres, on s’apergoit que
Dy = anzy - - Tn_1. Par ailleurs, en développant D, par rapport a la derniére colonne, on obtient
Dy = £,A,_;. Finalement, A, est égal a

n-—1 n
Di+Dy=apzy- T 14T, |1 Tp-1 + E a; H Tk =z1"'zn+§ aszk
ji=1 j=1

1<k<n=1 k#£7
ksn #5

b) En ajoutant toutes les colonnes 4 la derniére, on obtient

T a; az Y R |
n ai x az s : 1
Ap = :!:+E a; Y oay an_1 - |
i=1 . . . . s
: z
a4y az -+ QGu-1 Gn 1

puis en retranchant, pour 1 < j < n, & la j-iéme colonne a; fois la derniere,

T —a X X 1
n 0 T—ay : : n n
An=(z+2a;) : x : =(z+2a,~)H(z—a,~).
i=1 . . i=1 i=1
: . oz—an, 1
0 0 1

— EXERCICE 8 (DETERMINANT DE CAUCHY). Soient ay,...,a, €K et by,... b, € K tels
que pour tout (%,7), a; + b; # 0. Calculer le déterminant d’ordre n

P U S 1
ay+b, ay+ba a14ba
_1_ 1 ee =L
az+d az+b aga+bn
A" = 2+b1 2+b2 2+
Gntby an+ba Qntbn

Solution. C’est classique. Il y a plusieurs moyens de procéder. Nous donnons ici une solution assez
générale. Supposons dans un premier temps les ¢; distincts deux & deux et n > 2. L’existence de
la décomposition d’une fraction en éléments simples permet d’affirmer

GB—-X) (b1 —=X) _ M An

(X +a) - (X+a,) _X+(11+”'+X+a,,'

I, €K R(X) =
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On peut méme effectivement calculer les Mg, qui valent

1727 (b5 + ax)

Yk, A = 0.
I'I,-# (aj — ax)
Si maintenant on note L;,..., L, les lignes de A, on a
L, Ly
. 1 .
An = = — . ,
Ly An Ln_
L, S AL
c’est-a-dire
D —1 _r .. 1 1
a14b, a14b, ay+b; a14+bn_) a14b,
) . . ) . . .
A, = — = —
R I S TR B W T 1 1
Gp_14b) Gp—1+b, an_y+by Gn_14bn_, Gp-1+ba
R(by) -+ R(by) 0 S 0 R(b,)

En développant ce dernier par rapport a la derniére ligne, on obtient

A RO, DG —b) TIESMw = an)
n = Ty Sn-1= i n—1 n—1.
A" ni:l(b” + (l,’) n,‘=1 (aﬂ + b:)

Sachant que A; = 1/(a; + b1), une récurrence sur n donne

ITic;(a; — ai) [T (b5 — &)
Hi,j(“i +b;) .

A, =

145

(*)

Rappelons que nous avions supposé que les a; étaient distincts deux 3 deux. Si maintenant
deux des a; sont égaux alors les deux lignes correspondantes dans A,, sont égales et donc A, = 0.

L’égalité (*) est donc vraie dans tous les cas.

Remarque. Cette méthode, ainsi que le résultat, sont & retenir. On peut par exemple
calculer par cette technique un déterminant de Vandermonde (faites le!). Une application
des déterminants de Cauchy est donnée au chapitre portant sur les suites de fonctions du

tome Analyse (voir le probléme portant sur le théoreme de Miintz).

~ Grice a ce résultat et  la formule A~! = '4/(det A), il est facile d’inverser une matrice
dont I'élément d’indice (3,7) est 1/(a; + b;) puisque les mineurs d’une telle matrice sont

des déterminant de Cauchy.

EXERCICE 9. Soient ay,...,a, € K. Calculer le déterminant

1 k-1 k41 . a

o @y @y of

; k-1 k41 n

A 1 oy - a; ol
.o k-1 B+l n

1l a, a, a, ay

Solution. Soit
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1l g --- a’f—l ot a’f"'l - af

1 ay - al;"l ok ag"'l o af
AX)=]: : : : : € K[X].

1 a, - af! af  oftl ...l

1 X ... Xkl xF XE¥1 ... Xn

A apparait comme le mineur de I’élément X* dans A(X). En développant A(X) par rapport
a sa derniére ligne, on s’apercoit que A est le coefficient de X* multiplié par (-1)"** dans le
polynéme A(X). Or A(X) est un Vandermonde :

A(X) = V(er,... a0 X) = H (aj — “*)H(X — ).
1<i<j<n =1

D’apres ce que 'on a dit plus haut, on a donc 'égalité

A= ()" (=1)"Fon i [] (qj—e)=oas- [ (25—,

1<i<j<n 1<igj<n

ol ,_1 désigne la valeur prise au point (w,...,a,) par le polynéme symétrique élémentaire
EXI oo Xp_r € K[Xl,. .. ,Xﬂ].

Remarque. On peut ainsi connaitre les cofacteurs d’un Vandermonde, donc inverser un
Vandermonde.

EXERCICE 10. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n € N*, ot K est un corps
commutatif de caractéristique différente de 2. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E.
Pour tout u € £L(E), on définit :

n
fu: E" =K (T1y.. -, Zn) = Zf(ml,... s Lim1, U(E)y Tig1y o o 5 En)-
i=1

Montrer que f, = tr(u)f.

Solution. Fixons u € L(E). L’application f, est une forme n-linéaire alternée comme on le vérifie
facilement; I’ensemble F des formes n-linéaires alternées de E étant un K espace vectoriel de
dimension 1, on a donc :

(VfeF, f#0,3 €K), fu=2Ar- [

Soit g # 0 une autre forme n-linéaire alternée. Il existe p € K* tel que g = pf. Donc Agg = gu =
pfu = (uAs)f, et comme g = puf, on tire :A; = A,. Le scalaire Ay ne dépend donc pas de fePF,
mais seulement de u. On peut donc écrire :

EAu € ]K, Vf € F, fu = )‘uf- (*)
Montrons maintenant que A, = tr(u). Soit B = (e1,... ,€s) une base de E, A = (ai;)1<i<j<n la
matrice de u dans cette base. En appliquant (*) a la forme n-linéaire alternée detp (déterminant
dans la base B)et au n-uplet (e1,...,¢,), on obtient
n

Audetp(er, ... 6q) = Au = Z(letg(el,. ooy €io1, u(€i), €31, ., €n)

izl
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Or pour tout i,

detp(es, ..., ei—1,u(€:), €it1,...,6n) = detp(es, ... ,e,-_l,Zaj,.- €5,€it1, - ,€n)

I
= E aj; detB(el,...,e.-_l,ej,e,-_,.l,...,e,.):a,-,,-.

On en déduit A\, = Y -, ai; = tr(A) = tr(u).

EXERCICE 11. a) Soit A € M,(R). On note A sa comatrice. Donner le rang de A en

fonction du rang de A.
b) Si n > 3, résoudre dans M,(R) I’équation A = A.

Solution. a) SirgA = n, Pégalité tAA = (det A)I, entraine A = (det A)'A~!, donc comme
det A#0,1gA=n.

SirgA = n— 1, alors il existe un mineur d’un élément de A non nul (d’aprés le théoréme 2 de
la partie 3.6, page 121), donc A # 0. De plus, on a tAA = (det A)I, = 0 donc Im A C Ker 4, donc
dlm(Ker'A) > n—1et donc rgA = rg A = n — dim(Ker * A) < 1. Comme on a vu que A#0, ceci
entraine rg A=1.

Sirg A < n — 2, alors tous les cofacteurs de A sont nuls, donc rg;{ =0.

b) L’égalité A = A entraine Pégalité 1g A = g A

Sitg A < n-— 2, alors d’apres a), rgz =0,doncrg A =0, donc A=0.

SirgA = n— 1, alors rgZ =1l,etdoncn—-1=rg4d = rg.;f = 1 donc n = 2, contraire aux
hypothéses.

Si 1gA = n, alors (det A)I, = *AA = 'AA. Or det(*AA) = det(*A) det(A) = (det A)? et
det[(det A)I,] = (det A)*. Comme det A # 0, on en déduit (det A)"~2 = 1, et donc det A €
{-1,1} car det A € R. Si A = (a;;), le terme d’indice (1,1) de *AA est Z a? ; > 0, et comme
tAA = (det A)I,, ce terme vaut det A. Donc det A > 0, et donc det A = 1.

Finalement, on a montré que det A = 1 et *‘AA = I,. Réciproquement, si tAA=T,etdetA=1,
comme *AA = (det A)I, = I,, on a A= A car A est inversible.

L’ensemble des matrices A vérifiant A = A est donc la matrice nulle et les matrices A telles que
det A=1et *tAA = I, (ces derniéres sont I’ensemble des matrices orthogonales de déterminant 1,
O, i. e. le groupe spécial orthogonal).

EXERCICE 12 (DETERMINANT CIRCULANT). Soit n € N* et w = %"/ On note =
(w(i-l)(j—l))ISi,jS" € M,.(C).
a) Soient a;,...,a, € Cet

@y ay az -°-°-° A,
an G; Uy -° g
A=| a1 @ @1 0 tasr | € ML(O).

Uy dy dg4 -°° @y
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Calculer det(ARQ) et en déduire la valeur de det A.
b) (Application). Si 8 € R, calculer le déterminant n X n

cosf cos20 --- cos né
cosnf cos@ --- cos(n—1)8
A(6) = .
cos20 cos3f --- cos 8

Solution. a) Un peu d’attention montre que le coefficient d’indice (¢,7) du produit A est
w(‘_l)(j'l)P(wj‘l) ou P désigne le polynéome P = a; + a2 X + - - - + an X™. Autrement dit,

P(1) P(w) .- P(w”“)
P(1 wP(w WP
sa| PO @ @
P(l) w"'lP(w) . w(n—l)(n—l)P(wn-—l)
On en déduit
1 1 1
1 w . w1
det(AQ) = P(1)P(w) -+ oP(w"'l) . : : = P(1)P(w) - 'P(w"'l) det 2.
1 wiml ... =D(n-1)

Comme det @ # 0 (c’est un Vandermonde dont les paramétres sont deux & deux distincts), on en
déduit det A = P(1)P(w) - P(w™1).
b) On pose U, = {¢****/* n € Z}, de sorte que d’aprés a),

A(9) = H (cos 8 + w cos 20 + - - - + w™ ™! cos nd). (*)
weU,

Supposons dans un premier temps 6 ¢ 2*Z. Si w € Uy, on pose

S=cosf+wcos20+---+wlcosnd et T=sinf+wsin20+---+w""!sinnd.
On a
S+iT = Z:(cw"a)’c et? 1 et de méme S —iT =¢e~% ————1 —e ™
e T 1—we—it’
On en déduit, aprés calculs, que
nd\ sin(%26) — wsin(2?)
.5'_2sm(2) . M= we®)(1 —we=40)" (%)
]
Or X* —sin™ (2—) = H [X — wsin (ﬂ)], donc
2 2
weU,
. 2 . . .
11 [sm (n;— 0) —wsin (n—20>] = sin" (n ; 20) —sin® (n—20> . (#%%).

wEU,
Comme X" — €™ =[],y (X —we®), on a
H (1-we®)=1—e? de méme H (1 - we™) = (1 — ™).
w€Uy weU,
On en déduit

H -1 — ni —ni — -2 né
IT (- we)(1 —we™™)] = (1 - e**)(1 — e™*) = 4sin (—2—>

w€U,
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Avec (*), (**) et (***) on en déduit

A(9) = 2*~2sin""? (129-) [sin" (" ; 29) — sin” (”2—0)} .

Nous avons démontré cette relation pour 6 ¢ 2*Z. Le déterminant étant une fonction continue de
ses coefficients (c’est un polyndme en ses coefficients), la fonction @ + A(8) est continue, et par
continuité on en déduit que la relation trouvée est valable pour tout 8 € R.

Remarque. On verra au chapitre IV une autre démonstration du résultat de la question a)
(voir Dexercice 4 de la partie 1.6, page 178).

EXERCICE 13. Soient a,b € K avec a # b. On pose

a+b ab 0 0
1 a+b ab :

A4.=1 0 1 a+b . 0 | €Ma(K).
. . . . b

0 s 0 1 a+bd
Calculer det A,,.

Solution. Supposons n > 3. En développant par rapport & la premiére ligne on obtient

1 ab 0 0

0 a+b ab :
det A, = (a+b)det A,y —ab| 0 1 a+b . 0 ,

. 0 o w

0o - 1 a+b

puis en développant le dernier déterminant de cette égalité par rapport a la premiére colonne,
det A, = (2 +b) det A,y — ab det A,_3. Sachant que

2__ 2 3.3
e b et detAy=a’+ab+0%= g ,
a—1b a—1b

(l"+1 — bn+l

det A =a+b=

on démontre facilement par récurrence sur n que det A, = A
a-—

Remarque. Si a = b, une récurrence donne det A, = (n + 1)a”.

-A partir du résultat de cet exercice, on peut facilement calculer les déterminants de la
forme

B v 0 .-~ 0
a B v :
0 aa A . 0
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6. Problémes

PRrROBLEME 1. Résoudre dans M, (R) P’équation A% = —1I,.

Solution. Comme A? = —I,,, on a det(A?) = (det A)? = (—1)" donc n est pair. Soit p € N* tel
que n = 2p. On va démontrer, en procédant par récurrence sur k, le résultat suivant : pour tout
k,1<k<p, ilexistez,...,zx € E=R" tels que (z1, f(21),..., s, f(zx)) forme une famille
libre (f étant I’endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans la base canonique de R").

Pour k = 1. Soit z; € E, 21 # 0. Si Azy + pf(x1) = 0, alors par composition par f, on tire
Af(z1) — pzy = 0. Finalement, on en déduit :

(A’ +p")z1 = A2y + pf(21)] = p[Mf(21) = pa] = 0.

Donc A% + p? = 0, c’est-2-dire A = g = 0. La famille (z;, f(z1)) est donc libre.

Supposons maintenant le résultat vrai au rang k — 1 et montrons le au rang k£ < p. D’aprés
Phypothése de récurrence, il existe xy,...,zx_1 € E tels que (21, f(x1), ..., Ze—1, f(zr—1)) forme
une famille libre. Soit Fy_; = Vect{zy, f(%1),...,xe-1, f(zr-1)}. dim Fr_; = 2k — 2 < 2p, donc
on peut choisir z; € E, x; ¢ Fi_1. Supposons maintenant une égalité du type :

Az 4 pef(e)+ -+ Apxe + prf(ze) = 0.

Alors Mgy + pi f(xi) € Fi—y et Fi_, étant stable par f, f[Mezr + pef(zr)] = Aef(zr) — przr €
Fk—l- Donc : (Az + [ti).’l:k = Ak [Ak:rk +[tkf(:!:k)] — Jk [Akf(:rk) —llk:ﬂk] € Fk-—l~ Or Tr ¢ Fk—l,
donc Ai + pi =0, dott Ap = pp =0, dott Ayzy + p1 fw1) + - - + Ap1Zp—1 + pr—1 f(Tr-1) =0,
done Vi, A; = y; = 0.

En particulier, en prenant k = p, on voit que 3zy,... ,z, € E tels que (1, f(x1),... ,2zp, f(2p))
forme une famille libre & 2p = n éléments de E, donc une base B de E. A est donc semblable &
0 -1 .
1178 ] ©
(fls = )
0 -1
© [} 0]
et réciproquement, si A est semblable 4 une matrice de cette forme, A% = —1,,.

PROBLEME 2 (ENDOMORPHISMES NILPOTENTS EN DIMENSION FINIE). Soit E un K-e.v
de dimension finie n € N*. Soit f € L(E), nilpotente, (i. e. il existe p € N* tel que f? = 0).
On note ¢ € N* l'indice de nilpotence de f, i.e. ¢ = inf{p € N* | f» = 0}.

1/ On veut montrer que ¢ < n.

a) (Premiére méthode). Montrer que la suite (Im f?),¢n décroit strictement jusqu’a p = ¢
puis devient stationnaire. Conclure.

b) (Deuxiéme méthode). Montrer qu’il existe z, € E tel que (g, f(20),..., 1" (20))
forme une famille libre. Conclure.

2/ Si r = dim(Ker f), montrer que r # 0 et que n/r < g<n+1-r.

Solution. 1/ a) Pour tout p, comme f(E) C E, on a fPY}(E) = fP[f(E)] C fP(E). La suite
(Im f?)pen est donc décroissante.

- Soit 5 le plus petit naturel tel que Im f*+! = Im f* (s existe car Im f9*! = Im f? = {0}).
Alors pour tout p > s,

Im f?*! = fP=2(f*Y(E)] = f77* [f*(E)] = Im f?.

La suite (Im f?),en est donc stationnaire a partir du rang s. Or (Im f?),¢n est stationnaire a {0}
a partir de p = ¢, donc ¢ = s.
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Pour tout p < ¢, on a donc Im fP*! C Im fP et Im fP+! # Im fP, dot rg fP*! <1gf — 1. On
en déduit facilement par récurrence sur p que si p < ¢, 1g f? < 1g f' — p = n — p (rappelons que
f° = Idg par convention). En particulier, 0 =g f? < n—gq, donc ¢ < n.

b) Comme f2=1 # 0, il existe zo € E tel que f9~1(zo) # 0. Nous allons montrer que la famille
(o, f(za), .- ., f1~1(z0)) est libre. Si Zf__ful X f(zo) = 0 avec les A; non tous nuls, on consideére
le plus petit entier k tel que Ay # 0. On a Ef;,: Xi fi{(zo) = 0, donc en composant par fi-1-k 3
gauche,

A fI N (2o) + kg1 fU(@0) + -4 Ago1 AU DF(z) = 0.

Comme f? = 0 pour p > g, cette derniére égalité entraine A f17(z¢) = 0, et comme f971(zo) # 0,
Ai = 0, ce qui est absurde. La famille considérée est donc libre. Elle a g éléments, donc ¢ < dim E' =
n.

2/ On avuaul/a) quesip < q,rg fP*! <r1g ff—1, ce quientraine que 0 = rg f? <rg f—(g~1) =
n-r—(¢g—1),doncg<n—-r+1
Il reste & montrer ’inégalité n/r < g. Pour cela, commengons par montrer que

vpeN, rgfft =g ff — dim(Im f* N Ker f). (%)

- Soit S un s.e.v de E tel que (Im fPNKer f)®S = Im fP. On a SNKer f C (Im fPNKer f)NS =
{0}, donc S N Ker f = {0}. Ceci entraine que fis (restriction de f & S) est injective, et donc
dim f(S) = dimS. Or Im f7*! = f(Im f?) = f[(Im f* N Ker f) & S] = f(S), donc 1g fP¥! =
dim f(S) = dim S = rg f? — dim(Im f? N Ker f).

L’égalité (*) entraine que pour tout p, rg fP+! > rg f7 —r. Ceci entraine 0 = rg f7 > rg fo—qr=
n—qr, donc ¢ > n/r.

Remarque. En particulier, si f est nilpotente et si dim Ker f = 1, alors l'indice de nilpo-
tence de f est ¢ = n.

-1l est important de retenir le résultat suivant (utilisé dans 1/a)) : Si f € L(E), la suite
(Im fP),en décroit strictement puis devient stationnaire. On montrerait de méme que la
suite (Ker fP)pen croit strictement puis devient stationnaire (a partir du méme rang que

(Imfp)peN)'

PRrOBLEME 3. 1/ a) Soit N € M,(R) une matrice nilpotente (i. e. il existe p € N* tel que
M? = 0) d’ordre g (i. €. g est le plus petit entier naturel vérifiant M? = 0). Montrer que
I, — N est inversible et donner son inverse.

b) (Application). Montrer I'inversibilité et calculer I'inverse de la matrice

1 —-a O

M=]0 1 7 0]¢cmR)
: . —a
o --- 0 1

2/ a) Soit N € M,(R) une matrice nilpotente d’ordre 2. Pour tout p € N*, calculer
(In+ N).

b) (Application). Si M = ( _i ; ) € My(R), calculer M.

Solution. 1/ a) Il suffit de remarquer que (I, — N)(In + N+ ---+ N9"1) =1, — N? = I, donc
Ii— M €Gl(R) et (In— M)t =I+ M+ -+ ML,
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b) On peut écrire M = I, —aN avec N = < 8 I"d' ! ) Une récurrence facile donne (faites le!):
. 0 In, n
VpeN* 1<p<n-—-1, NP= 0 0 et N* = 0.

En appliquant 1/a), on voit donc que M = I,, — aN est inversible et que

1 a a? ... a?
0 1 a
M-l-_-I"+GN+02N2+'-'+G"_1N"—1= a2
“a
0 0 1

2/ a) I, et N commutant, on peut écrire

P 14
(In+ Ny =3 CIN*IZ™* =3 CyN* = GJIn+ G;N = In + pN.

k=0 k=0
b)Si N = < :; i ), onaM =2I,4+ N et N2 =0, donc d’apres la question précédente,
100
—49 50
100 _og100 [y 4 2 — 9100 — 9100
M =2 (IJ+2N> 21%%(I, + 50N) = 2 (_50 51)_

Remarque. Au 1/a), on a forcément ¢ < n. On peut montrer ce résultat sans faire appel
au théoréme de Cayley-Hamilton, en procédant comme suit. Soit f I’endomorphisme de
R"™ dont N est la matrice dans la base canonique B de R". Pour tout entier r, ’égalité
[fr]s = N" entraine que les ordres de nilpotence de f et de N sont égaux. Or d’apres le
probléme précédent, 'ordre r de nilpotence de f est < n, et donc g < n.

~ En fait, on identifie souvent une matrice M € M, (K) et ’endomorphisme f de K* dont
M est la matrice dans la base canonique de K. Si les vecteurs de K* sont notés en matrices
colonnes, on a méme f(X)= MX.

PROBLEME 4. Soit F un ensemble et fy, fo,..., f, n fonctions de E dans K, formant un
systeme libre dans le K-espace vectoriel des fonctions de E dans K. Démontrer qu’il existe
n points z1,...,%, de E tels que la matrice (fi(x;)),; ; <, soit inversible :

a) En procédant par récurrence sur n € N*, T

b) En considérant F = Vect(fi,...,f,)etVz € E, &: F - K f + f(z)eten
montrant que 3z,,...,r, € E tels que ,,...,7, forment une base de F*, dual de F.

Solution. a) Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au
rang n. On définit la fonction

Az o filwa-1) le)
AE—K zm fZ(.M) f2(m."—l) fZ(.m)

’

fale) o falome)  falw)
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Zy,...,Z,-1 étant pris tels que det(fi(x;))1<ij<n—1 # 0. En notant, pour tout ¢, A; le mineur
de I’élément f;(x) de A, on a, en développant A(z) par rapport i la derniére colonne :

VeeE, A@)=) (-)"VA;- fi(z).

=1

Or Ap # 0, et comme les (f;) forment une famille libre, on ne peut avoir Y I, A; fi(z) = 0 pour
tout 2, donc 3z, € E, A(x,) # 0, de sorte que (f;(£;))1<i,j<n est inversible.

b) Pourtout z€ E,2: F—-K f+ f(z)= Z(f) est un élément de F*. Soit T = {Z | z € E}.
L’orthogonal de I' dans F est :

IP={feF|VeeE,if)=0}={f€F|VxeE, f(z)=0}={0}.
Soit G = Vect(T'). On a G° = I'* = {0} donc dimG = dimF - dimG® = dimF = n, d’on

G = F* = Vect(T'). Donc il existe z1,...,x, € E tels que (=7,...,T;) soit une base de F*. Les
z;(f1)

vecteurs : pour 1 < j < n sont donc linéairement indépendants, ce qui revient a dire
z;(fn)

que la matrice A = [7;(fi)]; <; j<n = [fi(%i))1<i j<n ©st inversible.

PROBLEME 5. a) Soit M € M, (C). Montrer I’équivalence
(M ¢GL,(C)) <= ((BPeGl,(C)), VA€eC,P - )M € G(,(0)).

b) Soit ¢ € L(M,,(C)) telle que
VM € G¢,(C), p(M) € G¢£,(C).
Montrer que si (M) € G£,(C), alors M € G{,(C).

Solution. a) Condition nécessaire. Supposons M non inversible. Si » = rg M, on sait que M est
équivalente a la matrice K, = ( ’0' 8), autrement dit

(34, B € 6£,(0)), M:A({; 8>3=AK,B.

0 - ... 0 1
1 0 0
Posons J = 0 1 € GL,(C). Pour tout A€ Con a
: L0
0 0 1 0
(_,\ 0 o o 0 1)
1 ' 0 r lignes
J =K, = 0 Lo=A 0 o ()
\ 0 - - 0 1 0}

Le rang d’une matrice reste inchangé lorsque ’on ajoute & une ligne une combinaison lindaire
des autres. En ajoutant & la r-iéme ligne dans (*) ) fois la suivante, on fait disparaitre le —) se
trouvant & la position (r,r). En itérant ainsi le procédé aux lignes d’indice r — 1,...,1, on fait
disparaitre tous les —\, de sorte que rg(J — AK,) = rgJ = n. Ainsi, J — AK, € G¢,(C), donc
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A(J = AK,)B = P — AM (avec P = AJB € G{n(Q)) est inversible pour tout A € C, d’oli la

condition nécessaire.
Condition suffisante. Raisonnons par I’absurde et supposons M inversible. Si Q = M~1P,ona

VAEC,  det(P — AM) = (det M)(det(Q —Aln)) # 0

donc det(Q — AI,) # 0 pour tout A € C. Ceci est impossible puisque det(Q — AI,) est un polynéme
de degré n en X (c’est le polynéme caractéristique de Q) donc s’annule au moins une fois sur C
D’oti la condition suffisante.

b) Raisonnons par ’absurde en supposant M ¢ G£,(C). D’apres la question précédente, il existe
P € G£,(C) telle que pour tout A € C, P—AM € G£,(C). En vertu de ’hypothése faite sur et
de la linédarité de ¢, ceci entraine

VA eC, o(P) = Ap(M) € G4, (O),

donc d’aprés la question précédente, o(M) & G€,(C), ce qui est contradictoire. Finalement, on a

M € G£,(C).

PROBLEME 6. Soit A = (a,',j)lg,',jsn € Mn(R)
1/ Soit ¢ : N* — R une fonction. Si pour tout (,7),

a;= Y, Y(k),

kli et k|

montrer que det A = (1)¥(2) - - -9(n).

2/ (Applications) Calculer det A si
a) a;; est le nombre de diviseurs communs a i et @ j.
b) a;; est la somme des diviseurs communs a i et & j.

c) a;; =1 A j = pged(3, j)-

Solution. 1/ On définit la matrice B = (b ;j)i<ij<n Par bij =1sid|j, b =0sii {j. Elle
est triangulaire supérieure et n’a que des 1 sur la diagonale principale, donc det B = 1. On définit
aussi la matrice C = (¢i j)1<i,j<n comme étant une matrice diagonale avec ¢;; = ¥(z). On pose
maintenant D = ' BCB = (d; j)1<i,j<n- Pour tout (i,j),ona

dij = Ebk,ick,lbl,j = Zbk,i'l/’(k)bk,j = Z PY(k) = ai 5.

kL ) Eli et k|j

Done D = A = 'BCB, et donc det A = det(*B) - det C - det B = det C, et C étant diagonale,
det A = (1) ---¢(n).
2/ a) Il suffit d’appliquer 1/ avec y(k) = 1. On en tire det A = 1.
b) On applique cette fois ci 1/ avec (k) = k, et on en tire det A = nl.
¢) Remarquons d’abord que ’on a I’équivalence
(klietk|j) <= (k|pged(i,7))-

Rappelons que ¢, l'indicateur d’Euler, posséde la propriété suivante : pour tout m, zk|m eky=m
(voir la proposition 7 de la partie 3.3 du chapitre I, page 31). On a donc

w;=pged(i, )= D oK)= Y ek)

k|pged(i ) kli et Elj

et d’aprés 1/ appliqué 2 ¢ = ¢, on a det A = ¢(1) - - ¢(n).
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PROBLEME 7. Soient n > 2 un entier et K un corps commutatif. Montrer que tout hyper-
plan de M, (K) contient au moins une matrice inversible.

Solution. Soit H un hyperplan de M,(K). Il existe une forme linéaire non nulle ¢ de (M,,(K))* telle
que H = Ker . D’apres I’exercice 3 de la partie 4.6 (page 131), il existe une matrice A € M,,(K)
telle que (M) = tr(AM) pour tout M € M, (R). Comme ¢ # 0, on a A # 0. Finalement,

H =Kerp = {M € M,(R) | tr(AM) = 0}.
1l s’agit donc de montrer que
(VA € M, (R), A # 0,3M € G£,(K)), tr(AM) = 0. (*)

Commengons par transformer A pour la rendre “sympathique”. En posant r = rg(A) > 1 (car
A # 0), on sait que A est équivalente & la matrice par bloc ({r 2) (voir le théoréme 1 de la
partie 3.6, page 121), c’est-a-dire

3P, Q € Gl (K) tels que PAQ=J, avec J. = ( 10' 8 )

Fixons une matrice inversible M n’ayant que des 0 sur sa diagonale principale (on peut prendre
par exemple M = (‘1’ I"O" ). En écrivant la matrice M sous forme de blocs

m=(& 5)  temm),

A, B,
I M = ( 0 0 ) '
ce qui montre que, comme M, la matrice J: M n’a que des 0 sur sa diagonale principale. Ainsi,
tr(J. M) = 0. En posant N = QMP € G, (K),ona M = Q" 'NP~ ! et

0= te(J, M) = tr ((PAQ)(Q-INP—I)) =tr (P(AN)P“‘) = tr(AN) <

on a

(deux matrices semblables ont méme trace), d’ont le résultat d’apreés (*).

Remarque. On peut prouver un résultat beaucoup plus fort qui est le suivant.
La dimension marimale d’un sous espace de M, (K) ne contenant aucune
matrice inversible est n(n — 1). ‘
Le résultat de I'exercice en découle puisque la dimension d’un hyperplan de M, (K) est
n2~1>n(n - 1).

PROBLEME 8. Soit n € N* et une application p: M,(C) — R¥ vérifiant
(i) VAe M,(C),VA e, p(AA)<|A|p(A).
(ii) VA, B € M,(C), p(A+ B) < p(A)+ p(B).
(iii) YA, B € M,(C), p(AB) < p(A)p(B).

Montrer que p = 0 ou que p est une norme sur M,(C).

Solution. Commengons par remarquer que d’aprés (i),
1 1
MECVACMAD),  p(4) < () = W (F0) <D | 3] 00) = pi0a),

ce qui entraine p(AA) = |A| p(A) pour tout A € C.

Supposons p # 0. Pour montrer que p est une norme, il nous reste & prouver que p(A) = 0
implique A = 0. Pour cela, raisonnons par P’absurde en supposant p(A) = 0 et A # 0. Sir =
1gA > 0, on sait A est équivalente a la matrice J. = (I 0) de sorte qu’il existe P,Q € G¢,(C)
telles que J. = PAQ. D’aprés la propriété (iii), on a p(J,) = p(PAQ) < p(P)p(A)p(Q) = 0, donc
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p(J+) = 0. Si pour tout i € {1,...,n} on désigne par D; la matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf celui d’indice (i,1) qui vaut 1, il n’est pas difficile de voir qu’il existe une matrice P; telle
que D; = P;J, (on peut prendre pour P; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
d’indice (1,1) qui vaut 1). Ainsi,
Vie{l,...,n}, p(D;) = p(PiJ,) < p(P)p(Jr) =0 donc p(D;)=0.
Maintenant, grace & I’assertion (ii), on a
P(In) =p(Dy+ -+ Dp) < p(D1) + -+ p(Da) = 0.

Donc pour toute matrice A, p(A4) = p(Al,) < p(A)p(I,) = 0 donc p(A) = 0. Ainsi p = 0, ce qui
est contraire aux hypothéses que nous avons faites. Finalement, on a montré que p = 0 ou quep
est une norme sur M,(C).

PROBLEME 9 (MATRICES DE TRANSVECTION). On se fixe un entier naturel non nul n et
on note Sl,(K) = {M € M,(K) | det M = 1}. Pour ¢,5 € {1,...,n}, on note E;; la
matrice de M,(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (3, ;) qui vaut 1.
On appelle matrices de transvection les matrices de la forme I, + AE; ; avec i # j, matrices
de dilatation les matrices

1 O cen 0
Sa@)=] % 1 0 € Mo (K).
0 - 0 @

1/ a) Si M = I, + AE; ; est une matrice de transvection, montrer que M est inversible et
que M~! = I, — AE; ; est aussi une matrice de transvection.
b) Si A € G¢,(K), montrer qu’il existe des matrices de transvection By, ..., By, Bi,...,B,
telles que

A=B,---B,-Spy(detA)- B ---B,.

2/ On appelle commutateur toute matrice pouvant se mettre sous la forme ABA-!B-!
avec A, B € Sl (K). Soit D le sous groupe de G£,(K) engendré par les commutateurs.
a) Montrer que D = S1,(K) si n > 3.

b) Montrer que D = S1,(K) si n = 2 et Card(K) > 4.

3/ On suppose Card(K) > 4 et n > 2. Soit ¢ un morphisme de groupe de G¢,(K) dans un
groupe commutatif G.

a) Montrer qu’il existe un morphisme de groupes g : K* — G tel que ¢ = g o det.

b) Si G = K* et K est fini, montrer qu'il existe ¢ € N tel que pour tout A € G£,(K),
¢(A) = (det A)? (on pourra utiliser le fait que (K*,-) est cyclique, voir la remarque de
Pexercice 9 de la partie 2.5 du chapitre I, page 26).

Solution. 1/ a) Il suffit de remarquer que comme i # j, E?J =0 et donc (In+AE;;)(In—AE; ;) =
I, - /\2E',~'fj = I,.
b) Soit M € G/, (K). Si i # j, on remarque que

(i) (In + AE; ;)M se déduit de M en ajoutant a la i-ieme ligne de M X fois la j-iéme,

(i) M(I, + AE; ;) se déduit de M en ajoutant & la j-ieme colonne de M X fois la i-iéme.

Ceci étant, on va maintenant prouver le résultat par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est
évident car A = (det A). Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. Soit
A € GE,(K). Comme A est inversible, la premiére colonne de A est non nulle. Il existe donc une
matrice de transvection T) = I, + AE; ; telle que le coefficient d’indice (2, 1) de T} A soit non nul.
On voit alors qu’il existe u tel que si T, = I, + BE) 2, alors T,T1 A ait son coefficient d’indice
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(1,1) égal & 1. D’aprés (i), on voit maintenant, que 1’on peut. trouver des matrices de transvection
Bi,..., By (de la forme I, + AE; 1) telles que

(B1- - Bp)(TiT2A) =

puis d’aprés (it), on voit que 'on peut trouver des matrices de transvection B, ..., By (de la forme
I, + AE, ;) telles que

(B, ---B,;TiTyA)(B, ---B)) =

Or det A = det B donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe des matrices de transvection

C,...,Cret C1,...,C! de Mp_1(K) telles que
B= C'l . 'C,- . Sn_l(detA) . C; . C';

Les matrices

1]0 0
0
D; = . c et D=
0
sont des matrices de transvection de M, (K), et on a
1 0 - 0
0 ' / ’
=D,---D, D;-.-D

| 0
0 -+ 0 detA

et donc

A=(T7' T (B - B YYDy -+ D) - Sn(det A) - (Dy -+~ D,)(Bg) ™ -+ (By) ™,
d’ou le résultat puisque I’on a vu plus haut que ’inverse d’une matrice de transvection est une
matrice de transvection.

2/ a) Tout d’abord, tout commutateur ABA~ B~! est dans Sl,(K) puisque det(ABA~!B~1) =
(det A)(det B)(det A~1)(det B~!) = 1. On en déduit donc D C Sl (K).

Montrons maintenant que S1,(K) C D. Soit M € Sl,(K). D’aprés la question précédente, M
est le produit de matrices de transvection, et D étant un groupe, il suffit donc de montrer que les
matrices de transvection sont des commutateurs pour montrer que M € D. Soit T = I, + AE; ;
avec i # j une matrice de transvection. Comme n > 3, il existe k € {1,...,n} tel que k ¢ {4, j}.
On remarque alors que

T=(In+ AEi 1) (In + Er j)(In — AE; 1 )(In — Ex )
= (In + AEit)(In + Exj)(In + AEi) " (In + Ex,j) ™,
donc T est un commutateur, d’oti le résultat.

b) Remarquons tout d’abord que si (o, §) € K x K*,

()5 DG )=o) o

On choisit maintenant 3 tel que 82 — 1 # 0 et 8 # () (c’est possible car Card(K*) > 3 et I’équation
polynomiale 82 — 1 = 0 a au plus deux racines dans K). La relation (*) prouve alors que toute
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matrice du type ) est un commutateur. De méme, on montrerait que toute matrice du

1 a
0 1
type ( ‘1‘ (1) ) est un commutateur. Autrement dit, toutes les matrices de transvection sont des

commutateurs, et comme a la question précédente, ceci suffit pour conclure que D = Sl,(K).

3/ a) Notons e 1’élément neutre de G. Si M = ABA™'B~! € G£,(K) est un commutateur, alors
p(M) = p(A)p(B)p(A™ )p(B™)
et le groupe G étant commutatif,
P(M) = p(A)p(A™ )p(B)p(B™") = p(AA™)p(BB™) = (p(In))* = e.
Comme D = S1,(K) est engendré par les commutateurs, on en déduit que tout élément M € Sl,(K)
vérifie (M) = e.

Ceci étant, soit A € G£,(K). Soit A’ € G4, (K) telle que A = A’ S,(det A). On a det A =
det A’-det(S,(det A)) donc det A’ = 1 car det(S,(det A)) = det A # 0. Autrement dit, A’ € Sl,(K)
et donc p(A’) = e, d’out on tire p(A) = (A" )p(Sn(det A)) = p(Sn(det A)). Sig: K* -G aw—
¢[Sn ()], g est un morphisme de groupe de K* dans G, et on vient donc de montrer que ¢ = godet,
d’ou le résultat.

b) On recherche la forme de g. Le groupe K* est cyclique donc il existe « € K* tel que K* =< a >.
En particulier, il existe p € N tel que g(a) = a?. Donc pour tout x € K*, x = af,0on a

o(z) = 9(a") = g(@)t = (@) = (@) = o,
et donc pour tout A € G4, (K), ¢(A) = g(det A) = (det A)?.

PROBLEME 10. a) Soient A et B € M, (R) deux matrices semblables sur C (i.e. il existe
P € G£,(C) telle que A = P~'BP). Montrer que A et B sont semblables sur R (i.e. il
existe Q € Gf,(R), A = Q' BQ).

b) Plus généralement, soit K un corps infini et L une extension de K. Soient A et B €
M, (K) deux matrices semblables sur L. Montrer que A et B sont semblables sur K.

Solution. a) Soit P € G£,(C) telle que A = P~!BP, ou encore PA = BP. Ecrivons P = P, +iP;
avec Py, P; € M,(R). En égalant parties réelles et imaginaires, on a PLA = BP; et P,A =
BP,. (%) On définit le polynéme ¢(X) = det(P; + X P,) € R[X]. Comme ¢(i) = det P # 0, ¢
est non nul et donc n’a qu'un nombre fini de racines, de sorte qu’il existe € R tel que ¢(x) # 0,
Cest-a-dire que Q = P; +z Py € M, (R) est inversible. De (*) on tire QA = BQ donc A = Q"' BQ,
d’ott le résultat.

b) On procéde un peu comme précédemment. Soit P € G€,(L) tel que A = P~!BP, ou encore
PA = BP. On écrit P = (p; j)1<ij<n- Le corps L est un K-e.v. Soit E = Vect(pi j)1<i,j<n, 5-€.V
de L. de dimension finie sur K. Soit (ey,...,¢€,) une base de E. Pour tout (i,j) on peut écrire
Pij = O by Pijker avec les p; ;i € K Pour tout k, on note Pr = (pijk)i<ij<n € Mn(K), de
sorte que P = Pye; + -+ + Pye,. Comme PA = BP, on a pour tout k, 1 < k < p, KA =
BP. (%+). Posons F(Xi,...,X,) =det(XiPi+ -+ X, X,) €K[X1,...,X,]. On a F # 0 car
F(e1,...,¢ep) = det(P) # 0. Or K est un corps infini, donc F ne s’annule pas sur K, et donc il
existe (w1,...,%,) EKP tel que F(zy,... ,7,) #0.Si Q@ = 21 P + - - -2, P, € M,(K), on a donc
Q € G2, (K) et d’aprés (**), QA = BQ donc A = Q™1 BQ, d’oi le résultat.

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque K est un corps fini (voir ’annexe B, partie 3.2).



CHAPITRE 1V

Réductions d’endomorphismes

LALGEBRE linéaire au sens moderne se développe progressivement. & partir des années

1840. Vers 1880, la théorie des systémes d’équations linéaires généraux (sur R et
C) est enfin achevée, ainsi que celle des valeurs propres des matrices carrées et de
la réduction de ces derniéres 4 une forme canonique.
La notion générale de valeur propre d’un endomorphisme apparait en fait an dix-
huitiéme siécle, non & propos des transformations linéaires, mais dans la théorie
des systémes d’équations différentielles linéaires & coefficients constants, étudiés
par Lagrange en 1762. Le théoréme de Cayley-Hamilton apparait quant 4 lui dans
un mémoire de Cayley en 1858, démontré uniquement dans lecasn =2 et n = 3.
Les travaux de Cayley paraissent étre pratiquement ignorés jusque vers 1880 et
c’est grace au développement de la théorie des formes bilinéaires notamment avec
Cauchy, Sylvester, Hermite et Welerstrass, que I’étude des matrices est remise
au goilit du jour. Weierstrass obtient d’ailleurs la réduction dite de Jordan. C’est
Frobenius qui, dans plusieurs mémoires publiés entre 1877 et 1880 tiendra le réle de
législateur dans ce domaine en développant de maniére systématique les résultats
obtenus, avant de parvenir 4 ’axiomatisation de 1’algébre linéaire par Peano en
1888.

Dans tout le chapitre, K désigne un corps commutatif.

1. Diagonalisation, trigonalisation

1.1. Généralités en dimension quelconque
La lettre E désigne un K-e.v de dimension quelconque, f un endomorphisme de E.

DEFINITION 1. Soit @ € K. Le scalaire o est dit

(i) Valeur réguliére de f si f — a Idg est inversible.
(i) Valeur spectrale de f si f — a Idg est non inversible.
(iii) Valeur propre de f si f — a Idg est non injective, autrement dit s’il existe z # 0
tel que f(x) = az, et on dit alors que « est vecteur propre de f attaché i la valeur
propre .

On appelle spectre de f Pensemble de ses valeurs spectrales.

Remarque 1. — En dimension finie, (ii) et (iii) sont équivalents.
— 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker f # {0}.
- Pour une matrice 4 € M, (K), on dit que a € K est valeur propre de A s’il existe
un vecteur X # 0 tel que AX = aX. On dit alors que X est vecteur propre de
A attaché i la valeur propre «. Si A est la matrice d’un endomorphisme f, « est
valeur propre de A si et seulement si « est valeur propre de f.
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DEFINITION 2. Soit A une valeur propre de f. L'ensemble E, = {z € E, f(z) = Az} =
Ker(f — AIdg) est un s.e.v de E stable par f, appelé sous espace propre de f associé a la
valeur propre A.

THEOREME 1. Soient Ay, ..., A des valeurs propres distinctes deuz d deuz de f. Alors les
sous espaces propres E, ..., E,, sont en somme directe.

1.2. Etude en dimension finie

E désigne désormais un K-e.v de dimension finie n € N*.

Polynéme caractéristique.

DEFINITION 3. Soit A € M,(K). On appelle polynéme caractéristique de A le polynéme
de K[X] défini par Po(X) = det[A — X ,].

Remarque 2. — P4(0) = det A.
— Une matrice a méme polynéme caractéristique que sa transposée.
— Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

DEFINITION 4. Soit f € L(E). Le polynéme caractéristique de la matrice de f dans une
base B de E ne dépend pas de la base B choisie. On I'appelle polynéme caractéristique
de f et on le note P;.

PROPOSITION 1. A est valeur propre de f € L(E) si et seulement si P;(A) = 0.

Remarque 3. Bien siir, ce résultat reste vrai pour les matrices. En fait, en dimension finie,
tout ce qui est vrai pour les endomorphismes est vrai pour les matrices et réciproquement
(en effet, toute matrice A € M, (K) peut s’associer & I'endomorphisme de K" : X — AX,
c’est-a-dire ’endomorphisme de K* dont A est la matrice dans la base canonique de K*).

Remarque 4. — Si K est algébriquement clos (par exemple K = C), tout élément
f € L(E) a au moins une valeur propre A € K.
— Une remarque intéressante est la suivante : pour montrer que A est valeur propre
d’une matrice A, on peut montrer que rg(A — Al,) < n (ce qui est parfois plus
simple que de montrer Po(A) = 0). Par exemple si n > 2 et

a 1 e 1
1 . e
A= |~ € My (R),
Lo
1 -.- 1 a

on voit que rg(A — (a — 1)I,) = 1 < n donc a — 1 est valeur propre de A et
dim Ea_1 =n-1.

— Dans la pratique, pour déterminer E, lorsque A est valeur propre d’une matrice
A = (6 )1<ij<n € Ma(K), on résout le systéme AX = AX qui s’écrit

(a1a—A) = + a2 T, + -+ 1n Tn =0
ay,1 T, 4+ (az2—-A) =2 + - + Gan z, =0

Un 1 T + (%] Ty + -+ (an,n - A) T, = 0

(voir I’exercice 1).
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Coefficients du polynéme caractéristiqgue d’une matrice. Soit A € M,(K). On
peut écrire

PA(X) —_ (—1)" [Xn _ ﬁan—l +IB2XI|—2 + - + (—1)"_1X + (—1)",3"] ,

ol B = tr A, B, = det A, et pour tout k, B est la somme des mineurs principaux de
A dordre k (rappelons qu’un mineur principal d’ordre k est un mineur obtenu comme
intersection de k lignes et de k colonnes de méme numéros). En particulier, si A désigne
la comatrice de A, B, = tr A.

PROPOSITION 2. Soit f € L(E), F un s.e.v strict de E (i.e. F # E et F # {0}) stable
par f. Soit g = fip la restriction de f ¢ F. Alors g € L(F) et Py divise Py,

Démonstration. F étant stable par f, ¢ = fir est bien un endomorphisme de F'. Ceci étant, soit

(e1,...,€r) une base de F complétée en une base B = (e1,...,€,) de E. La matrice de f dans B
a la forme
AlC R
[fls = <‘(T+B’> ot A= [g]e,...,en)
et donc

A-XI, c
P,:det([f]B—XIn)={ 0 }B—XI,._TI

= det(A — XI,) - det(B — XI,_,) = P, - det(B — XIn_,).

O

PROPOSITION 3. Soit f € L(E) un endomorphisme nilpotent. Alors P; = (—-1)"X" (ou
n=dmE).

Démonstration. Nous donnons deux méthodes de démonstration de ce résultat. Soit ¢ € N* tel que
fi=0.

Premiére méthode. Soit A la matrice de f dans une base de E, K’ le corps des racines de Pa(X).
Dans K, on peut écrire P4 = (—1)" [];(X—X;). On peut bien siir regarder A comme une matrice de
Mq(K'). Pour tout 7, A; est valeur propre de A, associé a un vecteur propre X # 0. Un calcul rapide
donne A1X = A! X, et comme A? = 0, on en tire A; = 0. Donc Py = (—1)* [L;(X =) = (-1)" X"

Seconde méthode. Nous allons montrer ce résultat sans faire appel an corps des racines de Py, en
procédant par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang
n — 1, montrons le au rang n. On a (det f)¢ = det(f¢) = 0, donc det f = 0 et donc Ker f # {0}.
Soit e; € Ker f, e; # 0, de sorte que f(e;) = 0. Complétons e; en une base B de E. Alors

0] x---%

1= (o}257) o 0=t = o) = (G555).

donc M9 = 0, et d’aprés ’hypothése de récurrence Py = (-1)"-1X""1, donc

__XI XX |—
0 M -—Xhhoa |~

PI(X) = { (-X)Pm = (-ntxm.
O

Remarque 5. Un résultat plus fort sera donné a la remarque 6 de la partie 2.3 (page 176).
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1.3. Endomorphismes diagonalisables

DEFINITION 5. Soit f € L(E). On dit que f est diagonalisable s'il existe une base de
vecteurs propres de f. On dit que A € M,(K) est diagonalisable si A est semblable i une
matrice diagonale.

Remarque 6. Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de E est diagonalisable.

PROPOSITION 4. Soit f € L(E). Si P; est scindé sur K et a toutes ses racines simples,
alors f est diagonalisable.

Démonstration. Ecrivons Py = (—1)" [T, (X = X;). Pour tout i, A; est valeur propre de f donc il
existe xz; un vecteur propre de f associé & la valeur propre A;. D’apres le théoréme 1, les z; forment
une famille libre, & n éléments, et forment donc une base de E. O

PROPOSITION 5. Soit f € L(E), X € K unc racine de P; d’ordre de multiplicité h. Alors

Démonstration. Le sous espace propre Ej est stable par f. Soit g = figx € L(E)). D’aprés la
proposition 2, P, divise P;. Comme g = A Idg,, on a Py = (A= X)4mEx donc dimEy<h. O

THEOREME 2. Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) f est diagonalisable.
(ii) P; est scindé sur K et pour toute racine ); de Py d’ordre de multiplicité h;, h; =
dim E)“. .

(iii) Il existe des valeurs propres Ay, ..., A, de f vérifiant E = E\, & ---® E),.
Démonstration. (i) = (ii). Soit B une base de vecteurs propres de f. La matrice M de f dans B
est diagonale, et si A, ...,), désignent les valeurs propres de f, la diagonale de M est constituée
des );. Pour tout i, 1 < i < p, notons h; le nombre de fois que ); apparait dans la diagonale de
M, de sorte que Py = Py = (—1)" T[P_ (X — Xi)". Pour tout i, 1 < i < p, il existe h; vecteurs de
la base B vérifiant f(z) = Az, c’est-a-dire h; vecteurs linéairement indépendants dans E);, donc
dim Ey; > h;. Donc dim E); = h; d’aprés la proposition précédente.

(i) = (ii). Ecrivons Py = (—=1)" [T2-1(X — X)", les A; étant distincts. Soit F' = ®f_,Ex;. On
adimF =3Y7?_ dimE), = Y!_, hi = deg(P;) =n, donc F = E.

(iii) = (i). Si pour tout i, B; désigne une base de Ej,, alors il est clair que B=B;U---UB,
est une base de vecteurs propres de f. . a

PROPOSITION 6. Soit f € L(E) diagonalisable et F un s.e.v de E stable par f. Alors
fir € L(F) est diagonalisable.

A ce stade du cours, ce résultat est non trivial. Il sera démontré dans la partie 2.1 du
présent chapitre (conséquence du théoréme 2, page 173).

1.4. Trigonalisation

DEFINITION 6. Un endomorphisme f € L(E) est dit trigonalisable s'il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit triangulaire supérieure. On dit alors que la base B
trigonalise f.

Une matrice A € M,(K) est dite trigonalisable si A est semblable & une matrice trian-
gulaire supérieure.

Remarque 7. Un endomorphisme f est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de E est trigonalisable.

TuEOREME 3. Soit f € L(E). f est trigonalisable si et seulement si son polynéme carac-
téristique P; est scindé sur K.
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Démonstration. Avant d’entamer cette démonstration, notons qu’il est équivalent de montrer ce
résultat pour les matrices ou pour les endomorphismes (voir la remarque précédente).
Condition nécessaire. C’est le plus facile. En effet, si A est semblable a

MOX e X
T=| 0 » € Mo(K),

: ‘. “. X

0 - 0 A,

alors P4 = Pr = (=1)" [T'_, (X — X;) est scindé sur K.

Condition suffisante. Nous allons procéder par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident.
Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Nous allons donner deux méthodes pour montrer le
tésultat au rang n.

Premiére méthode. Soit f I’endomorphisme de K* dont A est la matrice dans la base canonique B
de K*. La matrice de I’application transposée 'f dans la base duale de B est ‘A, donc Py = Py =
P4 = Py, donc est scindé sur K, donc d’aprés la proposition 1, ' f admet un vecteur propre z, donc
Kz est stable par 'f. On en déduit que 'orthogonal H de Kr dans K" est un hyperplan stable
par f (voir chapitre III, partie 4.4 proposition 8, page 129). D’aprés la proposition 2, le polynéme
caractéristique de la restriction de f & H ( f| H est bien un endomorphisme puisque H est stable
par f) divise P; donc est scindé sur K, ce qui entraine d’aprés I’hypothése de récurrence ’existence

d’une base By = (e1,...,€n-1) de H dans laquelle fiy se trigonalise. On complete maintenant
cette base de H en une ba.se B’ = (e1,...,€,) de K", et on remarque que
X XX PERY .. XX
= (fia] S
[f]B’ = |H]B, =
X Dot
0 - 0]x 0 -~ 0 x

Cette derniére matrice étant semblable & A = [f]g, on en déduit le résultat.
Seconde méthode. D’aprés la proposition 2, il existe un vecteur propre ¢; de f. Complétons e; en
une base By = (e1,...,¢e;) de K*. On a

(fls, = avec M € M,_(K).

D’aprés Phypothése de récurrence, M est trigonalisable (car Py = (o« — X)Pp donc Py est aussi
scindé sur K). Soit P € G£,_1(K) telle que T = P~ M P soit triangulaire supérieure. On a

al x.--x af x--x
0 0

B PmMp | T ’
0 0

et cette derniere matrice étant triangulaire supérieure et semblable & [f]g = A, on en déduit le
résultat. ]

Remarque 8. — Si f € L(F) est trigonalisable et si F est un s.e.v de E stable par
F, alors I’endomorphisme fip est trigonalisable (en effet, Py, divise P; donc est
scindé sur K).

— Si K est algébriquement clos (par exemple K = C), tout endomorphisme est trigo-
nalisable.
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— La trigonalisation d'une matrice est parfois un passage commode pour montrer un
résultat. Notons la relation suivante entre le produit de deux matrices triangulaires
supérieures :

a; X e X ,Bl X e X alﬂl X X
0 Qg . 0 ,32 . - 0 02,32
T P : .X
0 e 0 o, 0 e 0 /Bﬂ 0 . 0 anﬂn

— On verra dans la section 4.4 des réductions plus poussées.

1.5. Réductions simultanées

PROPOSITION 7. Soient f,g € L(E) tels que fog=go f. Alors
(i) Tout sous espace propre de f est stable par g (en particulier Ker f).
(ii) Im f est stable par g.

Démonstration. (i) Soit Ex un sous espace propre de f. Pour tout x € Ej, fla(=)] = g9lf(=)] =
g(Az) = Ag(z) donc g(z) € Ex.

(ii) Soit y € Im f. Il existe z € E tel que y = f(z). On a alors g(y) = glf(z)] = flg(=)] € Im f.
O

THEOREME 4 (DIAGONALISATION SIMULTANEE). Si f et g € L(E) sont diagonalisables et
commutent, il eriste une base commune de diagonalisation de f et g (on dit alors que f
et g sont codiagonalisables).

Démonstration. Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de f, Ey,,..., Ex, les sous espaces propres
correspondants. Pour tout i, E), est stable par g. La restriction de g a Ex, 9B, induit un
endomorphisme de E,,, diagonalisable d’aprés la proposition 6. Il existe donc une base B; de Ej,;
de vecteurs propres de g (et bien sir de f car fig,, = AildE,, ).Or E = &7_, E),, donc B =Uj_, B;
est une base de diagonalisation commune de f et g. O

Remarque 9. La réciproque est vraie : si f et g se diagonalisent dans une méme base, alors
f et g commutent (c’est facile, il suffit de montrer que f et g commutent sur cette base).

THEOREME 5 (TRIGONALISATION SIMULTANEE). Si f et g € L(E) sont trigonalisables et
commutent, alors il eziste une base de trigonalisation commune de f et g (on dit alors que
f et g sont cotrigonalisables).
Démonstration. Préliminaire. Remarquons déja que f et g ont un vecteur propre commun. En
effet, f admet une valeur propre A € K (puisque f est trigonalisable). Le sous espace propre Ej est
stable par g, et g|g, est trigonalisable (voir la remarque 8), donc admet un vecteur propre z € Ej.
Finalement, z est un vecteur propre commun a f et g.

On procéde maintenant par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat
vrai au rang n — 1. Pour le montrer au rang n, nous donnons deux méthodes.
Premiére méthode. Comme fog =gof,onatgolf = folg, donc d’aprés le préliminaire appliqué
a'f et tg, il existe un vecteur propre ¢ € E* commun a *f et & *g. Kr est donc stable par tfetlg,
donc H, l’orthogonal de Kz dans E, est un hyperplan de E stable par f et g. D’apres Phypothése
de récurrence, fiy et gjg sont trigonalisables dans une méme base B’ de H. Soit e € E tel que
B = B’ U {¢} forme une base de E. Alors

fle = [finls:

X

et comme la matrice de fiy dans B’ est triangulaire supérieure, on en déduit que [f]p est triangu-
laire supérieure. De méme, [g]p est trigonale supérieure, d’ou le résultat au rang n.
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Seconde méthode. Le préliminaire assure V’existence d’un vecteur propre commun z a f et & g.
Complétons z en une base B = (z,e3,... ,e,) de E. On a

Comme P; = (a — X )P, Py est comme P; scindé sur K, donc M est trigonalisable. De méme,
N est trigonalisable. Or fg = gf, donc [f]zlgls = [glB[f]B, ce qui s’écrit

XIX X )(lx X
0 0

: MN N NM

0 0

et donc MN = NM. Soit By = (e2,...,e,) et H = Vect By, hyperplan de E. On note p la
projection sur H parallélement 3 K. Soit fi = po fiy et g1 = pogiy € L(H). Comme [f1]p, = M
et [;1)B, = N, f1 et g1 commutent donc d’aprés hypothése de récurrence, il existe une base B,
de H qui trigonalise & la fois f) et g1. Si B’ = {«#} U By, B’ est une base de E et

x | XX e XX
0
(fls =
[Ails,

0
ce qui montre que {f]p: est triangulaire supérieure. De méme [g]p: est triangulaire supérieure, d’ott
le résultat. a
Remarque 10. — En termes de matrices, ces deux théorémes s’interprétent comme

suit. Soient A, B € M,(K) diagonalisables (resp. trigonalisables) telles que AB =
BA. Alors il existe P € G£,,(K) telle que P-* AP et P~! BP soient diagonales (resp.

triangulaires supérieures).
~ La premiére méthode des démonstrations des théorémes 3 et 5 montrent l'intérét

de I'utilisation des applications transposées ' f € L(E*) dans les raisonnements par
récurrence (voir la partie 4.4 du chapitre III) ... & retenir!

1.6. Exercices

EXERCICE 1. Diagonaliser ou trigonaliser dans M,(C), en donnant la matrice de passage,
les matrices suivantes.

0 2 -1 00 -1 0
a) M= 3 -2 0]. b) M=
9 9 1 01 00
-1 0 00
1 4 -2 2 2 -3
c) M= 0 6 -3 ]. d) M= 51 -5
-1 4 0 -3 4 0
Solution. a) On calcule le polynome caractéristique de M :
-X 2 -1 1-X 2 -1 1 2 -1
Py=i 3 -2-X 0 1-X -2-X 0 = (1-X) -2-X 0
-2 2 1-X i-X 2 i-X 1 2 1-X
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1 0 0
=(1-X){1 -4-X 1 =(1-X)
1 0 2-X
D’apreés la proposition 1, M a donc trois valeurs propres qui sont 1, 2 et —4. Ces valeurs propres
étant distinctes, M est donc diagonalisable d’apres la proposition 4. Recherchons

-4~ X

; 2-1x ’=_(x-1)(x-2)(x+4).

— Un vecteur propre X; = (; ) associé a la valeur propre 1 :

- + 2y — z =0 =
MX;=X, < { 3¢ - 3y =0 <=>{z:g
-2z + 2y =0 -
Donc X; = (i) convient.
— Un vecteur propre X, = (g ) associé a la valeur propre 2 :
-2z + 2y - 2z =0 3z = 4
MX; =2X;, < 3z - 4y =0 4=>{ 2 — 2% zr) .
—2r 4+ 2y - z =0 - y—=
Donc X, = ( -gz) convient.
— Un vecteur propre X3 = (;) associé a la valeur propre —4 :
4z + 2y - =z =0 _
MX;=-4X; < { 3z + 2% =0 4=>{3‘°:2y -9
-2z + 2y + 5z =0 -

2 .
Donc X3 = (—23) convient.

~ L’endomorphisme f € L(C®) ayant M pour matrice dans la base canonique de C® est donc
diagonalisable, et B = (X, X3, X3) est une base de diagonalisation de f. On a

10 o 1 4 2
[(fla=D=| 0 2 0 donc P !MP=D avec P=|1 3 -3 |.
0 0 -4 1 -2 2
(P est la matrice de passage de la base canonique de C® & la base B).
b) Un calcul donne Py = (X2 +1)% = (X +i)%(X —i)2.

~ On recherche E;, le sous espace propre associé & la valeur propre i. On a

- 0 0 1

. 0 —i -1 0
M-ili=| o 1 Ty
-1 0 0 —i

On remarque que dans cette derniére matrice, la derniére colonne vaut i fois la premiére, c’est-a-

dire qu’en sommant la premiére colonne i fois la derniére, on tombe sur le vecteur nul.
0

1
Autrement dit, (M — il,) (8) = 0. De méme, on trouve (M — il,) (_1,) =0. On a donc

[
1 0
E; =Vecf-{(::) , (3.-)}
) Q0

(ces deux vecteurs forment une famille libre de E;, donc une base de E; car d’aprés la proposition 5,
on a dim E; < 2). On en déduit en particulier que dim E; = 2.
En procédant de la méme maniére, on trouve que dimE_; = 2 et que

samve(4). (D
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D’aprés le théoréme 2, M est donc diagonalisable et on a

i 0 0 0 1 0 0 1
0 i 0 0 0 1 1 0
-1 - - =
PT'MP=D avec D= 00 —i 0 et P= 0 —i i 0
00 0 —i i 0 0 —¢
¢) Iei Py = —(X — 3)(X — 2)%. Py ayant une racine double, on ne sait pas encore si M est

diagonalisable.

- Recherchons Ej3, le sous espace propre associé a la valeur propre 3. La résolution du systéme
MX = 3X montre que E3 = Vect{(i)}.

- Recherchons E3, le sous espace propre associé i la valeur propre 2. La résolution du systéme
MX = 2X montre que Fs = Vect{(%) }. Donc dim E3 = 1 < 2, et donc M n’est pas diagonalisable.

On va donc trigonaliser M. B désignant la base canonique de C3, soit f € L(C®) telle que

[fle = M. Soit
w= () =) =)

B’ = (e1, €2, €3) est une base, et on a E3 = Vect e; et E3 = Vect ez. On calcule les valeurs de f sur
cette nouvelle base :

fler) = 3e1, fle2) = 2e3, f(es) = (:Og) = ez — ey + 2es3,

donc la matrice de f dans la base B’ est

3 0 -6
(flae=T=1] 0 2 1
0 0 2

donc si P est la matrice de passage de la base B & la base B’,

1 40
P={13 0]},
1 41

on a P~Y[f]pP = [f]p, ou encore P"!MP = T. Au passage, on remarque que les termes de la
diagonale principale de la matrice triangulaire T sont les racines du polynéme caractéristique de
M, répétés avec la méme multiplicité. Ceci est rassurant car T et M étant semblables, elles ont
méme polyndme caractéristique.

d) Iei, Py = (1 — X)3. Un calcul donne rg(M — I3) = 2, donc dim E; = dim[Ker(M — I3)] = 3 —
1g(M — I;) = 1. M n’est donc pas diagonalisable d’aprés le théoréme 2. Nous allons la trigonaliser.
(Ici, c’est plus complexe qu’a la question précédente. Au c), on avait trouvé deux vecteurs propres
indépendants. Il ne restait plus qu’a en trouver un troisiéme, formant une base avec les deux autres,
puis & en exprimer I’image par M pour trigonaliser M. Ici, comme il n’y a qu’un seul vecteur
propre, cette méthode ne va pas fonctionner. Nous allons procéder comme dans la démonstration
du théoréme 3 de trigonalisation. Il y avait deux démonstrations différentes, nous allons donner
deux méthodes.)

— Premiére méthode. On note B la base canonique de C3. Soit f € L(C®) telle que [f]ls = M.

On cherche un hyperplan stable par f. Soit B* la base duale de B, de sorte que ['f]p. = ‘M.
Ona Py = Piyy = Py = (1 — X)?, 1 est donc valeur propre de ’f. Recherchons en un vecteur
propre u. Si U désigne la matrice colonne de u dont les éléments sont les coordonnées de u dans
labase B*,on a 'f(u) = u <= ‘MU = U. En résolvant le systtme *MU = U, on trouve

2 .
que U = ( 1 ) convient. L’orthogonal H de Cu dans C® est stable par f. H n’est autre que
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Keru = {(g) , =2z +y+ z = 0}, dont, By = (e1,€2) = (((l)) , (_(1,1)) forme une base. On trouve

2
f(e1) = —4e; — Bez et f(ez) = Seq + Gez, donc
-4 5\ _
[le]Bl - ( -5 6 ) =N.

Au passage, on remarque que Py = (X — 1)? = Py,,, divise Py, ce qui est rassurant d’aprés la
proposition 2.
Nous allons maintenant trigonaliser N. On recherche d’abord un vecteur propre de N (qui est

associé 3 la seule valeur propre 1). En résolvant NY =Y, on trouve que Y = 1 convient,
donc que f(e1 + €2) = €1 + e2. On pose
1 0
dmaras(f) @ 4=a=(1),

de sorte que (e, €}) est une autre base de H. Un petit calcul donne f(e}) =€} et f(e3) = 5e} + €.

Si maintenant on pose e§ = ({E), B' = (¢}, €}, €3) forme une base de C8 et f(ey) = —3e) —2eh +ej3,
donc
1 5 -3 1 0 0
fle=1 0 1 -2 =T =P} f]gP avee P=|1 1 0|,
0 0 1 1 -1 1

et donc T = P-IMP.
— Seconde méthode. Commengons par rechercher un vecteur propre u; pour f associé a la valeur
. . .. 1 .
propre 1. Un petit calcul devenu maintenant routinier montre que u; = 1 convient. On pose
. 0 0
maintenant u; = ((1)) et uz = ((ll), de sorte que By = (u1,uz, u3) forme une base de C8. En
exprimant les valeurs prises par f sur les vecteurs de By dans la base By, on trouve

2 -3

(flaa=1] 0
0

2 3
Soit F = Vect(uz, u3) et soit. p la projection sur F parallélement 4 Cu,. Soit g = po fir € L(F).

On a .
-1 =2
A:[g]("mus)z ( 9 3 )

On a P, = P, = (X — 1)2. Recherchons un vecteur propre de g associ¢ a la valeur propre 1. On
[ prop g prop
remarque que U, = uz — ug convient. On pose alors uj = u3, de sorte que (uh, u3) forme une

nouvelle base de F. Soit B}y = (u;, u}, u}) une nouvelle base de C*. On trouve

15 2 1 0 0
flar={ 0 1 =2 | =T'=P7'[flgP' avec P=|1 1 1
00 1 1 -1 0

Donc T' = P'"'MP : on a trigonalisé M.

Remarque. Pour suivre correctement les deux méthodes exposées au d), il est bon de
relire les démonstrations du théoréme 3. Bien siir, on ne retrouve pas les mémes matrices
triangulaires et de passage a 1'arrivée selon la méthode utilisée (il n’y a pas unicité).

— Au d), on peut vérifier que les termes de la diagonale principale de la matrice triangulaire
trouvée correspondent aux racines du polynéme caractéristique de la matrice M de départ.

EXERCICE 2. Soit E un K-e.v de dimension finie et f € L(E) un endomorphisme de rang
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que f soit diagonalisable. Que
peut-on dire lorsque f n’est pas diagonalisable ?
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Solution. On note n = dim E. Par hypothése, dimKer f = n — 1g f = n — 1, autrement dit 0 est
une valeur propre de f d’ordre n — 1, donc racine du polynéme caractéristique P; de f d’ordre
au moins n — 1. Par conséquent, il existe @ € K tel que P; = (—1)" X"~ }(X — a). La somme des
valeurs propres de f étant égale & la trace de f, on a @ = tr f.

Ainsi, si tr f # 0, f admet une valeur propre a # 0. Les sous espaces propres Ey et E, de f
vérifient alors dim Ey + dim E, = n donc f est diagonalisable.

Lorsque tr f = 0, 0 est la seule valeur propre de f. Si f était diagonalisable, f serait nulle, ce
qui est absurde. Finalement, f est diagonalisable si et seulement si tr f # 0.

Lorsque f n’est pas diagonalisable, c’est-3-dire lorsque tr f = 0, on a f2 = 0. En effet. Soit
€1 € E tel que Im f = Vect e;. Complétons ey en une base B = (ey, ..., €e,) de E. Dans cette base,
la matrice de f a la forme

al 02 .. aﬂ
(fls = :

Comme tr f = ay = 0, on a [f]% = 0, c’est-a-dire f2 = 0.

EXERCICE 3. Soient a;,...,a,_; et by,...,b,_; des nombres réels. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que la matrice

0 --- 0 b,
A= e Mam)

0 0 b,y

ay o Upq 0

soit diagonalisable dans M, (R).

Solution. Si tous les a; sont nuls, A est une matrice triangulaire dont les valeurs propres sont
données par ses éléments diagonaux, montrant ainsi que toutes les valeurs propres de A sont
nulles. Si A est diagonalisable, A est donc nulle et tous les b; sont nuls. De méme, si tous les b;
sont nuls et si A est diagonalisable, alors tous les a; sont nuls.

Supposons maintenant les a; non tous nuls et les b; non tous nuls. Alors le rang de A est 2, ce
qui montre ue 0 est valeur propre de A et (ue le sous espace propre E| associ€¢ est de dimension
n— 2. Notons A;, A2 € C les deux autres valeurs propres de A. La somme des valeurs propres de
A est sa trace donc Ay + Az = 0. Il nous faut un autre renseignement pour pouvoir évaluer A; et
). Pour cela, on remarque que les valeurs propres de A? sont les carrés des valeurs propres de A
(pour s’en persuader, trigonaliser A dans M, (C)), donc A? + A2 = tr(A?). Un petit calcul donne
tr(A?) = 2(X 77! @i b;). Finalement on a montré

n
A4+ A2=0 et /\f+/\2=2(za,b,) (*)
=1

SiA= E::ll a; b; < 0, (*) montre que \; et Ay ne peuvent pas étre des nombres réels (et donc A
n'est pas diagonalisable dans M, (R)). Si maintenant A > 0, (*) montre que A} = =Xy = VA. Si
A=0,); = Az = 0 et A n’est pas diagonalisable sinon A serait nulle (sa seule valeur propre est 0).
SiA> 0, A; et A; sont réelles, distinctes et non nulles, et les sous espaces propres Ej,, Ey, associés
sont de dimension 1. Dans ce cas, dim Ey+dim E), + dim E, = n, donc A est diagonalisable dans
Ma(R).

De tout ceci, le lecteur conclura facilement que A est diagonalisable dans M, (IR) si et seulement

siA=0ouA=Y0r aib > 0.
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EXERCICE 4. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. On considére une famille (f;)ier
d’endomorphismes de E commutant deux a deux.
a) Si les f; sont diagonalisables, montrer que l'on peut les diagonaliser tous dans une

méme base.
b) Si les f; sont trigonalisables, montrer que ’on peut les trigonaliser tous dans une méme

base.

Solution. a) Procédons par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai
jusqu’au rang n—1 et montrons le au rang n. Si tous les f; sont des homothéties, c’est terminé. Sinon
il existe ig tel que f;, n’est pas une homothétie. Si on note E,, ..., Ex, ses sous espaces propres,
on a donc r > 2, et pour tout j, dim E); < n. Par ailleurs, d’aprés la proposition 7, pour tout j,
E), est stable par tous les f;, et chaque £y Ey; est diagonalisable d’aprés la proposition 6. Donc
d’aprés Phypothése de récurrence il existe une base B; de Ej; qui soit une base de diagonalisation
de tous les fiIEx,-- Donc B = B; U---U B, est une base de diagonalisation de tous les (f;)ier-

b) Commengons par montrer par récurrence sur n (u’il existe un vecteur propre commun 4 tous les
(f:)ier- Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au
rang n. Si tous les f; sont des homothéties, ¢’est terminé. Sinon, il existe un endomorphisme f de
la famille qui n’est pas une homothétie. Comme f est trigonalisable, f admet une valeur propre A,
donc un sous espace propre correspondant Ey. On a dim E) < n (car f n’est pas une homothétie)
et E), est stable par tous les f;. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe donc un vecteur propre
commun & tous les fj|g,, qui est bien siir un vecteur propre commun a tous les f;.

Achevons la démonstration par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat
vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. En appliquant le résultat précédent aux applications
transposées ! f; (elles commutent également et sont également trigonalisables puisque Piy, = Py,),
on voit qu’il existe z € E* un vecteur propre commun a tous les ! f;. L’orthogonal H de Kz dans
E est donc un hyperplan de E stable par tous les f;. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe
une base B de H trigonalisant tous les f;y. Soit € € E tel que B' = B U {e} forme une base de
E.On apour tout : € 1

X x | x

0 x X | x
flpe= = . . 1+ ]

0 --- 0 x|x

0 o 0|x

donc la base B’ trigonalise tous les f;.

Remarque. Dans cette derniére partie de b), nous avons utilisé une technique analogue a
celle de la premiére démonstration du théoréme 5. On pourrait également procéder comme
dans la seconde démonstration de ce théoréme.

EXERCICE 5 (LEMME DE SCHUR). a) Soit E un C-e.v de dimension finie. Soit @ C L(E)
irréductible, c’est-a-dire que les seuls sous espaces de E stables par tous les éléments de
Q sont {0} et E. Montrer que les seuls éléments commutant avec tous les éléments de @
sont les homothéties.

b) Si E est un R-e.v de dimension finie, montrer que le résultat est faux dans le cas général.
Quand peut-on dire qu’il est vrai?

Solution. a) Soit f € L(E) commutant avec tous les éléments de Q. Le corps C étant algébrique-
ment clos, f admet au moins une valeur propre A. Soit E) le sous espace propre correspondant.
On a Ej # {0}. Par hypothése sur f, pour tont g € Q,ona fog=go f. D’aprés la proposition 7,
E), est stable par tous les éléments de Q. Comme E) # {0} et que @Q est irréductible, ceci entraine
E, = E. Donc f = X Idg est une homothétie.
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b) Sur un R-e.v, le résultat est faux dans le cas général. Par exemple, en dimension 2, I’ensemble Q
des rotations (voir la remarque 1 de la partie 3.1 du chapitre V) est irréductible car aucune droite
n’est stable par toutes les rotations. Or tous les éléments de Q commutent avec tous les éléments
de Q. Il existe donc des éléments de £L(E) qui ne sont pas des homothéties qui commutent avec
tous les éléments de Q.

Cependant, si n = dim E est impair, le résultat reste vrai. En effet, soit f € L(F) commutant
avec tous les éléments de Q. Le polynéme caractéristique P; de f est un polynome réel de degré
impair, donc P; admet au moins une racine réelle A, donc f admet une valeur propre A. En
procédant comme au a), on en déduit que f est une homothétie.

Remarque. On en déduit que sur un C-espace vectoriel de dimension finie, les éléments
commutant avec tout ceux de L(E) sont les homothéties.

EXERCICE 6. Soit K un corps commutatif et A, B, C, D € M,(K) telles que DC = CD.
Montrer que

A B
det ( cC D ) = det(AD — BC),

a) si D est inversible,
b) si K est de cardinal infini.

Solution. a) On part de la relation
A B D 0 _( AD-BC BD'\ _ [ AD-BC BD™!
C D -C D' )T\ CD-DC I, - 0 I, !

d’olt I’égalité voulue en passant aux déterminants.

b) Cette fois, D n’est pas supposée inversible. La matrice D n’ayant qu’un nombre fini de valeurs
propres et K étant infini, il existe une partie infinie I' de K telle que pour tout A € T, D — A1, soit
inversible. D’apreés a), le polynéme P € K{X] défini par

A B
C D-XI,

s'annule sur tout A € . Comme I est infini, P est nul et donc P(0) = 0, d’olt le résultat.

P(X) = det ( ) — det[A(D ~ X1,) - BC)

Remarque. En fait, si K est fini, le résultat reste vrai. En effet, K se plonge dans un
corps infini L (prendre par exemple pour L le corps des fractions de K) et il suffit alors
d’appliquer b) en remplagant K par L.

EXERCICE 7. Soit E un C-e.v de dimension finie n € N*. Si u,v € L(E), on pose [u,v] =
uv — vu (crochet de Lie de u et v). Soient f et g € L(E).

1/ On suppose qu'’il existe a € C* tel que [f,g] = af.
a) Montrer que f est nilpotente. (Indication. On pourra calculer [f?, g] pour tout p € N*.)
b) Montrer que f et g sont trigonalisables dans une méme base.

2/ On suppose maintenant qu'il existe o, € C* tels que [f,g] = af + Bg. Montrer
qu’également, f et g sont trigonalisables dans une méme base.

Solution. 1/ &) Par récurrence sur p € N*, on obtient facilement, [f7,9] = apff. Comme
Pendomorphisme de L[L(E)] défini par Ly : h — [h,g] n’a qu’un nombre fini de valeurs pro-
pres (on est en dimension finie) et que pour tout p € N*, Lg( FP) = apf?, on en déduit qu’il existe
p € N* tel que fP = 0.
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b) Commengons par montrer que f et g ont un vecteur propre en commun. Le s.e.v Ker [ est
stable par ¢ car

Vz € Ker f, flg(z)] = g[f(z)] + af(z) = 0.

Or f étant nilpotente, on a Ker f # {0}. Le corps C étant algébriquement clos, on en déduit
que gjKers admet an moins un vecteur propre z. Le vecteur z est également propre pour f car
z € Ker f.

Ceci étant, montrons par récurrence sur n € N* que f et g sont trigonalisables dans une méme
base. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n.
Comme fg — gf = af, les applications transposées vérifient *f*g —*g*f = (—a)'f. En appliquant
le résultat précédent & *f et *g, on voit donc qu’il existe un vecteur propre z € E* commun & * f et
'g. L’orthogonal H de Cz dans E est donc un hyperplan stable par f et g. Or [fim, 9] = afim,
donc d’aprés I’hypothése de récurrence il existe une base B de H dans laquelle fin et giu se
trigonalisent. Soit ¢ € E tel que B’ = B U {e} soit une base de E. Alors

X

[f]BI = [f|H]B s

x

donc la base B trigonalise f. On montrerait de méme que la base B trigonalise g.

2/ On pose f' = f + (B/«)g et on remarque que [f',g] = af’. D’aprés 1/ b), ' et g sont donc
trigonalisables dans une méme base. Il en est donc de méme pour f' — (B/a)g = f et g.

2. Polynémes d’endomorphismes

Cette partie pourrait se résumer en trois mots : “le polynéme minimal”. Bien que
le polynéme minimal ne figure pas au programme des classes préparatoires, c’est Ioutil
central des polynémes d’endomorphismes et dans beaucoup de problémes et d’exercices,
on l'utilise souvent sans en parler.

Dans toute cette partie, n est un entier naturel non nul et E désigne un K-espace
vectoriel de dimension n.

2.1. Généralités

Notation. Soit P =ay+a, X +---+ a, X? € K[X].
- Pour tout f € L(E), on note P(f) = agIdg +a,f + ---+ @, f* € L(E).
- Pour tout A € M, (K), on note P(A) = ayl, + a1A + - - - + a,A? € M,(K).

Remargue 1. Si f € L(E), pour tous P,Q € K[X] on a P(f)oQ(f) = (PQ)(f). L’ensemble
{P(f)| P € K[X]} est une sous algébre commutative de L(E).

(42} x cee X
—siM=| 0 = ot
: X
0 --- 0 a,
P(al) x “ e X
alors VP € K[X], P(M) = 0 P(ay)
- '. x
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En d’autres termes, si M est trigonalisable, les valeurs propres de P(M) sont les valeurs
prises par le polynéme P sur les valeurs propres de M.

PRrOPOSITION 1. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f) = 0. Si X est valeur propre de
f, alors P(X) = 0.

Démonstration. Soit z # 0 un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. On a f(z) = Az,
donc 0 = P(f)(z) = P(A)x, d’ot le résultat. O

Remarque 2. Attention, la réciproque est fausse. Par exemple, P = X(X — 1) annule Idg,
et pourtant 0 qui est racine de P n’est pas valeur propre de Idg.

TugorEME 1 (DECOMPOSITION DES NOYAUX). Soit f € L(E) et P = P,--- P, € K[X],
les polynémes P, étant premiers entre cur deur a deuz. Alors

Ker P(f) = Ker Pi(f)® - - - @ Ker P.(f).

Démonstration. On procéde par récurrence sur k > 2.

-Pour k = 2 : P; et P, étant premiers entre eux, il existe (théoréme de Bezout) U et V € K[ X]
tels que UP, + VP, = 1.

Soit z € Ker P(f) N Ker Py(f). On a (UP, + VP2)(f)(z) = =, autrement dit z = U(f) o
Pi(f)(z) + V(f) o P2(f)(z) = 0. Donc Ker Pi(f) NKer Py(f) = {0} (*).

Soit z € Ker P(f). On a z = UP(f)(z) + VP(f)(z) (++). Or

Py(HUPL(F)(2)] = UPLP(f)(=) = U(f) o P(f)(z) = 0,

donc UPy(f)(z) € Ker Py(f). De méme, VPy(f)(z) € Ker Pi(f). De (**), on tire Ker P(f) =
Ker P1(f) + Ker Py(f), d’oit le résultat pour k = 2 avec (¥).

- Supposons le résultat vrai au rang k et montrons le au rang k+1. On a P = Q1Q2 avec
Qi = P.---Pi et Qu = Piy1. Les polynémes Q) et Q sont premiers entre eux donc d’aprés le
cas k = 2, Ker P(f) = Ker Q,(f) & Ker Q2(f), et d’apres P’hypothése de récurrence, Ker Q1(f) =
®f_, Ker P,(f). Finalement,

Ker P(f) = [Ker Pi(f) @ - - - & Ker Pe(f)] & Ker Pry1(f) = Ker Pi(f) @ - - & Ker Peya(f)-
0

Remarque 3. — Ce théoreme est important. Il reste vrai en dimension infinie.
— 1l existe beaucoup d’autres résultats du méme type. Par exemple, soit f € L(E).
Pour tout ¢ € K[X], on note I, = Im ¢(f) et N, = Ker ¢(f). Soient P,Q € K[X].
Alors si D =pgcd(P,Q) et M =ppcm(P,Q), on a

anNQ=ND, NP+NQ=NM, IP+IQ=ID, IpﬂIQ=IM.
Ces résultats se généralisent par récurrence i k polynémes (montrez les !).
TuEOREME 2. Soit f € L(E). L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il

eziste P € K[X] scindé sur K ayant toutes ses racines simples tel que P(f) = 0.

Démonstration. Condition nécessaire. Notons }p,. .., A, les valeurs propres (distinctes) de f et
Ep,,.-., Ex, les sous espaces propres correspondants. Soit P = (X = A1) (X = A) € K[X].
Le polynéme P est scindé dans K[X|] et a toute ses racines simples. Par ailleurs, les polynémes
(X — X;) sont premiers entre eux deux a deux, donc d’aprés le théoreme de décomposition des
1N0yaux,

Ker P(f) = @D Ker(f - X:1dg) = P En,,
i=1 i=1

donc Ker P(f) = E car f est diagonalisable, c’est-a-dire P(f) = 0.
Condition suffisante. Ecrivons P = a(X — A1) ---(X — A;) avec les A; € K distincts et « #0. Les
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); étant distincts, les polynomes (X — A;) sont premiers entre eux deux & deux, donc d’aprés le
théoréeme de décomposition des noyaux,

E = Ker P(f) = Ker(f — M 1dg) @ - -- @ Ker(f — A, Idg). (%)

Soit I = {i | Ker(f — X; Idg) # {0} }. Pour tout i € I, X; est valeur propre de f et Ej), =
Ker(f —A; Idg) n’est autre que le sous espace propre correspondant. (*) s’écrit E = @ierE),, donc
f est diagonalisable d’aprés 1.3 théoreme 2. O

Conséquence. 1l découle de ce dernier théoréme la proposition 6 de la partie 1.3 (page 162).
En effet, soit f € L(E) diagonalisable et F un s.e.v de E stable par f. Il existe P € K{X]
scindé sur K, a racines toutes simples, tel que P(f) = 0. Alors P(fir) = 0, donc fir est
diagonalisable d’apreés le théoréme 2.

2.2. Polynéme minimal

Soit f € L(E), et soit I = {P € K[X] | P(f) = 0}. Le K-e.v L(E) est de dimension n?,
la famille Idg, f, ..., f* est donc liée. Autrement dit, il existe (aq,...,an2) # (0,...,0)
tel que agIdg +a; f + -+ - + @qa f* = 0. Donc si P = E,'.';, a;X*, P(f) = 0. Donc I # {0}.

On voit que I est un idéal de K[X]. L’anneau K[X] étant principal, il existe un unique
P € K[X], P unitaire, tel que I = (P) = P-K[X]. Le polynéme P s’appelle le polynéme
minimal de f. On le note II;. C’est le polynéme unitaire de plus bas degré annulant f, et
si Q(f) =0, alors II; | Q (car Q € I = (Il)).

Remarque 4. — En dimension infinie. cette définition reste valable a condition qu’il
existe un polynéme non nul P tel que P(f) = 0 et P # 0. On dit alors que f admet
un polynéme minimal.

— En terme de polynéme minimal, le théoréme 2 s’interpréte comme suit : f est
diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé et a toutes ses
racines simples.

— Si F est un s.e.v stable par f, alors g = fip vérifie : I, divise II; (en effet,

Il;(g) = 0).

PROPOSITION 2. Soit f € L(E). Un scalaire X est valeur propre de f si et seulement si A
est racine de son polynéme minimal 11;.

Démonstration. Condition nécessaire. Cela résulte de la proposition 1.

Condition suffisante. Soit A une racine de II;. Soit P € K[X] tel que Iy = (X—-A)P.Ona P(f) # 0
car II; est le polynéme minimal de f et deg P < degIl;. Or Iy (f) =0 = (f=AIdg)P(f) =0, et
comme P(f) # 0, on en déduit que f — AIdg n’est pas injectif, donc que X est valeur propre de f.
O

Remarque 5. Le polynéme minimal de f a donc les mémes racines que le polyndme car-
actéristique de f.

2.3. Théoréme de Cayley-Hamilton

TuEoREME 2 (CAYLEY-HAMILTON). Soit f € L(E), P; son polynéme caractéristique.
Alors P;(f) = 0.
Démonstration. Nous allons donner deux démonstrations.

Premiére démonstration. Soit A € M, (K) la matrice de f dans la base canonique de K. Soit L
le corps des racines de P4 = P;. On regarde A comme une matrice de My, (L). D’apres le théoréme
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de trigonalisation, il existe une matrice T = (1; ;) € My (L) triangulaire supérieure et semblable a
A:
il,l 12,2 (ti,j)
T=
0
tan

Ona Py = Pr = (1) [Tz (X —ti,i). Soit (Ey, ..., E,) labase canonique de L™ (B} est le vecteur
colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le k-iéeme qui vaut 1). Pour tout k, on pose P, =
HLI(X—t.-,.-). Nous allons montrer par récurrence sur k € {1,...,n} que pour tout i € {1,...,k},
[P(T)}E; = 0. Pour k = 1, c’est vrai car TE; = t11E), donc (T —t1,11n)Ey = 0 = P (T)E,.
Supposons le résultat vrai au rang k — 1 et montrons le au rang k. On a pour tout i, 1 <i < k-1,

P(T)E; = (T - ik,kln)Pk..l(T)E,' =0,

et on a
k-1 k-1
Pk(T)Ek = P),_l(T) . (T - tk,kl,.)Ek = Pk_l(T) [Z t,',kE,'] = Zti,kPk_l(T)E‘.- = 0.
i=1 i=1
En particulier, avec ¥ = n, on en déduit que pour tout i € {1,...,n}, P,(T)E; = 0, donc

Pu(T) = 0, c’est-a-dire Pr(T") = 0, donc Py(f) = 0.

Seconde démonstration (elle ne fait pas appel au corps des racines d’un polynéme).
PRELIMINAIRES. Soit

0 -+ -+ 0 —ag
1 0 : —ay

A=l 1 . 1 € Mp(K).
: . - 0 —ap2
0 -« 0 1 —ap

Alors le polynéme caractéristique de A est P4(X) = (—1)P(X? +ap_y XP~1 4+ - -+ ag) (pour cette
raison, la matrice A est appelée matrice compagnon du polynéme X? +ap_1 X?~* +---+ao). Pour
montrer ce préliminaire, nous procédons par récurrence sur p. Pour p = 1, c’est évident. Supposons
le résultat vrai au rang p, montrons le au rang p + 1. En développant. par rapport & la premiére
ligne, on a

-X 0 --- 0 —ag
1 =X . —ay
PAX)=l 0 1 . 0 :

: . =X —apa

0 0 1 —X-gq
-X 0 - 0 —ay 1 =X 0 - 0
1 -xX . —ay 0 1 =X :

==X\ 0o 1 . 0 N R G V') IV NS U (I

: e =X —ap : e =X
o -~ 0 1 -X-—a 6 -~ -+ 0 1

et donc d’aprés ’hypothése de récurrence
Pa(X) = (-1)PF1X(XP +a, XP 4 - tar)+(-1)PHay = (-DPHY(XPH fa, XP +- -+ ay X +ap).

Démontrons maintenant le théoréme. Soit & € E, = # 0. 1l existe un plus petit entier p > 0 tel
que la famille (z, f(z),. .., ff(z)) soit liée. La famille (x, f(z), ... , 7~ 1(z)) est donc libre et

(Bag, ... ,ap-1 €K), fP(e)+apr ff @)+ +aoz =0. (*)
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Complétons (z, f(z),..., ff~1(z)) en une base B de E. Alors
0 -~ -~ 0 —ag
1 0 Do—ay

AlB
[fB = (—0—-*?) avec A= 0 1
. t. 0 _ap—z

0o --- 0 1 —a,,-l
Comme P; = P4 Pc, on a Py(f)(z) = Pc(f) o Pa(f)(x). Or d’aprés le préliminaire et d’aprés (¥),
Pa(f)(z) = fP(z) + ap-1 fF7H (@) + - - + a0z =0,
donc Ps(f)(x) = 0. Ceci est vrai pour tout = donc P¢(f) = 0. O

Remarque 6. — En d’autres termes, le théoréme dit que le polynéme minimal de f
divise son polynéme caractéristique. Avec la proposition 2, on en déduit que

si Pp=(-1)" H(X - A), alors I, = H(X -, 1<qg <.
i=1 i=1

— Ce théoréme permet, avec la proposition 3 d’affirmer que f € £(E) est nilpotent
si et seulement si Py = (—1)"X",

2.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit E un K-e.v et f € £L(E) admettant un polyndme minimal. Si f est
inversible, montrer que f~! est un polynéme en f.

Solution. Montrons déja que X ne divise pas le polynéme minimal ll; de f. En effet, s’il existe
P € K[X] tel que Ily = X P, alors 0 = II;(f) = f o P(f), et comme f est inversible, P(f) = 0.
Comme deg P < degIl;, ceci contredit le fait que II; est le polynéme minimal de f.

Donc X } II;. Comme X est irréductible, X et II; sont premiers entre eux, donc il existe
U,V € K[X] tels que UX + VII; = 1, d’oll on tire U(f) o f + V(f) o I;(f) = Idg, c’est-a-dire
U(f)o f =Hdg. Donc f~! = U(f), d’ott le résultat.

Remarque. En dimension finie, on aurait pu raisonner avec le polynéme caractéristique
P; de f : comme P;(0) = det f # 0, on a X { P; et on procéde ensuite comme plus haut.

— On peut également donner une forme explicite d’un polynéme U tel que f~!' = U(f) en
fonction du polynéme minimal : il suffit de prendre U = (II;(0) — II;(X))/(I1;(0) X).

EXERCICE 2. Soit K un corps commutatif fini & ¢ éléments, E un K-espace vectoriel et
f € L(E). Montrer que f est diagonalisable dans FE si et seulement si f? = f.

Solution. Commencons par montrer

X1 -x=[][(X-a). (%)
aeK
Muni de la loi produit, K* est un groupe multiplicatif 2 ¢ — 1 éléments, donc pour tout z € K*,
297! = 1, d’oli pour tout & € K, ¢ = x. On a ainsi déterminé ¢ racines de X?¢ — X, qui est de
degré ¢, d’ot (*).

Concluons. D’aprés le théoréme 2, on peut affirmer que f est diagonalisable si et seulement s’il
existe P € K[X], scindé sur K, & racines toutes simples, tel que P(f) = 0, autrement dit si et
seulement s'il existe P € K[X], P | [],cx(X —«) = X? — X tel que P(f) = 0. En d’autres termes,
f est diagonalisable si et seulement si f? — f = 0.
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~ EXERCICE 3. Soient E un K-espace vectoriel et f € £(E) admettant un polynéme minimal
II;. Pour tout z € F, on note :
— P, le polynome unitaire de K[X] de plus bas degré tel que P:(f)(z) = 0 (F:
s’appelle le polynéme minimal de z relatif a f),
- E, = {P(f)(=), P e KIX]}.
1/ a) Montrer que P; existe et est unique, et que de plus si P(f)(z) =0 avec P € K[ X],
alors P, | P.
b) Montrer que E, est un s.e.v de dimension deg(F;).

2/ a) Si E, n E, = {0}, montrer que P,,, = ppem (F;, Py). Généraliser a p vecteurs

Tyyeoe 9 Tpe
b) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer E;,, = E; & E,. Généraliser a p vecteurs
Tyyeon 3y Tp.

3/ a) Soit M € K[X] un facteur irréductible de II;, a sa multiplicité dans la décomposition
de TI; en facteurs irréductibles de K[X]. Montrer qu’il existe = € Ker M(f) tel que
P, =M.

b) Montrer qu’il existe = € E tel que P, = II;.

Solution. 1/ a) Soit I, = {P € K[X] | P(f)(z) = 0}. C’est un idéal de K[X], non réduit a {0} car
II; € I.. Il existe donc un unique polynéme unitaire Py € K[X] tel que I; = (Pg). Ainsi, Py est
le polynéme unitaire de plus bas degré tel que P.(f)(z) = 0. Si de plus P(f)(z) = 0, c’est-a-dire
Pel, = (P;), alors Py | P.

b) L’application

o: KIX] = E. P P()z)

est linéaire surjective. On en déduit que le s.e.v E; est isomorphe & K[X]/Ker p = KIX]/(P:),
donc de dimension deg(P:).

2/ a) Comme Pryy(f)(z +y) = 0, on a Poyy(f)(2) = ~Poyy(f)(). Ces deux termes sont
donc éléments de E; N E, = {0}, donc nuls. Donc d’aprés 1/ a), Py | Pryy et Py | Poyy, d’oi
ppem (Pr, Py) | Poyy ().

Or P, | ppem(P;, Py) donc ppem (Pz, Py)(f)(z) = 0. De méme, ppcm (Pz, B)(N() = 0,
donc ppem (Py, P,)(z + y) = 0. Donc Py | ppem (P, Py), ce qui d’aprés (*) entraine Pryy =
ppem ( Pz, Py), ces deux polynémes étant unitaires.

- Par récurrence sur p, on montre maintenant facilement que si Ey,, ..., E;, sont en somme
directe, alors Py, 4.4z, = ppem (P, ..., Pz,).

b) Montrons tout d’abord que E; N Ey, = {0}. Soit z € E; N Ey. Il existe P,Q € K[X] tels que
2= P(f)(z) = Q(F)(y). Or

0 = P(f) o Po(f)(z) = (PP:)(f)(2) = Pa(f) o P(£)(=) = P=(f)(2) = (P=Q)(N)(W),

donc d’aprés 1/ a), Py | P:Q. Or P, et Py sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de
Gauss, Py | Q, et donc z = Q(f)(y) = 0.
- D’aprés 2/ a), on a donc Ppyy = ppem (Py, Py) = Py Py, d’ott

dim Eg4y = deg(Pryy) = deg(Py) + deg(Py) = dim E; + dim Ey. (*)
D’aprés 1'égalité de Bezout, il existe U,V € K[X] tels que UP; + VPy = 1. Doncsi P € K[X],

P(f)(z +y) = (PUP:)(f)( + y) + (PVPy)(f)(= + ) = (PUP:)(f)y) + (PVF)(N)(=)
EE, €E.

Ceci entraine linclusion E; 4, C E; + Ey = E; & Ey, donc daprés (*), Ezyy = £z @ Ey.
Par récurrence sur p, on montre maintenant facilement que si P, ..., Py, sont premiers entre
eux deux & deux, alors E;, 4...4a, = Ez, ®---® Ey .
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3/ a) On peut écrire Iy = M*N ou N € K[X] est premier avec M (donc avec M*). D’apres le
théoreme 1, on a
E = Ker M*(f) ® Ker N(f). (*+)

Pour tout z € Ker M*(f), on a M*(f)(z) = 0, donc d’aprés 1/ a), Pr | M* et comme M est
irréductible, il existe B, < o tel que P, = MP=. Il s’agit de montrer qu'il existe z € Ker M*(f)
tel que B; = a. Raisonnons par ’absurde et supposons le contraire, de sorte que pour tout z €
Ker M(f), P. | M®~1, i.e. M®~(f)(z) = 0, autrement dit Ker M*(f) = Ker M*~1(f). D’aprés
(**), E = Ker M*~(f) & Ker N(f) ce qui d’aprés le théoreme de décomposition des noyaux
entraine Ker(M®~1N(f)) = E, ou encore M*~IN(f) = Q(f) = 0, ce qui contredit la minimalité
du degré du polynéme minimal II; de f car deg Q < degIl;. Donc il existe z € Ker M“(f) tel que
P, =M.

b) Soit 0y = HLI M la décomposition de II; en facteurs irréductibles de K[X]. D’aprés la
question précédente, pour tout i, il existe =; € Ker M(f) tel que Pz, = M;**. D’apreés la question
2/ b), on adonc Ez 4.4z, = Ez, ® - ® Ey,, et donc d’aprés la question 2/ a), on a

k k
P31+"'+TP = HPI-' = HMiai = va

i=1 i=1

d’ou le résultat.

EXERCICE 4 (DIAGONALISATION D’UN DETERMINANT CIRCULANT). On considére la ma-
trice circulante

al az . e aﬂ
a, a -
A= " € M,(C).
: . . ay
a - @, a

En exprimant A comme un polyndme en la matrice

o1 o0 --- 0
00 1 :
J=1: .o 0 | EMa(O),
0 1
10 0
diagonaliser A.
Solution. SiB = (ey,. .. ,€,) désigne la base canonique de C*, J est la matrice de ’endomorphisme

qui A e; associe e;_1 si i > 2, et & ¢) associe ¢,. Pour tout p, 1 < p < n—1, J? est donc la matrice
qui & e; associe €;_, si i > p, & ¢; associe €j4n_p si ¢ < p, autrement dit

Vp,l<p<n-1, J”:(O In-").

L, 0
On en déduit que pour tout «y,...,a, € C,
(23] (4] R (4799
n
{ — w 47
E a,-J' ! = " !
i=1 s T g

vy - np  w
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Ceci montre en particulier que si P = Y i, ;. X'}, A = P(J). Ceci montre également que
siQ € K[X], Q # 0 et degQ < n, alors Q(J) # 0. Le polynéme minimal de J vérifie donc
degll; > n. Or J* — I = 0, on a donc II; = X™ — 1. Or Il divise le polyndme caractéristique
Py de J et deg Py = n, donc Py = (=1)"1; = (=1)* [[i2a(X — w*), ot w = e¥*/". D’aprés le
théoréme 2, J est donc diagonalisable, et il existe Q € G, (C) telle que

1

0
w
QlIQ=
0
wn—l
On en déduit
P(1) )
P(w)

Ql'AQ=Q 'P(J)Q=P(Q"1JQ) =

0 P(w"'l)

Remarque. On retrouve ainsi le résultat de I’exercice 12.

EXERCICE 5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € M,(K) pour que la

4 4 ) € M3, (K) soit diagonalisable.

matrice par blocs B = ( 0 A

Solution. Notons F le s.e.v de C2" engendré par les n premiers vecteurs de la base canonique de
C?. Les.e.v F est stable par B. Si B est diagonalisable, sa restriction & F, qui n’est autre que A,
est diagonalisable.

Allons plus loin. Si B est diagonalisable, il existe un polyndme P € K[X], scindé sur K, dont
toutes les racines sont simples, tel que P(B) = 0. Par récurrence sur k, on a facilement B* =
( AP pAP

0 AP ) pour tout k € N. De ceci, on déduit

- _ [ P(4) AP'(4)
O‘P(B)‘< 0 P(A)
donc P(A) = AP'(A) = 0. Comme P(A) = 0, on retrouve le fait que A est diagonalisable. Soit A
une valeur propre de A. Comme AP'(A) = 0, on a AP’(}) = 0. Or ) étant racine simple de P, on
aP'(A) £ 0, donc A = 0. En résumé, A est diagonalisable et A = 0 est la seule valeur propre de A,
autrement dit, A = 0.

Réciproquement, si A = 0, B est diagonalisable. Finalement, B est diagonalisable si et seulement
siA=0.

EXERCICE 6 (COMMUTANT D’UN ENDOMORPHISME). Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie n € N*. Soit f € £(E). On note 'y le s.e.v de L(E) défini par

Ty={gy€L(E)| fog=gof}

1/ a) Si f est diagonalisable, déterminer dimT’;.
b) Si de plus les valeurs propres de f sont toutes distinctes, montrer que I'y = {P(f), P €

KXT}-
2/ On suppose que le polyndme minimal II; de f est de degré n. En utilisant le résultat
établi & 'exercice 3 (il existe z € E, P, = II;), montrer que T'; = {P(f), P € K[X]}.
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Solution. 1/ a) Soient Ay, ..., A les valeurs propres de f, Ex,, ..., Ex, les sous espaces propres
correspondants.

Si g € Ty, alors pour tout i, Ej, est stable par g.

Réciproquement, si Ej; est stable par g pour tout ¢, alors :

Yz € Ey;, [fog(z)= Aig(z) =go f(z),

donc comme E=E), ®---® E,, ,onag€Tly.

Donc Ty = {g € L(E) | Vi, Ex, est stable par g}. Pour tout i, soit B; une base de E,,, de sorte
que B = By U---U B, est une base de E. Les matrices des endomorphismes de 'y dans la base B
sont, celles de la forme

M, 0
avec Vi, M; € Maim E,,(K).
0 M,
On voit donc que dimT'y = ¥°7_, (dim Ej ).

b) Nous donnons deux méthodes de résolution.
Premiére méthode. Ici, pour tout i, on a dim E); = 1, donc dimTy = "7, 12 = n. Pour tout 4,
I;(X) = 0 donc (X — X;) | I, et comme les A; sont distincts deux a deux, IT5 (X = X) divise
Il;, donc deg(Ily) > n. Or Iy divise le polynome caractéristique de f, donc deg(Ilf) < n.On en
déduit deg Iy = n.

Soit C = {P(f), P € K[X]}. L’application

p: KIX] =C P P(f)

est linéaire surjective, donc C est isomorphe comme K-e.v 3 K[X]/Ker ¢ = K[X]/(Il;), donc
dimC = deg(Il;) = n. Or C C Ty et dimT'; = n, donc C =T}y.

Seconde méthode. Pour tout i, dimEx, = 1 donc il existe z; € E tel que E), = Vect(z;). Soit
g € T;. Pour tout i, E), est stable par g € T, donc il existe p; € K tel que g(z:) = pizi (au
passage, on remarque que, (z1,...,%,) étant une base de E, g est diagonalisable). La théorie des
polynémes d’interpolation de Lagrange (voir le chapitre II, partie 2.4) nous assure l’existence d’un
polynéme P tel que P();) = p; pour tout 7. Ainsi,

vie{l,...,n}, P(f)(«i) = P(Ai)z; = pazi = g(xs)

et comme (2,,... , ) est une base de E, P(f) = g. Donc Ty C {P(f), P € K[X]}. L’inclusion
réciproque étant immédiate, on en déduit le résultat demandé.
2/ On utilise les notations de Pexercice 3. D’aprés la question 3/ b) de D’exercice 3, il existe
z € F tel que P, = IIy, donc deg(P;) = n et d’aprés la question 1/ b) du méme exercice,
dim E; = deg(P;) = n donc E; = E.

Soit g € T;. Comme E; = E, il existe P € K[X] tels que g(z) = P(f)(z). Or pour tout
y = Q(f)(z) € Ex,

9(y) = 90 QUf)(2) = Q(f) 0 9(=) = Q(f) © P(f)(=) = P(f) o QM=) = P(f)(v)-

Les endomorphismes g et P(f) prennent donc la méme valeur sur E;. Or E; = E, donc g = P(f).
On a donc montré que Ty C {P(f), P € K[X]}. L’inclusion réciproque est évidente, d’oul ’égalité.

Remarque. On aurait pu montrer 1/ b), en utilisant 2/ car on avait montré que deg(Il;) =
n dans la premiére méthode.

— La réciproque de la question 2/ est vraie : si [y = {P(f), P € K[X]}, alors deg(Il;) = n,
mais la démonstration est plus difficile (voir la derniere application des la théorie des
invariants de similitude dans I’annexe B).
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3. Topologie sur les endomorphismes

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel normé (avec K = R ou C).

Nous commencons par donner quelques rappels (I’étude générale des espaces vectoriels
normés est traité dans le chapitre de topologie du tome d’analyse). L’espace vectoriel des
endomorphismes continus de E est noté L.(E). On norme habituellement £.(E) par :
Vf € L(E), 1f] = supjgy=; | f(z)|l. C’est une norme d’algebre (i. e. elle vérifie ff - gl <
I/1- lgb). Enfin, en dimension finie, tout endomorphisme est continu et toutes les normes
sont équivalentes.

3.1. Quelques normes classiques en dimension finie
L3

SOitX:(S

Tn

) un vecteur de K*. Pour tout a > 1,

n 1/«
X a= &g « et X o = S 1 i
1 Xl (Zl | ) Xl lslignlz l

=1
définissent des normes sur K*. (La notation ||X || provient du fait que lima—o [|X e =

1X flo)-

Si E est un K-e.v de dimension finie n, on peut le normer en privilégiant une base B de
1

x
E et en écrivant que la norme de z € F est la norme du vecteur X = ( : ] €K, ot les
Tn
z; sont les coordonnées de z dans la base B.
Soit M = (my;)1gij<n € Ma(K).
- IM|| = T1<i j<n Imi ;| définit une norme d’algebre sur M, (K).
- |M|| = sup;; [m; ;| définit une norme sur M, (K), mais ce n’est pas une norme

d’algebre.
— Pour tout @ > 1, jM}, = supyxy,=1|MX||. définit une norme d’algébre sur
M, (K). Au passage, notons que 'on peut montrer IMY., = sup,(T; |mi;l) et
IMIL, = sup; (s tm 51)-
Si E est un K-e.v de dimension finie 7, on peut normer L(E) en privilégiant une base B
de E et en écrivant que la norme de u est celle de [u]p (matrice de u dans la base B) dans

Mo (K).

3.2. Propriétés

PROPOSITION 1. Soit E un K-e.v.n et f € L(E). Soit A unc valeur propre de f. Alors
Al < 1AE-

Démonstration. Soit. z # 0 un vecteur propre de f pour la valeur propre X. Onal|lf(@)i < BAR-ll=ll-
Or [|f (@)l = I1Az]l = |Al - [|z]l, donc |A] < WfR- a
PROPOSITION 2. L’ensemble G£,(K) cst un ouvert dense dans Ma(K).

Démonstration. L’application M, (K) — K M > det M est continue (car det M s’exprime comme
un polynéme en les coefficients de M). Comme K* est ouvert dans K, GL,(K) = (det)”1(K*) est

ouvert.
Densité. Soit M € M,(K). Le polynéme caractéristique Pu de M n’a qu’un nombre fini de

racines, donc
3p>0 telque VAEKO0 <A <p, Pu(A)#0.

En d’autres termes, pour tout A € K, 0 < |A| < p, M — A, € G£u(K). Or M = lim );;(u(M - ALL).
M est donc limite d’éléments de G£,(K). ]
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Remarque 1. — Ce dernier résultat est important. Il est parfois aisé de montrer des
propriétés sur M, (K) en les montrant d’abord sur G£,(K) puis en les étendant par
densité (voir les exercices).

— Cette derniére proposition est également vraie pour les endomorphismes en dimen-
sion finie. De maniére générale, algébriquement et topologiquement, tout ce qui est
vrai pour les matrices est vrai pour les endomorphismes (en dimension finie) et
réciproquement.

— En dimension infinie, G¢.(E) est ouvert si E est un espace de Banach (voir le
chapitre topologie du tome d’analyse).

3.3. Séries entiéres d’endomorphismes

Ici, E désigne un K-espace de Banach. Rappelons que dans ce cas, £.(E), muni de la
norme | f = sup = [|f(#)ll; est un K-espace de Banach.

PROPOSITION 3. Soit z — - a, 2" la somme d’une série entiére de rayon de conver-
gence 0 < R < +oo. Alors si f € L.(E), }f} < R, la série 3, ya. f" converge et sa
somme est élément de L.(E). De plus, Uapplication

+o00
T={f€L(E)| <R} - LAE) fr Y anf"

est continue.

Démonstration. Comme L.(E) est un K-espace de Banach, il suffit de montrer que si || fI < R,
la série Zan f" converge absolument, ce ui est immédiat puisque Iu,. 7l < laal - IAN" et que
3" lanl BfN" converge. La somme 3"} a,, f* existe donc et appartient & £.(E).

Pour tout r € )0, R, on pose I'y = {f € L.(E) | §f§ < r}. La série de fonctions f — 3" a, f*
converge normalement sur 'y, puisque sur Ty, fan £ < |an]- IFE” < lan|r™ et 3 Jan|r™ converge.
Chacun des termes f +— a, f* est continu sur I';. On en déduit que f — Z:’::, an f* est continue
sur T, et ceci pour tout r € J0, R[, donc sur I. o

Remarque 2. — Un résultat plus fin fait I’objet du probléme 6 (page 208).
— La proposition 3 reste vraie sur M, (K).

Consequence Soit f € L.(E), §f} < 1. Alors Idg —f est inversible, et son inverse est
g =} f°. En effet, g existe d’aprés la proposition précédente et (Idg —f)g = g — fg =
Sk ff =t f* = 1dg; de méme, g(Idg ~f) = Idg.

Ezponentielles d’endomorphismes.
DEFINITION 1. Soit f € L.(E). D’aprés la proposition 3,
9= Z f"
n—()
existe et ¢ € L.(E). L’endomorphisme ¢ s’appelle exponentielle de f et on note g =
exp(f) = ¢'.
Remarque 3. — On a fexp(f)]] < V). En effet, pour tout n € N,

Te EpaLit

k=0 k=0

et le résultat se déduit en faisant tendre n vers +oo.
~ D’aprés la proposition 3, I’application L.(E) — L.(E) f > exp(f) est continue.



3. Topologie sur les endomorphismes 183

PROPOSITION 4. Soit u € L.(E). Soit v € L.(E) inversible avec v=' € L(E). Alors
exp(v~uv) = v=!exp(u)v.

Démonstration. I suffit de remarquer que pour tout n € Non a (v"'uv)™ = v~ u"v, ce qui entraine

- - +0o
(v luy)” luv)" vluty u” -1
exp(v™luv) = E _s_ =Y E vl R exp(u)v.

n=0 n=0 n=0

La version matricielle de ce résultat est
VM € M.(K), YP € G£,(K), exp(P"'MP)= P~'exp(M)P.
Deux matrices semblables ont donc des exponentielles semblables.
PROPOSITION 5. Soient u,v € L.(E) tels que uv = vu. Alors
exp(u + v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u).

Démonstration. On pose

= (E3) (E5)- L5

1l faut montrer que lim,_, 4o Ap = 0. Comme u et v commutent, on a

* (u+v)n — Cr‘l .7 e ui vJ
VnEN, ———11! = ZFU‘UJ— Zz—';—,
i+j=n i+j=n
donc
Z ul LA u u o
w=(S5)(25)- S5 5- T 5
1=0 j=0 i+j<n n+nl<5i-"-;-i§2n
d’ol1 on tire
[N Ivll’ Iull ¥ [ R ) + Ivl)
L DD Z S EF) 5 @bl
5 |
n-’-‘l<<l+i<2n & i=0 ! j=0 J: k=0
<4, 5€n

Lorsque n tend vers 400, ce dernier terme tend vers elulehvl _clul+lvl — g donc limywyoo An =
0, d’olt exp(u + v) = exp(u) exp(v). On a de méme exp(v) exp(u) = exp(v + u) = exp(u+v). O

Conséquence. Pour tout u € L.(E), e'e™™ = e %" = e*™ = " = Idg, donc e* est
q
inversible et (e*)™! = e~".

Remarque 4. — Si u et v ne commutent pas, la proposition précédente est fausse en
général.

— Si u et v commutent, alors u et exp(v) commutent.

— On aura souvent affaire aux exponentielles de matrices lors de I’étude des équa-
tions différentielles linéaires (voir le tome d’analyse). En effet, les exponentielles
de matrices vérifient les propriétés suivantes :

e Soit A € M,(K). L’application R — M,(K) t ~— e'4 est dérivable, sa
dérivée est Ae'4

eSi X : R — K" est dérivable et si & = AX, alors pour tout t € R,
X(t) = €4 X(0).

— Le calcul d’exponentielles de matrices est traité i la partie 4.2 du présent chapitre.
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3.4. Exercices

EXERCICE 1 (DENSITE DES MATRICES DIAGONALISABLES DANS M,(C)).  a) Montrer
que 1’ensemble des matrices diagonalisables de M,(C) est dense dans M,(C).
b) Que dire dans M,(R)?

Solution. a) Soit A € M, (C). Il s’agit de montrer que A est limite de matrices diagonalisables.
Le corps C étant algébriquement clos, A est trigonalisable, donc

Al X X
Az
AP €Gty(C), P"'AP=T avec T=
0 o
An

Soit g = inf{JA; — A;], A # A;} > 0, p = 1si les A; sont tous égaux. Pour tout p € N*, on pose

A+ £ x e X 1 0
A+ £ T 3
T;,: 2p . =T+£‘- 2
0 x d 0 1
A+ L n

Les valeurs propres de T, les A; + (#/ip), sont deux & deux distinctes. En effet, supposons i # j :

- Si A; = A, il est clair que A + (u/ip) # A; + (1/5p).

- Sinon A; # Aj, donc si A; + (p/ip) = A; + (1/jp), alors |A; — Aj| = pl(1/ip) — (1/5p)| < 1,
absurde par construction de .

Pour tout p € N*, T, ayant toutes ses valeurs propres deux A deux distinctes est donc diag-
onalisable. Or T = limp_ 4o, Tp, donc A = PTP~! = limy_ 4o PT,P~" est limite de matrices
diagonalisables, d’ou le résultat.

b) Dans M,(R), le résultat est faux. Nous donnons un contre-exemple. Soit A = ( (1) _01 ) €

M3(R). On considére I’application
A: My(R)-»R M- Ay

oit Ay désigne le discriminant du polyndéme caractéristique Py de M. Comme Ajps s’exprime
comme un polynéme en les coefficients de M, A est continue.

Si A était limite d’une snite (4,) € M2(R)N de matrices diagonalisables dans M3(R), on aurait
A, > 0 pour tout n (car Py, est scindé sur R), et donc A étant continue, A4 = limy . 4o Aa, >0,
ce qui est absurde car apres calculs on trouve Ay = —4.

Remarque. Grace au résultat a), on peut parfois prouver certains résultats sur M,(C) en
les montrant d’abord pour les matrices diagonalisables, puis en les étendant par densité. Le
lecteur pourra par exemple démontrer par cette méthode le théoréme de Cayley-Hamilton
pour les matrices complexes.

EXERCICE 2. 1/ Soit K un corps commutatif. Soient A, B € M, (K).

a) Si A € G{,(K), montrer que P,pg, le polynéme caractéristique de AB, est égal a celui
de BA, PBA-

b) Si A est quelconque et K = R ou C, montrer, en utilisant un argument de densité, que
le résultat reste vrai.

¢) Si A est quelconque et K est infini, montrer que le résultat est encore vrai.

2/ K est un corps commutatif quelconque. Soient p,q € N*. Soit A € M, ,(K) et B €
M, ,(K). Comparer Pyg et Pg,.
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Solution. 1/ a) On écrit
Pap = det(AB — X1,) = det[A(B — XA™')] = det[(B — XAY)A] = det(BA — X1I,) = Ppa.

b) On sait que G, (K) est dense dans M,(K) (voir la proposition 2). On peut donc écrire A =
limp— 400 An avec pour tout n, A, € G¢,(K). Or d’aprés a), pour tout n, P4, = Ppa, et par
continuité de I’application déterminant, en faisant tendre n vers +o0, on en déduit Pap = Ppa.
¢) Le corps K étant infini, A n’ayant qu’un nombre fini de valeurs propres, il existe I' C K, T infini,
tel que pour tout A € ', A n’est pas valeur propre de A, i.e A—Al, € G£,(K). Fixons z € K
D’apres 1/ a), on a '

vierl, Pla-a1,)B(2) = Pp(a-21.)(%)-
Le polynéme Pa_x1,)8(%) — Pp(a-x1,)(%) € K[X] s’annule donc sur T', donc est nul puisque r
est infini. En particulier, ce polynéme s’annule lorsque X prend la valeur 0, c’est  dire Pap(z) =
Ppa(z). Ceci étant vrai pour tout & € K, on en déduit, K étant infini, que Pap = Ppa.
2/ Soit r = rg A. Si r = 0, c’est terminé (on a alors A = 0). Sinon, on sait que A est équivalente &
la matrice (’0r 3), c’est-a-dire

3P € G4,(K),3Q € G4, (K), A=P! ( L )Q.

Ecrivons
B; B
— -1 1 3
B=Q (32 B4)P
ot B; € M, (K). On a
B, B B, 0
_ p-1 1 3 -1 1
AB=P (0 0 )P et BA=Q (Bz O)Q

d’otr
Pap = I B, - XI, Bs
A —
0 —XI-,
De méme, on trouve Pga = (—1)9~"X9~" Pp,. On a donc (—X)?P4p = (=X)? Ppa. (Sip = ¢, on
retrouve les résultats de 1/).

= (1P~ X?~" Pg,.

EXERCICE 3. Soient = un entier naturel, n > 2,et p€ N, 1<p<n-—1.
a) Montrer que I' = {A € M,(R) | rg A < p} est fermé dans M, (R).
b) Déterminer Padhérence de 'ensemble A = {4 € M.(R)| 184 = p}.

Solution. 11 suffit de montrer que ’ensemble
A= Ma(R)\T = {Ae M (R)| rgA>p+1}

est ouvert. Fixons A = (ai ;)1<ij<n € A. Commerg A > p+1, il existe une matrice carrée extraite

de A inversible d’ordre p+ 1 (voir le chapitre I11, partie 3.6, théoréme 2, page 121). Autrement dit,

il existe I et J inclus dans {1, ...,n} avec Cardl = CardJ = p+ 1, tels que A’ = (a; ;) i€t vérifie
P

det A’ # 0. Définissons 1’application
p: Ma(R)=R B = (bij)rgi,j<n — det(bi;) ser -

L’application ¢ s’exprime comme polynéme en certains des coefficients de B, elle est donc continue.

Or p(A) = det A’ # 0, donc il existe un voisinage V de A dans M, (R) tel que pour tout B € V,

¢(B) # 0. Autrement dit, pour tout B € V, la matrice extraite (b; ;) i€t est inversible, donc
)€

1gB > p+ 1. Ainsi, on a trouvé un voisinage de A inclus dans A. L’ensemble A est donc ouvert.

b) Montrons A =T.
D’apres a), T est fermé. Or A C T, donc AcCT.
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Montrons maintenant ’inclusion réciproque. Soit A € T'. Il s’agit. de montrer que A est limite
d’une suite de points de A. Si rg A = p, alors A € A et c’est terminé. Sinon, r = rg A < p. On sait

que A est équivalente a la matrice {)' 3 ), ce qui s’écrit aussi

IP,Q € Gln(R), A= P~} ( v ) .
Pour tout mm € N*, on note B,, la matrice
I, 0 0
B, = 0 #Ip-r 0 | € M.(R).
0 0 0

Pour tout m, rg B,, = p donc A, = P~1B,,Q est de rang p. Or limp, 4 oo By = ( I(; g ), donc
limpy— o0 Am = A et pour tout m, A,, € A. On adonc A€ A.

EXERCICE 4. a) Soit M € M,(C). Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe P € G¢,(C) tel
que
tl,l (t' )
t22 w
T=P'MP= ' . avec Vi< j, |tij]| <e.
0 -
tn,n

b) Soit A € M, (C). Montrer que A est nilpotente si et seulement s’il existe une suite de
matrices (A, )yen vérifiant

(1) Vp, A, est semblable 3 A (i) ) ETM A, =0.

Solution. a) Soit f ’endomorphisme de C* dont la matrice dans la base canonique de C* est
égale 3 M. Le corps C étant algébriquement clos, f est trigonalisable. Il existe donc une base

B = (e1,...,en) de C* telle que [f]s (matrice de f dans la base B) soit triangulaire supérieure.
Ecrivons [f]s = (ai,j)1<ij<n-
Pour tout p € N*, B, = (e, %—e2, - ,;;,l_—re,.) est une base de C*. Pour tout 7, on a
i i 1
fle) = Za,’,]‘ € = Zp’—l a; ; ([F ej) ,
i=1 i=1
ou encore
i
€ s 1
I ( l'—l) = Z[r’_' a;; (.Tl ej) .
P =1 I
On en déduit
4y, i S . Sum
y r apl ’:'n—
azz =* i
I, = [f]B, = a3 3
. Ba-im
0 . >
inn

Ceci étant, soit p = sup; ; |a; ;|. Il existe p € N* tel que pu/p < e. Soit T =T, = (i}',i)lsi.isn =
[f]s,. La matrice T est triangulaire supérieure et pour tout i < j, [t ;| = |ai; - p*™7| < p/p < e
De plus T est semblable & [f]g donc & M, d’oti le résultat.
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b) Condition nécessairc. D’aprés a), pour tout p € N*, il existe A, = [a;;(p))1<ij<n € Ma(C)
semblable & A, triangulaire supérieure et telle que pour tout i < j, |a; ;j(p)] < 1/p. Or pour tout
i> j, a; j(p) = 0 et pour tout i, a; ;(p) = 0 (A, étant nilpotente, ses valeurs propres a; ;(p) sont
nulles). On en déduit que pour tout (i, j), |a; ;(p)| < 1/p. Donc limp_. 400 Ap = 0, d’oll le résultat.
Condition suffisante. Pour toute matrice M € M, (C), on note Py son polynéme caractéristique.
L’application M, (C) — C[X] M s Py est continue (en effet, les coefficients de Py s’expriment
comme des polyndmes en les coefficients de M). Or limp—. 400 Ap = 0, on a donc limp. 400 P, =
Py = (—1)"X™. Or pour tout p, A, est semblable & A donc P4, = P4. On en déduit P4 = (-1)"X".
Le théoréme de Cayley-Hamilton entraine alors A™ = 0.

EXERCICE 5. Soit A € M,(R) et une suite réelle (a,,) telle que B = 3% a,, A™ existe.
Montrer qu’il existe P € R[X] tel que B = P(A).

Solution. L'ensemble T = {P(A), P € R[X]} est uns.e.vde M, (R), et M, (R)étant de dimension
finie, T’ est fermé.

Pour tout k € N, on pose P, = an=(, am X™ de sorte que B = limg_ 400 Pi(A). En d’autres
termes, B est limite d’une suite de points de I'. Comme I est fermé, on en déduit B € T, donc il
existe P € R[X] tel que B = P(A).

EXERCICE 6. Soit E un K-e.v.n (avec K = R ou C). On note L.(FE) P’algébre des endo-
morphismes continus de E. Soit f € L.(E).
a) Montrer que

. 1\"
Jdim (We+21) " = exp(s).
b) Plus généralement, si (f,) est une suite de £.(F) qui tend vers f, montrer
. 1,.\"
Jim (s +21,) = exa(f)

c) Soient u,v € L.(E). Montrer

u v\\"
nkmm (exp (;) exp (;)) = exp(u + v).

Solution. a) Le résultat snivant nous sera utile.

e s, [eoto) - (10+20) | < maon - (14 220", ®

En effet. On a

" 1
exp(g) — (Id+ g) Z k'g - ZC,’fn—kg".

k=0 k=0

Or
n—1 n-—lc+1_1 1

n n Ic_ k!

vk
Vk,1<k<n, %:2.
n n
donc

< Z ( ) Wl + % B _ ool - (1+ 1)

k>n

exp(g) — (Id +%)n ’

En appliquant (*) a f, on en déduit le résultat. demandé car limy— 400 (1 + BF/n)" = exp(§FN).
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b) On remarque déja que
. 1 »
Jim exp(fa) — (Id +;.fn) =0. (%)
En effet, en posant M,, = |f. |, on a d’aprés (*)

exp(fn) — (Id+f—:)n < exp(My) — (1 + —Ag'l)n (#%%)

Or limp .00 M, = |Ifll = M, donc lim, .o exp(M,) = exp(M) et comme
M. \" M, M, 1
(1 + -—nﬂ) = exp (n log(1 + T)) = exp (n(—n-'l + o(;))) = exp (Myn + o(1)),

on a aussi lim, .o (1 + My /n)™ = exp(M). D’olt (*¥¥) avec (¥**).
Par ailleurs, la continuité de 1’application g =+ exp(g) (voir la proposition 3) entraine que
limy, o0 €xXp(fa) — exp(f) =0 (#+++). En écrivant

(10+25) = ((10+25) = expi) + (expt) ~ ) + o),

on en déduit avec (**) et (***¥) le résultat.

¢) Lorsque n tend vers 400, on a
1 1
exp (%) =Id +% + o(-ﬁ) et exp (E) = Id+% + o(;l-),

donc

si fao=n (exp (;:—) exp (%) - Id) , fa=u+v+o0(1).

Autrement dit lim,_.o0 fa = % + v, donc d’aprés la question précédente, limp oo(Id +fn/n)" =
exp(u + v), d’ott le résultat car (Id +fn/n) = exp(u/n)exp(v/n).

Remarque. La proposition 5 (page 183) peut se déduire facilement du résultat de la
question a).

EXERCICE 7. Soit E un C-e.v de dimension finie n € N*. Soit ¢ € L(E). Montrer que ¢
est diagonalisable si et seulement si I’ensemble ® = {¢~'gp, ¢ € GE(E)} est fermé.

Solution. Condition nécessaire. Soit II le polynéme minimal de g. Comme g est diagonalisable, IT
n’a que des racines simples. Pour tout ¢ € G#(E), on a Il{¢~1gp) = ¢~ '1(g)p = 0, donc pour
tout h € ®, I(h) = 0.

Soit h € ®. L’endomorphisme h est limite d’une suite (hy) de points de ®. Comme pour tout
p, I(hy) = 0, on a T(h) = limy_.o TI(h,) = 0. L’endomorphisme A étant annulé par un polynéme
n’ayant que des racines simples, on en déduit que h est diagonalisable. Or le polynéme caractéris-
tique Py de h vérifie P, = limy_. 1~ Pj, = P, car pour tout p, P,, = P;. Les endomorphismes ¢
et h ont donc méme liste de valeurs propres; comme ils sont de plus diagonalisables, on en déduit
que g et h sont semblables, donc que h € .
Condition suffisante. Raisonnons par 1’absurde. Supposons & fermé et g non diagonalisable. Soit
p € N*. Le corps C étant algébriquement clos, g est trigonalisable. Il existe donc une base B =

(e1,- .. ,€n) de E dans laquelle la matrice de ¢ ait la forme
A iz o0l
0 X :
l9l = . 2
tn—l.n
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. 1 .
Pour tout n € N*, on définit ¢, € L(E) sur la base B par pp(ei) = —e; pour tout i. On a
r

A a2 B tfue

P tp A

a3 ta,n
Az PRET

le; '90p)B = ) T ,

tn—lln

0 P

An

donc lorsque p tend vers +o00, 194, tend vers un endomorphisme diagonalisable k. Comme g
n'est pas diagonalisable, ki n’est pas semblable & g donc h ¢ ®. Or h € @, et donc & n’est pas
fermé, ce qui est contraire aux hypothéses. L’endomorphisme g est donc diagonalisable.

Remarque. La condition suffisante fait appel au résultat de la question a) de 'exercice 4,
redémontré ici.

4. Sous espaces caractéristiques - Réduction de Jordan

Dans toute cette partie, £ désigne un K-e.v de dimension finie n € N*. On utilisera la
notation A ¢ B lorsque A C B et A # B.

4.1. Sous espaces caractéristiques

DEFINITION 1. Soit f € L(E) tel que le polynéme caractéristique Py de f soit scindé
sur K : Py = (=1)*(X — A)*r---(X — A,)*r. Pour tout i, le s.e.v N; = Ker(f — A\;Id)*
s'appelle le sous espace caractéristique de f associé a la valeur propre A;.

— Pour tout i, N; est stable par f.

- OnaE=N®---®&N,,

— Pour tout i, dim N; = a;.

Démonstration. Le s.e.v N; est bien stable par f car si ¢ € N;,

(f = M 1d)*(f(z)) = fo(f = M1d)*(z) = 0.

- Le fait que E = Ny @ --- @ N, résulte du théoréme de décomposition des noyaux (voir 2.1,
théoreme 1).
- Pour tout i, larestriction f; de f & N; vérifie (fi—A; Idn,)** = 0. En d’autres termes, f;—AIdy, est
nilpotente, donc d’aprés 1.2 proposition 3, le polynéme caractéristique de f; —A; Id est (=X ydim Ne
donc celui de f; est (A; — X)4mNi Or Py, divise P; d’aprés la proposition 2 de la page 161, et
donc dim N; < a;  (*).

Comme E=N,@® - - ®N,,onan=3._, dimN;. De plus } ;_, a; = n, et on en déduit avec
(*) que dim N; = a; pour tout i. 0O

DEFINITION 2 (INDICE D’UN ENDOMORPHISME). Soit f € L(E). Il existe un unique entier
naturel r tel que

{0}=Kerf"<;Kerf§---gKerf’=Ke1'f"“=Ke1~f’+"=---=Kerf”=---.

L'entier r s’appelle I'indice de f. C’est aussi le. plus petit entier naturel tel que Ker f" =
Ker frt!,
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Démonstration. On part du fait que
Vp € N,Ker f? C Ker fP¥! (¥

(en effet, si z € Ker f?, alors fP(z) = 0 donc fP*1(z) = f(fP(x)) = 0). On en déduit en particulier
que pour tout p, dim(Ker f?) < dim(Ker f7+!). Autrement dit, la suite (up)pen définie par up =
dim(Ker f?) est croissante. Cette suite est a valeurs dans I = {0,1...,n}. L’ensemble I étant fini,
(up) étant croissante, I’entier r = inf{p €N, up, = up41} existe. On a alors

— Pour tout p < r, Ker fP ¢ Ker fP+1 (d’aprés (*) et parce que u, < up41).
— Ker f7 = Ker f7+! (d’aprés (*) et parce que u, = tr41).
— Pour tout p > r, Ker f? = Ker fP+! car
Ker ff¥' ={z € E | fH(f77"(z)) = 0}
— {2 € E| f~"(z) € Ker f*} = {z € E | f"(¢) € Ker '} = Ker .

L’unicité est évidente. 0

Remarque 1. — Les propriétés vérifiées par r montrent que l'indice r de f est aussi
I’unique entier naturel vérifiant

Vg<r, dimKerf?! < dimKerf" et Vg>r, dimKerf?=dimKer f".
— Si f est nilpotente, I'indice r de f n’est autre que inf{p | f* = 0}, c’est-a-dire
I'indice de nilpotence de f.
— On peut montrer que si 7 est 'indice de f, alors
Ker f@Im fr = F.
— L’indice r de f vérifie aussi la propriété
E=Imf°2Imfp---2Imf=ImfH'=Imf*=...=Imfl=-....

— Ces résultats sont a rapprocher de celui de la question 1/ a) du probléme 2 du
chapitre III (page 150).

THEOREME 1. Soit f € L(E) tel que son polynéme caractéristique Py soit scindé sur K :
Py = (=1)" Ly (X = X))« Alors
(1) Le polynome minimal II; de f est dc la forme

My(X)= H(X - X)) avee Yi,1< 7 <oy

i=1
ii) L’ordre de multiplicité r; de ); dans 11, est Uindice de endomorphisme (f—X; 1dg).
/4 !

Démonstration. (i) est démontré & la remarque 6 de la partie 2.3 (page 176).

(ii) Pour alléger les notations, nous allons montrer (ii) pour i = 1. On pose Q@ = [];_,(X — )™, de
sorte que II; = (X — A;) Q. Comme (X — A;)™* et Q sont premiers entre eux, on a, en appliquant
le théoréme de décomposition des noyaux (voir le théoréme 1 de la partie 2.1),

E=Ker(f—MI)" &M avec M =KerQ(f).

On en déduit dimKer(f — A) +dimM =n  (x).
Soit g un entier naturel. On pose P = (X — A1)?Q. En appliquant le théoreme de décomposition
des noyaux, on a

Ker P(f) = Ker(f — A1 1d)? @ Ker Q(f) = Ker(f — M Id)? @ M.

On en déduit dimKer(f — A1)? + dim M = dimKer P(f) ().
— Sig > ry, alors II; divise P donc P(f) = 0, i.e Ker P(f) = E, donc avec (*) et (**), on
tire dimKer(f — A;)? = dimKer(f — A;)™.
— Si maintenant ¢ < rq, alors II; ne divise pas II;, donc P(f) # 0, i.e Ker P(f) # E, et
d’aprés (*) et (**), on tire dimKer(f — A1)? < dimKer(f — A1)
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On en déduit que 'indice de ’endomorphisme f — Ay Idg est 7, (voir la remarque 1). (]

Remarque 2. — En conséquence, les sous espaces caractéristiques N; de f sont égaux
a Ker(f — \)™.
— Pour tout i, r; est aussi I'indice de nilpotence de I’endomorphisme fin, — A; Idy,.
— Ce théoréme permet de calculer le polyndéme minimal de f : on commence par
calculer le polynéme caractéristique de f, puis on calcule ensuite pour tout ¢ 'indice
de f — \;Id (dans la pratique, les calculs sont quand méme assez longs).

4.2. Décomposition de Dunford

Nous allons maintenant donner une nouvelle réduction plus poussée que la simple trigo-
nalisation (mais moins que la réduction de Jordan), appelée décomposition de Dunford.
Nous donnerons deux moyens d’y parvenir.

TaEorEME 2 (DECOMPOSITION DE DUNFORD). Soit f € L(E) tel que le polynéme carac-
téristique P; de f est scindé sur K. Il existe un unique couple (d,n) € (L(E))* avec d
diagonalisable et n nilpotente, tel que

(i) f=d+n (ii) nod=don.

Démonstration. On écrit Py = (—1)" [1;-,;(X — A)*, et pour tout i, on note N; = Ker(f —A; Id)
les sous espaces caractéristiques de f.

Eristence. Comme E = N1 & --- @ N,, il suffit de définir d et n sur chaque N;. On les définit
comme suit :

Vi,Vz € N;, d(z)= Mz et n(z)= f(z)— Az.

Autrement dit, pour tout i on a d; = din; = A Id|n; et n; = ny, = fin, — A Idjw,. Les d; et n;
sont des endomorphismes de N; car N; est stable par f donc par d et n.

Ainsi définie, d est diagonalisable. Pour tout i, on a n{"* = 0 (puisque par définition de Nj,
pour tout z € N;, (f — i Id)*i(z) = 0). Si a = sup n;, n* s’annule donc sur chaque N; donc sur
E = &§_; Ni, c’est-a-dire n* = 0.

Il reste 2 montrer que d et n commutent. Pour tout 7, on a d; = A; Idy, donc n; o d; = d; on;,
c'est-d-dire que d et n commutent sur chaque N;, donc sur E = @, N;.

Unicité. Soit (d’, n’) un autre couple vérifiant les conditions. On remarque d’abord que f od' = d'of,
donc pour tout i, N; est stable par d’ (pour tout « € Ny, (f— A Id)*[d'(z)] = d'o(f— i Id)*i(z) =
0). Comme djn, = A;Idw;, on en déduit que do d' = d' o d sur N;. Ceci étant vrai pour tout ¢,
comme E = @{_, N;, on en déduit que d et d’ commutent. De plus d et d’ sont diagonalisables, on
peut donc les diagonaliser dans une méme base, ce qui prouve que d’ — d est diagonalisable.

Commen=f—d,n'=f—d et quedod = d od, n et n' commutent. Si on choisit p et g tels
que n? = n’? = 0, on a donc

(n—n')Pte = Z ';+qni(—l)jn'j =0
i+ji=p+q

(dans chaque terme de la somme, on a soit i > p, soit j > ¢). Donc n — n' = d’' — d est nilpotent.
Or nous avions montré que d’ — d est diagonalisable, donc d’ — d = 0. Autrement dit, d = d’ et
donc n = n'. O

Conséquence. Soit f € L(E) avec Py = (=1)" [Ti.,(X — Xi)* scindé sur K. Reprenons les
notations utilisées dans la démonstration. Pour tout %, f; = fin, € L(N;) est trigonalisable
et ); est sa seule valeur propre (car f; — A; Idy, = n; est nilpotente) et donc il existe une
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base B; de N; dans laquelle la matrice de f; a la forme

A X e X
0 X

[fi]B.‘ = Ai = . .
P
0 -+ 0 X\

Comme E = ®?_, N;, on voit que B = B; U---U B, est une base de E dans laquelle la
matrice de f a la forme

A
A,
[fls =
0
A,
Cette réduction est plus poussée que la simple trlgona.hsatlon que nous avions vue au
théoréme 3 de la partie 1.4 (page 162).

Un autre moyen d’aboutir a la décomposition de Dunford. Nous présentons
une autre technique pour aboutir 4 la décomposition de Dunford, qui présente I’avantage
de montrer que les endomorphismes d et n sont des polynémes en f. Nous aurons besoin
pour cela d’un résultat préliminaire qui fait Pobjet de la proposition ci dessous.

PRrROPOSITION 1. Soit f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur de f. Soit F' =

BM[* .- M2 la décomposition en facteurs irréductibles de K[X] du polynéme F. Pour

tout i, on note N; = Ker M{*(f). On a alors E = N, ® --- & N, et pour tout i, la

projection sur N; parallélement d ®;4; N; est un polynome en f.

Démonstration. La fait que E = Ny (B - @ N, résulte du théoréme de décomposition des noyaux.
Pour tout i, notons @; = H#' M Aumn facteur n’est commun & tous les Q;, ¢’est-a-dire que

les Q; sont premxers entre eux dans leur ensemble. En appliquant 1’égalité de Bezout, on voit qu'il
existe Uy, .. € K[X] tels que U1Q1 + - - - + U,Q, = 1, de sorte que

IdE=U1(f)°Ql(f)++Us(f)°Qs(f)

Pour tout i, on note P; = U;Q; et p; = Pi(f). On ald = Y /., pi (%). Par ailleurs, pour tout
Jj #1, F divise Q:Q; donc

Vi#i  piopi = QiQi(f) o UiU;(f) = 0. (%)

On déduit de (*) que pour tout i, p; = S i, pi o p; et donc d’aprés (**), p; = p?. Les p; sont donc
des projecteurs.

— Montrons que pour tout i, Imp; = N;.

Soit y = p;(z) € Imp;. On a

M (f)y) = M(f) o Pi(f)(x) = Ui(f) o F(f)(=z) = 0,

ce qui pronve que Imp; C Ker M(f) =

Il reste & montrer P'inclusion réciproque. Soit z € N; = Ker M/*(f). D’apres (*), ¢ = p1(z) +

-+ ps(x). Or pour tout j # ¢, p;(x) = U;(f) o Q;(f)(z) = 0 car M;* divise Q;, donc finalement

= p,'(x) (S Imp;. Donc Imp; = N;.
— Il ne reste plus qu’a montrer que pour tout ¢, Kerp; = ®; 2 N;.

Pour tout j # i, on a N; C Kerp; car si ¢ € Nj, alors pi(z) = Ui(f) o Qi(f)(z) = 0 car M;"
divise Q;. On en déduit que &;2; N; C Ker p;.

Soit maintenant = € Ker p;. D’aprés (*), z = 3., pj(z) donc ¢ € ®;2: N;. Finalement, Ker p; =
DjziNj .

La démonstration est terminée puisque par construction, les projecteurs p; sont des polynomes

en f. O
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— TuioREME 3 (DECOMPOSITION DE DUNFORD, BIS). Soit un endomorphisme f € L(E)
tel que son polynéme caractéristique Py soit scindé sur K. Il existe un unique couple (d,n)
d’endomorphismes tel que

(i) d est diagonalisable, n est nilpotente.

(i) f=d+netdon=mnod.
De plus, d et n sont des polynomes en f.
Démonstration. Ezistence. Ecrivons Py = (=1)"[Ti_;(X — A:)® et pour tout ¢, notons N; =
Ker(f — X;)*i. La proposition précédente s’applique avec F' = Py et pour tout i, M; = (X—-X).En
utilisant les notations précédentes, pour tout i, p; = Pi(f) est le projecteur sur N; parallelement
3 @;2iN;. Posons d = 3_{_; Aip; (ainsi construit, d est diagonalisable) et n = f — d=Yi_.,(f-
;Id)p;. En utilisant le fait que les p; sont des projecteurs, que p; op; = 0 sii# 7, et que les p;
commutent avec f (ce sont des polyndmes en f), on a

Vg €N, n! = Z(f - A Id) p;.
i=1

Orsi ¢ = sup; a4, on a (f — X Id)p; = [(X — A:)?B)(f) = 0 pour tout i car Py divise (X —X)1F,
donc n? = 0.

Ainsi construits, d et n sont des polynémes en f vérifiant (i) et (ii).

Unicité. Soit (d’, n') un autre couple vérifiant (i) et (ii). Les endomorphismes d’ et n’ commutent.
avec d'+n’ = f donc avec d et. n qui sont des polynémesen f. Ainsi, d et d’ sont diagonalisables dans
une méme base, ce qui entraine que d —d’ est diagonalisable. Comme d — d’' = n’ — n est nilpotente
(on montre ceci comme dans la démonstration du théoréme 2), on en déduit que d—d' = n’—n = 0.

O

Calcul pratique de la décomposition de Dunford. Nous allons donner un moyen
pratique de calculer les endomorphismes d et n donnés par la décomposition de Dunford.
Nous allons pour cela calculer les projecteurs p;, et il suffira ensuite d’écrire que

(l—_-z/\,-p,- et n=f—d.

i=1

Commencons par remarquer que dans la démonstration du théoréme précédent (partie
existence), on aurait pu remplacer P; par n’importe quel polynome F annulant f et ayant
les mémes facteurs premiers que Pj, en particulier par le polynome minimal II; de f. Si
F=TI-,(X — X)™ est un tel polynéme, on commence par décomposer 1 /F en éléments
simples dans K(X) :

s L

1 T;;
Fo | XX ooy

i=1 |j=1

T
Pour tout 7, on pose ensuite U; = Em,-,j (X — X\)"4, de sorte que
j=1

T $
-11-?- = ; ZX_—[{’_/\—._)T ou encore 1= ; U:Q.,
ot Q; = [T .(X = X;). 8i P; = UiQ;, les projecteurs p; sont alors donnés par p; = Pi(f)
(voir la démonstration de la proposition 1).
Il est en général préférable de prendre pour le polynéme F le polyndme minimal I, de
f (les degrés des polynémes intermédiaires sont moins élevés). Mais le calcul de II; peut
étre assez long, c’est pourquoi on choisit parfois de prendre F = P;.
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Application au calcul d’ezponentielle. L’écriture f = d 4+ n donnée par la décom-
position de Dunford est intéressante car d et n commutant, on peut utiliser la formule du
binéme pour calculer f? :

P
ff=(d+np =) CFd*onf*.
k=0

Dans I’expression ci dessus, on peut retirer les termes de la somme pour lesquels k est plus
grand que lindice de nilpotence de n.

Un autre intérét est le calcul d’exponentielle. En effet, d et n commutant, on a exp(f) =
exp(d+ n) = exp(d) exp(n). Le calcul de exp(d) est simple si une base B de trigonalisation
de d est connue :

Ay
Al \ 0 € e)\z 0
. 2
si [d]p = . ,  [exp(d))s = exp([d]p) =
0 : 0
An e*n

q-1 n?

Quant & exp(n), il suffit d’écrire que exp(n) = E —7 ot ¢ est l'indice de nilpotence de n.
p=0

Dans la pratique, on calcule d et n grice & la méthode décrite plus haut. Avec les
notations précédentes, rappelons que

d= 2 A;[I,' et n= 2(f ot A,' Id)p,

On peut alors calculer exp(f) sans diagonaliser d, a partir des projecteurs p;. En effet, les
relations sur les p; entrainent que pour tout p, d? = Y ;_, Af p; donc

exp(d) = pZO Z(, [2 7! ] Zx pz_;) ol ] pi = ;ekipi.
Par ailleurs,
exp(n) = Z ) [Z (f= Id)" 4_‘: [ (f =X Id)"]

Finalement, on en déduit

exp(f) = exp(d) exp(n) = Zexi i (f= X\ 1(1)p] n

L p=0

(Un calcul d’exponentielle de matrice est traité a I’exercice 1).

4.3. Réduction de Jordan

Nous allons maintenant donner une réduction encore plus poussée que la précédente,
appelée réduction de Jordan. En un certain sens, la réduction de Jordan est la plus poussée
que ’on puisse obtenir. I existe cependant d’autres types de réduction qui ont aussi leurs
avantages et qui s’utilisent dans des circonstances différentes (voir I’annexe B).

La réduction de Jordan ne figure pas au programme des classes de mathématiques
spéciales. Cependant, les techniques utilisées dans sa démonstration sont tres classiques
et leurs connaissances permettent de répondre i beaucoup de problémes.
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Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent. Nous allons commencer
par donner la réduite de Jordan d’un endomorphisme nilpotent. Nous verrons par la suite
que la réduction d’un endomorphisme quelconque s’en déduit facilement.

THEOREME 4 (REDUCTION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT).
Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent. Alors il existe une base B de E dans laquelle
la matrice de u a la forme

0O » 0 --- 0

. . V2 .

[U]B = 0 avee Vi, v; € {0, 1}
. + Up_y
0 oo cee eee 0

Démonstration. Soit r € N* Iindice de nilpotence de u, de sorte que u™~! # 0 et u™ = 0. Pour tout
i €N, on note F; = Ker(u*).
1) Montrons que
(l) {0}=F0§F1g'-'gF_1gFr=E.
(ii) Pour tout i € N, 1 <i < r, u(F;) C Fj_1.
La partie (i) résulte de la définition 2, car r n’est autre que I’indice de u (voir la remarque 1).
Montrons (ii). Soit i € N, 1 < i < r. Pour tout z € F}, u*~![u(z)] = u(z) = 0 donc u(z) € Fi_;.
Donc u(F;) C Fi_;.
2) Nous allons maintenant montrer existence de s.e.v G1,...,G, et Hy,...,H,_; de E tels que
() Vi, 1<i<r, F;=G; & F;_,.
(i) ¥i, 1 <i<r -1, u applique injectivement G;4, dans G;.
(it) Vi,1<i<r-1, Gi=u(Giy1) ® H;.
Soit G, un supplémentaire de F,_; dans F;, de sorte que F. =G, ® F,_;.On a

(Keru)NG, = NG, C F,_1 NG, = {0}
U(G,.) c U(F,.) c Fr—l

donc u applique injectivement G, dans Fy_;.

u(Gr) N Fr_3 = {0}. En effet, soit # € v(G,) N Fr_». Il existe y € G, tel que u(y) =z, et on a
0=u""2(z) = u""Y(y), donc y € F,_1 NG, = {0}, donc y = 0, donc = = u(y) = 0.

On a donc u(G, ) Fr-y C F,-;. Nl existe donc uns.e.v H,_; tel que u(G,)®F, _2®Hr—1 = Fr_1.
Si on pose Gy-1 = u(G,) ® H,_1, on a donc F,_; = G,_; @ Fy_3, et u applique injectivement G
dans G,--l .

(i), (ii) et (iii) sont donc montrés pour ¢ = r — 1. Pour montrer (i), (ii) et (iii) pour i €
{1,...,r2}, nous allons utiliser une récurrence descendante. Supposons le résultat prouvé pour
i+1€{2,...,r— 1} et montrons le pour i.

On s’intéresse au comportement de u sur G;4;. On a

(Keru)NGiy1 = Fi NGy C FiNGiyy = {0}
u(Giy1) Cu(Fiy1) C F

donc u applique injectivement G;4, dans F;.

W(Gig1) N Fi—y = {0}. En effet, soit # € u(Giy1) N Fi_y. 1l existe y € Giq1 tel que z = u(y).
Orz € F;_; donc 0 = u'~I(x) = vwi(y), doit y € F; N Giy1 = {0}, ¢’est-a-dire y = 0, donc
z=u(y) = 0.

On a donc u(Gi41)® Fi-1 C F;. On peut donc trouver un s.e.v H; tel que u(Gi1)® Fi-1 0 H; =
F;. On pose alors G; = u(Giy1) ® H;, de sorte que F; = G; ® Fi_; et u applique injectivement
G,'.H dans G;.
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Les s.e.v Gr,...,Gy et Hy_y,..., Hy sont ainsi construits de proche en proche. Les propriétés (i)
et (iii) a l’ordre 1 sont

Keru=F=G19Fo=G16 {0} =G,
G1 = u(Gy) ® H,

En résumé, la suite Gy, ... , G, vérifie

E=G, G 19---6G,
Gy = F, = Keru
Vi, 2 < i < r, u applique injectivement G; dans G-

3) Partant d’une base €;1,...,€i,q de Gi, u(€i1),--- ,U(€i,q;) est une famille libre de G- que
I’'on peut compléter par €;_1,1,-..,8i-1,s;, pour obtenir une base de G;_1. Nous obtenons en
réunissant toutes ces bases une base de E que nous pouvons écrire sous la forme du tableau &
double entrée suivant.

Gr er,l er,s,.

Gr-1 u(er,l) U(Gr,g,) €r—1,1 €r—1,5,-)

G,_p || u?(ern) | - [4P(ers,) || wler—1,0) || wler—1,,4) €r—2,1

Gy |um(ern)] (U (ers ) [0 (Erm1,0) | B erm,s,00) ([0 2 (6r—2,1) | 61,1|--'|61,1|

4) En lisant le tableau précédent colonne par colonne, de bas en haut puis de gauche 3 droite, nous

obtenons un nouvel ordre (1, ... ,€,) des vecteurs de cette base. On voit alors que u(ej) = €j_1
si e; n'est pas situé sur la derniére ligne, u(e;) = 0 si ¢; est situé sur la derniére ligne. La base
B = (e1,...,en) convient donc pour le théoreme. O

Remarque 3. Une autre maniére de voir les choses est de remarquer que [u]p est constituée
de blocs nuls et de blocs de la forme

0 -+ - oo 0
centrés sur sa diagonale principale.

THEOREME 5 (REDUCTION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME). Soit f € L(E) tel que
son polynéme caractéristique P; soit scindé sur K :

Py =(-1)" I:-[(X = X)%, N #E N s i # )

Alors il eziste une base B de E dans laquelle la matrice de f ait la forme

A,‘ Vi1 o --- 0
Al A 0 0 A,’ ’D,"z .
2
[f]B = . y ou vi,Ai = 0 € Mu:(K)
0 " . .
A, : " At’ Vi -1

0 -« - 0 N\
avec pour tout (1,7), v; ; € {0,1}.
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Démonstration. Pour tout i, on note N; = Ker(f — A; Id)* les sous espaces caractéristiques de
fOnaE =Ny @&---@®N, et les N; sont stables par f. Pour tout i, on pose f; = fin;. On a
fi € L(N;) et (fi = Ai1d)® = 0, donc n; = f; ~ A; Id est nilpotent. D’aprés le théoréme précédent,
il existe donc une base B; de N; telle que

0 viy 0 .- 0
o wg .
[nde, =] o0
Vi, ai—1
0 0
Aoy 0 .. 0
0 N v :
donc [fils, = [Aildn, +ni)p, = Do 0
: A Vig-1
0 v . 0 A

avec pour tout j, 1 < j < a; — 1, v;; € {0,1}. Comme E = N; & --- & N,, on voit que
B=B,U--.-U B, est une base de E et que

[fl]Bl
[fz}Ba

s =
[fs]B.

d’ot le résultat en posant, pour tout i, A; = [fi] B;- (]

Remarque 4. Ce théoréme peut aussi s’interpréter comme suit : [f]ls est constituée de
blocs du type (A;) ou

A1 0 0
0 X 1

) 0

A1

0 0 N

centrés sur sa diagonales principale.

4.4. Exercices

EXERCICE 1. Calculer I’exponentielle de la matrice

1 4 -2
M:( 0 6 —3)€M3(R).
-1 4 0

Solution. Le polynéme caractéristique de M est Py = —(X ~ 2)?(X — 3). Les valeurs propres de
M sont donc A; = 2 et Ay = 3. Pour calculer Pexponentielle de M, nous allons utiliser la méthode
décrite dans la partie 4.2, en employant les mémes notations. On part ici du polynéme annulateur
F=(X-2(X-3).0OnaiciQ; =(X-3)et Qy = (X - 2)%. On recherche maintenant
U,Uz € R[X] tels que U3,Q; + U2Qz = 1. On effectue pour cela la décomposition de 1/F en
éléments simples. Aprés calculs, on trouve

1_ 1 o b ot 11 X1
F™(X-2(X-3) X-2 (X-2¢ "'X-3 X-3 (X=-2
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donc (X —2)? —(X —~1)(X —3) = 1, et donc U; = —(X —1) et U = 1 conviennent. Si maintenant
Pi=U1Q; = —(X - 1)(X = 3) et P, = U2Q2 = (X —2)?, les projecteurs p; et p; sont donnés par
p1 = Py(M) et p2 = P,(M). On sait alors que

1
exp(M) = M (13 + F(M - 213)) P+ e*py = (M — I3)py + 3pa.

Un calcul donne

-2 —4 6
= Pi(M)=—-(M-L)M-313)= ( -3 -3 6 )
-3 -4 7

3 4 -6
pr=P(M)=(M-2I3)’={ 3 4 -6 |,
3 4 -6

(au passage, on vérifie que py + p2 = Is), donc

—662 4+ 3¢® —4e? + 4¢3 10e? — 62
exp(M)= | —6e?+3e% —3e?+4ed 9e? — 6e3
~T7e? + 3% —4e? + 463 1le? —6e?

EXERCICE 2. Soit M € M,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur la ma-
trice M pour que lim;.,,, ¢ = 0.

Solution. Nous allons montrer que limy_, 4o €M = 0 si et seulement si pour toute valeur propre A
de M, la partie réelle () de X vérifie £(2) < 0.

Condition nécessaire. Supposons que lims—. 4o, €™ = 0. Soit A une valeur propre de M, et X un
vecteur propre associé. On a facilement

Vp €N, MPX = N X
donc

i) I
vteR, &MXx= Z FM"X = Z F,\Px =er X.

p=0 p=0 %"

Ainsi, limg.oc €®* = 0, ce qui entraine £(A) < 0.
Condition suffisante. Supposons que pour toute valeur propre A de M, on ait £(A) < 0. Si A =
(@ii)1<iicn € Mn(C), on pose |JA|| = 3, ; lai ;|- La norme || - || est une norme d’algébre sur
M (C).

D’aprés le théoréme 2, on peut écrire M = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente et
DN = ND. Comme D et N commutent, on a exp(M) = exp(D)exp(N). Soit P € G£,(C) tel que

A
0
1 Az
P~'DP = ) =D.
0 -
An

Les ); sont les valeurs propres de M, et par hypothése p = sup,; #(X;) < 0. On a

Vt € R, exp(tD’) =
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donc
vt e R,|lexp(tD')|| = i || = iem("‘) < ne't.
i=1 i=1
Comme exp(tD) = P~!exp(tD')P, ceci entraine
lexp(D)|| < IP7H| - ne™ - |P|| = Ke™. (*)
Maintenant, N étant nilpotente, on a
12 -1
vt>0, exp(IN)=1I,+tN+ ﬁNz +---+ mN"-l

donc

tn—l —
lexp(IN)| < n+Y|INJf +-- -+ (7-_1—)!||N|| Y= f(2).

Avec (*), on peut maintenant écrire

[lexp(tM)|] = || exp(tD) exp(tN)|} < ||exp(tD)|| - [lexp(tN)}| < Ket* f(1).

Comme ¢+ f(t) est polynomiale et s < 0, on en déduit que lim— 400 etM = (.

EXERCICE 3. Soit M € M, (C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour
que M et 2M soient semblables.

Solution. Supposons M et 2M semblables. Alors si A est valeur propre de M, 2 est valeur propre
de 2M, donc de M (car M est semblable & 2M). De méme, 2(2)) est valeur propre de M. On
itérant le procédé, on voit ainsi que pour tout p € N, 2PX est valeur propre de M. M n’ayant
qu'un nombre fini de valeurs propres, on doit donc avoir A = 0 pour toute valeur propre A de
M. Le corps de base C étant. algébriquement, clos, on en déduit que la seule racine du polynéme
caractéristique Py de M est 0, donc Py = (—1)"X", et donc M est nilpotente d’aprés le théoréme
de Cayley-Hamilton.

Réciproquement, supposons M nilpotente. Soit f ’endomorphisme de C* dont la matrice dans

la base canonique B de C* est M. On sait (théoréme 4) qu’il existe une base By = (e1,...,¢5) de
C* telle que

0 v 0O --- 0

0 0 v -

[flB, = 0 avec Vi, v; € {0,1}.

: 0 Un—1

0 oo aee e 0
On note maintenant. B; la base By = (e1,2e3,...,2" t¢,). Pour tout i € {1,...,n—1},on a

feis1) = vie; donc f[2eiq1] = (2v:)(2°~1e;), et donc

0 204, 0 .- 0
0 0 20, . :
[fle. =] : T | = 2[f]s,
: 0 2v,-1
[ 0

donc 2[f]B, et [f]B, sont semblables, donc 2M et. M sont semblables.
En résumé, M et 2M sont semblables si et seulement si M est nilpotente.
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EXERCICE 4 (TOUTE MATRICE EST SEMBLABLE A SA TRANSPOSEE). a) Soit une matrice
M € M,(C). Montrer que M et *M sont semblables (on pensera & la réduction de Jordan).
b) Que dire dans M, (R)?

Solution. D’aprés le théoréme 5 et la remarque 4, il existe Q € G4, (C) telle que
M,

0
M=Q'MQ= Mz
0
M,
a 1 0 0
0 o 1
avecles My delaforme | ¢ o o« -. 0 ou (a).
: O |
0 -+« -+ 0 a

Pour tout i, on va montrer que M; et t M; sont semblables. Si M; = («), c’est évident. Sinon,
M; est de la forme

a 1 o --- 0
0 a 1 -
Mi=1 9o o a .0 € M, (O).
: - o1
0 -+ -+ 0 a
Soit f; Pendomorphisme de C* dont. M; est la matrice dans la base canonique B = (ey, ... ,€n,)
de O . Soit B’ la base (en,,... ,€2,61) de C*. On a facilement
a 0 - --- 0
« 0
Fle=|lo 1 « - : |='lfls
: ", . 0
o -+ 0 l «

donc *M; = [fi]p: est semblable & M; = [fi]s.
Pour tout i, on peut donc trouver une matrice P; inversible telle que *M; = P,-‘lMgP;. La

P 0 P! 0
matrice P = ( ) € M,(C) est inversible, son inverse est P~' =
0 Py 0 S
etona
P7IM Py 0 M, 0
PIMIP = . — . =ty
0 P;1M, P, 0 M,

ce qui entraine }(Q"1MQ) = P~{(Q 'MQ)P donc ‘M = R-'MR avec R = QP'Q.

b) Dans M, (R), on ne peut plus procéder comme plus haut car le corps de base R n’est pas
algébriquement clos et donc on n’est pas assuré de la réduction de Jordan de M.

On sen tire tire autrement. Si M € Mp(R) C M, (C) alors d’aprés a), il existe P € Gén(C) tel
que *M = P~'MP. On a vu au probleme 10 du chapitre III que deux matrices réelles semblables
dans M,(C) sont semblables sur M,(R), autrement dit, il existe Q € G€,(C) tel que *M =

Q- 'MQ.
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Remarque. Le résultat de a) reste vrai sur tout corps K dés que Py est scindé sur K.
On en déduit que pour tout corps K, M € M,(K) est semblable dans M,(L) & ‘M ol L
désigne le corps des racines de Py. Si K est infini, on en déduit (toujours grace au résultat
du probléme 10 du chapitre IIT) que M et *M sont semblables dans M, (K). (En fait, ceci
est vrai méme si K est un corps fini — voir ’annexe B, partie 3.2.)

EXERCICE 5 (LOGARITEME D’UNE MATRICE INVERSIBLE). 1/ a) Soit M € G¢,(C). Mon-
trer qu'il existe A € M,(C) telle que exp(4) = M.
b) Déterminer I’ensemble des matrices B € M,(C) telles que exp(B) = I,..

2/ (Application). On se donne un entier p > 2.

a) Soit A € G£,(C) une matrice inversible. Montrer I'existence d’une matrice B telle que
Br = A.

b) Lorsque A € M,(C) n’est pas inversible, existe-t-il toujours une matrice B telle que
A= Br?

3/ (Seconde application). Montrer que G£,(C) est connexe.

Solution. 1/ a) D’aprés la conséquence du théoréme 2, M est semblable & une matrice de la forme

B, A X ---0X
B, ° 0 A
M = . , les blocs B; étant de la forme
0 " Do e x
By 0 --- 0 A

Soit B € M (C) un tel bloc. On a A # 0 puisque M est inversible. On peut écrire B = A(Im+ N)
ol N est une matrice nilpotente. Posons C = I, + N. Par analogie avec le fait que pour it} < 1,

log(l+t)=t—%+%+---,onpose

N2 m Nm—l
D=N=-Z4+(D"T=7
Comme on s’y attend, nous allons montrer que exp(D) = I, + N = C. Ceci peut se déduire
d’un calcul formel analogue au cas des séries entiéres sur C. Pour le lecteur non convaincu, nous
allons donner une autre démonstration. Pour tont t € R, on pose
D(t) =1tN £y pyn 227 yme
()= tN = SN+ 4 ()" N
Par dérivation, on obtient D'(f) = N —tN24.. -+ (=1)™t™~2N™"! et comme N™ = 0 (car N est
nilpotente), on a (Im +tN)D'(t) = N. Si S(t) = exp[D(t)], on a donc (In +tN)S'(t) = NS(t) (+),
et en dérivant une nouvelle fois (I, + tN)S"(t) = 0, d’oli on tire $”(t) = 0 car (Im +tN) est
toujours inversible (son inverse est I — tN +12N? + --- + (=1)™~1M™=!). Pour tout ¢, 5'(t)
est donc une fonction constante, égale & S'(0) = N d’aprés (*). Or S(0) = I, donc pour tout ¢,
S(t) = I, + tN. En particulier, C = S(1) = exp[D(1)] = exp(D).
Ceci étant, soit p € C tel que e# = X (si A = [A|e®?, il suffit de prendre p = log || + i6). Alors
exp(ulm + D) = exp(pIm) exp(D) = (M )C = B.
Ainsi, pour tout i, il existe une matrice A; telle que exp(A;) = Bi. Si on note

A exp(A1)
0 0
Az exp(A2)
A= ) , ona exp(d)= ) =M.
0 K 0 .
Ap exp(Ap)
Si P est une matrice inversible telle que P~1M'P = M, on voit. que la matrice 4 = P-lA'P
vérifie exp(A) = P~ lexp(A)P = M.
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b) Considérons une matrice B € My (C) telle que exp(B) = In. On peut écrire B= D+ N ou D
est une matrice diagonalisable, N une matrice nilpotente, avec DN = N D.

Nous allons montrer que N = 0. On a I, = exp(B) = exp(D)exp(N) donc exp(N) =
exp(D)~! = exp(—D). L’exponentielle d’une matrice diagonalisable étant diagonalisable (pour
s’en convaincre, se placer dans une base de diagonalisation et remarquer que P’exponentielle d’une
matrice diagonale est diagonale), exp(N) = I+ N +---+ N"~1/(n—1)! = exp(—D) est donc diag-
onalisable. Si on pose Q =14+ X +--- 4+ X*"1/(n = 1)! € R[X], on a exp(N) = Q(N). Comme N
est nilpotente, sa seule valeur propre est 0 donc la seule valeur propre de Q(N) est Q(0) = 1 (voir
la remarque 1 de la partie 2.1, page 172). De plus, on a vu que Q(N) = exp(N ) est diagonalisable;
elle est donc semblable & I’identité, donc égale & I, et donc N +---+ N"~1/(n—1)! = 0. Autrement
dit, le polynéme R = X 4 -4 X! /(n —1)! annule N. Le polynéme minimal Iy de N est dela
forme Iy = X puisque N est nilpotente. Comme R(N )=0,0nally = X | R, ce qui entraine
que o = 1. Finalement, 0 = IIy(N) = N.

En résumé, on a montré que B = D est diagonalisable. Soit P € G£,(C) tel que

A 0
P~'BP = ]
0 An
Ona
A
I, = P~lexp(B)P = exp(P"'BP) =
0 ers

donc pour tout j, e*i = 1, c’est-a-dire A; € 2ixZ. Réciproquement, si B est diagonalisable & valeurs
propres dans 2i7Z, on a facilement exp(B) = I,..

Les matrices B telles que exp(B) = I, sont donc les matrices diagonalisables & valeurs propres
dans 2inZ.

2/ a) Le résultat de la question 1/a) nous assure P’existence d’une matrice M telle que A = exp(M).
En posant B = exp(M/p), on a B? = exp(M) = A.

b) Non! Considérons une matrice nilpotente A dont l'indice de nilpotence est 7, i. ¢. vérifiant
A™ = 0 # A™L. Une telle matrice existe, par exemple le bloc de Jordan

0 1 0
A=

: o1

0 ... --- 0

Si A = BP, alors A® = B"? = 0 donc B est une matrice nilpotente, donc B" = 0 (en effet, d’aprés
la remarque 6 page 176, Pg = (—1)"X™ donc B" = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton).
Or 0 # A™~! = BP("~1) donc forcément p(n — 1) < n, ce qui est impossible dés que n > 2.

3/ 1l suffit de montrer que G£,(C) est connexe par arcs. Soient P,Q € G2, (C). 11 existe deux
matrices A et B telles que P = exp(A) et Q = exp(B). Le chemin ¢ : [0,1] = M,(C) ¢t
exp(tA + (1~ t)B) relie continiiment Q = exp(B) & P = exp(A). De plus, pour tout ¢t € [0,1], (2)
est ’exponentielle d'une matrice, donc inversible. Finalement, ¢ relie continiiment P et Q dans
Ge,(C), d’on le résultat.
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5. Problémes

PrROBLEME 1. Soit K un corps commutatif, un entier n > 2 et

a b --- b
b a
M= € M, (K), avec b#0.
SRR
b --- b a

a) Déterminer les valeurs propres de M et montrer que M est diagonalisable.
b) Lorsque M est inversible, calculer I'inverse de M.
¢) Pour tout p € N, calculer M?.

Solution. &) La matrice M —(a—b)I, n’est constituée que de b, elle est donc de rang 1. Autrement
dit dim Ker[M — (a — b)I,] = n — 1, ce qui montre que a — b est valeur propre de M et que le sous
espace propre correspondant est de dimension n — 1. Le polynéme caractéristique Py de M s’écrit
donc sous la forme
Py = ()X = (a = O)]* (X — ), aek

On sait que (n—1)(a —d)+a=trM =na,donca=a+(n—1)bFa—b et aest valeur propre
de M. La somme des dimensions des sous espaces propres trouvés est égal a n, ce qui prouve que
M est diagonalisable, semblable a

a—2"b

a-1b
a+(n—1)

Au passage, si b # 0, le polynome minimal de M est Iy = [X — (a = B)][X — (a +(n — 1)b)].

b) La matrice M est inversible si et seulement si il n’a aucune valeur propre nulle, autrement dit
si et seulement si « — b # 0 et a + (n — 1)b # 0. Dans ce cas, la relation

My (M)=0= M2~ (2a+ (n— 2)b)M + (a —b)(a + (n— 1)b)]n

0

entraine
MM — (2a + (n — 2)b)I,] = (b — a)(a + (n — 1)b) ],
donc )

-1 —_
M= = (¢ —b)(a + (n— 1))

[(2a + (n — 2)b) I, — M].

¢) On commence par effectuer la division euclidienne de X? par Ilp. On sait que
@D €K(X], 3.8, €K), X = Iyg(X)D(X) + (X + ).
Dans cette derniére relation, en donnant 3 X les valeurs a — b et a 4+ (n — 1)b, on obtient
(@—bP =04 ap(a—b)+ B, et [a+(n—BP = ap(at (n— i)+ 5y,
d'olt

_(a+(n—1)b)P — (a—b)? ¢ B, = nb(a — b)? — (a + (n — 1)b)P(a — b) + (a — b)P+!
= nb & = nd '

Finalement, on a
M? = D(M)ILyg(M) + 0, M + By 1 = apM + .

PROBLEME 2. Soit M € My(Z) telle qu’il existe un entier n € N* vérifiant M" = L.
Montrer que M*% = I,.
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Solution. Regardons M comme une matrice de My(C). Par hypothése, M™ — I, = 0, et don¢
le polynéme X™ — 1 annule M. Ce polynéme n’ayant que des racines simples dans C, M est

diagonalisable dans M3(C) :
3P € G4(C), P 'MP= ( g g ) =D avec a,8€C.
Comme M™ = I, on a D" = I, donc o™ = " = 1. En particulier, el =18l=1 ().
Onaa+fB=trD=trM €Z. De(*), onen déduit a + 8 € {-2,-1,0,1,2}.
—Sia+p8=2de(*)ontirea= =1 Deméme,sia+f3=-2,a=0=-1.
— Si @+ =1, un peu de calcul montre grace a (*) que
(a,ﬂ) = (e—ir/3,ei1r/3) ou (a,ﬂ) - (eit/3’e—i1r/3)'
— Sia+f=-1,onade méme
(a,ﬂ) = (6—2:'1/3,62&/3) ou (a,ﬂ) = (62"/3,6_2i'/3).

— Sia+f=0,0on8=—a. Oraf =det M € Z,donc a? € Z, donc d’aprés (*), a? € {-1,1},
d’olt « € {~1,1,—i,i}. Donc

(ar ﬂ) € {("'lr 1)’ (lv "'1)’ (iv —i), ("i’ ’)}

Dans tous les cas, on voit que a'? = #12 = 1, ce qui prouve que D'? = I, et donc M2 =1,

PROBLEME 3. Soit E un C-e.v de dimension finie n € N*.

1/ a) Soit f € L(E) tel que ¥p,1 < p <, tr(f?) = 0. Montrer que f est nilpotente.

b) Pour tout u,v € L(E), on note [u,v] = uv — vu (crochet de Lie de u et v). Soient
£, 9 € L(E) tels que [[f, g], f] = 0. Montrer que [f, g] est nilpotente.

2/ Soient f,g € L(E) tels que pour tout p € {1,...,n}, tr(f?) = tr(g?). Montrer que f
et g ont méme polynéme caractéristique. (On pourra utiliser le résultat de la remarque de
exercice 3 de la partie 4.3 du chapitre II, page 81.)

Solution. 1/ a) Il suffit de montrer que toutes les valeurs propres de M sont nulles (voir la

remarque 6 de la partie 2.3).
Ecrivons le polynéme caractéristique de f sous la forme

q
Py = H(X - )%, les A; étant. des nombres complexes distincts.
i=1
En trigonalisant f dans une base B (on peut car C est algébriquement clos), on s’apergoit que
q
Vp1<p<n, Y aX =tr(f)=0
i=1

(en effet, les termes de la diagonale principale de [f]% sont les puissances p-ieme des termes dela
diagonale principale de [f]g). Raisonnons par ’absurde et supposons les A; non tous nuls. Quitte
A renuméroter les );, on peut supposer que les A; non nuls sont Ag,..., A, (avec r < q) de sorte
que

Vp,1 <p<n, Za,v\f =0.
i=l
Si M désigne la matrice
AoAz A

PYIED VERNURNDY.
A € M. (0),

ALAL - T
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aq
on a donc M = 0, ce qui entraine que M n’est pas injective et donc que det M = 0. Or
a"
1 1 1
A ) PR TR W
detM =Xy )| . , o=y JI (i)
1 e . 1<i<igr
Ao T

(ce dernier déterminant est un Vandermonde). Comme det M = 0 et que les A; (1 <i<r)sont
non nuls, on en déduit qu’il existe i # j tels que A; = Aj, ce qui est absurde car on avait choisis les
; deux & deux distincts. Les valeurs propres de f sont donc toutes nulles, et donc f est nilpotente.

b) La trace d’un crochet de Lie est toujours nulle car si u,v € L(E), tru,v] = tr{uv — vu) =
tr(uv) — tr(vu) = 0.

Ceci étant, d’aprés la question précédente, pour montrer le résultat il suffit de montrer que pour
tout p, 1 < p < n, tr([f, gJ?) = tr[(fg — ¢f)?] = 0. Fixons un tel entier p. On a

(fg—9ff = (fo — 9" (fa - 9) = (Fg —9f¥P ™ fa — (fg — 9fP7 af,
et comme f et (fg — gf) commutent par hypothése,
(Fg—gf)P = f(fa—afP g~ (fa—afP ' ef = [f,(F9 — 9P 4]

D’aprés la remarque précédente, on a donc tr[(fg — ¢f)?] = 0, et ceci pour tout p, 1<p<n,doi
le résultat.

2/ Notons Ay, - . . , A, les valeurs propres de f (répétées avec leur ordre de multiplicité). Comme plus
haut, on obtient, en trigonalisant f, que tr(f?) = M+ - -+ D’aprés les formules de Newton (voir
l'exercice 3 de la partie 4.3 du chapitre II, page 81), les o, = 3 X; - - X, polyndomes symétriques
¢lémentaires de C[X1, ..., Xn], s’expriment en fonction des sommes de Newton S, = Yo, XP
(1 < p < n). On peut donc exprimer les coefficients du polynéme [Ti-.(X — X;) en fonction des
Sp (1 < p < n). On en déduit que les coefficients du polynéme caractéristique [[7;(X — A;) de f
s’expriment en fonction des tr(f?) = Yi; A} (1 < p < n). Il en est de méme pour g, et comme
tr(f?) = tr(g?) pour 1 <p<n,ona Py = P,

PROBLEME 4 (ENDOMORPHISMES DE L(E)). Soit E un K-e.v de dimension finie n. 5i
u,v € L(E), on note L, € L(L(E)) I'endomorphisme défini sur L(E) par L.(f) = uo f,
et on note R, € L(L(E)) celui défini par R,(f) = fov.

1/ a) Calculer dim(Ker L,) et dim(Ker R,) en fonction de dim(Keru) et de dim(Ker v).
b) Montrer que u (resp. v) est diagonalisable si et seulement si L, (resp. R,) est diago-

nalisable.
¢) Donner les matrices de L, et R, dans des bases commodes.

2/ On note A, , = L, — R, € L(L(E)).

a) Si u et v sont diagonalisables, montrer que A, , est diagonalisable.

b) On suppose que P,, le polynéme caractéristique de u, est scindé sur K. Si A, est
diagonalisable, montrer que u est diagonalisable.

Solution. 1/ a) On a
feKer(L,) < uof=0 < Imf CKeru,

on en déduit Ker(L,) = L(E, Keru), d’out dim(Ker L) = n dim(Ker u).
Pour R,, on a )
fe€Ker(R,) « fov=0 <= Imv CKer f.
Si S désigne un supplémentaire de Imv dans E, Ker R, est donc isomorphe a L(S,E), d’ou
dim(Ker R,) = ndim S = n(n — dim(Im v)) = n dim(Ker v)..
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b) Si P € K[X], on vérifie facilement que P(L,) = Lp(y). On a donc ’équivalence
P(u)=0 <= VYf,P(u)o f=0 < Lpu) =0 <= P(L,)=0.

On en déduit que u et L, ont méme polynéme minimal. Donc d’aprés le théoréme 2 de la partie 2.1,
(page 173), u est diagonalisable si et seulement si L, est diagonalisable.
On procéde de méme pour R,.

c) Soit B = (e1, ... ,€en) une base de E. On définit la base (e; j)1<i j<n de L(E) par
eij(er) = 8jxei (8 = 1si j=k,=0 sinon).

Ecrivons [u]p = (ai j)1<ij<n la matrice de u dans la base B. On a

n n
0 €inoler) = Bjo b u(ein) = Bjok D Big€i = I _ Giin €ijo(er),

i=1 t=1
donc Ly(eij) = Y gy @k,i €k ;. Dans la base
Bi=(e1,1,---1€n,1;€1,2,--- ,€n2--- €lny--- 1€n,n),
la matrice de L,, s’écrit donc
M
M 0 ‘
[Luls, = § . ol M=[us.
0 -
M

Si on écrit [v]B = (bij)1<i,j<n, un calcul analogue donne Ry (ei ;) = 3 k=1 bjk€ik. Ceci entraine
que dans la base
B2 = (61,11 .. ael,ﬂ;e2,1) L 162,75; R ;en,la LR :en,n);
la matrice de R, s’écrit
N
N
[Ru)B, = . , ou N =[]g.

‘N

2/ a) On sait déja que L, et R, sont diagonalisables d’aprés 1/b). Or
Yf e L(E), LuoR,(f)=uo fov=~R,(uof)=RyoLu.(f),

c’est-a-dire que L, et R, commutent. On peut donc les diagonaliser dans une méme base, et cette
base diagonalise Ay v = L, — Ry.

b) Comme P, est scindé sur K, on peut écrire (décomposition de Dunford, voir la partie 4.2)
u = d 4 n, d diagonalisable, n nilpotente, avec n o d = d o n. Pour alléger les notations, on note,
pour f € L(E), Ay = Ay y.

On a A, = Ag + An. Or il existe p € N* tel que n? = 0, ce qui entraine (A,)? = An» = 0,
c’est-a-dire que A,, est nilpotent. D’aprés 2/ a), A4 est diagonalisable. Les endomorphismes d et n
commutant, Lg, Ra, L, et R, commutent, donc A4 et A, commutent.

Ay = Ag + A,, est donc 'unique décomposition de Dunford de A,. A, étant diagonalisable, on
a donc A, = 0, c’est-a-dire que pour tout f € L(E), no f — fon = 0. En d’autres termes, n
commute avec tous les éléments de L(E); c’est donc une homothétie. Or n est nilpotente, donc
n =0, et donc u = d est diagonalisable.

Remarque. Une conséquence de 1/ a) est que pour tout A, dim(Ker(L, — AId)) =
ndim(Ker(u — AId)). Cette égalité permet également de montrer 1/b).
Avec 1/c), on aurait pu démontrer directement 1/a) et 1/b).
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PROBLEME 5 (RESULTANT DE DEUX POLYNOMES ET APPLICATION).
1/ Résultant de deuz polynémes. a) Soient P et Q deux polynémes non constants de axj.
Montrer que P et Q ont un facteur commun non constant si et seulement si

(3A,B€ X),A#0,B#0), AP =BQ avec deg(A) < deg(Q),deg(B) < deg(P).

b) Pour tout 7 € R, on note I', = {P € C[X] | deg P = r}. Pour tout m,n € N*, montrer
qu'il existe une fonction continue

R:T,xT,—»C (P,Q)~ R[P,Q]

vérifiant
(P et Q sont premiers entre eux) <= (R[P,Q] # 0).

2/ Soit n € N*. On note D l'ensemble des matrices diagonalisables de M, (C). Quel est

[
D, l'intérieur de D?

Solution. 1/ a) Condition nécessaire. Supposons existence de R € C[X], deg(R) > 1, divisant
Pet Q. Soient P, et Ry € C[X] tels que P = RPy et Q@ = R(Qh. Si A=Q ¢t B=P,ona
AP = RP,Q, = BQ avec deg(A) = deg(Q1) < deg(Q) et deg(B) = deg(P1) < deg(P).
Condition suffisante. Supposons que P et @ n’aient aucun facteur commun non constant, c’est-a-
dire que P et @ sont premiers entre eux. Si AP = BQ, d’aprés le théoreme de Gauss, on a P|B.
Comme B # 0, ceci entraine deg(B) > deg(P), ce qui est absurde.
b) Soit P=ag+a) X+ -+am X™ €T et Q = bu+b X+ --+b, X™ € T,. D’aprés la question
précédente, P et Q ont un facteur premier non constant si et seulement il existe A, B € C[X] non
nuls, deg(A) < deg(Q) et deg(B) < deg(P) tels que AP = BQ, autrement dit si et senlement si les
vecteurs P, XP,... , X" 1P et Q,XQ,...,X™ 1Q forment une famille liée de C[X], c’est-a-dire
si et seulement si

detg(P,XP,..., X""'P,Q,XQ,... ,X™1Q) =0,
ol B désigne la base (1,X,... , X™+7-1) de Cntn-1[X]. En d’autres termes, P et Q ne sont pas
premiers entre eux si et seulement si le déterminant

ag  ay Um 0 0

0 agy a) cor Gm

: . 0
RPQ=|, ) e 0T

0 by - buoi ba :

0 -+ 0 by - buoy ba

est nul (ce déterminant est appelé résultant de P ¢t Q). Ainsi définie sur I, x Ty, R est une
fonction continue de P et Q (car polynomiale en les coefficients de P et Q), et vérifie : P et Q sont
premiers entre eux si et seulement si R{P, Q] # 0.

[
2/ Un peu d’intuition nous guide. Nous allons montrer que D = T, o I' désigne Pensemble des
matrices diagonalisables dont les valeurs propres sont toutes distinctes.

[
Montrons T C D. Soit M € T. Dire que M € T équivaut & dire que le polynéme caractéristique
Py de M n’a que des racines simples, ou encore que Py et Py, sont premiers entre eux, ou encore
R[Py, Pys] # 0. L’application

¢: Mu(C) = C M+ R[Pum, Pyl
est continue. On vient de voir que T' = ¢~ }(C*), et donc I' est ouvert (image réciproque d;un

]
ouvert par une fonction continue). Or T' C D, donc T C D.
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Montrons b CTI. Soit M e Io) et supposons M ¢ ['. La matrice M est diagonalisable et admet
une valeur propre multiple A, de sorte qu’il existe P € G4,(C) telle que

A

A 0
PIMP= A3
0
An
Pour tout entier p > 0, on pose
A i
P
3 0
Mp = /\3
0
An

POTORTR

Pour tout p, M, n’est pas diagonalisable, sinon la restriction 0 de M, aux deux premiers

vecteurs de la base canonique de C* serait diagonalisable, absurde car alors cefte matrice serait
semblable a AL, donc égale 3 Al. Or M = limps 4oo PM,,P“’, donc M est limite d’une suite de

o
matrices n’appartenant pas & D, donc M ¢ D. Ceci est absurde, et on a donc avoir M € I'. Dol
le résultat.

Remarque. On peut montrer (voir la démonstration de I’exercice 1 de la partie 3.4) que
T est dense dans M, (C).

PROBLEME 6 (RAYON SPECTRAL D’UN ENDOMORPHISME CONTINU). Soit E une algebre
de Banach sur C, munie d’une norme d’algébre || - ||.

1/ Soit u € E, u # 0. Pour tout n € N*, on note U, = |ju||*/".
a) Soit m € N* fixé. Prouver que

Ve >0, 3N €N, Va > N,U, < Un(l +¢).

b) En déduire que p(u) = lim,_. 1, U, existe, et que p(u) = inf{U,, n € N*}.

c¢) Pour tout u,v € E, montrer que p(uv) = p(vu).

2/ Soit 3" a, z" une série entiére de rayon de convergence R € ]0,+oo]. Soit v € E. Si
p(u) < R, montrer que Y a, u” converge dans E. Si p(u) > R, montrer que } a, u"
diverge.

3/ On considére ici le cas particulier ot E = M,(C). Soit A € M,(C). Montrer que
p(A) = sup{|A|, A valeur propre de A}. (Indlcatlon On pourra utiliser le résultat a) de
P’exercice 4 de la partie 3.4.)

Solution. 1/ a) Pour tout n € N*, on considére n = ¢g(n)m + r(n), 0 < r(n) < m, la division
euclidienne de n par m. On a
Vn € N*, Up = [Ju”||V/" = [jut - I < lum |l ufr /e, (*)

Pour tout n, |r(n)| < m donc limg, e o 7(n)/n = 0 et limp 4o, g(n)/n = 1/m. Le terme de droite
de (*) tend donc vers U,, lorsque n tend vers Vinfini, d’ou a).
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b) Soit £ = inf{U,, n € N*}. Soit ¢ > 0. Par définition de £, il existe m € N* tel que Um < £+¢.
D’aprés a),
AN eN,Vn>MN, U, <Un(l1+e)<{l+e)(1+¢)

donc
Vn>N, L<Un<(E+e)(1+e).

On en déduit que lim,—, 4o Upn = £, d’oll le résultat.

¢) Siu=0ouv =0, c’est évident. Sinon, I’égalité (uv)” = u(vu)® v entraine
o)™ 1™ = Jlu(u)* ol < flul ™l Cou)® M o))/ (*+)

. 1/n _ 3 i/n _ BT n—-1yl/n _ |3 n—111/(n=1)y(n-1)/n _
O lim ("= Jim [V =1et lim w7 = Tim (I O)

p(vu). En faisant tendre n vers l'infini dans (**), on obtient donc p(uv) < p(vu). Par symétrie, on
a de méme p(vu) < p(uv), d’ou I'égalité recherchée.

2/ Supposons p(u) < R. Nous allons montrer que 3 |an] - [Ju|* converge, ce qui entrainera que la
suite (37—¢ @k u¥)nen+ est de Cauchy donc converge.

Soit 4 € R tel que p(u) < g < R. Comme R est la rayon de convergence de la série entiere
Yo an 2", 3 |an| u™ converge (voir le tome d’analyse sur les séries entiéres). Or il existe N € N,
tel que pour tout n > N, ||[u®||//" < g, et donc ||u”|| < p”. On en déduit que 3 -y lan] [|u™|]
converge et donc Y oy lan||[u”|] converge. -

Supposons maintenant p(u) > R. Alors la suite (|an| p(u)™) n’est pas bornée. D’aprés 1/ b),p(u) =
inf{|ju"]|*/*} donc pour tout n, ||u™|| > p(u)" et donc la suite (|as] ||u"||]) n’est pas bornée, ce qui
entraine la divergence de la série ) a, u™.

3/ Notons u{A) = sup{|A|, A valeur propre de A}. Remarquons ici que p(A) ne dépend pas de la
norme d’algébre choisie sur M, (C) (en effet, en dimension finie, les normes sont équivalentes et
pour tout z > 0, limp_, 400 #!/P = 1). Toute P’astuce va consister en le choix d’une bonne norme
d’algébre pour montrer notre résultat.

Soit £ > 0. Montrons qu’il existe une norme d’algébre || - || sur M, (C) telle que ||A|| < p(A) +e¢.
Munissons C* de la norme ||(z1, . .., #4)|lw = sup; |2:]. Pour tout M = (m; ;)i<ij<n € Mn(C),
IMllos = supyxy,. e, =1 1M X|loo défini une norme d’algébre sur Mn(C). Un petit calcul donne

d’ailleurs facilement

1Mo = sup(>_ [mi ;). (#%4)
L]

D'aprés la question a) de Pexercice 4 de la partie 3.4, il existe P.€ G£,(C) telle que P7'AP =
T = (t; ;) soit triangulaire supérieure et vérifie Vi < j, |t; ;| < €/n. Munissons M,(C) de la norme
d'algebre ||M|] = ||[P~*M P||o- De (***), on tire facilement ||A|| = ||T|jo < sup; [t |+ €. Les ti;
étant les valeurs propres de T donc de A, ceci s’écrit aussi ||4}| < p(A) + €. Donc

p(A) = {inf [|47||'/7, p e N*} < [|A]| < w(4) + .

La matrice T = (t; ;) étant triangulaire supérieure, les coefficients de la diagonale principale de la
matrice T? sont les ¥, et donc d’aprés (***), pour tout p,

HAPI = IT? [l 2 sup [tiil? = p(A)P,
1

ce qui 8’6crit aussi ||AP]|}/? > u(A). En faisant tendre p vers infini. on obtient p(A) > u(A).
Finalement, on a montré que pu(A) < p(A) < p(A) + ¢, et ceci pour tout £ > 0, d’olt I’égalité
recherchée.

Remarque. Les résultats de 1/ et 2/ restent vrais sur ’algébre des endomorphismes con-
tinus L.(E) sur un espace de Banach E (on sait en effet que L.(E) est une algébre de
Banach). On a ainsi généralisé le résultat du théoréme 3 de la partie 3.3.
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PROBLEME 7. Soit E un C-e.v de dimension finie n > 2. Soit A une sous algébre de L(E),
unitaire, (i.e. Idg € A) et transitive (i. e. les seuls s.e.v de E stables par tous les éléments
de A sont {0} et E).

a) Soit z € E, = # 0. Montrer que {u(z), u € A} = E.

b) Soit u € A, rgu > 2. Montrer qu’il existe v € A tel que uvu et u forment une familk
libre.

¢) Montrer qu’il existe A € C et z € Im u, z # 0, tels que uv(z) = Az.

d) Montrer que A contient au moins un élément de rang 1.

e) Conclure.

Solution. a) On pose F, = {u(z), u € A}. Une sous algébre est un s.e.v de L(E), donc A est mn
s.e.v de L(E). On en déduit que F; est un s.e.v de E.

Pour tout v € A, v(F;) = {vu(z), u € A} C F;. En d’autres termes, F, est stable par tous les
éléments de L(E). Or F, # {0} puisque x € F; (I’algébre A est unitaire), et donc F; = E.

b) Comme rgu > 2, il existe deux vecteurs €y, e, de E tels que u(e1) et u(ez) forment une famille
libre. En particulier, u(e;) # 0 donc d’aprés a), il existe v € A tel que v[u(e1)] = e2. La famille
formée par uvu et u est donc libre car I’égalité A(uvu) + fiu = 0 entraine A(uvu)(e1) + pu(er) =
0 = Au(ey) + pu(e;), et donc A = p = 0 puisque par construction, la famille u(e1), u(ez) est libre.

c) Le corps C est algébriquement clos et E est de dimension finie, Vendomorphisme uv admet donc
au moins une valeur propre A. On traite deux cas.

Premier cas : 'endomorphisme uv admet au moins une valeur propre A # 0 associé a un vecteur
propre z # 0. Alors z = +uv(z) € Imu et le résultat est montré.

Second cas : toutes les valeurs propres de uv sont nulles. uv est alors nilpotent. Soit r € N* tel que
(uv)” = 0 et (uv) ! # 0. Soit 2 € Im(uv)"™?, z # 0. Alors uv(z) = 0 car uv(z) € Im(uv)" = {0}.
Or r > 2 car d’aprés b), uv # 0. Donc z € Im(uv)™~! C Imu. En résumé, on a trouvé z € Imuy,
z # 0, tel que uv(z) =0.

d) L’algébre A étant unitaire, il existe u € A tel que rgu > 2. On a alors trouvé v € A, v #0 tel
que uvu et u forment une famille libre, et tel que

(3z € Imu,z #£ 0,3) € C), uv(z) = Az.

Posons w = uvu — Au.

On a w € A car A est une algebre.

On a w # 0 d’aprés b).

On a Keru C Ker w car w = (uv — AId) o u, et par ailleurs si y € E est tel que z = u(y), on
a w(y) = uv(z) — Az = 0. L’inclusion Ker u C Ker w est donc stricte, car y € Keru et y € Kerw.
Donc dim(Ker 1) < dim(Ker w), et on conclue avec le théoreme du rang que rgw <rgu.

Autrement dit, pour tout u € A, rgu > 2, il existe w € A, 1 < rgw < rgu — 1. Ceci suffit pour
conclure que A contient au moins un élément de rang 1.

e) On va montrer que A = L(E). Pour cela, il suffit de montrer que A contient tous les éléments
de £(E) de rang 1. Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME Soit u € L(E), rgu = 1. Alors il eziste a € E, a # 0, et il eziste p € E* (dual de E),
P #0, tels que Vz € E, u(x) = ¢(z) - a.

En effet. Soit a € E tel que Imu = Vect a. Pour tout = € E, u(z) € Imu donc il existe ¢(z) € C
tel que u(z) = p(z) - a. La linéarité de u entraine la linéarité de  +— ¢(z). Autrement dit, ¢ est
une application lindaire de E dans C, c’est-a-dire ¢ € E*.

Ceci étant, la question précédente assure P’existence de uy € A tel que rgug = 1. D’aprés notre
lemme, il existe « € E,a # O et ¢ € E*, p # 0, tels que ug = ¢-a. Soit v € L(E) un autre élément
de rang 1. On veut montrer v € A. Ecrivons v = ¢ - b, o b € E et ¢ € E*.

On a a # 0 donc d’aprés a), il existe w € A tel que w(a) = b.

Considérons G = {p o u,u € A}, s.e.v de E*. Soit x appartenant & l'orthogonal G° de G.
Pour tout u € A, (p o u)(z) = 0 donc pour tout u € A, u(z) € Kerp. En d’autres termes,
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F, = {u(z),u € A} C Kerp # E. D’aprés a), on doit donc avoir £ = 0. Finalement, G° = {0} et
donc G = E*.

1l existe donc t € A tel que p ot = 3. Alors pour tout z € E, (wuet)(z) = w[(p o t)(z)a] =
¥(z)w(a) = Y(z)b = v(z), donc v = wugt € A. L’ensemble A contient donc tous les éléments de
rang 1. Ceci suffit pour conclure que A = £(E) (on montre en effet facilement que tout endomor-
phisme est somme d’endomorphismes de rang 1).

PROBLEME 8. Soit E un C-e.v de dimension n € N*, G un sous groupe fini de G/(E). Soit
F={z € E|Vg € G,g(z) = z}. Si ¢ = Card(G), montrer

g -dim F = Z tr(g).

34

Solution. Comme G est un groupe, pour tout h € G, 'application G — G g +— hog est bijective.

Cecl entraine
Yh e G, Egzzhog,
9€G 9€G

ce qui en posant f = dea g s’écrit f = ho f, et ceci pour tout h € G. On a donc

af=3"f= Y hof=(3_hof=f"
heac heGg heag
Le polynéme X (X — g) annule donc ’endomorphisme f. On en déduit que f est diagonalisable et
que ses valeurs propres sont éléments de {0, ¢}. St E, désigne le sous espace propre de f associé a
la valeur propre ¢, on a alors gdimEy = tr f = dea trg.
L’exercice sera donc résolu si on prouve E, = F. On a déja F C E. En effet,

Ve € F,¥g€G,g(z)== donc f(x)=) g(z)=) z=gz.
94€G g€G

Linclusion réciproque est également vraie. En effet, si z € Eq et g € G, g o f(z) = g(gz) = qg(z).
Orgo f = f, donc (g o f)(z) = f(x) = gz, ce qui entraine qg(z) = gz, et donc z € F, d’oul le
résultat.

PROBLEME 9. Soit E un C-e.v de dimension quelconque, et u,v € L(E) vérifiant

uwr —vu = aldg, aeC

a) Si E est de dimension finie, montrer a = 0.

b) Si E est normé et u et v continus, montrer a = 0.

¢) Si v admet un polynéme minimal, montrer a = 0.

d) Exhiber deux endomorphismes u et v vérifiant uv — vu = Idg.

Solution. a) Si uv — vu = aldg, alors tr(uv — vu) = atr(ldg) = adimE. Or tr(uv — vu) =
tr(uv) — tr(vu) = 0, donc adim E = 0, ce qui entraine « = 0.
b) Une récurrence facile donne la propriété

VkeN*', uv* —vfu=rkaldg. (*)
Ceci étant, soit || - || 12 norme d’algébre sur £ (E) issue de la norme sur E (||ul| = supyzy=1 llu(z)|])-

D’aprés (*), on a
Vk € N*,  kla] [jo* M| < Jluo | + flofufl < 2jull - 10"
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et donc
VEeN", kel |lo*|| < kla| - lof 1 - floll < 2l - el - flok))- (*+)

Si pour tout k, v* # 0 alors (**) entraine que pour tout k, kja| < 2|jul| - ||v||, ce qui n’est possible
que st a = 0.

Sinon, il existe k € N* tel que v* = 0 et v*~! # 0. La relation (*) entraine alors ko = 0, donc
a=0.

c) Soit P le polynéme minimal de ». Par linéarité, la relation (*) entraine
0 = uP(v) — P(v)u = aP'(v).

Or P'(v) # 0 car P est le polynéme minimal de v. Donc a = 0.

d) Les questions précédentes montrent déja que ’on doit se placer en dimension infinie et considérer
des endomorphismes non continus et n’admettant pas de polynéme minimal.
On choisit u et v € L(C[X]) définis par u(P) = P’ et 9(P) = X P. Alors pour tout P € C[X],

(uv ~ vu)(P) = w(XP) ~v(P')=(P+ XP')- XP' =P,

donc uv — vu = Idgyx).

Remarque. 11 n’y a aucune relation entre la continuité et le fait d’admettre un polynome
minimal. Munissons par exemple R[X] de la norme || ¥ 5., ar z¥|| = sup, |ax|.
L’endomorphisme » de R[X] défini sur la base canonique de R{X]par v(X") = X"/(n+
1) est continu mais il admet une infinité de valeurs propres, donc pas de polynéme minimal.
L’endomorphisme v de R[X] défini par »(X?") = nX*"*! et v(X?"*!) = 0 n’est pas
continu mais admet un polynéme minimal car » = 0.

PROBLEME 10. Soit K un corps commutatif et £ un K e.v de dimension n > 2 Soient
u,v € L(E) et w = uv — vu tel que rg(w) = 1.

a) Soit =z € Im w. Montrer que pour tout k € N, uv*(z) € Kerw.

b) En déduire que le polynéme caractéristique P, de u n’est pas irréductible dans K[.X].

Solution. a) Commengons par remarquer que w est nilpotent (ceci découle de Pexercice 2 de la
partie 1.6, page 168, car rg(w) = 1 et tr(w) = tr(uv) — tr(vu) = 0). Ceci étant, soit k EN.On a
wu* = u(vu*) — (vu*)u donc tr(wut) = 0.

Si wu* = 0, alors wu*(z) = 0, c’est-a-dire u*(z) € Ker w.

Sinon, rg(wu*) > 1. Or Im(wu*) C Imw, donc rg(wu*) < 1. On a donc rg(wu*) = 1, de
sorte que comme tr(wu¥) = 0, wu* est nilpotente. Comme z € Imw, que wu*(z) € Imw et que
dim(Imw) = 1, on voit que z est vecteur propre de wu*. L’endomorphisme wu* étant nilpotent,
on en déduit que wuf(z) = 0, i. e. u¥(z) € Ker w.

b) Soit € Imw, = # 0. Soit F = {u*(z),k € N}. Le s.e.v G = Vect F est stable par u. Comme
z # 0, on a méme G # {0}. Par ailleurs, d’aprés a), on a G C Ker w. On en déduit

1<dimG <dimKerw=n—-rgw=n-—1.

Soit (e1,. .. ,€p) une base de G complétée en une base (e1,... ,6,) de E.On a

wo=(5 &) ACM®, CEMuyl®),

done P, = P4 - Pc n’est pas irréductible dans K[X].
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PROBLEME 11. Soient A et B € M, (C). Montrer que
(3P € M.(C),P#0), AP=PB

si et seulement si A et B ont au moins une valeur propre commune.

Solution. Avant de commencer, remarquons que si P est inversible, AP = PB s’écrit P-1AP = B,
donc A et B sont semblables et le résultat est évident. Le cas général est plus délicat.

Condition nécessaire. Donnons deux méthodes.

Premiére méthode. Par récurrence sur k € N, on a facilement A*P = PB*, donc pour tout
polynéme F € C[X), F(A)P = PF(B). (%)

Ceci étant, supposons que A et B n’ont aucune valeur propre commune. Alors les polynomes
caractéristiques P4 et Pp de A et B n’ont aucune racine commune dans C et sont donc premiers
entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe donc U,V € ([X] tels que UP4 + VPp = 1.
On a alors U(B)P(B) = I, et donc Pa(B) est inversible. Or P4(A)P = P Pa(B) d’aprés *),
donc P Pa(B) = 0, et comme P,(B) est inversible, ceci entraine P = 0. Absurde, d’ot la condition
nécessaire.

Seconde méthode. Soit (1, . .. ,€,) une base de C* qui triangularise la matrice B. Pour tout ¢, on
a Be; = Miei + 3 ; bije;. Soit i le plus petit indice tel que Pe; # 0 (i existe, sinon P = 0). Alors

APe; = PBe; = P | hies + 3 _bijjej | = AiPes,
i<i
donc A; est valeur propre de A (un vecteur propre associé est Pe;), donc valeur propre commune
aAet B

Condition suffisante. Trigonalisons A supérieurement. et B inférieurement, en supposant que A € C
est valeur propre commune a A et B : il existe Py, P, € G€,(C) tels que

A ox  -e0 X A 0 - 0
r=pPap=| % % " | e s=pBR=| " *
Lo x 0
0 0 x X X X
1 0 0
00 --- 0
SiY = .. . ,onaTY:AYetYS:;\Y.AvecP:P1YP.:1:#O,onadonc
00 --- 0

AP = AP1YP._,—1 = PB.

PROBLEME 12. Soit p un nombre premier. On considére la matrice

(l’" al .o PRI ap—l
Gp_1 Gy G Gp_2
A= : ay_y o
a
al P .« e ap-—l au

avec pour tout i, a; € Z. Montrer que det A =aq+ay + -+ + ap—1 (mod p).
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Solution. Cela ressemble & ’exercice 4 de la partie 2.4 (page 178). On commence de la méme
manieére. Soit

601 0 - 0
00 1 :
J = T |
0 R |
1 0 -+ . 0

On avait montré a ’exercice 4 de la partie 2.4 que le polynéme caractéristique de J est Py =
(=1)P(XP —1). On a aussi A = Q(J), ot Q = ag+ a3 X + - - - + ap_1 XP~! € Z[X]. Regardons A
et J comme des matrices a valeurs dans Z/pZ. Dans Z/pZ, Py = (—=1)P(X? — 1) = (-1)P(X - 1)?.
Comme A = Q(J), on a alors P4 = (—=1)?[X — Q(1)Jf (pour s’en rendre compte, trigonaliser J
dans M,(Z/pZ) — voir la remarque 1 de la partie 2.1, page 172), donc det A = Q(1)? = Q(1) =
ag+---+ap,_; (mod p).

PROBLEME 13. Le polynéme caractéristique P4 d’une matrice A € M,(C) peut s’écrire
Pa= (1" (X" + (X" 4+ -+ faa(A)X + fu(4)),

ot les f;(A) sont des polynomes en les coefficients de A.

a) Montrer que pour toutes matrices A, B € M,(C), on a f;(AB) = f;(BA) pour tout i.
b) Réciproquement, soit @ : M,(C) — C A = (a;;)<ij<n — @(A) une fonction
polynéme en les coefficients a;; de A. Si pour toutes matrices A,B € M,(C), on a
Q(AB) = Q(BA), montrer qu’il existe un polynéme F € C[X,,...,X,] tel que

VA e M, (C), Q(A) = F(fi(A),..., f.(A)).

Solution. a) Il s’agit de prouver que Pag = Ppa pour tous A, B € M,(C), ce qui est précisément
le résultat démontré dans I’exercice 2 de la partie 3.4 (page 184).

b) C’est plus délicat. Commengons par noter que deux matrices semblables prennent la méme valeur
par Q (si B = P~1AP avec P € G£,(C), on a Q(B) = Q((P~1A)P) = Q(P(P~'A)) = Q(4)).
Cette remarque va nous permettre de traiter aisément le cas des matrices diagonalisables, puis
de toutes les matrices par densité (les matrices diagonalisables forment un ensemble dense dans
M, (C), voir Pexercice 1 de la partie 3.4, page 184).

Pour tout n-uplet (Ay,...,A,) de C*, on note D(A1,...,A,) la matrice diagonale dont le co-
efficient d’indice (i,) est );. L’application C* — C (A1,...,An) — Q(D(A1,...,A4)) est une
fonction polynéme en les A; que P’on note II.

Supposons maintenant A diagonalisable et notons Ay,..., ), ses valeurs propres. Pour toute
permutation 0 € S,, A est semblable & la matrice diagonale A, = D(A;1),...,As(n)), & qui
prouve que

Q(A)=Q(As) = (A1), --- ,A,(")).
Ceci étant vrai pour tout ¢ € S, et pour toute matrice diagonalisable A, on en déduit que II est
un polyndéme symétrique en ses n variables. On peut donc 1'écrire comme un polynéme F en les
polynémes symétriques élémentaires X1, ..., L, (voir le théoréme 1 de la partie 4.2 du chapitre II,
page 78). On sait que la valeur o; prise par I; au point (Ar,...,Aq) est (—1)'o; ol o est le
coefficient de X* dans le polynéme [][,(X — X;). Ce dernier polynome étant égal & (—1)" P4, on
en déduit que o; = (—1) f;(A). Finalement,

Q(A) = F(ay,...,00) = F(=fi(A), - .., (=1)" fa(A))- )

Cette égalité est vraie pour toute matrice diagonalisable A. Les matrices diagonalisables formant
un ensemble dense dans M, (C), les applications de I’égalité (*) étant des fonctions continues de A
(ce sont des fonctions polynéme), on en déduit que (*) est vrai pour toute matrice A de M, (C).
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PROBLEME 14 (DERIVEE D’UN DETERMINANT, ALGORITHME DE FADDEEV). Le but du
probleme est de proposer une méthode pratique efficace pour calculer le polynéme carac-
téristique d’une matrice.

1/ (Dérivée d’un déterminant). On considere
A tR— Mn(R) t— A(t) = (a,',j(t))ls,"jsn

une application dérivable sur R. Montrer que l’application ¢ : t — det( A(t)) est dérivable
sur R et que

¢'(t) = zﬂ:det(Cl(t), ey Cisa (1), CHR), Ciga(t), . . . ,Cn()),

i=1
oti Cy(t),...,Cn(t) désignent les vecteurs colonne de la matrice A(?).

2/ (Méthode de Faddéev pour le calcul du polynéme caractéristique d’une matrice). Soient
K un corps commutatif et une matrice A € M,(K). On note x4 = det(X I, — A).
a) Montrer que X', = trfcom(XI, — A)] ot com(X I, — A) désigne la comatrice de X I, — A.
b) On définit des matrices By, ..., Bn_1 € My(K) par

B() = I,. et Vk,l < k <n- 1, Bk = ABk_l - ﬂfl—k‘Bk;l)In

Montrer

xa(X)=X" - tr(ABg) X"t — —-———tr(gBl)X"_z — = t___l'(Afn_l),
et si A est inversible,
n

-1 _
A” = GABy

Solution. 1/ L’expression
p(t) = det A(t) = Z €(0) ap(1),1(t) - - to(n),n(t)
CES,
montre que ¢ est dérivable et permet d’obtenir, par dérivation,

n

Pt)= D &) | ao)a() - do(k-1),6-1(1) @) () Go(i+1) k41(8) - - Go(n),n(?)
oESy k=1

ce qui, en échangeant I’ordre des signes sommes, est précisément le résultat demandé.

2/a) Le résultat de la question 1/ reste valable pour les polynémes dérivés (la démonstration
peut étre reprise telle quelle). En ’appliquant au polynéme dérivé de x4(X) = det(XI, — A), on
s'apercoit que x'y(X) est la somme des cofacteurs des éléments diagonaux de X I, — A, autrement
dit x4 (X) = tr[com(X I, — A)].

b) Ecrivons x4 = X™ + a; X"~ ' 4 .- - + @n—1 X + an. Chaque cofacteur de la matrice XI — A
est un polynéme en X de degré au plus n— 1, ce qui montre ’existence de matrices By, ..., Bn-1

telles que
tcom(XI, - A)=Bo X" ' +Bi X" ?+ ...+ Ba_1.

L'égalité x4 = trfcom(X I, — A)] = tr[’com(X I, — A)] entraine
(n—a; = tr(By),...,1 an_1 = tr(By_1). (*)
Ceci étant, la relation (X I, — A)'com(XI, — A) = det(X I, — A) I, ’écrit
By X™ + (By — AB))X" ' 4+ .-+ (Bn—y — ABn_32)X — ABn-1 = xa(X) In,
ce qui en identifiant les coefficients donne

B() = Iﬂ, Bl - AB() = a Iﬂ, e ,Bﬂ_l - ABﬂ_z =Qap_-1 Iﬂ, ——ABﬂ_l = ap Iﬂ, (**)
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donc en prenant la trace
nay = tr(B;) — tr(ABo), ... ,nan—y = t1(Bn_1 — ABn_3),na, = —tr(AB,_;).

En retranchant & chacune de ces égalités celles de (*), on obtient

1.a;=—tr(ABp),...,(n = Dan_1 = —t1(ABn_3),na, = —tr(ABn_1). (x4%)
Maintenant, (¥*¥) s’écrit
tr(ABg)

1

relations qui permettent de définir les matrices By par récurrence, et on obtient avec (***) la

premiére partie du résultat.
Lorsque A est inversible, la derniére égalité de (**) entraine

tl'(ABn._g) I

By=1,,B, = ABy — —

Irn s )Bn—l = ABﬂ—2 -

1 n
R o] = —————— B, _;.
A ap B tr(ABp_-1) !

Remarque. Cet algorithme permet en particulier d’obtenir le déterminant (—1)"a, de A.
C’est une méthode beaucoup plus rapide que celle consistant & calculer det A en dévelop-
pant récursivement les déterminants par rapport i une ligne ou une colonne, technique
qui demande d’effectuer n! opérations (ce qui est trés coiiteux lorsque n est grand).

PROBLEME 15. 1/ Soit n € N* et Q le sous ensemble de M, (R) des matrices M telles que
I (polynéme minimal de M) égale, au signe prés, Py (le polynéme caractéristique de
M). Montrer que § est ouvert dans M,(R).

2/ Soit M € Q et (M,,)men une suite de matrices de M, (R) tendant vers M telle que
pour tout m, M,, est diagonalisable dans M,(R).

a) Montrer qu’il existe £ € N tel que pour tout m > £, M,, a n valeurs propres distinctes
deux a deux.

b) Montrer qu'’il existe K > 0 tel que pour tout m et pour toute valeur propre A de M,,,
N < K.

c¢) Pour tout m > £, on note Aj(m) < --- < A,(m) les n valeurs propres de M,,. Pour tout
i€ {1,...,n} montrer que X\; = lim,,_  A;(m) existe. Montrer également que A; < ---<
An et que Py = (=1)"(X = Ay)---(X — An).

Solution. 1/ Dire que Hpr = (—1)" Ppr équivaut & dire que deg Iy = n (car My divise Py), ou
encore que (I,, M,..., M1} forme une famille libre de M, (R).

Soit M € Q. La famille (I,, M,...,M""!) étant libre, on peut la compléter en une base
By=(In,M,... M"Y Epq1, ..., E.z) de Mu(R). Soit B une base fixée de M,(R). On définit
Papplication

p: Ma(R)—R N w—detg(In,N,... ,N* 1 Epnyq,..., En3).

L’application ¢ est continue et par construction, (M) # 0. Il existe donc un voisinage V de M dans
M (R)tel que pour tout N € V, o(N) # 0. Ceci entraine que pour tout N € V, (In, N,... ,N*~1)
forme une famille libre de M,(R), et donc V C Q. L’ensemble £ est donc ouvert.

2/ a) On a M € 2 et M est la limite de la suite (M,,). Comme  est ouvert, il existe £ € N tel
que pour tout m > £, M, € Q. Pour tout m, M,, est diagonalisable dans M,(R) et Hys, est
donc scindé sur R, 4 racines toutes simples. Or pour m > £, degMps, = n, Iy, a donc n racines
distinctes qui sont les valeurs propres de M,,, d’ou le résultat.

b) Soit |}. || une norme d’algébre sur M,(R). La suite (M, )men converge donc est bornée, i. e. il
existe K > 0 tel que pour tout m € N, ||M,,,|] < K. D’aprés la proposition 1 de la partie 3.2, pour
tout m € N et pour toute valeur propre A de M,,, on a |A| < [|Mp]| £ K.
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¢) Montrons d’abord que Py est scindé sur R. La suite
(A(m))mze = [(Ar(m), ..., An(m))]m>e

prend ses valeurs dans le compact [—K, K]". On peut donc en extraire une sous suite convergente
Ae(m))men- Soit A = (A1, ..., An) = limp_oo A(p(n)). Pour tout m,

PMV(,..) = ("l)n H[X - Ai(‘)o(m'))]
i=1
donc Py = limmevoo Pty y = (—1)" [[7z1(X = Ai) est scindé sur R. Comme pour tout m,
M(p(m)) < --- < An(ip(m)), on obtient en passant a la limite A; < --- < An.

Montrons maintenant que la suite (A(m))m>¢ converge. Cette suite étant a valeur dans un
compact, il suffit de montrer qu’elle n’admet qu’une seule valeur d’adhérence. Soit p = (B, .- tn)
une valeur d’adhérence de (A(m))m>¢. Il existe une sous suite (A(y(m)) convergeant vers y. On a
<o S i et

Py = lim Py, = (=1)" TI(x — ).
i=1

Des relations

n n
H(X—Ag):H(X—-/l;), ML Anet gy <o Sy,
i=1 i=1
ontire i1 = A1, ..., fin = An, i.€. A = p. L’élément X est donc la seule valeur d’adhérence de
(A(m))m>¢, donc cette suite étant, a valeur dans un compact, elle converge vers A. Pour tout i, on
adonc A; = limp—co Ai(m) et on a vu que Py = (=1)" [Ti=,(X — Ai), d’ot le résultat.

Remarque. La méthode utilisée tout au long de 2/ est & retenir. On procéde souvent ainsi
lorsqu’un polynoéme est limite d’une suite de polynémes.

PROBLEME 16. Soit n € N" et I' = {M € M,(C) | 3p € N",M? = I.}. Déterminer
'adhérence T de T' dans M,(C).

Solution. Notons ¥ = {M € M,(C), pour toute valeur propre A de M,|A] = 1}. Nous allons
montrer que T= v.

OnaT C 7. En effet, soit M € T. On peut trouver une sunite (M )en de T telle que lim,_. oo Mp =
M. Pour tout p, il existe ¢ € N* tel que MJ = I,,, 1. e. le polynéme X? — 1 annule M,. Toute
valeur propre de M, est donc racine de ce polynéme, donc de module 1. Pour tout p, on note
M(P)s - -+ An(p) les racines de Py, (polyndéme caractéristique de Mp). Pour tout i, on a vu que
i) = 1, la suite A(p) = (A1(p),--.,An(p)) est donc & valeurs dans le compact C", ou C
désigne le cercle unité complexe. On peut donc en extraire une 'sous suite convergente Ae(p))
convergeant vers A = (A1,...,A,) € C™. Pour tout i, on a [Ai| = limp_o [Mi(p)] = 1, et comme
M = limy oo My,

Py = lim Pu,, = lim TT(X = X)) = (-1)" [I(X = 2).
1=1

t=1
Les valeurs propres de M sont donc les ); et ont leur module égal a 1. Donc M € 7.

Montrons maintenant l'inclusion réciproque v C T. Soit M € . I existe une matrice Q € G£,(C)
telle que
Al X . X

o mg=| ° M
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Pour tout #, A; est valeur propre de M donc |A;| = 1 car M € . En réfléchissant un peu, on voit
qu’il existe une suite A, = (A1(p), ..., An(p)) de C* vérifiant, pour tout p € N :

— Pour tout j, il existe r € Q tel que A; = exp(iwr).
— Les (Ai(p))1<i<n sont distincts deux a deux.
— Pour tout ¢, lim,_.o Ai(p) = A;.

Pour tout p, on pose

AI(P) X Ce X
. " T X
0 0 An(p)

(ol la partie triangulaire supérieure est celle de QM Q). Les Ai(p)i<i<n étant distincts, M,
est diagonalisable, donc semblable & la matrice diagonale D, dont les éléments diagonaux sont
ceux de M,. Pour tout j, 1 < j < n, on peut écrire Aj(p) = exp(ira;/b;) on a;,b; € Z. Si
¢ = 2-ppem(by,...,b,), on a Aj(p)? = 1 pour tout j, donc D} = I, donc M] = I, Cest-
a-dire pour tout p, M, € T'. Or par construction, M = limy—.o, QM,Q~!. Comme pour tout p,
QM,Q~! €T, on en déduit M €T.

PROBLEME 17 (MATRICES POSITIVES DE FROBENIUS). Si A = (a;;) € M, o(R) est une
matrice, on note A > 0 si a;; > 0 pour tout (i,5), A > 0si A> 0et A # 0, et on note
A > 0si a;; > 0 pour tout (i,7). Si A et B sont deux matrices, on note A > B (resp.
A>B,A> B)lorsque A— B> 0 (resp. A— B >0,A- B> 0).

On se donne une matrice A € M, (R) telle que A > 0.

z3

a) On note S ’ensemble des vecteurs colonnes X = ( : ) de R™ tels que X > 0 et

.1:...
Y i1 Z; = 1. Montrer que ’ensemble

A={AeR|(3X €S),AX > \X}

est majoré et que sa borne supérieure )\ est une valeur propre de A associée a un vecteur
propre X > 0.

b) Si A # A, est une autre valeur propre de A, montrer que |A| < Ao.

c) Montrer que le sous espace propre E,, de A associé i la valeur propre )\, est de
dimension 1.

Solution. a) L’ensemble A est évidemment majoré (par exemple par la somme des éléments de
A).
Par définition de A, il existe une suite (X,) de S et (v,) de A telle que

lim y, = Ay et Vn, AX, > 7. X..

n-—00
L’ensemble S est clairement un fermé borné de R"®, donc compact, de sorte que ’on peut extraire
de la suite (X,) une sous suite convergente (X,(n)). Notons X € § sa limite. Comme AX,(,) >
Yp(n)Xe(n) POUT tout n, on obtient en passant a la limite sur chaque composante la relation
AX > AX. Si AX # MX, ona AX > A X. En composant par A & gauche, on obtient, du fait
que A > 0, I'inégalité AY > AY, o Y = AX. Il existe donc £ > 0 suffisamment petit tel que
AY > (Ao + €)Y, ce qui contredit la définition de Ay car quitte & multiplier Y par une constante
positive non nulle, on peut supposer Y € §.

Ainsi, AX = XX avec X € S, donc X > 0. Le fait que A > 0 entraine AX > 0, donc Ao X >0

et on en déduit X > 0.
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b) Supposons que A # Aq soit une valeur propre de A, et notons Z un vecteur propre associé. Les
(%) désignant les composantes de Z, on a

n n
Vi, za;,j zj = Az; domc Vi, Za;,,- |z;] = 1A] - |zl

j=1 i=1
En d’autres termes, A|Z| > |A]]Z]| o |Z| désigne le vecteur dont les composantes sont les |z}, ce
qui prouve que |[A| € A (car quitte & multiplier |Z| par une constante non nulle, on peut supposer
|Z| € S), et donc |A| < Ag par définition de Ao.

1l nous reste & prouver |A] < Ao. Supposons |A] = Ag. Comme A > 0, il existe § > 0 suffisamment
petit tel que A; = A — 61, > 0. Comme A est la plus grande valeur propre réelle positive de A,
do — 8 est la plus grande valeur propre réelle positive de As. En répétant ’argument précédent a
la matrice As et a la valeur propre A — 8, on obtient [A — ] < Ao — 6. Mais

do=A=A=6+68<|A—6]+6< Ao,

de sorte que |A] = |A — 8] + 6, ce qui n’est. possible que si A est un réel positif. Donc A = |A| = Ao,
ce qui contredit le fait que A # Ag. Donc |A] < Aq.

¢) On sait qu’il existe X > 0 tel que X € E,,. Supposons dim E,, > 2, de sorte qu’il existe
Y € Ej, tel que la famille (X,Y) soit libre. Il existe p tel que X — pY > O et X —pY % 0 (on
peut prendre p = inf{z;/|y:|, % # 0}). Comme (X,Y) est une famille libre, X — pY > 0 et comme
A> 0, on a facilement A(X — uY) > 0, c’est-a-dire Ag(X — pY) > 0 (c’est le méme argument
que dans a)), ce qui est en contradiction avec le choix de p. D’oil le résultat.

Remarque. Ces résultats rentrent dans le cadre général de la théorie de Frobenius des
matrices positives. On peut prouver d’autres résultats, par exemple : si A > O et si A™ >0
pour un entier m > 0, alors les résultats a), b) et c) subsistent. Dans ce cas, la suite
(1/A2)A™ converge, sa limite P est un projecteur. Des résultats un peu plus faibles existent
également lorsque ’on suppose simplement A > 0.

PROBLEME 18 (ENDOMORPHISMES SEMI-SIMPLES). Soit E un K-e.v de dimension finie.
On dit que f € L(E) est semi-simple si pour tout s.e.v F’ de E stable par f, il existe
un supplémentaire S de F stable par f. Une matrice M € M,(K) est dite semi-simple
si ’endomorphisme f de K® dont M est la matrice dans la base canonique de K" est
semi-simple. ’

1/ Soit f € L(E). On note II; son polynéme minimal. Soit II; = My --- M la décom-
position de II; en facteurs irréductibles de K[X].

a) Soit F' un s.e.v stable par f. Montrer que

F= éa [Ker MZ(f)n F].

i=1

b) Si II; est irréductible, montrer que f est semi-simple.

¢) Dans le cas général, montrer que f est semi-simple si et seulement si II[; = M, M, --- M,
est produit de polynomes irréductibles unitaires distincts deux a deux.

d) Que dire si K est algébriquement clos ?

2/ Soit M € M,(R).

a) Montrer que M est semi-simple si et seulement si M est diagonalisable dans M, (C).
b) On suppose M semi-simple. Montrer que M est semblable dans M,(R) a une matrice

dela forme ( ](')) g ), avec D diagonale et B constituée de blocs de la forme ( g -aﬂ )

centrés sur sa diagonale principale.
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Solution. 1/ a) Pour tout i, on note F; = Ker M;{""(f). On sait que E=F1®--- & F,. Pour tout
i € {1,...,r}, on note p; la projection sur F; parallélement a ®;#iFj. On a vu & la proposition 1 de
la partie 4.2 que pour tout i, p; est un polynémeen f. Comme F est stable par f, F' est donc stable
par p;, ce qui s’écrit p;(F) C F. On a aussi p;(F) C pi(E) = F;. Finalement, on a p;(F) C F;NF,
et commeldg =p1+---+ pr,

FCp(F)+ - +p(F)=p(F)@---®p(F)C(FNF) & - &(FNF)
L’inclusion réciproque est facile puisque pour tout i, F;NF C F donc (£ NFo- -&(F,NF)CF.

b) Soit F un s.e.v stable par f. Il s’agit de montrer l’existence d’un supplémentaire S de F dans
E stable par f.

Si F = E, c’est terminé avec S = {0}.

Sinon, soit z; € E ~ F. On considére E,, = {P(f)(z1), P € K[X]}. Le s.e.v Eg, est stable par
f. Nous allons montrer que E;, N F = {0}.

Soit I, = {P € K[X], P(f)(z1) = 0}. Clest un idéal de K[X], non réduit a {0} car H; € I,
donc il existe un polynéme unitaire II;, tel que I, = (II;,) = I;,K[X]. Comme Iy € I,, le
polynéme II,, divise I, et II; étant irréductible, I, = II;. Le polynéme II;, est donc irréductible.

Soit y € Ez, N F. Il existe un polynéme P € K[X] tel que y = P(f)(z1). Siy # 0, alors
P ¢ I, = (II,), donc 11, ne divise pas P, et I, étant irréductible, I, et P sont premiers entre
eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe donc U,V € K[X] tels que UP + VI, = 1, donc

21 = U(f) o P(f)(z1) + V(§) o Iz, (f)(21) = U()()-

Or y € F et F est stable par f, donc 3 = U(f)(y) € F. Ceci est absurde par construction de ;.
On a doncy=0et E,, NF = {0}.

On vient de montrer que E,, et F sont en somme directe et E, stable par f. S5i F oplusE,, = E,
C’est terminé. Sinon, on choisit z2 € E < (F @ E;,) et on recommence en remplagant cette fois ci
F par F @ E,, . Itérant ainsi le procédé, on voit qu’au bout d’un nombre fini d’itérations (F est de
dimension fini), on aura trouvé des vecteurs zy,..., %k telsque E=F® E;, ® - - ® E;, et powr
tout i, E,, stable par f. Le s.ev S = E;, @ -- - & E;, est donc stable par f et vérifie F@ S =F.

c) Condition nécessaire. Supposons f semi-simple. Soit Iy = Mt - M la décomposition de Il
en facteurs irréductibles unitaires de K[X]. Il s’agit de montrer que pour tout i, a; = 1. Supposons
au contraire que pour un i, a; > 2. Si M = M;, on voit qu'’il existe N € K[X] tel que II; = M?N.

Soit. F = Ker M(f). Le s.e.v F est stable par f semi-simple donc il existe un supplémentaire S
de F stable par f.

Montrons que M N(f) s’annule sur S. Si z € S, alors MN(f)(z) € F car M(f)[MN(f)(=)] =
H,(f)(z) =0, et MN(f)(z) € S car S est stable par f. Donc MN(f)(z) € FNS = {0}, et donc
z=0.

L’endomorphisme M N(f) s’annule donc sur S. Il s’annule aussi sur F car siy € F = Ker M(f),
alors MN(f)(y) = N[M(f)(y)] = 0. Comme F & S = E, MN(f) s’annule sur E tout entier, i.e.
MN(f) = 0. Ceci contredit la minimalité du degré du polynéme minimal II; = M2N. Dol la
condition nécessaire.

Condition suffisante. Supposons II; = Mj --- M, avec les M; irréductibles unitaires et distincts
deux & deux. Soit F un s.e.v de E stable par f. Pour tout i, notons F; = Ker M;(f). On a
E=F @---®F,, et on a vu & la question a) que F = @], [F N Fi].

Pour tout i, F; est stable par f. Notons f; € L(F;) la restriction de f a F;. On a M(fi)=0¢t
M; est irréductible, ce qui prouve que le polynéme minimal de f; est M;. D’apreés b), fi est donc
semi-simple. Or F N F; est stable par F;, donc il existe un s.e.v S; stable par f; (donc par f) tel
que (F; N F)® S; = F;. Si maintenant on pose S =S5, & ---® Sr,ona

E=F& --&F =é}[(F.—nF)ea.S'.~]=[é9(F.-nF)]ea[é9$.-]=FeaS,

i=1 i=1 i=1
et S est stable par f. L’endomorphisme f est donc semi-simple.
d) Si K est algébriquement clos, les polynémes irréductibles de K{X] sont les polynémes de degré

1. D’aprés c), f est donc semi-simple si et seulement, si Il n’a que des racines simples dans K, 1. ¢.
si et seulement si f est diagonalisable.
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2/ a) Condition nécessaire. Supposons M semi-simple. D’aprés 1/c), Iy peut s’écrire Hy =
M;i --- M, ou les M; sont irréductibles dans R[X], unitaires et distincts deux & deux. Montrons que
p n’a que des racines simples dans C. Soit « € C une racine de I . Il existe i tel que M;(a) = 0,
par exemple M;(a) = 0. Comme M; est irréductible dans R[X], e est racine simple de M; (en
effet, M, étant irréductible dans R[X], M; et M] sont premiers entre eux dans R[X] donc il existe
U,V € R[X] tels que UM; + V M| = 1. Cette relation appliquée & o« montre que M'1(«a) # 0). Par
ailleurs, si i # 1, M;(a) # 0 (en effet, M; et M; sont irréductibles dans R[X], unitaires et distincts,
donc premiers entre eux dans R[X], donc il existe U,V € R[X] tels que UM; + VM; = 1. Cette
relation appliquée & a montre que M;(«) # 0). En définitive, on a montré que « est racine simple
de Myy.

Condition suffisante. Soit Iy = M ---M?* la décomposition de IIps en facteurs irréductibles
unitaires de R[X]. D’aprés 1/c), il suffit de montrer que pour tout 7, o; = 1. Comme M est
diagonalisable dans M,,(C), Iy n’a que des racines simples dans C (le polynéme minimal de M
dans C[X] est la méme que dans R[X] car si MP +ay MP~1 +. .- +4a, I, = 0 avec les a; € C, alors
MP + R(a1) MP~ ! + - - - + R(a,) I, = 0). Ceci suffit & montrer que pour tout i, a; = 1.

b) On regarde M comme un endomorphisme de IR™. Démontrons le résultat par récurrence sur
n € N*. Pour n = 1, c'est évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le
au rang n. Si Iy est scindé sur R, c’est immédiat car alors IIps est & racines simples d’aprés 1/c)
et donc M est diagonalisable dans M, (R).

Sinon s a au moins un facteur irréductible dans R[X] de degré 2 de la forme [(X — a)? + 7],
a € Ret > 0. On peut écrire My = [(X — «)? + 5%] Q avec Q € R[X]. Posons E = Ker[(M —
al,)? + % 1,). On a E # {0}, sinon (M — a I,)? + #% I, est inversible et donc Q(M) = 0, ce qui
contredit la minimalité du degré de II,.

Soit ¢; € E, €1 # 0. Les vecteurs €; et Me; sont linéairement indépendants. En effet, s’il existe
A R tel que Me; = Aey, alors

0=(M—al,)(e1)+B%e1=(A~- a)ie; + B%er =[(A—a) + Bler #0,

ce qui est impossible.
Sion pose e; = %[Mel—m:l], la famille (¢1, €2) est donc libre. Remarquons que Me; = ae; +fes
et

Mez = (M —al,)(ez) +aey = %(M —al,)?(e1) + ces = —fe1 + aey.
En résumé, F = Vect(ey, €3) est stable par M et
Me, = we; + Pes, Mey = —fPe; + aes. (%)

La matrice M étant semi-simple, on peut trouver un s.e.v G de R™ stable par M tel que FOG = R"™.
Le restriction Mjg de M & G est semi-simple (son polynéme minimal vérifie 1/c) car il divise
My). Or dimG = n — dim F = n — 2, donc d’aprés 'hypothése de récurrence il existe une base
B=(fi,...fa-z) de G dans laquelle la matrice de Mg ait la forme (9 §) avec D diagonale

et B constituée de blocs de la forme (4 ‘a") centrés sur sa diagonale principale. Dans la base

B' = BU(e1, €2), la matrice de M a donc la forme (I: B g), onC = (;,' _(f’) d’apres (*). D’ou le
résultat.

(Remarque. - On peut montrer facilement que la réciproque de 2 /D) est vraie.

—"On aurait pu montrer 2/b) en diagonalisant M dans M, (C) et en travaillant sur les
parties réelles et imaginaires de ses vecteurs propres.

- La notion de semi-simplicité est une sorte de prolongement de la notion de diagonal-
isabilité au cas des corps non algébriquement clos. Dans cette optique, on peut montrer
que si K est un corps commutatif quelconque, toute matrice M € M,(K) peut s’écrire
M=S8+ N avec SN = NS, 5§ € M,(K) semi-simple et N € M,(K) nilpotente (résultat
a rapprocher de la décomposition de Dunford, voir la partie 4.2).






CHAPITRE V

Espaces euclidiens

A notion de forme quadratique nait avec I’étude des coniques par Fermat au dix-
L septiéme siécle puis celle des quadriques par Euler au dix-huitiéme siécle. C’est
Cauchy qui, en 1826 en vue de son enseignement a I’Ecole Polytechnique, unifie
les résultats concernant la réduction des formes quadratiques. C’est d’ailleurs sans
doute & cette occasion qu’il se pose le probléme de la recherche des valeurs propres
d’une matrice symétrique (en langage moderne) et démontre la réalité des racines
du polynéme obtenu.
Ainsi est née la théorie des espaces euclidiens. Le passage 4 la dimension infinie
s'effectue 3 la fin du dix-neuvieme siécle notamment grace a Hilbert, puis par
Schmidt et Fréchet en 1908.
Les espaces euclidiens et hermitiens ont beaucoup de propriétés communes, et pour
cette raison, nous les étudierons parallelement.

1. Formes quadratiques - Formes hermitiennes

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

1.1. Généralités
On définit d’abord les formes bilinéaires.
DEFINITION 1 (FORME BILINEAIRE). Soient E et F' deux K-e.v et une application
¢: ExXF-K (z,9)~ ¢(z,9)

On dit que ¢ est une forme bilinéaire si pour tout z € E, Papplication ¢(z,-): y = ¢(z,y)
est lindaire et si pour tout y € F, ’application ¢(-,y): z — ¢(z,y) est linéaire.

Les formes sesquilinéaires sont définies lorsque le corps de base est C.
DEFINITION 2 (FORME SESQUILINEAIRE). Soient E et F deux C-e.v et une application
p: ExXF—-C  (z,y)~ ¢(z,9)

On dit que ¢ est une forme sesquilinéaire si pour tout ¢ € E, I'application ¢(z,-) est
linéaire et si pour tout y € F, ’application (-, y) est antilinéaire (i.e. pour tout z,,z, € E,
o(zy + 22,9) = @(z1,9) + ¢(x3,9) et pour tout A € C, pour tout z € E, p(Az,y) =
Ap(z,y))-

Remarque 1. — Dans toute la suite, les espaces E et F seront les mémes.

— Toute forme sesquilinéaire sur E x F est une forme bilinéaire lorsque les e.v E et
F sont considérés comme des R-e.v.
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Ezemple 1. Si F désigne le C-e.v des fonctions continues de [0, 1] dans C, ’application

p: E?>C (f,g)'—’/olf—(—tjg(t)dt

définit une forme sesquilinéaire sur E2.
Dans toute la suite de cette section, E' désigne un K-e.v

Ecriture en dimension finie. Supposons E de dimension finie et fixons une base
B = (e1,...,e,) de E. Alors pour tout z = 377, z;e; et y = 37, y;je; dans E, I
bilinéarité de ¢ entraine

e(z,y) = Z z;y; plei e5) = ‘XMY

1<i,i<n

ou M est une matrice de M,(K) définie par M = (p(e;, €;))1<ij<n €t o X et Y sont les

Tn

z1 Y1
vecteurs colonne X = ( : ), Y = ( : ) La matrice M est appelée matrice de ¢ dansla
Yn
base B.

Avec les mémes notations, si E est un C-e.v et ¢ une forme sesquilinéaire sur F, on a

o(z,y) = Z Tryip(e, e) = "X MY,

1<i,i<n

ou X désigne le vecteur conjugué de X (i.e les composantes de X sont les conjuguées de
celles de X'). On dit que M est la matrice de ¢ dans la base B.

L’application qui a ¢ associe sa matrice dans une base fixée de E est un isomorphisme.
En particulier, I'ensemble des formes bilinéaires (ou sesquilinéaires) sur £ est un K-espace
vectoriel de dimension n? (ou n = dim F).

Changement de base. On suppose toujours que E est de dimension finie. Soient B
et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B & B’. Si ¢ est une forme bilinéaire
(resp. sesquilinéaire) sur E, et si M désigne sa matrice dans la base B, M’ dans la base
B', alors

M'='PMP  (resp. M' ='PMP).
On dit que les matrices M et M’ sont congrues. Les matrices M et M’ sont alors équiv-
alentes, donc de méme rang. Ce rang s’appelle le rang de ¢. Le rang de ¢ est aussi la
dimension du s.e.v des formes linéaires ¢(z,-) (z € E) dans le dual de E.

Symétries dans les formes bilinéaires et sesquilinéaires.

DEFINITION 3. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. On dit que

~ ( est symétrique si pour tout (x,y) € E?, ¢(z,y) = ¢(y, z),
— ¢ est antisymétrique si pour tout (z,y) € E?, p(z,y) = —p(y, z).

Remarque 2. — En caractéristique 2, I’antisymétrie équivaut a la symétrie.
— Si E est de dimension finie et si B est une base de F, une forme bilinéaire ¢ sur
E est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si sa matrice dans la base
B est symétrique (resp. antisymétrique).
— Si la caractéristique de K est différente de 2, si on désigne par S, (resp. A,) le
s.e.v des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M,(K),on a S, ® A, =
M, (K). En effet,
SaNA,={0} carsi A='A=-'A, alors ‘A=0donc A=0.
t t
St A, = My(K) car VA€ M,(K), A= A;r 4,4 . 4,

GS'I G-AYI
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De plus, dim S, = n(n +1)/2 et dim A, = n(n — 1)/2 (si E;; désigne la matrice
dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (z,7) qui vaut 1, la famille
((Eiyi)lfi$"7 (E,"j + Efyi)ISi<fS") est une base de S", la famille (E,',]' - Efy")ISi<jS"
est une bhase de A,).

— En conséquence, si la caractéristique de K est différente de 2, ’ensemble S (resp. .A)
des formes bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques) sur E (avec dim E = n)
est un K-e.v de dimension n(n + 1)/2 (resp. n(n — 1)/2). De plus, si B désigne le
K-e.v des formes hilinéaires sur E,ona S ® A = B.

DEFINITION 4. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un C-e.v E. On dit que o est & symétrie
hermitienne si pour tout (z,y) € E?, p(z,y) = ¢(y, T).

Remarque 3. — Si ¢ est & symétrie hermitienne, alors pour tout z € E, p(z,z) €R
(ceci car o(z,z) = ¢(z, z)).

— Si E est de dimension finie sur C et si B est une base de E, alors une forme
sesquilinéaire ¢ sur E est & symétrie hermitienne si et seulement si sa matrice M
dans la base B vérifie *M = M. On dit alors que M est une matrice hermitienne.
Toute matrice hermitienne M € M,(C) peut s’écrire de maniére unique sous la
forme M = S + iA, on S,A € M,(R) avec S symétrique et A antisymétrique.
L’ensemble des matrices hermitiennes de M,(C) forme un R-e.v de dimension n?
(mais attention, ce n’est pas un C-e.v).

Formes quadratiques. On suppose ici que la caractéristique de K est différente de 2.
DEFINITION 5. On appelle forme quadratique sur E toute application ¢ de la forme
qg: E—-K z v p(z,r)
ou ¢ est une forme bilinéaire sur E.

PROPOSITION 1. Soit g une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire
symétrique ¢ telle que pour tout z € E, g(x) = ¢(z, ). La forme bilinéaire ¢ s’appelle la
forme polaire de q et on a

V(z,y)€ E*,  o(z,y)= %[q(z +y)—q(z)—9(y)) = %[q(w +y)—q(z - y)]

Ezemple 2. - Si p(z,y) = X_; ; @:,;%:y;, la forme quadratique associée a @ est
g(r) = Zu,v,i x? + Z("‘»j + a; ) zix;.
i i<

— Réciproquement, si ¢(z) = ¥, a;; ¥ + Y. ; @i j TiT;, alors ¢ est une forme quadra-
tique et sa forme polaire est

1
o(z,y) = Zﬂi,; Ty + > Zai,j (ziy; + =;9:)-
i i<y

DEFINITION 6. Soit ¢ une forme quadratique sur E, olt E est de dimension finie, et B une
base de E. On appelle matrice de ¢ dans la base B la matrice de la forme polaire ¢ de q
dans la base B, et rang de ¢ le rang de cette matrice. Le rang de g est aussi le rang de sa
forme polaire.

Ezemple 3. On se place dans R3 et on y définit la forme quadratique ¢ par

u = (x,y,2)~ q(u) = 3z° + y* + 22y — 3z=.
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Alors la matrice de q dans la base canonique de R3 est
3 1 -2
A= 1 1 0 .
-2 0 0

DEFINITION 7. On appelle forme hermitienne sur un C-e.v E toute application de la forme

Formes hermitiennes.

$: E-R z — p(z,T)
ol ¢ est une forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne.

PROPOSITION 2. Soit ® une forme hermitienne. Il existe une unique forme sesquilinéaire
a symétrie hermitienne ¢ telle que pour tout z € E, ®(z) = ¢(z,z). La forme ¢ s’appelle
la forme polaire de ®, et on a

V@9) € B lr,y) = 318(z +9) ~ 8z — y) +i8(z — iy) - i(z + ).

DEFINITION 8. Soit & une forme hermitienne sur un C-e.v E de dimension finie et B une
base de E. On appelle matrice de ® dans la base B la matrice de sa forme polaire ¢ dans
B, et rang de ® le rang de cette matrice. Le rang de ® est aussi le rang de sa forme polaire.

Ezemple 4. Sur C?,si & : u = (z,y) — Tz — 2yy + 37z + 347, alors @ est une forme
hermitienne de forme polaire
_ __ 3__ 3__
@(u1, u) = T1z2 — 27192 + 5172 + 5512
3

_52 ), son rang est 2.

A1

et la matrice de & dans la base canonique de R? est (

1.2. Orthogonalité

E désigne toujours un K-e.v (ou un C-e.v lorsque I'on parle de forme hermitienne). On
se fixe une forme quadratique (resp. hermitienne) ® de forme polaire ¢.

DEFINITION 9. On appelle céne isotrope de ® I'ensemble Cy = {z € E | &(z) = 0}. On
dit que ® est définie si Cg = {0}. Un vecteur = € E est dit isotrope (pour ®) si &(z) =0,
t.e.xz € Cy.

DEFINITION 10. Deux vecteurs z et y de E sont dit orthogonaux selon @ (ou selon ) si
o(z,y) = 0 (ce qui équivaut a p(y,z) = 0).
Soit A C E. On appelle orthogonal de A selon ® (ou ¢) ’ensemble

At ={y€ E |Vz € A,¢(z,y) = 0}.

Deux sous ensembles A et B de E sont dit orthogonaux selon & (ou selon ) si pour
tout z € A et pour tout y € B, ¢(z,y) = 0. On note alors A L B.

Remarque 4. —SiACE, At est uns.e.v de E et on a AL = (Vect A)L.
~ Si B désigne le sous ensemble de E* (dual de E) défini par B = {p(z,-) | = € 4},
A1 est orthogonal (au sens dual) de B, i.e. At = B° (voir la partie 4.3 du
chapitre III).

ProPoSITION 3. On parle d’orthogonalité au sens de ®.

(i) SiFCE, FcF' (i) S ACBCE, B*'cCcA.
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DEFINITION 11. On appelle noyau de @ le s.e.v de E noté Ker ® défini par
Ker® = E* ={z € E|Vy € E,p(z,y) =0}
La forme & est dite non dégénérée si Ker & = {0}, dégénérée si Ker ® # {0}.

PROPOSITION 4. On a Ker® C Cs. En particulier, si ® est définie, alors ® est non
dégénérée.

Remarque 5. La réciproque est fausse. Par exemple, si ®(u) = &(z,y) = 2° - y?, ® est
non dégénérée mais n’est pas définie puisque pour tout z, &(z,z) = &(z,—z) = 0.
Notation. Pour unifier les notations, pour toute matrice M & coefficients dans K, on
note M* la transposée de M. Lorsque le corps de base est C et que I'on parle de forme
hermitienne, la notation M* désigne la transconjuguée de M (i.e. M* = *M). Ainsi en
dimension finie, si A désigne la matrice de ¢ dans une base B de E, on a A* = A et pour
tout z,y, ¢(z,y) = X*AY. Cette notation est avantageuse puisqu’elle permet de traiter
en méme temps le cas des formes quadratiques et des formes hermitiennes.

PROPOSITION 5. Supposons E de dimension finie. Soit B une base de E. En identifiant
les vecteurs de E et leur représentation en vecteurs colonne dans la base B, on a Ker ® =
Ker A, ou A désigne la matrice de ® dans la base B.

Démonstration. On az € Ker® <= Vy € E, p(z,y) =0 <= VY, X*AY =0 <= X*A=0
= (X*AY =A*'X=AX =0 < X €KerA. O

Bases ®-orthogonales.

DEFINITION 12. Une base B de E est dite ®-orthogonale si pour tout couple d’éléments
distincts (e,e’) de B, on a ¢(e,e’) = 0.

Remarque 6. En dimension finie, si B = (ey, ... ,€,) est une base ®-orthogonale, alors

0] (i Ts C,‘) = Xn:il'?q)(e,)

i=1

Autrement dit, la matrice de ® dans la base B est diagonale.

THEOREME 1. Si E est de dimension finie, il existe une base ®-orthogonale de E.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Pour n = 1, il n’y a rien a
montrer. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. Si ® est identiquement
nulle, alors toute base de E est ®-orthogonale. Sinon, il existe v € E tel que ®(v) # 0. Dans ce
cas, application f = (v, -) définie par f(x) = ¢(v, =) est une forme linéaire non nulle sur E. Son
noyau H est un hyperplan de E, et comme v ¢ H, on a E = H @ Vect(v). Comme dimH = n — 1,
d’aprés hypothése de récurrence, il existe une base (ey,...,en-1) de H orthogonale pour ®|x.
On voit alors facilement que (ey, ..., €n—1,v) est une base ®-orthogonale. ' O

COROLLAIRE 1. Soit A € M,(K) telle que A* = A. Il existe une matrice inversible P telle
que P* AP soit une matrice diagonale.

Démonstration. L’application & définie sur K* par $(X) = X*AX est une forme quadratique
(resp. hermitienne) dont la forme polaire est ¢ : (X,Y) — X*AY. D’aprés le théoreme précédent,
il existe une base B de K qui est ®-orthogonale. La matrice M de & dans B est diagonale, et si P
désigne la matrice de passage de la base canonique de K* 4 B, ona M = P*AP, d’oll le résultat.

0O
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Si ® est une forme quadratique, le théoréme 1 assure en dimension finie ’existence d’une
base (ey,...,e,) ®-orthogonale. En posant A\; = ®(e;), on a

.

n n
Vi€ E, &(z)=2 (Z e;(,,-)e,.) =2 Xi(e (@)

i=1 i=1
En d’autres termes, on a écrit ® comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes. Dans la pratique, ces formes linéaires peuvent étre calculées grace a la
méthode qui suit.

Méthode de Gauss. Donnons nous une forme quadratique

n
§ : 2 E :

Q(.’Dl,... ,.’B") = a;; T + a,-,j IiZj.
i=1

1<i<j<n

En procédant par récurrence, nous allons écrire  comme combinaison linéaire de carrés
de formes linéaires indépendantes. Il y a deux cas.

Premier cas. 1l existe au moins un indice ¢ tel que a;; # 0, par exemple ¢ = a;; # 0.
On peut écrire ® sous la forme

®(21,...,%,) = az: + 2, B(22,...,2,) + C(x3, ... ,T,),

ot B est une forme linéaire en (z3,...,z,) et C une forme quadratique en (z,,...,z,).
On réécrit ® comme

B(.’Dz, ..

20. ,:cn))2 n [C(:cz,--- Vo) = M] '

Q(a:l,...,:c,,)=a<$1+ 4a

En d’autres termes, on a écrit ® comme la somme d’ane constante multipliée par le carré
d’une forme linéaire (ici a[z; + B/(2a)]?) et d’une forme quadratique en z,,...,z, (id,
C — B?/(4a)). On itére alors la méthode de Gauss en partant cette fois de C' — B?/(4a),
et on obtient finalement la réduction souhaitée.

Second cas. Pour tous les indices i, ¢;; = 0. Si ® est nulle, c’est terminé, sinon il existe
au moins un g@; ; non nul (avec i < j), par exemple a = a,,; # 0. On peut écrire ® sous la
forme

b(z1,...,2,) =ax 23+, B(xs,...,2,) + 2, C(%3,...,%,) + D(z3,...,%,),

ol B et C sont des formes linéaires et D une forme quadratique en (z3,...,z,). On réécrit
® comme

<I>(a:1,...,a:n)=a<$1+‘f‘) ($2+§) + (D_%g)

B+ (C\? C — B\? BC
=4[t ot ZEEY - (s E22) | 4 [ - 22
a a a

4

Les deux premiers termes du dernier membre de cette égalité sont les carrés de formes
linéaires, et on itére la méthode de Gauss en partant cette fois de D — BC'/a, forme
quadratique en (z3,...,%,).

Remarque 7. — Il existe bien sir d’autres moyens d’écrire une forme quadratique
comine combinaison linéaire de carrés de formes linéaires. L’avantage de la méthode
de Gauss est qu’elle assure I'indépendance des formes linéaires obtenues (résultat
non démontré ici, mais facile & obtenir).
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— Le cas des formes hermitiennes se traite de maniére analogue, en remplagant les
carrés par les carrés des modules. Par exemple la forme hermitienne

1
®(z,y) = zG+Ty seréduiten &(z,y)= §(|:1: + 92— |z - y|?).
La forme hermitienne
®(z,y,z) = =T + y§ — 21Ty + 2izT + 2yZ + 27z se réduit en

2z|2+3|z|2
y=3| T3

&(z,y,2) = (v —2iy)(T+2iF) - 3y§+292 +2y% = |z~ 2iy|" - 3

Propriétés des orthogonauz selon ®. La lettre & désigne toujours une forme
quadratique (resp. hermitienne) sur E et lorsque I'on parlera d’orthogonal, ce sera par
rapport & ®.

PROPOSITION 6. Supposons E de dimension finie. Tout s.e.v F de E vérifie

(i) dim F + dim F* = dim E + dim(F N Ker ®).
(ii) F*t = F + Ker ®.

Démonstration. (i). On considére Papplication ¢ : F — E* z +— @(z, ). Cette application est
linéaire, donc dim(Ker ¥) + dim(Im¢) = dimF. Or Ker¢p = FNKer® et (Imy)® = F L (voir
la remarque 4). Comme d’aprés le théoréme 3 de la partie 4.3 du chapitre III (page 128), 0n a
dim(Im ¥)° = dim E — dim(Im ¢), on en déduit

dim F+ = dim E — (dim F — dim(Ker %)) = dim E — dim F + dim(F N Ker ®),

d’ott (i).
(ii). On a F C F4L et Ker® C F'*, donc F + Ker® C F4*. Pour prouver I’égalité, nous
allons prouver 1’égalité des dimensions. En appliquant. (i) & F L ona

dim F1 +dim F4* = dim E + dimKer(F N Ker ®) = dim E + dim(Ker &)
(comme Ker ® C F*, FL N Ker® = Ker ®). En retranchant (i) a cette égalité, on obtient
dim F** — dim F = dim(Ker ) — dim(F N Ker ®)

donc dim F11 = dim(F + Ker ®) et le résultat. o

PROPOSITION 7. Si & est définie et si F est un s.e.v de dimension finie de E (mais E de
dimension quelconque), alors

(i) FoF*=E (i) F=F".

Démonstration. Si z € F N F+, alors ¢(z,z) = 0 et comme ¢ est définie, on a z = 0. Autrement
dit, FN FL+ = {0} (*).

D’aprés le théoréme 1, il existe une base (e1,. .. ,e,) de F orthogonale pour la restriction de P
a F. Soit z € E. On cherche & écrire z = y+ z avec y € F et z € FL. Ecrivons y = Y_7_; Aies.
Alors z = z — y € F'L si et seulement si pour tout j € {1,...,p}, ¢(e;,2) = 0, i.e. si pour tout 7
plej, x) — Ajp(ej, e;) = 0. En choisissant A; = ‘:((:":) , on voit donc que z = y+ 2z, avec y € F et

1y %3

z€ FL1. Donc F 4 FL = E d’ou (i) avec (*).

On sait (voir proposition 3) que F C F**. Montrons linclusion réciproque. Soit z € Fid
D’aprés (i), il existe y € F et z € FL tels que z = y+2. Or p(x,2) = 0 = oy, 2)+o(z,2) = p(z, 2),
donc z € Cyp et ® étant définie, z = 0. Donc z = y € F, dou F*+ C F. O
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Lot d’inertie de Sylvesier. Dans toute la suite, ® représente soit une forme quadra-
tique sur un R-e.v E, soit une forme hermitienne sur un C-e.v E. '

Supposons E de dimension finie n. D’aprés le théoréme 1, il existe une base (ey, ... ,e€,)
qui est ®-orthogonale. Ceci entraine que pour tout = = Y |_; z;e;,

Q(.’L’) = i |z,-|2<I>(e,-) = i), |C;(.’B)|2, ol A,’ = Q(C,’) €R.

i=1 i=1

Chaque ); est soit positif, soit négatif, soit nul. Supposons par exemple

Al,...,)\q>0, Ap+1,-'-,Ap+q<0 et Ap+q+1="'=)‘n=0'
Pour i, 1 < 7 < p, on peut écrire A\; = w? et pour i, p+ 1 < i < p + ¢, on peut écrire
Ai = —w?, ou les w; sont réels non nuls. En posant f; = w;e}, on a
8(z) = |A(@)P + -+ (@) = 1 fpur (@) = -+ = | fora (@), (*)

et fi,..., fo+q sont des formes linéaires linéairement indépendantes.
THEOREME 2 (SYLVESTER). Quelle que soit la décomposition de & du type (*)

8(z) = (@)’ + - + g (@) = |1 () = -+ = |gprse ()7, (++)

ot g1,...,0p4g Sont des formes linéaires linéairement indépendantes, on a p' = p et
¢ = q. Le couple (p, q) s’appelle la signature de ®, et le rang de ® est égal a p + q.
Démonstration. Supposons p # p/, par exemple p’ > p. Complétons gi,...,9p'44 en une base
g1,---,9n de E*. Les formes linéaires fi,..., fp,8p'41,- .- ,9n Sont au nombre de p+ n —p’ < n,
et donc
3 #0,  fi@)= = fy(e) = gpa(e) = - = gale) = 0.
Ceci entraine ®(z) < 0 d’aprés Pexpression (*) de . Au moins 'un des g;(z) pour 1 < i < p'
est non nul, car sinon on aurait g1(z) = -+ = gp'(x) = gpr41(x) = -+ = gn(x) = 0 et done
x = 0 car (gi)1<i<n est une base de E*. Donc $(z) > 0 d’aprés I’expression (**) de ®, ce qui est
contradictoire. Ainsi p = p'. On montrerait de méme que ¢ = ¢’.
Quant au rang de ®, il suffit de remarquer que la matrice de & dans la base ®-orthogonale
I, 0 0
(e1,...,en) est (J-—I.,u),doncderangp+q. o
0 00
Remarque 8. Si on trouve trois s.e.v F*,F~,F® de E qui sont ®-orthogonaux deux &
deux, tels que F* @ F~ @ F° = E, &(z) > 0 sur F* < {0}, ®(z) < 0 sur F~ \ {0} et
®(z) = 0 sur F°, alors la signature de ® est (dim F*,dim F~). En effet, si (ey,...,ep)
(resp. (€pt1s--- »€ptq) (Eppgt1s- - »€n)) est une base orthogonale pour la restriction de @
i F* (resp. & F~, & F°), alors (ey,...,e,) est une base de E, et on peut écrire

P p+q
2(z) =) () lei (@) + D B(es)lef (=)
i=1 i=p+1

avec ¥(e;) >0pour 1 <i<petd(e,)<Opourp+1<i<p+yg.

1.3. Formes quadratiques et hermitiennes positives

Ici aussi, ® désigne une forme quadratique sur un R-e.v E ou une forme hermitienne sur
un Ce.v E, associé a la forme polaire . On dira que ® est positive si pour tout z € E,
®(z) > 0. En dimension finie, la signature d’une forme positive est de la forme (p,0).

THEOREME 3 (INEGALITE DE SCHWARZ). Si ® est positive, alors
V(z,y) € E*,  lo(z,y)* < 8(z)2(y)- (%)

St de plus ® est définie, il y a égalité si et seulement si x et y forment une famille liée.
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Démonstration. Méme si ® est une forme hermitienne, on peut supposer ¢(z,y) € R, quitte a
multiplier z par e/ avec § € R bien choisi. On a

VA € R, &(\z + y) = A2&(z) + 2Xp(x, y) + B(y) > 0. (%)

Si ®(z) = 0, pour tout A € R, (**) s’écrit 2Ap(z, y) + ®(y) > 0, ce qui entraine e(z,y) = 0.
Sinon ®(z) # 0, et le trindme du second degré (**) en A a un discriminant négatif, ce qui s’écrit
o(z,y)? — ®(z)®(y) < 0, d’otr 'inégalité.
Supposons & définie et z # 0 (le cas z = 0 est trivial). Alors &(z) # 0, de sorte que (*) est une
égalité si et seulement si le discriminant de (**) est nul, c’est a dire si et seulement s’il existe
Xo € R tel que ®(Moz + y) = 0, ce qui équivaut & Aoz + y = 0 puisque & est définie, c’est-a-dire
que la famille (z, y) est liée. (]

Conséquence. Si ® est positive, alors Cy = Ker ®, Cy désignant le cone isotrope de ®. En
particulier, une forme positive ® est définie si et seulement si elle est non dégénérée.

Remarque 9. Si E est normé, l'inégalité de Schwarz entraine la continuité de la forme
bilinéaire (ou sesquilinéaire) ¢ (résultat indépendant de la dimension de E).

COROLLAIRE 2 (INEGALITE DE MINKOWSKY). Si @ est positive, alors

V(z,9) € B>, \Je(z+y) < \/;(x) + \/;(y)-

L’inégalité de Minkowsky est une conséquence immédiate de l’inégalité de Schwarz. Elle
exprime que si ® est positive, S(z) = V@(z) définit une semi-norme. Si de plus @ est
définie, S est une norme (on dit alors que ¢ est un produit scalaire, voir la section 2).

1.4. Exercices

EXERCICE 1. Décomposer sous forme de somme de carrés les formes quadratiques ou
hermitiennes suivantes ; en déduire leur signature et leur rang.

a) &(z,y,2,t) = zy + yz + 2t + tz, (2,9,2,t) ERL

b) &(z,y,z) = z? - 2y* + zz + yz, (,y,2) € R>.

c) &(z,y,2) = Tz + Jy + Zz + Ty + 2F — §z — ¥7, (z,9,2) € C.

Solution. On va appliquer la méthode de Gauss, garantissant ainsi I’indépendance linéaire des
formes linéaires obtenues, ce qui nous permettra de calculer la signature de la forme correspondante.

a) 1l suffit d’écrire
1
<I>(:"”")z’t):(:'74'2)(1'/‘*'0: Z[(m+z+y+t)2—(:c+z-—y—t)2].

La signature de ® est donc (1,1), son rang 1+ 1=2.
b)Ona

b(z,y,2) = (m+%)2—%2—2y2+y2= (x+%)2—2(y—i-)2+2——7

La signature de & est donc (1, 2), son rang est 3.
¢)Ona

¥(z,9,2)=(z+y)T+Y) +2Z2-Fz —yZ
=@ +E+N+E-NE-D - =le+y +|z— v’ -y’

La signature de & est donc (2, 1) et son rang est 3.
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EXERCICE 2. Soit n € N*. On note G,[X] = {P € C[X] | deg(P) < n}. Démontrer que
Papplication

1 wra——————
é: G [X]—-C P '—>/ P(z)P(-z)dz
-1
est une forme hermitienne et calculer sa signature.

Solution. La forme sesquilinéaire
1
p: GIXP—C (P.Q)~ [ PEIQ(-2)ds
-1

est & symétrie hermitienne (on le vérifie facilement en effectuant le changement de variable z — —z
dans ’intégrale), et @ est sa forme hermitienne associée.

Notons P (resp. Z) le s.e.v des fonctions paires (resp. impaires) de C,[X]. On a P &I = G, [X]
puisque

si PePNIZI, P(—X)=P(X)=-P(X) donc P=0, ainsi PNI={0}

et
VP € Ca[X], p(X)=P(X)+2P(‘X)+P(X)‘2P('X), done P47 =Ca[X].
raa

Si P € P, P # 0, est une fonction paire, alors
®(P) = /11 P(z)P(x)dx = /11 |P(z)|?dz > 0,
et si P €Z, P # 0, est impaire,
a(P) = / 11 P(a)(~P(z)) dr = — / ll |P(x) dz < 0.
De plus, P et T sont ®-orthogonaux car
wr@erxz, [ 11 PE)a(-a)ds = [ 11 PEo)(-Qe)dz=- [ 11 P)Q(-2) ds,

donc ¢(P,Q) = 0. Avec la remarque 8, on en conclue que la signature de ® est (dimP,dim7) =

(/2] + 1, [(n + 1)/2]).

EXERCICE 3 (QUELQUES FORMES QUADRATIQUES SUR M,(R)). Montrer que les appli-
cations suivantes sont des formes quadratiques et calculer leur signature.

a) g : M, (R)—-R A (trA)>

b) g2: M,(R)—>R A+ tr(*AA).

€)g: M,(R)->R A tr(A?).

d) gs: M,(R)—>R A tr(SA'A), ot § € M,(R) est une matrice symétrique fixée.

Solution. Tout au long de ’exercice, nous aurons besoin du résultat suivant :

Si P=(piiigijcn o Q= (gij)iciicn €EMa(R), ona t(PQ)= Y pijgis (¥

1<i,j<n

La preuve est simple, il suffit de remarquer que ’élément d’indice (i, f) dans la produit PQ est égal
. n
&Y e Pig G-
a) L’application ¢; est bien une forme quadratique, sa forme polaire étant ¢; : (4,B) —
tr(A) tr(B).
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L’application trace est une forme linéaire sur Mpn (R). Son noyau H est donc un hyperplan de
M (R). Soit S un supplémentaire de H dans M, (R), de sorte que dimS =1 et VA € S, A#£0,
tr A # 0. Ainsi,

VA€ H, q(A)=0 et YBES,B#0, @(B)>0. (=)
De plus, pour tout couple (4,B) € H x S, ¢1(A, B) = tr(A)tr(B) = 0, donc H et S sont ¢3-
orthogonaux. Avec (**) et d’aprés la remarque 8, ceci suffit pour conclure que la signature de ¢1
est (1,0).
b) On a bien affaire 3 une forme quadratique, la forme polaire associée étant 3 : (A, B) — tr(*AB).
Maintenant, en appliquant le principe (*), on voit que toute matrice A = (aij)i<ii<n € Ma(R)
vérifie ¢a(A) = Z'.,j a?.j, ce qui suffit 3 prouver que ¢z est une forme définie positive, donc de
signature (n2,0) (en d’autres termes, c’est un produit scalaire sur M (R)).
c) La forme polaire associée a g3 est 3 : (A, B) — tr(AB).

La relation (*) prouve que si A € S (s.e.v des matrices symétriques de Mn(R)), g3(4) = 3_; ; a?;
donc la restriction ga|s de ¢3 & S est. définie positive. Si A € A (s.e.v des matrices antisymétriques),
(*) montre que g3(A) = =3, ; a};, ce qui prouve que g3 4 est définie négative. De plus, S®@ A =
M (R) (voir la remarque 2) et S et A sont ps-orthogonaux puisque si S € Set A €A,

03(S, A) = tr(SA) = tr(}(SA)) = tr(*A'S) = tr(—AS) = - tr(SA) = —pa(S, 4),

donc 3(S, A) = 0. D’aprés la remarque 8, ceci suffit pour conclure que la signature de g3 est
(dim S, dim A) = (n(n + 1)/2,n(n - 1)/2).
d) Remarquons tout d’abord que g4(A) = tr(SAA) = tr(*ASA). Sa forme polaire est p4 : (4, B) —

tr(*ASB).
La matrice S est symétrique. L’applicationR” = R X — t X SX est une forme quadratique. Si
I, 0 @
on note (p, ¢) sa signature, on s’apergoit. que S est congrue ala matrice J = { © ~1, u), autrement
0 00
dit
I, 0 0
AP € G¢,.(R), tpsp=J=} 0 -, ©
0o 0 O

Maintenant, on se donne B € M,(R) et on écrit B = PA avec A = (@i ;)1<ij,<n € Mn(R). Un
peu d’attention montre que

p n p+9g n
ga(B) = qa(PA) = tr('A'PSPA) = tr(ATA) = Y D al; — 3 Y al (#%%)
j=1i=1 j=p+1li=1

Les applications f; ; : B — a;; olt «;; est le coefficient. d’indice (i,j) dans A = P~1B formant
une famille libre de formes linéaires de My (R)*, expression (***) montre que la signature de ¢4
est (np,ng).

EXERCICE 4. Soit E un R-e.v de dimension finie et ® une forme quadratique sur E.Si®
est définie, montrer que @ est soit positive soit négative.

Solution. Soit (p,q) la signature de ® (au passage,onap+q= dim E car ® étant définie, P est

non dégénérée, c’est & dire rg® = p+¢ = dim E). 1l s’agit de montrer que p =0 ou ¢ = 0. Nous
allons raisonner par I’absurde en supposant p # 0 et ¢ # 0. On peut écrire

4 q
8(z)= Y pi(z)? - )_i(@)?,
i=1 i=1

oll @1,...,9p¥1,- .., ¥, sont des formes linéaires (on peut méme les supposer linéairement in-
dépendantes, mais nous n’en aurons pas besoin).
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Les formes linéaires ) — 41, p3,...,9p, ¥2,- .., ¥, sont an nombre de p+ ¢ — 1 < dim E, donc
si F désigne le sous espace de E* (dual de E) engendré par ces formes linéaires, on a dim F < n,
et donc l'orthogonal F° de F (au sens dual) est différent de {0}. En particulier, il existe x € E,
z # 0, tel que

P1(z) = ¥1(2) = p2(2) = - = pp(z) = $a2(z) = - - = Yg(x) = 0,
ce qui entraine @) () = ¥;(x) et
®(z) = p1(z)? — u(e)* = 0,
ce qui est contraire aux hypothéses puisque P est définie.

Remarque. Un autre moyen de faire est d’utiliser la continuité de ®. L’expression de ®
en termes matriciels ((X) = *X AX) montre en effet qu’en dimension finie, toute forme
quadratique est continue. Supposons maintenant ® ni positive ni négative. Alors il existe
z #0ety#0 tels que $(z) > 0 et &(y) < 0. On considére alors I'application

f:[0,1]=R A Bz +(1-N)).

L’application f est continue et f(0) = ®(y) < 0, f(1) = &(x) > 0 donc d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe A € ]0,1[ tel que f(A) = 0 = ®(Az + (1 — A)y),
et ® étant définie, on a Az + (1 — A)y = 0, donc y = Pz avec § = —A/(1 — A). Cedi
entraine ®(y) = ®(Bz) = F*®(x) > 0, ce qui est absurde. Le tour est joué. Cette derniére
démonstration montre qu’en dimension infinie, le résultat de ’exercice est vrai dés que
est continue.

— Le méme type de résultats vaut pour les formes hermitiennes.

EXERCICE 5 (SOUS ESPACES TOTALEMENT ISOTROPES). Soit € une forme quadratique
sur un K-e.v E de dimension finie n € N*. On appelle sous espace totalement isotrope
(en abrégé SETI) un s.e.v F' de E tel que pour tout z € F, ®&(z) = 0, ce qui équivaut
4 F C F*. On appelle SETI maximal (en abrégé SETIM) un SETI F tel que pour tout
SETI G vérifiant F C G,ona G = F.

1/ a) Soit F un SETI. Montrer que dim F < n — /2, ot r est le rang de ®.
b) Montrer que tout SETI est inclus dans un SETIM.

2/ On suppose dorénavant que ® est non dégénérée.
a) Soient F} et F, deux SETIM. On pose F = F} n F3, Sl un supplémentaire de F' dans
F, 8, un supplémentaire de F dans F, de sorte que F@ S, = F; et F@ S; = F3. Montrer
que §; N 3 = S NS, = {0}. En déduire dim F} = dim F5.

Les SETIM ont donc tous méme dimension ; cette dimension est appelée indice de ®.
b) On suppose ici K = R et @ de signature (p, q). Quel est I'indice de & ?

Solution. 1/ a) On a F C F1, donc dim F < dim F*, et avec la proposition 6,
2 dim F < dim F + dim F* = n + dim(F N Ker ®) < n + dim(Ker ) = 2n — r,

d’on le résultat.

b) Soit F un SETI et I' ensemble des SETI contenant F. On pose m = sup{dimG, G € I'}. Par
construction, il existe un SETI G tel que F C G et dimG = m. Le s.e.v G est alors un SETIM (si
H est un SETI et si G C H, alors F C H de sorte que H € I' et donc dim H < m, ce qui entraine
dimH =m =dimG et G = H).

2/ a) Soit ¢ € S; N Sy
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On a déja = € Fi. En effet, comme F, = F @ Sz, 0on a Fj- = F+ NSy, et il suffit de montrer
que = € FL. Ceci est vrai car z € Fi C Fi* C F* (la premiére inclusion provient du fait que F;
est un SETI et la seconde est une conséquence de ce que F C Fy).

Poursuivons. On a ¢ € $; C F) donc z est isotrope. Considérons le s.e.v G = Fqy 4+ Kz. Soit
z=y+kz € G (y € F3, k €K). En notant ¢ la forme polaire de ¢, on a

O(z) = B(y) + k> ®(z) + 2kp(z, y). (*)

On a y € F, donc ®(y) = 0; on a vu que $(z) = 0, et on a montré plus haut que = € F4, de sorte
que ¢(z,y) = 0, et donc (*) entraine ®(z) = 0. Ceci étant vrai pour tout z € G, on en déduit que
G est un SETI. Comme F> C G et que Fy est un SETIM, ceci entraine G = F; et donc = € F3. Or
r€S CF,doncze AAiNF,=F doncz€SiNF= {0}, ce qui entraine = = 0.

- Nous venons de montrer S; N Sy = {0}, c’est & dire que S; et S+ sont en somme directe,
ce qui entraine dimS; + dim S+ < dimE = n. La forme quadratique étant non dégénérée,
la proposition 6 entraine dim S+ = n — dim S, donc finalement dimS; + n — dimS,; < n, te
dim S; < dim S;. Par symétrie, on a également dimS; < dim Sy, d’ott dim S; = dim S et

dim Fy = dim(F @ S;) = dim F + dimS; = dim F + dim Sz = dim(F @ S;) = dim F3.

b) La non dégénérescence de P entraine p + ¢ = n. Notons k = inf{p,q}. Il existe une base

(e1,. .. ,en) de E dans laquelle la matrice de P a la forme ( 16’ OI . Posons F = Vect(e; +
—14

€pt1,.-- ek + €ppr). Pour tout ¢, 1 <4 < k, ®(ei + €pyi) = B(ei) + B(epyi) = 1 —1 = 0. Les
vecteurs e; étant de plus deux a deux orthogonaux, on en déduit que F' est un SETI.
Soit G un SETI tel que F C G. Donnons nous z € G, et écrivons z = 3 ;Ae;. On a

B(x)=0=3 N 3 A (0
i=1 i=p+1 ,

En désignant toujours par ¢ la forme polaire de ¢, on a
. . 1
Vi, 1<i<k, o(z,6+e€ppi)= 3 [B(x + € + epyi) — B(z) — Blei + €igp)] = 0= Ai — Aigp,

ce qui entraine A; = Apy; pour 1 <i < k. Avec (**) onadoncz = ZLI Xi(ei + epyi) € F, et ceci
pour tout SETI G contenant F. Le s.e.v F est donc un SETIM et indice de ® est dimF =k =

inf{p, ¢}.

EXERCICE 6. Soit E un K-e.v de dimension finie, soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire
telle que si (z,y) = 0 pour un quelconque couple (z,y) € E?, alors ¢(y, )= 0. Montrer
que  est symétrique ou antisymétrique.

Solution. Supposons dans un premier temps ¢ non dégénérée (i.e pour tout z #0, p(z,)) #0).
L’hypothése sur ¢ entraine que pour tout z € E, les formes linéaires

p(x,): y—p(x,y) et o(,x): vy oy, 7)

ont méme noyau. Comme elles sont non nulles, il existe A, € K tel que @(z,-) = Azp(:, ) (voir la
proposition 5 page 129).
On considére maintenant les applications

f: EmE* zwp(z,) et g: E—>E zwp(,7)

Ces applications sont linéaires, injectives (car ¢ est non dégénérée), donc bijectives (car dim E =
dim E*). Or, comme on a vu plus haut, pour tout x € E, f(z) = Azg(x), ou encore fog~Hz) = Az
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avec A; € K. D’aprés la proposition 3 page 113, f o ¢! est donc une homothétie, autrement dit il
existe A € K tel que fo g~! = AId ou encore f = Ag. Ceci s’écrit aussi

Ve € E, ¢(z,)=2xp(, %)

et donc
Ve,y € E, ¢(z,9) = dp(y, z) = Np(z,y).
On en déduit que A? = 1, donc que A € {~1,1}. La forme bilinéaire ¢ est donc symétrique ou
antisymétrique.
— Traitons maintenant le cas général. On considére Ker p = {z € E, p(z,-) = 0}. Soit F un sev

de E tel que Kerp @ F = E. Comme F N Ker ¢ = {0}, la restriction de ¢ & F est non dégénérée,
de sorte que ’on peut appliquer ce que P’on vient de montrer :°

(Fee{-1,1}), V(=z,y) € F?,o(z,y) = £p(y, 7).

Ceci étant, on se donne (z,y) € E? et on écrit & = zy 423, y = y1 + Y2 (z1, 11 € Kerp, z5,92 € F).
Ona

p(z,y) = p(z1, 11 + y2) + ©(2, 41 + y2) = p(22, 11 + y2) = (=2, y2) = €p(y2, 22) = (Y, T),

d’oul le résultat.

2. Espaces préhilbertiens

2.1. Généralités

Soit & une forme quadratique (resp. hermitienne) sur un R-e.v (resp. un C-e.v) E. On
dit que ® est positive si pour tout z € E, &(x) > 0.

Supposons ® définie positive. Sa forme polaire ¢ s’appelle un produit scalaire (resp. un
produit scalaire hermitien). On note souvent p(z,y) = z-you(zly). Onaz-y=y-z
(resp. z -y = §~Z). On écrit souvent z2 pour z - z.

Dans ce cas, l'inégalité de Minkowsky (voir le corollaire 2 de la partie précédente)
montre que ||z|| = \/®(x) = /= - = définit une norme sur E. Cette norme s’appelle norme
euclidienne (resp. norme hermitienne) et fait de E un e.v normé.

Un R-e.v muni d’un produit scalaire s’appelle un espace préhilbertien réel (s'il est de
plus complet — pour la norme issue du produit scalaire — on dit que c’est un espace
hilbertien réel). S’il est de dimension finie, on 'appelle également espace euclidien. Sauf
mention explicite, la norme utilisée sur un espace préhilbertien est la norme euclidienne.

Un C-e.v muni d’un produit scalaire hermitien s’appelle un espace préhilbertien com-
plexe. S’il est de dimension finie, on I’appelle également espace hermitien.

L’inégalité de Schwarz s’écrit

Vz,y € E, |z-yl <[zl -llvll-

Ainsi, si E est un espace préhilbertien réel,

Ty
Ve,ye E,z #0,y#0, 30 €[0,7]),cos8 = ————.
ll=l| - llwll

Le réel 8 s’appelle ’écart angulaire de = et y.

Remarque 1. On ne définit pas I’écart angulaire dans un espace préhilbertien complexe.

Dans toute la suite, nous utiliserons ces notations.
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2.2. Orthogonalité

L’orthogonalité définie pour une forme quadratique ou hermitienne subsiste pour un
produit scalaire. Ainsi, deux vecteurs z et y sont dit orthogonaux si et seulement siz-y = 0
(ou encore si et seulement si y -z = 0).

Une famille de vecteurs non nuls (e;)ier est dite orthogonale si elle vérifie e; - ¢; = 0 dés
que i # j (et C’est alors une famille libre). Si de plus on a [le|| = 1 pour tout iella
famille est dite orthonormale (ou orthonormée).

On peut ainsi parler de base orthogonale ou orthonormale. Si E est un espace euclidien
(resp. hermitien) et si (€1, ... ,en) est une base orthonormée de F, alors

n n n n
V$=Z$i€i€E,Vy‘=2yiei €E, -"?'3/=2$i3/i (resp.z-y=z.’v7y,-).
i=1 i=1 i=1 i=1

Par ailleurs les coordonnées (z;) de = dans la base orthonormale (e;) de E vérifient z; =
€~ T,

PROPOSITION 1. Si(e;)ier est une famille finie orthogonale de vecteurs de E, on a l'égalité
| Cier &ill® = Tier llesll?.

Remarque 2. Dans un espace préhilbertien réel, si ||z + y|I* = [|l=||* + livl|?, alors = et y
sont orthogonaux. Ceci est faux dans un espace préhilbertien complexe (par exemple, si
z # 0, ||z +iz|? = |1+ i?[lz]|* = 2||2]|* = [|=}|* + [liz||* et pourtant z et iz ne sont pas
orthogonaux).

THEOREME 1 (DE LA MEDIANE). Pour tout couple (z,y) € E?, on a
le +ylI* + llz — yll* = 2(ll=|* + lyll*)-

Remarque 3. — On peut montrer réciproquement que si une norme vérifie cette re-
lation, c’est une norme euclidienne (resp. hermitienne) — voir I'exercice 9.
— Le théoréme de la médiane est encore appelé identité du parallélogramme

Procédé d’orthogonalisation de Schmidt. Nous allons construire, en partant d’une
famille libre finie (e,...,e,) de vecteurs de E, une base orthogonale (u1y...,u,) de
Vect(ey, . - . , €, ) telle que pour tout k, ux € Vect(ey, ... ,ex). On procéde par récurrence.

e On prend u, = e;.
e On cherche u, sous la forme e; + A; 2 ;. On veut que u; -uz = 0, ce qui sera réalisé

si et seulement si u e
1° €3
Atz

' llu|f?

e Les vecteurs u,, ..., u;_; étant construits, on cherche u; sous la forme e + A1 1+
o4 Apo1,k Ug—1. On veut que u; - u; = 0 pour 1 < i< k-1, ce qui sera réalisé si
et seulement si on prend

U; * €
Aip = —

’ flusll?”

En normant les vecteurs u;, on obtient méme une base orthonormée.

Remarque 4. La matrice de passage de la famille (e;) & la famille (u;) est de la forme

1 X eee X
P = 0 1

: . o X

0 --- 0 1

THEOREME 2. Soit E un espace préhilbertien (réel ou complere) et F un s.e.v de E. Alors
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(i) Fc Pt
(ii) Si F est de dimension finie, ona E = F@ F* et F = F++,

Démonstration. L’assertion (i) résulte de la proposition 3 de la section 1 et la (ii) est une application
de la proposition 7 de la section 1. 0

Remarque 5. L’assertion (ii) reste vraie en dimension infinie si F est complet mais est
fausse dans le cas général (voir I’exercice 10).

projection et symétrie orthogonale.

DEFINITION 1. Soit E un espace préhilbertien et F un s.e.v de E de dimension finie. Le
théoréme précédent dit que F @ F* = E.
— On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallélement & F*.
— On appelle symétrie orthogonale par rapport & F la symétrie par rapport a F
parallélement & F*.

PROPOSITION 2. Soit E un espace préhilbertien et F un s.e.v de E de dimension finie.
Soit z € E et p la projection orthogonale sur F. La distance de ¢ a F, définie par d(z, F) =

infyer ||z — yll, vérifie d(z, F) = ||z — p(=)||.

Démonstration. Soity € F.Onaz—y = (z—p(z))+(p(x)~y). Or z—p(z) € FL et p(z)~y € F,
donc ||z — y||? = [}z — p(=)||* + {lp(z) — y|?, donc infyep ||z — y||? = ||z — p(2)||?, d’ot le résultat. O

2.3. Isométries et endomorphismes unitaires

DEFINITION 2. Soit E un espace préhilbertien et f € L(E) telle que pour tout z € E,
17 (@)l = ll=Il.
— Si E est préhilbertien réel, f est appelé isométrie (on dit aussi endomorphisme
orthogonal).
— Si E est préhilbertien complexe, f est appelé endomorphisme unitaire.

ProrosITION 3. Soit E un espace préhilbertien et f une application de E dans E. Alors
[ est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire) si et seulement si

V(:c,y)e E27 f(.'r)f(y)zzy (*)
Remarque 6. Noter que la relation (*) implique la linéarité de f.

ProposITION 4. Si f € L(E) est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire) alors
I est injective. Si de plus E est de dimension finie alors f est bijective.

PROPOSITION 5. — L’ensemble des isométries d’un espace euclidien E est un groupe
(muni de la loi o de composition), appelé groupe orthogonal de E et noté O(E).
— L’ensemble des endomorphismes unitaires d’un espace hermitien E est un groupe
appelé groupe unitaire de E et noté U(E).
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Propriétés matricielles des isométries et des endomorphismes unitaires.

PROPOSITION 6. Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) et f € L(E). Alors f est
une isométrie (ou un endomorphisme unitaire) si et seulement si ’image d’une base or-
thonormale de E par f est une base orthonormale de E.

Conséquence. Soit B une base orthonormale de E et f € L(E) une isométrie (resp. un
endomorphisme unitaire). Si on désigne par A la matrice de f dans B (4 = [f]g), alors

'"AA = A'A = I, (resp. *AA = A'A = I,).

On en déduit que det(*A) det(A) = 1 = (det(A))? (resp. det(*A) det(A) = 1 = | det(4)]?).

— Si f est une isométrie, on a donc (det f)? = 1, ou encore det f € {—1,1}.
— Si f est un endomorphisme unitaire, on a | det f|? = 1, donc | det f| = 1.

DEFINITION 3. — Si A € M, (R) vérifie 'AA = I,, A s’appelle une matrice orthogo-
nale.
~ Si A € M,(C) vérifie 'AA = I,,, A s’appelle une matrice unitaire.
— L’ensemble des matrices orthogonales de M,(R) constitue un groupe noté O,,
celui des matrices unitaires de M,(C) est un groupe noté U,.

DEFINITION 4. — Soit f une isométrie d’un espace euclidien E. On dit que f est une
isométrie directe si det f = 1, une isométrie indirecte si det f = —1.
— L'ensemble {f € O(E),det f = 1} est un sous groupe distingué de O(E) appelé
groupe spécial orthogonal de E et noté O*(E) (on le note encore SO(E)).
— Si E est hermitien, ensemble {f € U(E),det f = 1} est un sous groupe distingué
de U(E) noté SU(E).

— Pour les matrices, on note également
SO0, =0rt={A€cO, | detA=1} et SU,={A€lU,| detA=1}

L’ensemble SO, est un sous groupe distingué de O,, SU, un sous groupe distingué

del,.

La réduction des endomorphismes orthogonaux ou unitaires fait I'objet de la partie 3.1.

2.4. Endomorphismes adjoints

DEFINITION 5 (ADJOINT). Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) et f et g € L(E).
Les endomorphismes f et g sont dits adjoints si

V(z,y) € E*,  f(z)-y==-g(y) (*)

L’endomorphisme f étant donné, il existe au plus un endomorphisme g vérifiant (*).
Lorsqu’il existe, on I'appelle adjoint de f et on le note f*. Lorsque f = f*, f est dit
autoadjoint.

Remarque 7. — L’adjoint f* d’un endomorphisme f n’existe pas toujours (nous ver-
rons cependant qu’en dimension finie, et plus généralement dans un espace hilber-
tien lorsque f est continu, I’adjoint de f existe).

— Lorsque f* existe, (f*)* = f** existe et on a f** = f.
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Etude en dimension finie. Notation. Nous utiliserons la notation introduite dans la
partie 1.2 : si M désigne une matrice complexe, on note M* = *M sa transconjuguée.
Ainsi, lorsque M est une matrice réelle, M* désignera tout simplement la transposée de
M.

Soit E un espace euclidien ou hermitien, B une base orthonormée de E. Soit f € L(E),
M la matrice de f dans la base B : M = [f]p. On cherche un endomorphisme g qui soit
I’adjoint de f. En notant N = [g]p, on voit que la relation (*) est vérifiée si et seulement
si

pour tous vecteurs X,Y, (MX)'Y = X*(NY) ouencore X*M'Y = X*NY.

L’endomorphisme g est donc ’adjoint de f si et seulement sa matrice N dans la base B
vérifie N = M. En résumé, pour tout f € L(E), f* existe et [f*]p = [f]}.

Remarque 8. — Attention, ceci n’est vrai que lorsque B est une base orthonormée de
E.

— Si E est euclidien, un endomorphisine f € L(E) est autoadjoint (on dit encore
syméirique) si et seulement si la matrice de f dans une quelconque base orthonor-
mée de E est symétrique.

— Si E est hermitien, f est autoadjoint si et seulement si sa matrice M dans une
base orthonormée de E est hermitienne (i.c si elle vérifie ‘M = M).

Réduction des endomorphismes autoadjoints. Nous aurons besoin de la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 7. Soit E un espace euclidien ou hermitien, et f € L(E) un endomorphisme
autoadjoint. Si F est un s.e.v de E stable par f, alors F1 est stable par f.

Démonstration. 11 suffit d’écrire que
Vre FVye F*, = f(y) =f(z) - y=0.
]

THEOREME 3. Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) et f € L(E) un endomorphisme
autoadjoint. Alors il existe une base orthonormée de vecteurs propres pour f (et de plus
ses valeurs propres sont réelles).
Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Pour n = 1, c’est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. On considére I’application
®: E—>R =z z- f(x). Clest une forme guadratique (resp. hermitienne), de forme polaire
e(x,y) = = - f(y). Comme on est en dimension finie, la sphére unité S = {z € E, ||z} = 1} de E
est compacte, et ® étant continue (toujours parce que 1’on est en dimension finie), il existe zo € S
tel que ®(z0) = sup, 5 B(z) = A

Ceci étant, on considére la forme guadratique (resp. hermitienne) définie par ®;(z) = A||=||* -
®(z). La forme ®; est positive par construction de X. Or ®;(zy) = 0, i.¢ ®; n’est. pas définie, et
donc @, est dégénérée (rappelons qu’une forme positive est définie si et seulement si elle est non
dégénérée, voir la conséquence de P'inégalité de Schwarz, partie 1.3). La forme polaire de &, étant
p1(x,y) = = - g(y) avec ¢ = AIdg —f, la dégénérescence de ®; entraine ’existence de r # 0 tel
que pour tout y € E, ¢1(x,y) = 0 = z - g(y). L’application g n’est donc pas surjective (z n’est pas
atteint), donc non injective (g est. un endomorphisme en dimension finie), ce qui entraine I’existence
d’un vecteur normé ¢; tel que g(e;) = 0 = ey — f(e1). Autrement dit, A € R est valeur propre
de f associée au vecteur propre ;. Posons H = (Vecte;)t. D’aprés la proposition précédente,
H est stable par f. La restriction de f & H étant autoadjointe, I’hypothése de récurrence assure
Pexistence d’une base orthonormée (ez, . . . , e,) de H qui diagonalise fiy (& valeurs propres réelles).
La base (ey, ... ,e,) est alors une base orthonormée qui diagonalise f, et les valeurs propres de f
sont toutes réelles. (]
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La version matricielle de ce théoréme est la suivante.

+ COROLLAIRE 1. Soit M € M,(R) (resp. M € M,(C)) une matrice symétrique (resp.
hermitienne). Alors il existe une matrice C orthogonale (Tesp. unitaire) telle que

C™'MC =C*MC = D,

D étant une matrice diagonale réelle.

Démonstration. On note E = R™ (resp. E = C*). Munissons E du produit scalaire (resp. du
produit scalaire hermitien) usuel :

n n
@1, %n) (U1,e - Yn) = D ti  (resp. = Fimi)-
i=1 i=1

Soit f € L(F) dont la matrice dans la base canonique B de E est M : {fls = M. Comme f
est antoadjoint (car M est symétricque, resp. hermitienne), il existe d’aprés le théoréme précédent

une base B’ orthonormée de E telle que [f]p: = D soit diagonale réelle. Si on désigne par C la
matrice de passage de la base B & la base B’, C est une matrice orthogonale (resp. unitaire) et
C-IMC=C*MC=D. 0

Remargue 9. On rappelle qu’une matrice symétrique (resp. hermitienne) M est positive
si la forme quadratique (resp. hermitienne) X — X*M X est positive. Elle est dite définie
positive si cette forme guadratique est définie positive. Le corollaire montre que M est
positive (resp. définie positive) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives
(resp. strictement positives).

COROLLAIRE 2. Soit & une forme quadratique (resp. hermitienne) sur un espace euclidien
(resp. hermitien) E. Alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice
de ® est diagonale réelle.

Démonstration. Soit B une base orthonormée de E et soit M la matrice de @ dans la base B.
La matrice M est symétrique (resp. hermitienne), et d’aprés le corollaire précédent, il existe une
matrice C orthogonale (resp. unitaire) telle que C*MC = D est diagonale réelle. La matrice C
défini un changement de base orthogonal qui fait passer de la base B 4 une base orthonormée B’,
et la matrice de ® dans la base B’ est D, d’oll le résultat. O

Remarque 10. Notez bien la différence entre ce dernier corollaire et le théoréme 1 de la
page 227. Ici, la base qui diagonalise ® a en plus la propriété d’étre orthonormée pour le
produit scalaire de V’espace E.

— COROLLAIRE 3. Soient M, N deuz matrices symétriques (resp. hermitiennes), telles que
la matrice M soit définie positive. Alors il existe une matrice C inversible telle que

C*MC=1I, e C*'NC=D,

ot D est une matrice diagonale réelle.

Démonstration. Sur E = R" (resp. sur E = C*), 'application & : (X,Y) — X*MY défini
un produit scalaire, et ¥ : X ~— X*NX une forme quadratique (resp. hermitienne). D’aprés le
corollaire précédent, il existe une base B orthonormée (pour le produit scalaire ®) telle que la
matrice D de ¥ dans B soit diagonale réelle. En désignant par C la matrice de passage de la base
canonique de E i la base B,on a C*MC = I, et C*NC = D, d’olt le résultat. ]

Remarque 11. Ce dernier corollaire rend parfois de précieux services. On peut le voir
comme un résultat de pseudo-réduction simultanée. Prenez garde au fait que la matrice
C n’est en général pas orthogonale (ou unitaire).
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2.5. Exercices

EXERCICE 1 (RACINE CARREE D’UNE MATRICE HERMITIENNE POSITIVE). Soit H €
M, (C) une matrice hermitienne positive. Montrer qu’il existe une unique matrice R her-
mitienne positive telle que H = R?.

Solution. Ezisience. La matrice H étant hermitienne, il existe une matrice unitaire C telle que

A O - 0
CHc=c'HC=| © * T ' |_op
I

D étant diagonale réelle. Comme H est positive, tous les \; sont positifs donc pour tout i, il existe
#i > 0 tel que A; = pu?. En posant

I 0 1]
D= 0 p2 .
0 -+ 0 pn

on a D'? = D de sorte que R = CD'C-! = CD'C est hermitienne positive et vérifie
R*=cD?’c'=CDC™' = H.

Unicité. Soit R hermitienne positive telle que R? = H. Soient h et r les endomorphismes de C
dont H et R sont les matrices dans la base canonique de C*. Comme H est hermitienne, h est
autoadjoint. Ses valeurs propres Ay, ..., A, sont positives car H est positive. Notons E),, ..., Ej,
les sous espaces propres correspondants. Comme r commute avec r? = h, chaque E), est stable
par r (voir la proposition 7 page 164). On note r; = TIEs, - Onarf=X Idg,,, et r; est autoadjoint
positif;; toute valeur propre u de r; vérifie 42 = J;, donc u = +/X; est la seule valeur propre possible
de r; (car les valeurs propres de r;, qui sont des valeurs propres de r donc de R, sont positives).
Comme 7; est de plus diagonalisable (car autoadjoint), on en déduit r; = v/A; IdE,",.

Résumons. Si ? = h, alors forcément pour tout i, "B, = VD Id, E»,» ce qui définit r de maniére
unique, d’ol ’unicité de R.

EXERCICE 2. Soit E un espace hermitien et f et g deux endomorphismes autoadjoints de
L(E) tels que fg = gf. Montrer que f et g sont diagonalisables dans une base commune
de vecteurs propres orthonormés.

Solution. Les endomorphismes f et g étant autoadjoints, on sait déja qu’ils se diagonalisent chacun
dans une base orthonormée. Il nous reste & montrer que I’on peut prendre la méme base pour les
deux.

Notons A, ..., A, les valeurs propres (distinctes) de f, Ej,,..., E\, les sous espaces propres
correspondants. Les E,; sont deux & deux orthogonaux (pour s’en persuader, diagonaliser f dans
une base orthonormée). Comme f et ¢ commutent, les E), sont stables par g. La restriction de g &
E), étant autoadjointe, il existe une base orthonormée B; de Ej, diagonalisant g E»,- Les Ej, étant
deux a deux orthogonaux, on en déduit que B = B; U---U B, est une base orthonormée. Cette
base diagonalise g par construction ainsi que f puisque chaque vecteur e de B; vérifie f(e) = \e.

Remarque. De la méme maniére que dans I'exercice 4 de la partie 1.6 du chapitre IV, ce
résultat se généralise & toute famille (f;);c; d’endomorphismes autoadjoints commutant
deux a deux.
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EXERCICE 3. Soit E un espace hermitien et f € L(E).

a) Montrer que f est trigonalisable dans une base orthonormée de E.

b) Si f et ¢ € £L(E) commutent, montrer qu’il existe une base orthonormée de E trigo-
nalisant 4 la fois f et g.

Solution. a) Nous allons donner deux moyens de procéder.

Premiére méthode. Le corps C étant algébriquement clos, f est trigonalisable dans une base
B = (e1,...,¢en) de E, et donc pour tout k, f(ex) € Vect(ey, ..., ex). Soit (uy,... ,Un) la base
orthonormée de Schmidt associée a B. Pour tout k, on a Vect(uy,...,ur) = Vect(e,...,ex), et
donc

Vk,1 <k<n, f(ux)€ f(Vect(ey,...,er)) C Vect(er,... ,er) = Vect(uy,..., ur).

Ceci prouve que la matrice de f dans la base orthonormée (uy, . .. , Un) est triangulaire supérieure.
Seconde méthode. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, c’est évident.
Supposons maintenant le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le an rang n. Soit A € C une
valeur propre de f* et € un vecteur propre normé associé. Alors

Vz € (Vecte)t, f(z) e=xz-f'(e)=z-de=A(x-¢) =0,

autrement dit Phyperplan H = (Vect ¢) est stable par f. On peut donc appliquer I’hypothése
de récurrence & fig, ce qui montre P'existence d’une base orthonormée (ey,...,en1) de H qui
trigonalise fiir. La matrice de f dans la base orthonormée (e1,. .. ,en—1,€) (elle est orthonormée
car ¢ est orthogonal & H) de E est donc de la forme

x x | x
0

x | x
0 0] x

donc triangulaire supérieure, d’ott le résultat.

b) Nous allons ici aussi donner deux méthodes.

Premiére méthode. D’aprés le théoréme 5 de la partie 1.5 du chapitre IV (page 164), il existe une
base B = (e1,...,¢tn) de E trigonalisant f et g. Pour les mémes raisons que dans la premiére
solution de la question a), la base de Schmidt orthonormée associée a B trigonalise f, ainsi que g,
d’otl le résultat.

Seconde méthode. Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Pour n = 1, c’est évident.
Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. Dans une base orthonormée
de E, les matrices de f* et g* sont les transposées de celles de f et ¢ donc elles commutent, ce
qui entraine que f* et g* commutent. Il existe donc un vecteur propre e normé commun a f* et
g*. Pour les mémes raisons que dans la deuxiéme solution de la question a), H = (Vect e)t est
un hyperplan de E stable par f et g. Comme fig et gy commutent, I’hypothése de récurrence
entraine Pexistence d’une base orthonormée (e1, ... ,€en—1) de H trigonalisant fiz et g|n. Il n’est
alors pas difficile de voir que la base (e, ... ,€n—1,€) est orthonormée et qu’elle trigonalise f et g.

Remarque. Dela méme maniére qu’a l’exercice 4 de la’partie 1.6 du chapitre IV (page 170),
le résultat b) se généralise 3 une famille quelconque ( fi)ies d’endomorphismes commutant
deux a deux.

EXERCICE 4 (CARACTERISATION DES MATRICES POSITIVES). Soit M = (@ij)1gij<n €
M, (R) une matrice symétrique.

a) Pour tout k € {1,...,n}, on note My = (4;;)1<ijce € Mi(R). Montrer que M est
définie positive si et seulement si pour tout k € {1,...,n}, det M > 0.
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b) Pour tout I C {1,...,n}, on note M; = (@; ;) j)er»- Montrer que M est une matrice
positive si et seulement si pour tout I, det M; > 0.

Solution. a) Condition nécessaire. Soit q la forme quadratique dont M est la matrice dans la
base canonique (e1,...,e,) de IR”. Pour tout k, Mp est la matrice de la restriction de ¢ &
Vect(ey, ... ,ex). Cette restriction est, comme g, définie positive, donc M} est une matrice définie
positive, d’olt on tire det M > 0, et ceci pour tout k.

Condition suffisanie. Raisonnons par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident. Supposons

le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Notons H = Vect(ey,...,en_1).
D’aprés I’hypothése de récurrence, la restriction gy de ¢ & H est définie positive. Il existe donc
une base (e},...,eh_;) de H orthonormée pour gz, de sorte que dans la base (e},...,€,_;,€n)
de IR™, la matrice de q est de la forme

1 0 a

0 1 Un_1

ap -+ Gpn-1| Gn

On cherche maintenant un vecteur ¢/, de la forme €/, = e, + 3 1oy i€} qui soit g-orthogonal

aux €/ (1 < i < n—1). Notons ¢ la forme polaire de ¢. On a ¢(e},en) = 0 si et seulement

Ai = —p(el, en) = —a;. Ceci montre qu’en choisissant €], = en — Z::ll a;el, la base (ef,...,€p)
est g-orthogonale. Dans cette base, la matrice de ¢ est de la forme
1 0 0
P = 0
1 o0
0 0 «

Le signe de det P est celui de det M, c’est a dire det P > 0, donc a > 0, ce qui prouve que g est
définie positive. La matrice M est donc définie positive.

b) Condition nécessaire. On désigne toujours par ¢ la forme quadratique de R"™ dont M est la
matrice dans la base canonique (ey, . .. ,€,) de R™. Pour tout I, My est la matrice de la restriction
de ¢ & Vect(e;)ier, qui est positive. La matrice My est donc positive, ce qui entraine det M; > 0.

Condition suffisante. Commengons par montrer

V& >0, det(M +=zl,)>0. (*)
On sait que
det(M + zlp) = 2" + f12" "  + -+ P17 + B,

ol pour tout i, f; est la somme des mineurs principaux d’ordre i, i.¢ §; = 3¢, q7=; det Mr > 0.
La positivité des f3; entraine alors (*).

On applique maintenant le résultat (¥) & chacune des matrices M; (on peut, les hypothéses sont,
vérifiées), ce qui donne

V> 0,Vke{l,...,n}, det(M;+=l)>0.

En appliquant le résultat de la question a), On en déduit que pour tout z > 0, la matrice M + =1,
est définie positive. Autrement dit, pour tout £ > 0, on a

VX €R", 'X(M + zI,)X > 0.

En fixant X et en faisant tendre z vers 0, cette inégalité entraine XM X > 0, et ceci pour tout
X € R", donc M est positive.

Remarque. Le résultat de la question a) peut s’avérer utile; il est donc souhaitable de
savoir le redémontrer.
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EXERCICE 5. a) Soit une application continue
M: [0,1] > Mu(R) t— M(t) = [ai;(D)iciigns

telle que pour tout ¢ € ]0, 1[, M(t) est symétrique définie positive. Montrer que la matrice

A= /ol M(t)dt = (/ol ai(t) dt)1<i j<n

est symétrique définie positive.
b) Application. Montrer que la matrice

(et
L+ i =41/ 1gign

est définie positive (on pourra utiliser le résultat de la question a) de I’exercice précédent).

Solution. a) Il est clair que A est symétrique. .
Maintenant réfléchissons. Une somme finie de matrices (M;)1<i<p symétriques définies positives
est définie positive. Pour cela, il suffit d’écrire ¢qne pour tout vecteur colonne X # 0 de R

4 P
Vi'XM;X >0 donc 3 'XM;X='X(3_ M)X>0.

i=1 i=1
Ceci étant vrai pour tout X # 0, on a prouvé que ), M; est définie positive.

- Ici, on a affaire non pas & une somme finie, mais une somme continue. On procéde de la méme
maniére. Fixons un vecteur colonne X de R™, X # 0. Pour tout t €]0,1[, on a EXM()X > 0,
donc par continuité de ¢ — *XM (1) X,

1 1
/ tXM(t)X dt >0 ouencore ‘X (/ M(t) (lt) X ='XAX >0.
0 0

Ceci étant vrai pour tout X # 0, A est définie positive.

b) On remarque que

1 /1 li-il
—_— -t dt.
14+1i—jl| 0

D’aprés a), le résultat sera prouvé si on montre que pour tout t € ]0,1[, la matrice symétrique
M(t) = (#~1)1<i j<n est définie positive.

Pour tout r, 1 < r < n, on pose D,(t) = det(t#=3!)14; j<,. Nous allons prouver que D.(t) =
(1—12)"! ce qui prouvera, en vertu de la question a) de I’exercice précédent, que M (t) est définie
positive pour 1 € ]0, 1{.

On procéde par récurrence sur 7. Pour r = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang
r et montrons le au rang r + 1. On écrit

1 Tt e b 1 t ..ol 0
t 1 tr—l t 1 0
D)=} = ' = (1-1)D.(?)
Tt | t -t . 1 0
ool ot 1 oot ot 1-42

(on a retranché t fois I’avant derniére colonne & la derniére, puis on a développé par rapport a la
derniére colonne), d’oi le résultat.
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— EXERCICE 6 (DECOMPOSITION POLAIRE). Soit A € M,,(C). Montrer qu'’il existe un couple
de matrices (U, H), U étant unitaire et H hermitienne positive, tel que A = UH. Si A est
inversible, montrer que le couple (U, H) ainsi défini est unique.

Solution. Clest trés classique. l
Ezistence. Si A= UH, alors A* = HU! donc A*A = H? (on rappelle que la notation A* désigne
la matrice *A). Nous allons par conséquent commencer par chercher une matrice hermitienne H
vérifiant A*A = H?.

La matrice A*A est hermitienne car (A*A)* = A*A** = A*A. Par ailleurs, pour tout vecteur
colonne X, on a

X*(A*A)X = (AX)*'AX = ||[AX||? >0

(I - |t désignant la norme hermitienne standard sur C*), ce qui prouve que A* A est positive. D’aprés
Pexercice 1, il existe donc une matrice hermitienne H positive telle que A*A = H2.

Supposons maintenant A inversible. Alors H est inversible, et en posant U = AH™!, on a
U*U=H"1A*AH"! = I,,, donc U est unitaire et A = UH, d’olt I’existence.

Si A n’est pas inversible, c’est un peu plus délicat. Nous allons donner deux méthodes, la premiére
étant de nature constructive, la seconde de nature topologique.

Premiére méthode. Notons a et h les endomorphismes de C* dont les matrices dans la base canon-
ique de C* sont A et H. Comme a*a = h? avec h autoadjoint, on a

V€', [la(@)ll’ = alr) - alz) = z -a*a(z) = z - h*(z) = h(z) - h(z) = [[A(=)II%,

donc Ker h = Ker a. Ceci entraine dim(Ima)* = dimKer h, de sorte qu’il existe un isomorphisme
unitaire ug envoyant Ker h sur (Ima)t. En diagonalisant h autoadjoint, on s’apergoit que hjima
est un isomorphisme envoyant Imh sur lui méme, et que (Ker h)* = Imh. On définit maintenant
Pendomorphisme u par
{ Vz€Imh, u(z)=ao h'|_len W(@)
Vo € Kerh, u(z)=uy(z) )

On a ainst a = uo h, car
{ Ve €lmh, wuoh(x)=a(zx)
Ve €Kerh, uoh(z)=0=a(z) ~
Il nous reste 3 montrer que u est unitaire. Pour cela, donnons nous un vecteur y, et écrivons
Y=y +2 9 €Imh, z € Kerh. Soit # € Imh tel que yo = h(x). Alors u(y) = u(h(z)) + u(z) =
a(z) + uo(2), et comme uo(z) € (Ima)t,

Nu@)I? = lla(@)1? + lluo(2)II*.
Par construction de uy, on a ||ua(2)]| = [}z||. Par ailleurs,
la(2)l1? = a(x) - a(e) = = - a*a(s) = = - hi(z) = h(z) - h(z) = [IA@)II* = [lwoll*,

donc finalement
lu()I? = Hlyoll® + 11207 = [ll)*.
Notons U la matrice de u dans la base canonique de C*. On a a = uoh donc A =UH, avec U
unitaire, d’ou le résultat.

Seconde méthode. L’ensemble des matrices inversibles étant dense dans M, (C) (voir la propo-
sition 2, page 181), on peut écrire A comme une limite de matrices inversibles (4, )pen. Le cas
A inversible nous permet d’affirmer que pour tout p € N, il existe deux matrices U, unitaire et
H, hermitienne positive telles que A, = U,H,. L’ensemble des matrices unitaires étant compact
(c’est un fermé borné de M, (C), fermé comme image réciproque de {I,} par I’application continue
U = U*U, borné car tous les vecteurs colonnes d’une matrice unitaire sont de norme 1), il existe
une sous suite (Uy(p)) de (Up) qui converge. Notons U sa limite (U est unitaire) et H = U* A. Pour
tout p, H,p) = U;(p)A est hermitienne positive, et en passant i la limite lorsque p — +00, on en
conclue que H = U*A est hermitienne positive (en effet, une limite H de matrices hermitiennes
positives (Hp) est clairement hermitienne, et positive car pour tout X € C* fixé, ona X*Hp,X > 0,
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donc X*HX > 0 — faire tendre p vers I'infini — et ceci est vrai pour tout X). Finalement, on a
A = UH avec U unitaire et H hermitienne positive.

Unicité (lorsque A est inversible). D’aprés I'exercice 1, il existe une unique matrice H hermitienne
positive telle que A* A = H? (rappelons que A* A est hermitienne positive), ce qui prouve P'unicité
de H, donc de U car U = AH™L.

EXERCICE 7 (DECOMPOSITION D’IWASAWA). a) Soit A € M,(C) une matrice hermiti-
enne définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure T' &
coefficients diagonaux positifs, telle que A = T*T.

b) Soit A € M,(C) une matrice inversible. Montrer qu'il existe un unique couple de ma-
trices (U, T'), avec U unitaire et T triangulaire supérieure & coefficients diagonaux positifs,

tel que A = UT.

Solution. a) Comme A est hermitienne définie positive, A est la matrice d’un produit scalaire
hermitien dans la base canonique B = (¢;,... ,¢€q) de C*. Ecrire A = P*P, c’est dire que P est la
matrice de passage d’une base B’ orthonormée pour ce produit scalaire & la base B.

I s’agit par conséquent de déterminer les bases B’ = (e}, . .. ,€},) orthonormées pour ce produit
scalaire telles que la matrice de passage P de B’ & B soit triangulaire supérieure et & coefficients

diagonaux positifs, ce qui s’écrit
Vect(e}, ... ,€,) = Vect(ey, ..., ex)
Vke{l,...,n}, { el ex >0
Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt assure V’existence et I'unicité d’une telle base, d’oti
Pexistence et 'unicité de T'.

b) Comme on I’a vu & Pexercice précédent, la matrice A*A est hermitienne positive. Comme A
est inversible, A* A est inversible, et c’est donc une matrice hermitienne définie positive. D’aprés
la question a), il existe une matrice T triangulaire supérieure & coefficients diagonaux positifs telle
que A*A = T*T. Soit U = AT-!. Alors U*U = (T*)"'A*AT~! = I. Donc U est unitaire et

A = UT, d’oli l’existence du couple (U, T).
Unicité. Si A = UT, alors A*A = T°T, donc d’aprés a), T est déterminée de fagon unique; il en

est de méme pour I/ = AT-1.

Remarque. On peut montrer que le résultat reste vrai lorsque A n’est pas supposée
inversible, mais il n’y a plus unicité du couple (U, T). (On peut par exemple procéder en
utilisant des critéres de nature topologique comme dans la seconde méthode de la preuve
de existence dans I’exercice précédent).

EXERCICE 8. On définit la norme euclidienne standard || - [|; sur R™ par :

VX = ( : ) err, |IX)l: = VEl+ -+ 22 = VX*X. On norme ensuite M,(R) en

Tn
posant, pour tout A € M,(R), [|Allz = supyxy,=1 14X |l2.
Montrer que ||A]]; = /p(A*A), oit p(A*A) = sup{|A|, A valeur propre de AA}.

Solution. On remarque déja que pour tout X € R™, || Xlj2 = VX*X, de sorte que
A2 = sup (AX)*'AX = sup X*(A"4)X.
Xlla=1 X }fa=1

La matrice A*A est symétrique positive (c’est toujours pareil, elle est symétrique car (A*4)* =
A*A** = A* A, positive car VX € R", X*(A*A)X = (AX)*AX = [|AX|[3 > 0). Il existe donc une
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matrice orthogonale P telle que
A*A= P 'DP = P*DP, avec D= . ,

les A; étant positifs (car A*A est positive). On a
A2 = sup X*(P*DP)X = sup (PX)*'D(PX).
I Xlla=1 I1Xa=1

L’application X — PX étant une isométrie de R™, ceci s’écrit aussi
llAllz= sup Y"DY. (*)
I

Y |3=l

Y1
Soit Y = ( : ) € R™ tel que ||Y]|]2 = 1. Alors

Yn

0<Y*DY =3 Xyl <p(D)Y 4 = p(D),

i=1 i=1

donc d’aprés (*), ||A||z < p(D). Or, si k est choisi tel que Ax = |A;| = p(D), alors Y désignant le
k-ieme vecteur de la base canonique de R™, on a ||Y|}2 = 1 et Y* DY = A\ = p(D). Finalement, on
a montré ||All2 = p(D), et comme A*A et D sont semblables, p(D) = p(A*A), d’ou le résultat.

EXERCICE 9. Soit E un R-espace vectoriel normé et vérifiant

V(z,9) € E*,  |lz+yl* + llz - y||* = 2l=/I” + 2/|y))*. (¥)
Montrer que E est préhilbertien réel (i.e la norme est issue d’un produit scalaire).
Solution. 11 s’agit de montrer qu’il existe un produit scalaire (z,y) — (z,y) sur E tel que pour

tout ¢ € E, p(z,z) = ||z[)%.
On raisonne par conditions nécessaires. Si un tel produit scalaire existe, alors

Ve,y€ E, 4oz, y)=¢(z+y,z+y)—p(z—y,z—y) =|lz+y* -z -
On définit donc ¢ par

1 1
¢: ExE—-R (7,9) = glle+l” - Zll= — il

Nous allons montrer que ¢ = 4¢ est un produit scalaire, ce qui montrera le résultat pour .

Montrons que ¥ est bilinéaire. Comme 1 est symétrique en ses arguments, il suffit de démontrer
la linéarité pour ’un d’entre eux, par exemple le premier.
— Montrons que 3 est additive par rapport a son premier argument. Pour tout #,y,z € E, on a

2(¥(=, 2) + ¥(y, 2)) = Cliz + 2[* + 2lly + 2|I*) = (2ll= — 2|I* + 2|y — 2|1*)
et par (¥)
=z +y+ 22 + [z — ll” — llz +y = 221° - ||z = yl* = ¥(= + y,22).
Posons alors #g = 2 + y :
¥(0,22) = |70 + 22|17 = ||lzo — 221> = (llzo + 2217 + [|20l?) — (l}70 — 22| + llol?)
= (2llz0 + 2lI* + 20|1|*) = (2llzo — 2(1* + 2)|2]1) = 24(0, 2).
Finalement, on a

2(4(, 2) + ¥(, 2)) = P(@0, 22) = 2(x0,2) = 2¢(z + y, 2)
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donc ¥(z,2) + ¥(y,2) = ¥(z + y,2). (¥*)
— 11 nous reste & montrer que pour z,z € E et A € R, ¥(Az, z) = Ap(x, z). C’est classique!

- Si p € N*, alors ¥(pr,2) = ¥(z + - + z,2) = py(z,2) d’aprés (**). Or 9(0,2) =0 =
Y(z —z,2) = P(x, 2) + ¥(~z, 2), donc P(—=,2) = —y(x, z). Finalement, pour tout p € Z,

Y(pz,2) = pyY(z, 2).
— Soit ¢ € N*. Alors

1 1 1 1
¥(x,2) = Y(g- ;x, 2)=q 1[)(;1:,2) donc 1/;(;:(:, z)= ;1[)(1:, z).
- PourtoutrEQ,r:%,ona
1
Y(rz,z) = P{p- %m, z)= pwl)(%m, 2)= p;l- ¥(z,2) = ri(x, 2). (#4x)

Par construction, 1 est continue, et comme Q est dense dans R, (***) entraine
VA eR, o¢(Az,z) = AY(e,2). (x+%)
Les relations (**) et (****) assurent la bilinéarité de 1. Comme ¢) est symétrique et définie positive

(on a ¢(zx, z) = 4|jz]|?), ¥ définit bien un produit scalaire. Il en est donc de méme de p = }1—1[), et
comme ||z]|?> = ¢(x, ), || - || est bien une norme euclidienne.

EXERCICE 10 (PROJECTION ORTHOGONALE DANS UN ESPACE PREHILBERTIEN REEL). E
désigne un espace préhilbertien réel et F un s.e.v de E.

1/ Pour tout z € E, on note
F.={y€ F|lz -yl = (=, F) = inf ||z - 2[|}.

a) Montrer que y € F; si et seulement si z — y € F+.
b) Montrer que F, a au plus un élément.

2/ On suppose ici que F est complet.

a) Pour tout z € E, montrer que F; a exactement un élément. On le note zp.

b) Montrer que F @ F* et que z = Pr(z) = zr s'identifie 4 la projection orthogonale sur
F.

c) Montrer que F = Ft+.

3/ On considére ici E = C([0, 1], R) (fonctions a valeurs réelles continues sur [0,1]), muni
du produit scalaire

1
(9= [ fouar
Soit F = {f € E, f(0) = 0}. Que représente F* ? Conclure.
Solution. 1/ a) Condilion nécessaire. Soit y € Fy. Posons z=z —y et considérons w € F. Pour
tout p €R, on a ||z + pw]| > ||z]| car z+ pw = & — (y — pw) et y — pw € F. On réécrit ceci en
VoER, |z + pul® = [zl + 2p(z - w) + Alllf? > ||

Cette inégalité exprime que la fonction p — ||z[|* + 2p(z - w) + p?||w||* atteint son minimum en
p = 0, donc sa dérivée par rapport & p en 0 est nulle, ce qui s'écrit z - w = 0. Ceci étant vrai pour
tout w € F, on en déduit que z = = — y € F+.
Condition suffisante. Soit y € E tel que z —y € F*. On a

VzeF, |lz—zl*=ll(z - )+ @ -2’ = ll=— ol* + |z — oll* (*)

(car  —y € F et z —y € F). La relation (*) entraine ||z - yf| = inf.¢r ||z — 2]}, donc y € Fe.
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b) Supposons que F; ait deux éléments y et z. Alors ¢ — y et = — 2 € F+ d’aprés a), et donc
y—z=(z—2)—(r—y) € F*.Or y—z € F. Comme FN F* = {0}, on en déduit y— z = 0, d’oit
le résultat.

2/ a) L’idée est d’utiliser le fait que F soit complet. Nous allons construire une suite de Cauchy,
et montrer que sa limite vérifie la condition requise.

Soit § = inf¢F ||z — z||. Par définition de 4, il existe une suite (yn)nen de points de F telle que
limp, oo ||z = yn|l = 6, et donc limp o |z — yn|]? = 62.

Dans un e.v.n général, cette relation n’entraine pas la convergence de (y,). C’est le caractére
préhilbertien de E qui va nous permettre de montrer qu’elle converge. Nous allons pour cela
montrer que (y,) est une suite de Cauchy. Nous allons utiliser le théoréme de la médiane (voir le
théoréme 1) :

Vp,a €N, |lvp —wll® + (= — %) + (= — y)l* = 2ljz - yp"2 +2[l= — yqll?,

donc )
%ty

2
Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N, ||z — ya||* < 6 + ¢, donc

T

llwp = ygll* = 2l — wpl)* + 2llz — y,|I* — 4

2

_ Wty
T

Vp,a >N,  lyp —yll> <2(6% +¢) +2(6° +¢)— 4

Or &d¥2 ¢ F, donc ||lz — L2 > 5, d’on
Vo, a2 N,y — wgll® < 2(6% +€) + 2(6% + €) — 46 = 4e.

Ceci suffit a prouver que (y,) est une suite de Cauchy. Comme F est complet, cette suite converge
vers une valeur y € F. La continuité de la norme assure le fait que ||z — y|] = limpaoo [lz —yn|| = 6,
donc y € F;. L’ensemble F; est donc non vide, et a donc un seul élément d’aprés 1/ b).

b) On sait que F N F+ = {0}. Il reste & montrer E = F + F*, ce qui découle du fait que pour
toutz€E,z=ar+(z—zfr)avecar €EF; CFet z~zrp € F+ d’aprés 1/ a).

Pour tout z € E, la décomposition de z selon F @ F' est z = zp + (z — zF), ce qui prouve que
z +— zp est la projection orthogonale sur F.
c) On sait que F C F++. 1l reste & montrer F++ C F. Soit z € F**. Comme F® F* = E, il
existe (y,2) EF x Fr telsquez =y+2.0rz€ Ft donc 0=z -z =y- 2z +||2]|* = |]|?, donc
z=0, donc z = y € F. Finalement, on a montré F = Ftt,

3/ Nous allons montrer que F+ = {0}. Soit f € F*+. Soit g: =+ zf(x). On a g € F, donc

1
(flg) = / xf¥(z)dz = 0.
)
Comme z +— zf2(z) est continue et positive, ceci entraine que pour tout z € [0,1], zf%(z) = 0,
donc pour tout z € ]0, 1], f(z) = 0, done f = 0 car f est continue.
On a donc F@® F+ # E, ce qui montre que le résultat 2/ b) est faux lorsque F n’est pas supposé
complet.

Remarque. Ces résultats font des espaces hilbertiens (espaces préhilbertiens complets) des
espaces vectoriels trés maniables, méme en dimension infinie. Une étude plus approfondie
de ces espaces fait I'objet d’une annexe au tome d’analyse.

ExXERCICE 11 (PRODUIT DE SCHUR DE DEUX MATRICES). Soient A = (a; ;)1<ij<n €t
B = (b; j)1<ij<n € Ma(R) deux matrices symétriques. On définit le produit de Schur de
A et B comme étant la matrice symétrique A o B = (¢; ;b; j)1<i,j<n-

a) Si A et B sont positives, montrer que la matrice A o B est positive.
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b) Si de plus A et B sont définies, montrer que A o B est définie.
c) Si A est positive, montrer que la matrice E' = (e%+3)1<i j<n €st positive, et qu’elle est
définie si A est définie.

Solution. a) On montre d’abord le résultat lorsque 1g A = rg B = 1. La signature des formes
quadratiques X — X*AX et X — X*BX est (1,0), donc il existe deux formes lindaires f(X) =
St Aizi et g(X) = S oi=1 pix; telles que

=1
X*AX = fA(X) et X*BX = g*(X).

En développant f2 et g2, on s’apergoit alors que A = (Aidj)1<ij<n et B = (pip;)1<i,j<n- Donc
Ao B = [(Mipi)(Mjpi)hi<i,j<n, donc cette matrice est positive car

X*(AoB)X = h3(X) >0 avec h(X)= Zn:(kip;)z,-.

i=1

Traitons maintenant le cas général. L’entier r désignant le rang de A, on peut écrire

.
X*AX =) fi(X)?,
) =1

ol fi,...,fr sont des formes linéaires indépendantes (ceci parce que la signature de A est (r,0)).
Pour tout %, 1 < i < r, notons A; la matrice de la forme quadratique f?Z, de sorte que X*A;X =
F?(X). Les matrices A; sont symétriques positives et de rang 1 (leur signature est (1,0)) et A =
Y7_, Ai. On écrirait de méme B sous la forme B = 3°;_; Bj ol s = rg B et ol les B; sont des
matrices symétriques positives de rang 1. Donc Ao B = ti, jAio B;, somme de matrices positives,
est positive.

b) Les matrices A et B étant définies positives, on peut écrire

n n
X*'AX =) fH(X) e X'BX= Y g (x),
i=1 ji=1
ol les formes linéaires (fi)1<i<n sont linéairement indépendantes, ainsi que les (g;j)1<i<n- Si on
note

fe(X) =) deami et ge(X) = > meiws,
=1 i=1

les matrices des formes quadratiques f7 et g7 sont Ap = (M Ak j)1<i,i<n €t By = (peipe<ij<n
etonad =Y ,Ar et B =3y Bi Ainsi, Ao B = 3, A o Be. Maintenant, ’égalité
X*(Ao B)X = 0 entraine Yoot X (Ao By)X =0, et les matrices Ap o B, étant positives,

n 2
Vk,f, X*(AroB)X=0= (Z /\k,;pg,;mi) . (%)

i=1

Fixons £. L’égalité (*) entraine

n
Vk,z Aki(peeixi) = 0,
=1
et les n formes linéaires (fi)1<k<n étant linéairement indépendantes, ceci entraine pg iz = 0 pour
tout i, et par sommation g¢(X) = 0. Ceci étant vrai pour tout ¢, comme les formes linéaires
(9e)1<t<n sont linéairement indépendantes, on a nécessairement X = 0, ce qui prouve que Ao B
est définie.

c) En utilisant le résultat de la question a), on a facilement par récurrence sur m € N que la
matrice An = (a])1<i,j<n est positive. Maintenant, pour tout entier M positif, on a

-1 |
VX eR", X" (Z mA,,.) X=) —X"AnX 20.

m=0 m=0
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En passant a la limite lorsque M tend vers linfini, on obtient X*EX > 0, et ceci pour tout X, ce

qui prouve que E est positive.

Si de plus A est définie, alors E est définie car

VX #0,

X*EX > X*AX > 0.

3. Compléments de cours

Cette section propose quelques études complémentaires trés classiques, et souvent utiles

dans les exercices ou les problémes.

3.1. Réduction des isométries et des endomorphismes unitaires

Nous allons voir que les isométries (resp. les endomorphisme unitaires), bien que n’étant
pas des endomorphismes autoadjoints, se diagonalisent sympathiquement dans une base

orthonormale. Nous commencons par les isométries.

PROPOSITION 1. Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) et u € L(E) une isométrie
(resp un endomorphisme unitaire). Si F est un s.e.v de E stable par u, alors F* est stable

par u.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que pour tout = € F et pour tout y € F, u(z)-y = 0. Comme
ujr est une isométrie, ujr est bijective (on est en dimension finie), donc il existe y € F' tel que

y = u(y’'). On a maintenant

u(z) - y=u(z) wy)=z -y =0.

Ceci étant vrai pour tout = € FL et pour tout y € F', F* est bien stable par u. a

Réduction des isométries.

—> THEOREME 1. Soit E un espace euclidien et u € L(E) une isométrie. Alors il ezxiste une
base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de u a la forme

(@

[uls =

\

ot pour tout i, €; € {—1,1} et pour

R = [ cos 0; —siné;
b sin#; cos;

Er
Ry,
0
tout j,
) € M,(R),

\

R, )

6; €R, 0, #0 (mod 7).

Démonstration. On procéde par récurrence sur n = dimE. Pour » = 1, c’est évident. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Nous traitons deux cas.

Premier cas. L’isométrie u admet an moins une valeur propre réelle ¢. Soit z un vecteur propre
associé. On a ||u(z)|| = ||ez|| = le] ||=|| et comme {|u(z)|| = ||=||, |e]| = 1. De plus € € R, on en déduit
alors € € {—1, 1}. Maintenant, comme F' = Vect(r) est stable par u, F est stable par u d’aprés la
proposition 1. En appliquant I’hypothése de récurrence a ups, on trouve une base orthonormale
By de F+ dans laquelle la matrice de ups ala forme (*). En ajoutant z a la base By, on obtient
une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de u a la forme (*).
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Second cas. L’isométrie u n’a aucune valeur propre réelle. On considére 'endomorphisme v =
u + u*. Comme v est symétrique, v admet une valeur propre réelle A associée & un vecteur propre
z. On a (v + u*)(z) = Az donc u(u + u*)(z) = v*(z) + = = Au(z), d’ol u¥(z) = Au(z) — = (+*).
Par ailleurs, la famille (z, u(z)) est libre puisque u n’admet pas de valeur propre réelle. En posant
F = Vect(z,u(z)), on voit que dimF = 2 et que F est stable par u (d’apres (**)). Soit N =

a . . .
la matrice de ujr dans une base orthonormale B; de F. Comme u)F est une isométrie,

c
b d

N*N = I, = NN*. Parmi les équations issues de ces égalités, on trouve
a4+t =da’+c?=1 et ab+cd=0. (**)

La premiére assertion de (**) entraine ¢ = +b. On ne peut pas avoir ¢ = b car N serait symétrique
ce qui est impossible car u n’admet pas de valeur propre réelle. Donc ¢ = —b # 0, et d’aprés la
deuxiéme assertion de (**), d = a. Comme de plus a? + b = 1, il existe f € R tel que a = cosf et
b = sin #. Finalement, la matrice N est de la forme

cosf sinf
Ry = ( ~sinf cosf )

Maintenant, d’apreés la proposition 1 le s.e.v F* est stable par u, et up. est une isométrie donc
il existe d’aprés hypothése de récurrence une base orthonormale By de F* qui diagonalise y|p..
La base B = By U B; est orthonormale et dans cette base, la matrice de  a la forme voulue, d’oll

le théoreme. O

Remarque 1. On retrouve ainsi la forme des isométries du plan et de I'espace :

— Les isométries directes du plan sont des rotations d’angle @ (elles ont pour matrice
Re = (225, 6inf)), les isométries indirectes des symétries par rapport a des droites

(matrice (} " )). Notez d’ailleurs I'utile relation RyRe = Rgyer, qui entraine la
commutativité des rotations dans le plan.

— Les isométries directes de I’espace sont des rotations d’angle 8 autour d’un axe

. cosf sinf O . , , .
(matrice ( —sind cosf 0 |, le dernier vecteur de la base étant Paxe de rotation).
0 0 1

Lorsque @ = 7, on parle de retournement.
cosf siné 0

Les isométries indirectes de 1’espace ont pour matrice | —sin6 cosé 0 }. Lorsque
0 o0 -1
8 = 0, on a affaire 3 une symétrie par rapport a un plan et on parle alors de

reflezion.

Remarque 2. La version matricielle de ce théoréme est la suivante. Soit M € M, (R) une
matrice orthogonale. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que PMP=P'MP
ait la forme (*).

Réduction des endomorphismes unitaires.

THEOREME 2. Soit E un espace hermitien et w € L(E) un endomorphisme unitaire. Alors
il existe une base orthonormale qui diagonalise u, et toutes les valeurs propres de v ont
leur module égal a 1.

Démonstration. La preuve est plus simple que la précédente. Il est d’abord clair que toute valeur
propre A de u vérifie |A| = 1, car si u(z) = Azx avec z # 0, on a ||z|| = |ju(=)|| = |A| [|z||. On procéde
ensuite par récurrence sur n = dim E. Le cas n = 1 est trivial, et le passage du rang n — 1 au rang
n se fait comme suit.

Le corps de base C étant algébriquement clos, u admet au moins une valeur propre complexe A.
Soit z un vecteur propre associé, ||z|| = 1. La droite F' = Vect(z) est stable par u, donc d’aprés la
proposition 1, ’hyperplan F1 est également. stable par u. L’endomorphisme wjp1 est unitaire, et
d’aprés Phypothése de récurrence, il existe une base orthonormale By de F+ qui diagonalise u|ps.
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En ajoutant z i By, on obtient une base orthonormale de E qui diagonalise u et le théoréme est
prouvé. O

COROLLAIRE 1 (VERSION MATRICIELLE). Soit U € M,(C) une matrice unitaire. Alors il
eriste une matrice unitaire P telle que

eio;

eif2

P-'UP = P*UP = . ,

65'0,.

ot les 6; sont des nombres réels.

3.2. Endomorphismes normaux

Les endomorphismes normaux généralisent les endomorphismes autoadjoints. Comme
nous allons le voir, ils sont caractérisés par la propriété de diagonalisation dans une base
orthonormée.

Dans cette section, sauf mention explicite, E désigne un espace hermitien (on rappelle
qu’un espace hermitien est nécessairement de dimension finie).

DEFINITION 1. Soit u € L(E). On dit que u est normal si u et v* commutent.
Une matrice M € M, (C) est dite normale si M et M* commutent.

PROPOSITION 2. Soit u € L(E) un endomorphisme normal. Alors pour tout z € E,
lu(z)ll = llu*(2)]-
Démonstration. 1l suffit d’écrire que
Ve e B, fJu@)|P = u(@) - u(@) = - w*fu(x)] = = - ufu’(2)] = w*(x) - u'(2) = [l (@)%
O

Nous allons montrer qu’un endomorphisme est normal si et seulement s’il se diago-
nalise dans une base orthonormée. Les quelques résultats qui suivent nous serviront de
préliminaires & la démonstration de ce théoreme.

LEMME 1. Soit u € L(E) et F un s.e.v de E stable par u. Alors F* est stable par u*.
Démonstration. Soit € F. Par hypothése, u(x) € F donc

Yye FLt, O0=u(r) y==z- u*(y).
Ceci étant vrai pour tout = € F, on a u*(y) € FX. Or on peut choisir y comme I’on veut dans F'*,
et donc F'L est stable par u*. a

Remarque 3. Notez que ce résultat n’est pas spécifique aux endomorphismes normaux.

LEMME 2. Soit u € L(E) un endomorphisme normal. Si E, est un sous espace propre de
u (associé @ une valeur propre )\), alors E3 est stable par u.

Démonstration. Comme u et u* commutent, E, est stable par u* (voir la proposition 7 de la
partie 1.5 du chapitre IV, page 164), donc d’aprés le lemme 1, E} est stable par (u*)* = u. O
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer notre résultat principal.
— THEOREME 3. Soit u € L(E). Les assertions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.

(i) u est normal.
(ii) u se diagonalise dans une base orthonormale de E.
(iii) » et u* se diagonalisent dans une base orthonormale commune.
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Démonstration. Nous montrerons (i) = (ii), (i) = (iii) et (iii) => (i).

~(i) = (ii). On procéde par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, c’est évident. Sinon, supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Le corps de base de E est C, donc u
admet au moins une valeur propre A. Soit E) le sous espace propre correspondant. Le sous espace
F = Ej est stable par u (lemme 2) et par u* (lemme 1). Comme ur et (4r)* = (u*)|r commutent
et que dim F' < n—1, il existe d’aprés ’hypothése de récurrence une base orthonormale B; de F' qui
diagonalise ur. Si maintenant B, désigne une base orthonormale de Ej, on voit que B=B,UB;
est une base orthonormale de E diagonalisant u.

- (ii) => (iii). Soit B une base orthonormale diagonalisant u, M la matrice de v dans B. La
matrice de u* dans B est M*. La matrice M est diagonale donc M* est diagonale, ce qui entraine
que la base B diagonalise u et ©”.

~ (iii) = (i). Soit B une base orthonormale diagonalisant u et u*. Les matrice M = [u]p et
M* = [u*]p étant diagonales, elles commutent, donc u et «* commutent. a

COROLLAIRE 2 (VERSION MATRICIELLE). Soit M € M,(C) une matrice. Alors M est
normale si et seulement s’il existe P € M, (C), P unitaire, telle que PPMP = P"'MP
est diagonale.
Démonstration. Notons B la base canonique de C*. On muni C* du produit scalaire hermitien
usuel, et on désigne par u ’endomorphisme de C* tel que [u]p = M.

On montre la condition nécessaire. Si M est normale, alors u est normal donc il existe une base
B’ orthonormale qui diagonalise u. Si P désigne la matrice de passage de B a B, P est unitaire

et P~1MP est diagonale.
La réciproque est immédiate, car si D = P*M P, D est diagonale, donc D et D* commutent,

d’oli
(P*M*P)(P*MP) = (P*MP)(P*M"*) donc P*M*MP =P*MM"P,

ce qui entraine que M et M* commnutent. O

Remarque 4. Attention, a la différence du cas autoadjoint, la matrice diagonale obtenue
n’est pas forcément a coefficients réels.

Cas des matrices réelles. Lorsque M est une matrice normale & coefficients réels, il
est intéressant d’avoir une réduction de M dans M, (R). C’est le but de ce qui suit. Nous
commengcons par un petit lemme.

LEMME 3. Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € L(E) un endomorphisme
normal n’admettant pas de valeurs propres réelles. Dans toute base B orthonormale de E,

la matrice de u a la forme
a b
we=(5 %)

m=ts=(} 5).

On a b # 0 puisque u est sans valeur propre réelle. Comme u est normal, M*M = MM*. Parmi
les équations découlant. de cette égalité, on trouve

Démonstration. Ecrivons

a?+ct=a+b* et ab+cd=ac+bd (*)
La premiére assertion de (*) entraine b = c ou b = —c.
Si b = c, alors M est symétrique, ce qui est impossible puisque u est sans valeur propre réelle.
Donc b = —c. Maintenant, la deuxiéme assertion de (*) s’écrit 2(a — d)b = 0, et comme b # 0,

on a a = d. Finalement, on a

[U]B=(Z _ab)
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THEOREME 4. Soit E un espace cuclidien, ¢t u € L(E) un endomorphisme normal. Alors
il existe une base orthogonale B de E telle que

Al
[u]s = Ar , (+)

Ts

ot pour tout i, \; € R et pour tout j, 7; = ( Z’ _ab.j ) € M,(R).

i ]
Démonstration. On procéde par récurrence sur n = dimE. Pour n = 1, c’est. évident. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Nous nous servirons des lemmes 1
et 2 qui restent vrais lorsque E est euclidien.

Si u admet au moins une valeur propre réelle A, on pose E = Ker(u— AIdg). Le s.ev F = Ey
est stable par u (lemme 1) et par u* (lemme 2). Comme u;F et ujp commutent et que dimF < n-1,
il existe d’aprés ’hypothése de récurrence une base orthonormale B; de F telle que [vF]B, ala
forme (*). Si B, désigne une base orthonormale de Ej, on voit alors que B = B; U B; est une base
orthonormale de E dans laquelle {u]g a la forme (¥).

Sinon u est sans valeur propre réelle. Soit Q = X2 — 2aX + 3 un facteur irréductible dans R[X]
(on a donc a? — B < 0) du polyndéme caractéristique de u, et N = Ker Q(u).

On a N # {0}. En effet, comme Q est irréductible dans R[X], on peut écrire Q = (X =A)X=X)
olt A € C. Soit M la matrice de u dans une base de E. Le nombre complexe A est racine de Q, et
comme Q divise le polynéme caractéristique de M, on a det(M — Al,) = 0. Donc

det Q(u) = det Q(M) = det(M — AL,) det(M — I,) =0,

ce qui prouve que N = Ker Q(u) # {0}.

1l est clair que N est stable par u. N est également stable par u* car u*Q(x) = Q(u)u" (ceci
découlant du fait que uu* = u*u). Posons v = ujy. On a v* = u"N, de sorte que ’endomorphisme
v*v = (u*u)n est symétrique et admet donc une valeur propre x € R. Soit £ € N, = # 0, tel
que v*v(z) = pz. Posons F = Vect(z, u(x)). Comme u n’admet pas de valeur propre réelle, z et
u(z) forment une famille libre donc dim F = 2. Le s.e.v F' est stable par u puisque comme z € N,
u?(z) = 2au(z) — Bz ().

Nous allons montrer que F est également stable par u*. Remarquons tout d’abord que la relation
(**) entraine F = Vect(u(z), u*(r)) (ceci car # # 0, Q étant irréductible sur R[X]). On écrit
maintenant

uu(z)] = v'o(z) = pr € F
et comme u et ©u* commutent,
u*[u’(z)] = v o u”[u(z)] = u(uz) = pu(z) € F,
ce qui achéve de montrer que F est stable par u*.

Comme (ujr)* = (u*)|F, ¥ F est un endomorphisme normal. D’aprés le lemme 3, dans une base

orthonormée B, de F, la matrice de u)r est de la forme

e b
T=\b a )

Maintenant, on a vu que F est stable par u*, donc F* est stable par u** = u d’aprés le lemme 1.
Le méme lemme montre que, F' étant stable par u, F* est stable par u*. Donc (ujps)* = (¢*)Fs,
ce qui prouve que ¥ p. est normal. Comme dim Ft = n—2 < n, 'hypothése de récurrence assure
’existence d’une base By orthonormale de F'* dans laquelle la matrice de u a la forme (*).

La base B = B, U B, est alors une base orthonormale dans laquelle la matrice de u a la forme

*- a
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Remarque 5. En termes de matrice, ce théoréme s’exprime comme suit. Soit M € M, (R)
une matrice normale. Alors il existe une matrice orthogonale P € M,,(R) telle que P~ M P
ait la forme (*).

Réduction des matrices antisyméiriques. Les matrices réelles antisymétriques
sont normales. Il est donc possible de leur appliquer les résultats précédents. Plus pré-
cisément, nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 5. Soit M € M,(C) une matrice vérifiant M* + M = 0. Alors il existe une
matrice unitaire U telle que U*MU = U*MU = D soit diagonale, et les coefficients de
D sont imaginaires purs.

Démonstration. Comme M* = —M, M est une matrice normale, et d’aprés le corollaire du

théoreme 3, il existe une matrice unitaire U telle que
A1 0

D=U"'MU=U"MU = ,

0 An

avec pour tout i, A; € C. Comme

AL+ 0
D*+D= =U"M*U+UMU =U*(M*+ M)U =0,
0 An+An

on a A; + X; = 0 pour tout i, ce qui prouve que les ); sont imaginaires purs, d’out le résultat. 0O

Remarque 6. Ce résultat est vrai en particulier pour les matrices réelles antisymétriques.
Si on veut rester dans R, on utilise le résultat qui suit.

THEOREME 6 (VERSION REELLE). Soit M € M,(R) une matrice antisymétrique. Alors il
eziste une matrice orthogonale P telle que

P 'MP=PMP=
1

Ts

ot les 1; sont des matrices de M,(R) de la forme ( _Ob (b) ), oubeR.

Démonstration. Comme M* = — M, M est une matrice normale. On peut donc utiliser le théoréme 4
qui assure ’existence d’une matrice orthogonale P telle que

A

P 'MP=P*MP= ,
1

Ts

oli les \; E R et ol 7; = ( “;; {':f ) € My(R). Comme D* = P*M*P = —P*MP = —-D, D
=Y 3

est antisymétrique. Ses termes diagonaux sont donc nuls, c’est-a-dire A; = 0 pour tout i et a; =0
pour tout j, d’ou le résultat. O
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Remarque 7. Lorsqu’on applique le théoréme pour M € M,(R) antisymétrique avec n est
impair, on voit qu'’il doit y avoir au moins un zéro sur la diagonale de P-'MP. La matrice
M n’est donc pas inversible. On peut retrouver directement ce résultat en écrivant que
det M = det(*M) = det(—M) = (—1)" det(M) = —det M, ce qui entraine det M = 0.
Les endomorphismes unitaires et les isométries sont aussi des endomorphismes normaux.
En appliquant les théorémes 3 et 4, on retrouve facilement les réductions obtenues a la

section 3.1.

1l est possible d’obtenir la réduction des matrices antisymétriques par des moyens plus
directs, en utilisant des méthodes du méme type que celles de la section 3.1. Faites le, cela
constitue un excellent exercice.

3.3. Inégalité d’Hadamard

Nous nous proposons de montrer le théoreme suivant.
THEOREME 7. Les vecteurs colonnes X, ..., X, d’une matrice M € M,(C) vérifient

| det M| < | Xyl -1 Xall, ()

ot pour tout 1, || X;|| = VX7 X; désigne la norme hermitienne standard.
Si pour tout i, X; # 0, inégalité (*) est une égalité si et seulement si la famille (X;)
est orthogonale.

Démonstration. Si det M = 0, I'inégalité est évidemment vérifiée. Sinon, (X1,...,Xy) forme une
base de C*. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt (voir la partie 2.2 de ce
chapitre), on construit une base orthogonale (1,...,Y,) de C* telle que

Ve, Vi = Xe+ Y1+ + A1 Yk-1, A €C

On ne change pas un déterminant en retranchant & une colonne une combinaison linéaire des
autres, ce qui prouve det M = det N, ot N = (Y;|---|Yn) est la matrice dont les vecteurs colonnes
sont les Y;. Posons D = N*N = (d; j)1<i,j<n- On voit facilement que dij = YY;. Les Y; étant
orthogonaux deux a deux, on a d; ; = 0 dés que i # j. Par ailleurs, d;; = Y;*Y; = ||Y;||?, d’od

ek 0
N*N = ,
0 I¥all?
et donc
n
det(N*N) = det(N*)det(N) = | det(N)[* = [] II¥sll?,
i=1
ce qui entraine |det N| = [];-, IY;|}. Or pour tout k, X =Yy — A; xY1 — -+ - — k-1, Ye-1, donc
WX = (VeI + e PV + - -+ o PVl (*)
Cette égalité entraine ||Yi|| < || X¢||, donc
n
[det M| = |det N| < TTl1X:]l. (*%)
i=1
Cas d’égalité. Si les X; sont orthogonaux entre eux deux & deux, on a X; = Y; pour tout i, et
d’aprés ce que ’on a vu plus haut, [det M| = |det N| = ||Y3]l - - ||Yall = I X1l - - - [ Xl
Réciproquement, supposons qu’il y ait. égalité et que pour tout i, X; # 0. Alors det M = 0. Il
faut alors que (**) soit une égalité, c’est a dire ||Y1]]- - -|[Yall = | X1]} - - - I Xnll # 0. Or, pour tout
i, |IY;|| < |1 Xi|], on doit donc avoir || X;|| = ||Yi]| pour tout i. Ceci entraine avec (*) que tous les
Aj & sont nuls, donc que Yy = X} pour tout k. Les X; sont donc deux a deux orthogonaux. O

Remarque 8. Le théoréme reste vrai dans M, (R) C M,(C).
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3.4. Matrices de Gram

DEFINITION 2. Soit E un espace préhilbertien (réel ou complexe) et z,,-- -z, n vecteurs
de E. On appelle matrice de Gram de z,,... ,z, la matrice [(%;- Z;)]1<i,j<n et déterminant
de Gram le déterminant de cette matrice, noté G(zy,...,Zn.).

ProPoOSITION 3. Toute matrice de Gram est hermitienne positive. Réciproqguement, toute
matrice hermitienne positive est une matrice de Gram.

De plus, la matrice de Gram de n vecteurs i, ... ,z, est définie si et seulement si la

famille (2:)1<i<n est libre.
Démonstration. Soient z1,...,x, des vecteurs d’un espace préhilbertien E et M leur matrice de
Gram. Ces vecteurs étant au nombre de n, il existe un s.e.v F de E de dimension finie n les
contenant. Fixons nous une base orthonormée B de F, et pour tout i notons X; le vecteur colonne
des coordonnées de z; dans B. On a z;-r; = X} X;, desorte que M = N*N ou N désigne la matrice
n x n dont les colonnes sont les X;. Ceci montre que M est hermitienne (M* = N*N** = N*N =
M) et positive (car pour tout vecteur colonne X, X*MX = (X*N*)}(NX) = (NX)*(NX) =
[INX]I2, |l - || désignant la norme euclidienne (resp. hermitienne) standard).

Réciproquement, si M = (a; j)1<i,j<n €st une matrice hermitienne positive, d’aprés ’exercice 1
de la partie 2.5, il existe une matrice hermitienne H telle que M = H 2 = H*H. Si on désigne
les vecteurs colonne de H par Xi,...,Xn, on voit facilement que Ia relation M = H* H entraine
a; ; = X} X; = Xi - X;. La matrice M est bien une matrice de Gram.

Cas défini. Soit M une matrice de Gram. Comme elle est positive, elle est définie si et seulement
si det M # 0, ou encore, avec les notations précédentes, si et seulement si det N' 3 0, ce qui équivaut
A ce que les vecteurs z; forment une famille libre. (1]

L’intérét principal des déterminants de Gram réside dans le théoréme suivant.
THEOREME 8. Soit E un espace préhilbertien, V un sous espace de E muni d’une base
(e1,.-.,€,) (pas forcément orthonormale). Soit x € E. Alors la distance d de z a V
(d = inf,ey ||z — yll) vérifie

& = G(eyy... €, %)
G(Cl,. . ,e,,) ’
Démonstration. D’aprés la proposition 2 de la partie 2.2 (page 238), onad=|jz]loh z=2—y, y
étant la projection orthogonale de z sur V. On a alors

Vi, e-y=e-z et 2| =|lyl® + |l
ce qui entraine
ey €1 €y - €n € €1 €1 €] ‘€n ey
M = . : =
€n * €1 €n * €n €n T €n - €1 €n " €n [
zen o @iem |27 ver Yt |

La lindarité du déterminant par rapport a la dernitre colonne entraine det M = det P + det Q, ot

e €1 €1 -€n ey e1 - e e; - €n 0
P= : : : et Q=

€n-€1 + €n-€nlEn-y €n €1 '-° €y €n 0

yv-er - y-ea | [Wll° yv-er - y-en |l2°

Ordet P = G(er,. .. ,en,y) = Ocar y € Vect(ey, ... ,en) et det Q = ||2[|*G(e1, . . . , €a). Finalement
Gley, ... en,z) = det M = det Q = ||z[|’Gley, ... ,€2) = d*Gleq, . .. , n).
0

Remarque 9. Ce théoréme peut s’avérer utile pour déterminer la borne inférieure d’une
certaine classe d’intégrales (voir P’exercice 5).
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3.5. Exercices

EXERCICE 1. Soit A = (@;;)1<ij<n € Mn(R) telle que
Je > 0,Y(4,7), laijl<e

Montrer que | det M| < c*n"/2.

Solution. 11 suffit d’utiliser I'inégalité d’Hadamard (qu'’il faut, au besoin, savoir redémontrer).
Notons Ay, ... , An les vecteurs colonnes de A. D’aprés le théoréme 7, on a | det M| < ||Ay]| - - - || Anl|

ol pour tout j,
1451l = \/Aj4; =

On en déduit |det M| < (V/nc)® = c*n™/2.

EXERCICE 2. Soit E un espace euclidien de dimension n € N*.
a) On suppose qu’il existe n + 1 vecteurs u,... ,%,4) de E de norme 1, vérifiant

Ja e R,a# 1, tel que Vi# ju;-u; =a.

Déterminer a. (Indication. On pourra utiliser les matrices de Gram.)
b) Démontrer qu’il existe effectivement de tels vecteurs dans E.

Solution. a) Notons M la matrice de Gram des vecteurs uy, ..., %n41 (voir la partie 34).0na

1 o -+ «

M= a .1 : € Mn+1(R).
: . . a

Par ailleurs, la famille (u;, ..., %n41) est liée (n + 1 vecteurs en dimension n), donc d’apreés la
proposition 3, det M = G(uy, ... ,un41) = 0.

Nous allons maintenant exprimer det M en fonction de a. On peut procéder de deux fagons. La
premiére est de montrer directement

det M = (1 — «)*(1 + na). (*)

Ce résultat peut s’obtenir également & partir du résultat décrit dans le probléme 1 du chapitre IV
(page 202) donnant la liste des valeurs propres de M.
Comme det M = 0, la relation (*) montre « = —1/n car a # 1 par hypothese.

b) Notons M la matrice symétrique
€ Mo 41(R).

D’aprés le probleme 1 du chapitre IV, les valeurs propres de M sont 0 et 1+ % Elles sont donc
positives, ce qui prouve que M est une matrice positive. D’aprés la proposition 3, M est une
matrice de Gram, c’est-a-dire qu’il existe n + 1 vecteurs Uy, ... ,Up41 de R"+1 tels que M soit la
matrice de Gram des U;. Ainsi, les vecteurs U; vérifient. la condition de a) avec a = —-r‘;. Comme
det M = 0= G(Uy, ... ,Ung1), la famille () 1<icn41 est liée. Autrement dit, il existe un s.e.v F
de R™*! de dimension n contenant les U;.
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Résumons. Nous avons trouvé un espace euclidien de dimension n (ici F) et n + 1 vecteurs de
cet espace vérifiant la condition de la question a). Par isomorphisme d’espace euclidien, on peut
donc trouver dans E n + 1 vecteurs uj, ..., un4 vérifiant cette condition.

EXERCICE 3. Soit E un espace hermitien et « € L(F). Montrer que ’endomorphisme »
est normal si et seulement s’il existe P € C[X] tel que u* = P(u).

Solution. Tout polynéme en u commutant avec u, la condition suffisante est claire. Montrons
maintenant la condition nécessaire. Supposons % normal. D’aprés le théoreme 3, u se diagonalise
dans une base B orthonormée de E. Autrement dit, il existe des nombres complexes distincts
AL, ..., Ay tels que

A1, 0
[uls = ,
0 Arly,
ol les a; sont des entiers naturels non nuls. La base B étant orthonormée, on a
M, 0
[« ="[u]s =
0 N1,

Les (Ai)1<i<r étant deux a deux distincts, on peut trouver un polynéme P € C[X] tel que P(X;) =
Xi pour tout i (voir la partie 2.4 du chapitre II). On voit alors que P([u]s) = [u*]p, donc P(u) = u*.

EXERCICE 4. a) Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(C) une matrice hermitienne définie positive.
Démontrer que det A < a; ;- -a,,. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que cette inégalité soit une égalité. )

b) On écrit A sous la forme

(A B
Montrer que det A < det A;-det A, (on pourra utiliser les déterminants de Gram). Retrou-
ver le résuliat de la question a).

Solution. a) D’apres la proposition 3, on peut voir A comme la matrice de Gram de n vecteurs
Uy,...,Un de C*. Si M désigne la matrice dont les vecteurs colonnes sont U;,...,U;, on a A=
M*M. D’aprés 'inégalité d’Hadamard (théoréme 7), on a |det M| < []i_, l|Uil|, ol pour tout i,
WUill2 = UrU; = a;;. Finalement, on peut écrire

n n

det A = |det M|% < H U2 = Ha;,,-.
i=1 i=1
L’égalité se produit lorsque la matrice M vérifie |det M| = [, |JUsll, c’est & dire lorsque

les U; sont orthogonaux entre eux deux a deux (voir le théoréme 7), ce qui équivaut a dire que
Vi# §,Ui -U; = a;j = 0, ou encore que A est diagonale.

b) Rappelons que A est la matrice de Gram de n vecteurs Uy, ... , Uy, de C*. Ainsi, A est la matrice
de Gram de Uy, ..., U, et Ay la matrice de Gram de Upy1, ..., U,. Pour tout (7,5), 1 <i < j < m,
on pose V; ; = Vect(U;, ... ,U;). En utilisant le théoréme 8, on écrit

det. A= G(Ul, ceey Un) = (I(Ul, Vz'n)z(rv(Uz, BN ,(],.) = (l(Ul, Vz,n)2(l(Uz, V3,n)2G((/3, sy Un)
== d(Uy,Vou)? - d(Up, Vog1,0) ' GUpsr, .- Un). (%)
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De méme, on a

det Ay = d(U1, Va,p)? -+ -d(Up-1, Vo lIUI1. (**)
Or pour tout i € {2,...,p — 1}, Vip C Vin, donc d(Ui-1,Vin) < d(Ui-1,Vip). On a aussi
d(Up, Vp41,n) < [IUpll- En comparant maintenant (*) et (**), on obtient
det A < det A; ~G(Up+1, o, Up)=det Ay - det A,.

Par récurrence sur n en utilisant ce dernier résultat, cette inégalité permet de montrer celle de
la question a).

EXERCICE 5. Soit n un entier naturel non nul. On considére 1’application

1
p: R" >R (al,...,a,.)H/(1+a1:l:+---+a,,:r:"2)2d:r:.
0

Montrer que ¢ admet un minimum g, atteint en un point unique de R", et calculer u.
(Indication. On pourra utiliser les déterminants de Gram.)

Solution. Munissons le R-e.v E = C([0, 1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans R du produit
scalaire

1
Vf,9€E, (fly)=L f(t)g(t) dt.

Par commodité de notation, pour tout entier i on désigne par z* la fonction [0,1] = R z — 7
En notant E, = Vect(z,...,z"), on remarque que

n
play,...,an) = |1 - P|?, on P= —Zu.— rt,
=1

et ol || . || désigne le norme issue du produit scalaire (|). Déterminer ;1 = inf e p(a), c’est donc
rechercher d(1, E,)? = infpeg, {|1 — P||* = p.

La proposition 2 de la page 238 assure existence et Punicité d’un point Py de E, tel que
11 = Po|| = d(1, E,) (de plus, P, est la projection orthogonale de 1 sur E,). Le minimum de ¢ est
donc atteint en un point unique de R™. D’aprés le théoréme 8 sa valeur u est donnée par

p=d(1,E,)? = Gz, .,

(*)

Comme (z‘|z/) = 1/(i+j+1),0on a

1 1
G(l,z,...,2") = det (—————) et Glz,...,z2") =det (——-) .
i+7 -1/ g i<nh1 i+j+1/1cii¢n

Ces déterminants sont des déterminants de Cauchy (voir Pexercice 8, page 144) que l'on sait
calculer. Ils valent respectivement

H15i<j<n+1(i - j)? Hl<i<j<n(i - j)z

G(l,z,...,z"): - A et GI,...,I" = - ~ .
[icijgnli+i=1) ( ) [LcijenpG+i+1)
En utilisant I’égalité (*), on a donc
_hcicali-(n+ e W21
- (n+1)12 T (n+1D)2 T (n41)?

Remarque. On powrrait de méme calculer

+ o0
inf / e*(l+ayz+--+a, ") de.
(61,...,an)ER" Jy ( ! )
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— Cet exercice est a rapprocher du probléme du tome d’analyse portant sur le théoreme
de Miuntz.

4. Problémes

PROBLEME 1 (THEOREME DE FISHER-COCHRAN). Soit E un espace euclidien de dimen-
sion n et uy,...,u, des endomorphismes symétriques de E. On suppose que
(i) rguy +---+rgu, = n.
(i) qi(z)+---+g(¢) = -z, 0lt ¢; désigne la forme quadratique ¢;(z) = u;(z) - & pour
tout i.
Montrer que E = Imu; & --- & Imu,, que les Im u; sont orthogonaux entre eux deux a
deux, et que pour tout i, u; est le projecteur orthogonal sur Im ;.

Solution. La relation (ii) s’écrit aussi
Ve € E, (w1 + -+ u, —Idg)(x) -2 =0. (*)

L’endomorphisme v = u; + - - + u, — Idg étant symétrique, (*) entraine v = 0 (en effet, v est
diagonalisable et (*) montre que la seule valeur propre de v est 0). Donc u; + - - -+ u, = Idg, d’ott
on tire E = Imu; + - - -+ Imu,. Comme de plus }_¥_; dim(Im«;) = dim E d’apres (i),on a

E=Imu; & ---&Imuy, (%)

(voir la proposition 6 du chapitre III).
En appliquant maintenant ’égalité Idg = w1 + - - - + up au vecteur ux(r), on obtient

Vk,Vr € E, up = wpugp () + -+ upup (). (+*%)

D’aprés (**), la décomposition d’un élément de Imu; se fait de maniére unique dans 69,_ Im u;,
d’ou on déduit, avec (***) que up(z) = u(x) et V€ # k, upu(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout
z € F, on en tire u; = uk et V£ # k, upug = 0. Les endomorphismes uy, sont donc des prOJecteurs
orthogonaux puisqu’ils sont. symétriques (ses sous espaces propres sont orthogonaux, et ce sont ici
Ker u; et Im uk)

Il nous reste & montrer que les Imu; sont orthogonaux entre eux deux & deux. Pour k # £, on a
vu uguy = 0, ce qui entraine Imu, C Ker ug. L’endomorphisme u; étant un projecteur orthogonal,
on a Ker ux = (Im u)*, donc Imu, C (Im ug)t, ce qui prouve que Im . et Im u; sont orthogonaux.
Ceci est vrai dés que le couple (k, £) vérifie k # £, d’ott le résultat.

PROBLEME 2 (POLYNOMES ORTHOGONAUX). Soit f : [0,1] — R une fonction continue,
non nulle, positive.
a) Montrer que I’application

o RIXE =R (B,Q)~ [ 1) PO d

définit un produit scalaire sur R[X].
b) Montrer qu’il existe une base (P,)nen de R[X] telle que

Vi,j €N, @(P,P)=26; (;=1sii=j, =0sinon) et Vn€N,deg(P,)=n.

¢) Montrer que pour tout n € N*, P, a n racines simples réelles dans ]0, 1.
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Solution. a) On voit facilement que ¢ est une forme bilinéaire symétrique positive. Il reste a
montrer qu’elle est définie. Supposons (P, P) = [, f(t)P3(t)dt = 0. La fonction t — f(t)P(%)
étant continue et positive sur [0,1], ceci entraine fP? = 0. Le polynéme P n’ayant qu’un nombre
fini de racines, on a donc f = 0 sauf en un nombre fini de points, et par continuité de f, f = 0 sur
[0, 1] tout entier. Ceci est contraire aux hypothéses, d’oti le résultat.

b) 1l est clair que le procédé d’orthogonalisation de Schmidt s’étend & une famille dénombrable de
vecteurs. Ainsi, a partir de la base canonique (X" )nen de R[X], on peut former une famille libre
(Pn)nen orthogonale pour le produit scalaire ¢ telle que P; = 1 et pour tout n, P, = X" + Q,
avec Qn € Vect(Py, ..., P,_;). Une récurrence immédiate sur n montre alors que deg(P,) = n
pour tout n. Par construction du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on a

Vect(1,X,...,X") = Vect(Py, ..., Pn)

pour tout n, ce qui prouve que la famille libre orthogonale (P,),en est une base de R[X]. En
normant les polynémes P, on obtient alors le résultat souhaité.

¢) Fixons n € N* et notons k le nombre de racines de P, dans ]0, 1] d’ordre de multiplicité impaire.
Sion note oy < --- < ap cesracines et sionnote Q= (X —a1) - (X —ap) (Q=1sik=0),1e
polynéme PQ prend un signe constant sur [0, 1].

Supposons ¥ < n—1. Commedeg(Q) < n—1, Q € Vect(1,X,..., X" 1) = Vect(Py, ... , Pa-1).
De plus pour tout m < n — 1, ©(Pn, Py) = 0. On en conclue p(P,,Q) =0 = f(,l F(t) Pa(t)Q(¢) dt.
Or fP,(Q est une fonction continue qui garde un signe constant sur [0, 1], donc fP,Q = 0, et
comme i la question précédente, on conclue que f = 0, ce qui est impossible par hypothése.

Donc k > n, et comme deg(P,) = n, P, a n racines distinctes dans ]0, 1.

PROBLEME 3. Soit n € N*. On note S le s.e.v des matrices symétriques de M, (R). Pour
tout A € M,(R), on définit ’endomorphisme de S

QDAZS—')S MH‘AMA
Montrer que |det 4| = | det A["+1.

Solution. Commengons par traiter le cas olt A est diagonale (cas qui semble intuitivernent simple).
Notons Ay, ..., A, les éléments diagonaux de A. Considérons la base B de S constituée des matrices
de la forme (E;;)1<i<n et (Eij + Eji)i<icj<n, ot E;; désigne la matrice dont tous les éléments
sont nuls sauf celui d’indice (7, j) qui vaut 1. Un calcul rapide montre que

Vi, pa(Eis)=MEy; et Vi<j, pa(Eij+Ej:) = XMAj(Eij + Ej).

La base B diagonalise donc p4, les valeurs propres correspondantes étant \;A; (1 <i<j<n), ce
qui montre que

n n+l
det pq = H Aidj = (H A.’) = (det A)"+1, (*)
t=1

1<igj<n

Traitons maintenant le cas général. Commencons par munir S d’un produit scalaire. Si S, T € S,
on définit le produit scalaire de (S,T) par (S | T ) = tr(ST). 1l s’agit bien d’un produit scalaire
puisque c’est une forme bilinéaire symétrique, et la forme quadratique associée est définie positive
car

VS = (s‘rj)lﬁ‘,jfﬂ €S, tl‘(S'z) = ZS.',]‘SJ‘,,' = ZS?)]-.
i.J i

L’introduction de la structure euclidienne sur § va nous permettre de définir I’adjoint de 4.

Comme
VS, T €S, (9a(S) | T) = tr(*ASAT) = tr(AT'AS) = ( pa(T) | S),

I'adjoint % de @4 est wiy. Maintenant, on remarque que g% 0 w4 = @14 004 = watyg. La formule

(det pa)? = det % det pa = det(phpa) = det pan
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va nous permettre de trouver la valeur de | det p4|. Posons M = A'A. C’est une matrice symétrique,
donc diagonalisable, de sorte qu’il existe une matrice orthogonale P telle que M = *PDP, ou D
est une matrice diagonale. On vérifie facilement que py = wp o pp o ptp. Comme pp o Pip =
ptpp = Ids, pp est semblable & pp donc det ppr = det pp = (det D)**+! d’aprés (*). Comme
det D = det M = (det A)?, ceci s’écrit aussi

(det ¢A)2 = det M= (det A)'I(n+1),

d’oti le résultat.

PROBLEME 4. a) Soit H € M,(C) une matrice hermitienne positive. On note I' 'ensemble
des matrices hermitiennes positives A telles que det A > 1. Montrer

. _ 1/n
iréfr‘ tr(AH) = n(det H)"/".

(On pourra utiliser I'inégalité de la question a) de I’exercice 4 de la partie 3.5, page 261).
b) En déduire que pour deux matrices hermitiennes positives A et B, on a

[det(A + B)]M™ > (det A)M/™ + (det B)!/".

Retrouver ce résultat sans utiliser la question a).

Solution. a) Commencons par montrer (que pour toute matrice A € T, tr(AH) > n(det H y/n. Le
probléme étant invariant par changement de base orthonormale, on peut supposer H diagonale.
Notons Aj,...,A, les éléments diagonaux de H et considérons A = (4;j)i<ij<n € . On a
tr(AH) = E" Xia; ;. Le logarithme étant une fonction concave, on peut écrire

i=1
1 [ n 1/n n 1/n
= [Z(A.-a.-,,-)] > [H(,\;(l,-,i)] = (det H)'/™ (Ha;,;) ,
i=1 i=1

i=1

et comme 1 < det A < [T}, ai; d’aprés la question a) de I’exercice 4 de la section 3.5, ceci implique
tr(AH) > n(det H)'/".

Achevons notre raisonnement. Nous venons de montrer que infaer tr(AH) > n(det H)'/™. 11
s’agit maintenant de prouver 'inégalité réciproque. Il y a deux cas.

Premier cas. Si H est définie, alors pour tout z, A; > 0. Soit A la matrice définie par
At 0
A = (det H)M/" ]
0 A7t
On a A €T, et tr(AH) = tr[(det H)Y/"1,] = n(det H)1/", d’ou le résultat.

Second cas. Si la matrice H n’est pas définie, 1’'une des valeurs propres A; est nulle, par
exemple A, = 0. Pour tout p € N*, on définit

Ay = €r.

n-1

On a tr(4,H) = z:‘—le—i, done lim tr(A,H) = 0 = n(det H)Y"™, ce qui prouve le
/] P

résultat.
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b) Pour toute matrice M € T, on a
= > 1 i
tr{(A + B)M] = tr(AM) + tr(BM) > Allnefl" tr(AM) + Allnefl" tr(BM),
donc
Allnefrtr[(A + B)M] > Allnei;" tr(AM) + Allnefrtr(BM),
ce qui prouve le résultat en vertu de la question a).

— Résolvons la question sans I’aide de a). Si A et B ne sont pas définies, c’est évident car det A =
det B = 0 et comme A+ B est positive, det(A+B) > 0. Sinon, I'une des matrices A ou B est définie.
Supposons par exemple A définie. Le corollaire 3 de la partie 2.4 (page 241) assure I’existence d’une
matrice inversible P telle que A = P*P et B = P*DP, oi D est une matrice diagonale. Ainsi, on
se rameéne & montrer que

[det(In + D))V/™ > (det I,)}/™ 4 (det D)*/™.

En notant ); > 0 les termes de la diagonale principale de D, cette inégalité s’écrit

n 1/n n i/n
[H(l +2)| >1+4 (H ,\.-) . (*)
=1 i=1

Nous allons prouver (*) en utilisant des critéres de convexité. Considérons P’application

n

1/n
p: [0,1]]-R tH[H(H,\,.)] .

i=1

Il s’agit de montrer (1) — ¢(0) > 1, ce qui sera vrai si on prouve ¢’(t) > 1 pour t €]0,1]. On a

1/n n 1
(.Ei+/\i) ’

i=1

n

ITe+2)

i=1

vt €10,1], ') = %

ou encore
vt € ]0,1] log'(t) =1lo 1 E" .1 E" lo 1
) s gS" - g n’.=1t+’\i n‘.=l gt+A,’

donc, en vertu de la concavité du logarithme, log ¢'(t) > 0, c’est & dire ¢’(t) > 1 pour t € ]0,1],
d’ot le résultat.

Remarque. La preuve directe de la question b) montre I'importance du corollaire 3 de la
partie 2.4.

PROBLEME 5. Soit (E,||.||) un espace euclidien et u un projecteur de E tel que [juf] <1
(en notant Juf] = sup -, l|lu(z)|, norme d’algébre sur L(E)). Montrer que u est un
projecteur orthogonal.

Solution. 1l s’agit de montrer que Keru et Imu sont orthogonaux. Soit x € Keru et y € Imu.
Pour tout t € R, on a u(y +tz) = u(y) = y, et comme par hypothése ||u(y + tz)|| < ||y + tz||, on a

VEER, lyll? = llu(y+t2)l|* < lly+ tell® = loll® + 2t(= - ) +2{1=||*.

Cette inégalité exprime que la fonction t — ||y||? + 2t(x - y) + t%||«||* atteint son minimum pour
t = 0. Sa dérivée en 0 est donc nulle, ce qui s’écrit z - y = 0. Ceci étant vrai pour tout = € Keru
et pour tout y € Imu, on en déduit que Ker u et Im u sont orthogonaux.

Remarque. Tout projecteur non nul u vérifie fju]l > 1. En effet, on a #? = u donc
Hull = flu2l < Jull?, et le résultat car [juf] # 0. Un projecteur orthogonal non nul u vérifie
full = 1.
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PROBLEME 6. Déterminer les matrices hermitiennes positives A = (4 ;)1<i.j<n € Mn(C) 2
coefficients a; ; tous non nuls, telles que la matrice B = (1/@: ;)1<i,j<n €st aussi hermitienne
positive.

Solution. Soit A = (a;j)1<i,j<n UNE telle matrice. D’aprés la proposition 3 de la partie 3.4, A est
une matrice de Gram, c’est-a-dire qu’il existe n vecteurs uy, . .. , u, de C tels que Vi, j, aij = ui-uj.
D’aprés, l'inégalité de Schwarz, on a donc

Vig, el = Jui - us)? < el = aiia5,-

Cette inégalité, vraie pour toute matrice positive, l’est également pour la matrice B, ce qui s’écrit

. 1 1 1
vi, j, 7 £ ——.
laij1? = aii aj;
ddui 2 . . i 3 deralité ol = , .
On en déduit que |a; ;|? = a; ;a;,; pour tout 4, j. Il y adonc égalité de Schwarz |u; -u;| = |Juill-{]u;ll,
donc u; et u; sont liés. Ceci étant vrai pour tout i, 7, le rang des vecteurs ui,...,un est 1 (ces

vecteurs sont non nuls car A # 0). Ceci suffit pour affirmer rg A = 1.

Réciproquement supposons A = (; ;)1<i,j<n hermitienne positive, de rang 1 et telle que a; ; # 0
pour tout i, j. La signature de la forme quadratique X — X*AX est (1,0), 1l existe donc une forme
linéaire f(X) = Y iey Ai 2 telle que

VX, YT = XTAX = |f(X)P = > o (axy)Faz;.
i

i

Ceci prouve que a; ; = X;); pour tout i, j. La matrice B vaut donc

5= () e~ () 5)]
A5/ 1<ij<n i/ \Aj 15.',]'5,.,

2
>0,

de sorte que

vX, X'BX=

1
2

et B est positive.
En conclusion, les matrices positives cherchées sont celles a coefficients tous non nuls et de

rang 1.

PROBLEME 7. Soit (E, ||-]|) un R-e.v normé de dimension n € N*. On note B, , I’ensemble
des formes bilinéaires symétriques sur E de signature (p, g). Si p+ ¢ = n, montrer que B,,
est un ouvert de I’espace vectoriel B des formes bilinéaires symétriques sur E.

Solution. Munissons B de la norme | . || définie par

VoeB, lell= sup flo(z, )l
li=l=1

(B étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes).
Donnons nous @y € Bp ¢, ot p+ ¢ = n. La signature de @y étant (p, g), il existe deux s.e.v F+
et F~ de E tels que

Vee Ft, z#0 pu(z,z)>0

. + 3 - =
dmFt =p, dimF~ =q et {VzEF', #0 po(z,7)<0

Commep+g¢=n,onaici F*e F~ =E.
L’ensemble S* = {« € F*, ||z|| = 1} est compact, donc gy étant continue

3z + )= inf .
e Ft,  p(z,z) yler;+<ﬁ(y,y)
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En notant a = p(z,z) > 0, on voit que pour tout y € S*, pu(y,y) > a, donc pour tout y € F¥,
vo(¥,¥) > cflyll>. On montrerait de méme l’existence de § > 0 tel que tout y € F~ vérifie

oy, y) < —Bllyll*.
Soit ¥ = inf(a, B) et ¢ € B tel que {J[¥§ < v/2. Alors ¢ = o + ¢ vérifie

Vo€ F*,  plz,7)= po(z,7) + $(z,2) 2 7llall? = T|=|I? = F=lI*
Vo€ F-,  g(z,7) = po(z2) + $(z,2) < —7llzIl* + Zllelf? = Flz?

On a donc p(z,z) > 0 sur F* < {0} et @(x,z) < 0 sur F~ ~ {0}. Ceci suffit pour conclure que
@ est de signature (p,q). La boule de centre o de rayon v/2 est donc incluse dans B, 4, d’ou le
résultat.

PROBLEME 8. Soient A et B € M, (C) deux matrices hermitiennes positives.

a) Si A est définie, montrer que la matrice AB est diagonalisable, & valeurs propres réelles
positives.

b) Montrer que le résultat de la question précédente subsiste lorsque A n’est pas supposée
définie.

¢) Soient 0 < A; < --- < A, les valeurs propres de 4, 0 < y; < --- < iy, celles de B. Si A
est une valeur propre de AB, montrer A jpi; < A < Anft,.

Solution. a) D’aprés lexercice 1 de la partie 2.5 (page 242), il existe une matrice a € M, (C)
hermitienne positive telle que A = 2. Comme A est définie, a est inversible. On a AB = a?B =
a(aBa)a™!, de sorte que AB est semblable 2 aBa. Cette derniére matrice est hermitienne , et
positive car la matrice B étant positive,

VX, X*(aBa)X = (eX)*B(aX) > 0.

Finalement, on a montré que AB est semblable & une matrice hermitienne positive, ce qui suffit &
montrer que AB est diagonalisable & valeurs propres réelles positives.

b) C’est plus délicat. Comme i la question précédente, on va passer par la matrice a Bd.

Soit k¥ = rg(eBa). La matrice aBa étant hermitienne positive, on est assuré de I’existence d’une
famille libre de k vecteurs propres ¢;,...,€p associés i des valeurs propres strictement positives
A1,...,At. Pour tout i € {1,... ,k}ona

(aBa)e; = Aie;  donc  (a?Ba)(e;) = Aia(e;) d’olt  (AB)(ae;) = Ai(ae;).
Ainsi, si on pose f; = ae; pour 1 <9<k, ona (AB)f; = Aifi et la famille (f;)1<i<k est libre car

k k k
leifi =0=0= Zﬂi(ﬂB)(fi) = Z/tu\;e; = Vi, ;A =0 = Vi, u; =0 (car A; #0).

i=1 i=1 i=1

Finalement, on vient d’exhiber une famille libre (f;)1<i<# & k éléments de vecteurs propres de AB
associés a des valeurs propres non nulles.

Nous allons prouver que toutes les autres valeurs propres sont nulles. Pour cela, nous com-
mengcons par montrer rg(AB) = rg(aBa) = k.

— De méme que 'on avait écrit A = a? avec a hermitienne positive, on écrit B = b ou b

est hermitienne positive. On a maintenant Ker(aBa) = Ker(ba) car la matrice aBa étant
hermitienne positive,

X € Ker(aBa) <= 0= X*(aBa)X = (baX)*(baX) = ||beX]||* <= X € Ker(ba)

({) - || désigne la norme hermitienne standard sur C*).
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~ On en conclue rg(aBa) = rg(ba). Toute matrice hermitienne positive h vérifiant Imh =
Im A2 et Ker h = Ker h? (pour s’en convaincre, diagonaliser h dans une base orthonormale),
on peut écrire

rg(aBa) = rg(ba) = dim(Imb) — dim(Ima N Ker b)
= dim(Im B) — dim(Im A N Ker B) = rg(BA).

— 11 suffit maintenant de remarquer que rg(BA) = rg[(BA)*] = rg(A*B*) = rg(AB) pour
conclure rg(aBa) = rg(AB) = k.
Le fait que dim(Ker(AB)) = n — k nous permet de prendre une base (fe41,.- -, f.) de Ker(AB).
Ces n— k vecteurs correspondent 4 des vecteurs propres de AB associés a la valeur propre 0. Ainsi,
la famille de vecteurs fi,..., fi, fe41,-..,fn forme une famille libre & n éléments de vecteurs
propres de AB, donc une base de vecteurs propres de AB. La matrice AB est donc diagonalisable,
ses valeurs propres étant Ay, ... ,Ar > 0 et 0.

¢) On note (|) le produit scalaire hermitien usnel sur C*. Tout vecteur colonne X de C* vérifie
N(XIX) < (AX]AX) < X(XIX) et pd(X|X) < (B X|BX) < ph(XIX)

donc

Np2(X|X) < (B X|BX) < (AB X|ABX) < N(BX|BX) < Mpd(XIX). (%)
Si A est une valeur propre de AB, on a (AB X|AB X) = |A|*(X]|X) (oit X est un vecteur propre
associé), ce qui entraine avec (*) la relation Ay < [A] € Anfin, d’olt le résultat puisque ’on a vu
que ) était réelle positive.

PROBLEME 9. Soient R, S,T € M,(C) trois matrices hermitiennes positives telles que la
matrice M = RST est hermitienne. Montrer que M est positive.

Solution. 11y a certainement beaucoup de fagons de procéder. Celle que nous décrivons se décom-
pose en trois étapes, selon les propriétés vérifiées par la matrice T

Premiére étape. Supposons T définie. Alors T est la matrice d’un produit scalaire, de sorte qu’il
existe P € G£,(C) telle que T = P*P. Comme RST est hermitienne, on a facilement RST = TSR
donc

RSP*P = P*PSR d’on (P*)"'RSP* = PSRP™' ouencore R'S'=S'R

avec R' = (P*)~'RP-! et §' = PSP*. Ainsi, les matrices R’ et S' commutent. Comme elles sont
diagonalisables (car hermitiennes), on peut les diagonaliser dans une méme base. De plus, leurs
valeurs propres sont positives (R’ et S’ sont hermitiennes positives) donc les valeurs propres de
R'S’ sont positives. Ainsi, la matrice hermitienne R'S’ est positive. Comme RST = P*(R'S"YP
est congrue & R'S’, c’est aussi une matrice hermitienne positive.

Deuziéme étape. Supposons Ker T N Ker R = {0}. Pour tout £ > 0, la matrice T + R est définie
positive. En effet, elle est positive comme somme de matrices positives, et elle est définie car si
X*(T + eR)X = 0, le fait que X*TX > 0 et X*RX >0 entraine X*TX = X*RX = 0, donc
X € KerT nKer R = {0}.

On peut donc appliquer le résultat de la premiére étape a la matrice hermitienne RS(T +¢eR) =
RST +¢RSR. Ainsi, pour tout X € C*, pour tout € > 0, X*RS(T+eR)X >0 donc en passant &
la limite lorsque € — 0 on obtient X*RSTX > 0. Ceci est vrai pour tout X € C*, donc RST est
positive.

Troisiéme étape. Il ne reste plus qu’a traiter le cas ot F = KerTNKer R # {0}. Soit, r tel que
n—r = dimF. Soit (e1,...,¢e,) une base orthonormale de C* telle que F' = Vect(€rgiy--- 1 €n)-
Quitte & faire un changement de base orthonormale pour se ramener dans cette base, on voit que

(RO NEAE (T |0
- (51). 5=(243). = - (3)
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avec R1,S5,, Ty € M,(C) et Ker Ry NKer 77 = {0}. La matrice M = RST étant hermitienne, on a

facilement
_{ RiSITh | O

ou Ry, S1, T, vérifient les mémes propriétés que R, S, T dans la deuxiéme étape. La matrice R1 51Ty
est donc positive, donc d’aprés (*) M est positive.

PRrOBLEME 10. Soit A = (@;;)i<i,j<n € Ma(C) une matrice hermitienne, dont les valeurs
propres sont notées A;,..., A, et numérotées telles que A, > --- > A,
a) Pour tout entier k£ compris entre 1 et n, montrer

Za,-,,v S ZA, (*)

i=1l i=1

b) Lorsque k < n et Ay > Ap4y, donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice
A pour que I'inégalité (*) soit une égalité.

Solution. a) Lorsque k = n, (*) est une égalité car Y i, a;; = tr(A) = Y[, A

Sinon on a k < n. Notons ® la forme hermitienne sur C* dont A est la matrice dans la base
canonique (ey,...,e,) de C*. Pour tout i € {1,...,n}, on a a;; = ®(e;). Soit (f1,...,fn) une
base orthonormale de C*, orthogonale pour la forme hermitienne ®, et telle ¢ue

Vie{l,...,n}, X =&(f)

On note P = (pij)icii<n € Mn(C) la matrice de passage de la base (fi,...,fs) & la base
(€1,... ,€n) (P est unitaire), de sorte que e; = Y I, pi ; fi pour tout j.

Pour donner un avant goiit de ce qui suit, nous commencons par le cas k = 1 qui est facile. Il
suffit d’écrire

n n n
a1 =®(er) = Z lpipl*@(fi) = Z'\i lpinl? <M (Z Ipi,llz) = Mlleall? = A
=1 i=1

i=1

Le cas général est plus délicat. On écrit

k k E [ n n k
Dwi=) ®(e) =) (E Ai |I'i,j|2) =Y N[ Imsl] (+*)
i=1 i=1 ji=1 \i=1 i=1 ji=1
Si on pose p; = E;:l [pij12, les p; vérifient les propriétés suivantes
n k n k
O Som=3 (Sl = Sttt =
i=1 i= i=1 Cj=t

k n
() Vi, m=) IpilP<d Imsl =1
j=1 j=1

(la derniére égalité résulte du fait que les vecteurs ligne de la matrice P forment également une
base orthonormale), et ’égalité (**) entraine

k

n k n
Z“’j'j = Z/\Uti < ZA,‘[!,‘ + ’\k+1 ( 2 I‘i) .

j=1 f=1 i=1 i=k+41
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L’assertion (ii) permet d’écrire chaque p; sous la forme p; =1 —; avec % 2 Opour1 <1<k,

n k k
et d’aprés (i), Z pi=k— (Z p.-) = Z'y,-. Finalement,

t=k+1 i=1 =1

k k k k k k
Z“J',J' < Z Ai(1 = %) + Ak (Z 'Yi) = Z A + Z(/\.’ - Ae41)7% < Z Ai. (#%%)
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

i=1

b) Si (*) est une égalité, alors la derniére inégalité de (***) est une égalité, et compte tenu des
hypothéses, ceci entraine v; = 0 pour 1 <i < k. Autrement dit, y; = ... = p = 1 ce qui en vertu
de Passertion (ii) entraine p;; = Opour 1 < i< ket k+1<j<n Ainsi, ¢; = ELI pijfi €
Vect(f1,..., fr) pour 1 < j <k, donc Vect(ey, ..., ex) = Vect(f1,..., fi). Les bases (e1,--- ,€n)
et (fi,. .., fa) étant orthogonales, on a alors Vect(€k41,--- r€n) = Vect(figr, ., o) 1l n’en faut
pas plus pour conclure que A, matrice de ® dans la base (€1, .. ,€,), se met sous la forme

4= (1)

ot les valeurs propres de A; € Mi(C) sont Ay,..., Ap.
k

k
Réciproquement, si la matrice A est de cette forme, alors z a;; = tr(Ad) = z Ai.

i=1 i=1

PROBLEME 11. Soit A = (a;;)1<ij<n € Ma(R) une matrice symétrique définie positive.
Montrer que la matrice
B = ( i ; )
1+ 7/ 1<ii<n

est définie positive.

Solution. On considére I’application
A:[0,1] > Ma(R) t— A(t) = (aij - i‘.+’._1)15,~,,‘5n.

Si on montre que A(t) est définie positive pour tout ¢ € 10, 1], alors d’aprés Pexercice 5 de la
partie 2.5 (page 245) on aura prouvé que la matrice

1 1 .
At)ydt = (/ a;j piti-1 dt) = (M—) =B
0 0 1<ij<n t+7/1<ij<n

est définie positive.
D’aprés exercice 4 de la partie 2.5 (page 243), on aura montré que A(t) est définie positive
(t €]0, 1]) si on prouve que

Vke {1,...,n}, Ar(?) = (@i ; 'Y 1<ij<k € Mi(R)
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a un déterminant > 0. On écrit

al,lt al,gtz L allktk
02,1t2 02'2t3 s ag,ktk"'l
det Ak(t) =
ag .t ay k4rtFH ag pt25-1
a11 a2 e aj i
az 1t az gt e az it
=t-12...¢*
ap,1t* " @y gttt . ag ptk?
a,1 a2 e A1k
P az,1 az,2 Tt G2k
=(t-t2 Rt 2P i (*)
Gkl S1k41 - Grk

Toujours d’aprés la question a) de Pexercice 4 de la partie 2.5 (mais cette fois ci on utilise la
condition nécessaire), le dernier déterminant de (*) est > 0, ce qui prouve det Ar(t) > 0 dés que
te]o,1[et k€ {1,...,n}. Dot le résultat.

Remarque. Si A n’est pas supposée définie, la matrice B reste positive. Pour montrer ce
résultat, appliquer celui de ’exercice A la matrice définie positive A+ al, pour tout a > 0,
puis passer a la limite lorsque « tend vers 0. (Une limite de matrices positives B, lorsque
o tend vers 0 est positive car

VX eR"\Wa>0, X*B,X>0

et on obtient le résultat en faisant tendre a vers 0, X étant fixé.)

PROBLEME 12 (HANSDORFFIEN D’UNE APPLICATION LINEAIRE EN DIMENSION FINIE).
Soit E un espace hermitien de dimension finie n € N*.

1/ Soit f € L(E). On note
10 ={2L2 s e B 0} = @) 2, ol = 1)

(cet ensemble est appelé Hansdorffien de f).

a) Montrer que H(f) est convexe et compact. (Indication. Pour montrer que [£,7] C H (N
si {,n € H(f), on se raménera & montrer que [0,1] C H(g)oig=af +PId aveca et
bien choisis. Puis on écrira g = u + iv, avec u et v autoadjoints .. )

b) Si f se diagonalise dans une base orthonormale, déterminer H ().

2/ Soit f € L(E) telle que tr f = 0. Montrer I’existence d’une base B orthonormale de E
dans laquelle la matrice de f ait tout ses termes diagonaux nuls.

Solution. 1/ a) L’ensemble H(f) est compact car c’est P’'image par 'application continue z
f(z) - = du compact {z € E, ||z|| = 1}.

Montrons que H(f) est convexe. Donnons nous =,y € E, ||z|] = livil = 1 et posons € = f(z) - =
et .= f(y) - y. Il s’agit de montrer [£,7) C H(f). Si € = 5 c’est terminé. Sinon, & # n, et on vase
ramener sur [0, 1]. Il existe deux nombres complexes « et 3 tels que

af+pB=1 et an+p8=0.
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On pose g=af+ BIldeg. On a

<= Vte0,1),32€ E,|lz||=1, té+(1—-ty=f(z)-2
<= Vte[0,1],3z€ E,||||=1, t= a(t£+(1 —t)r;) +8=9(2) z
<= [0,1] C H(g).
Montrons donc [0, 1) C H(g). On sait que g(z)-z = 1 et g(y) -y = 0. Ecrivons g = u + iv avec
u et v autoadjoints (il suffit de prendre u = 1(g +¢*) et v = §(¢* — ¢)). Quitte & multiplier z par
A €C, |A| =1, on peut supposer v(z) -y € iR.Or g(z)-z = 1 = u(z) -z —iv(z) -z donc v(z)-z =0
(ceci car u et v étant autoadjoints, u(z) - = et v(z) - = sont réels). On a de méme v(y) -y = 0.

Ceci étant, on pose h(t) = tz + (1 — t)y pour t € [0,1]. Comme & = f(z) -z # f(y) -y =1, les
vecteurs z et y forment une famille libre. Ceci prouve que h(t) # 0 pour tout ¢ € [0,1] et

v[h(t)] - h(t) = t>v(z) -z + t(1 — t)[v(z) -y + v(z) -yl + (1 = )?v(y) -y =0
(car v(z) - y € iR). La fonction

glh(?)] - h(t)
oy 2T A
llA@I1?
prend donc ses valeurs dans R. De plus % est continue, ¥%(0) = 0 et ¥(1) = 1 donc d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, {0, 1] C ¥([0, 1]) C H(g), d’ot le résultat.

¥: [0,1]-C ¢t

b) Soit une base orthonormale B = (ey, ..., e,) telle que
A 0
(Al = , weC
0 An
Alors

H(f) = {f(z) =|z||=1} = {f (Zz,-e,-) .Zmi, Z]z,-P = 1}
= {Z|z.-|23\?, Z|z,-|2 = 1} = {Za,-?\?, (ai >0et Za,- = 1)} ,

ce qui s’exprime en disant que H(f) est ’enveloppe convexe des i, ou encore que c’est intérieur
d’un polygone dont. les sommets (dans C) sont les A;.

2/ On procéde par récurrence sur n = dim E. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai
au rang n — 1 et montrons le au rang n.

Montrons déja que 0 € H(f). Soit B = (e1,...,€n) une base orthonormée et A la matrice de f
dans cette base. Les termes de la diagonale principale a; ; de A vérifient la relation @ ; = f(ei) €,
ce qui prouve que @;; € H(f) et H(f) étant convexe,

I am=ta7=0en0).
n 7 n

1! existe donc un vecteur normé fi tel que f(fi) - fi = 0. Notons F I’hyperplan { A}t et
g = p|F © fir, o p|r désigne la projection orthogonale sur F, de sorte que dans toute base B’ de

0]x - x
X

[f]!xUB' =

)2
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On a donc trg = 0, donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe une base B’ orthonormale
de F dans laquelle la matrice de g n’ait que des zéros sur la diagonale principale. Ainsi, la base
B = f1 U B’ est une base orthonormale de E (car f; € F*) et

le X 0 X x

” .
fe=1] =]

. [g]BI : x

x x o x 0

Remarque. On peut répondre a la partie 2/ sans utiliser la partie 1/ si on suppose f
autoadjoint.



ANNEXE A

Résolution des équations du troisieme et du quatriéme
degré

Cette annexe propose la résolution des équations du troisiéme et du quatrieme degré.
Deux techniques sont exposées, d’abord celles dues & Cardan (troisieme degré) et Ferrari
(quatriéme degré), découvertes historiquement en premier, puis la méthode de Lagrange
qui en un certain sens, est plus générale que les précédentes et offre un point de vue
intéressant.

1. Introduction

On se donne un polynéme F = ay X™ + a; X"~ 4 - -+ + ¢, € K[X] (ot K est un corps
commutatif quelconque), tel que ay # 0 et n > 1. On se propose de résoudre ’équation
F(z) = 0. Quitte & diviser le polynéme F par a,, on peut supposer ¢q = 1. Enfin, en
effectuant le changement de variable z = z — a;/n, on se raméne au cas ou le coefficient
de X"~! est nul. Finalement, on est amené & résoudre une équation de la forme

ez it a1z +a, =0.

Dans la suite, le corps de base K est le corps des complexes C.

2. Techniques historiques

2.1. Méthode de Cardan pour la résolution de ’équation du troisiéme
degré

On veut résoudre ’équation 2° + pz+¢ = 0. Si on pose z = u+ v, 'équation sera vérifiée
si
B P+ 3t +3ultput+pr+qg=0=13 +0® + (u+ v)Buv+p)+¢=0.

Ceci sera vérifié si on a . .
{ w03 =—¢

uv = —p/3
C’est-a-dire si v® + v® =7¢ et udv® = —p?/27, les déterminations des racines cubiques de u
et v étant choisies telles que wv = —p/3. En d’autres termes, il suffit que u® et v* soient
racines de
P

2 +qz- 57 = 0 avec uv= —p/3. (%)
Si on note z, 2; les racines de cette équation du second degré, si u et v sont des racines
cubiques de z; et z, telles que un = —p/3, les racines recherchées sont alors

u+v, uj+vit, wjl+vj ou j=e¥ 3
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Lorsque (p, q) € R, le nombre de racines réelles de 1'équation 2% + pz + ¢ = 0 peut étre
discuté. Ceci dépend du signe du discriminant de 1’équation du second degré (*), qui est
du signe de 4p® + 27¢. On montre facilement que
(i) Si 4p® +27¢% > 0, il y a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.
(ii) Si4p®+27¢®> =0, il y a une racine triple 0 si ¢ = 0, une racine réelle double et une
réelle simple si ¢ # 0.

(iii) Si 4p® +27¢* < 0, il y a trois racines réelles.

Ce dernier résultat est & rapprocher de celui de ’exercice 2 de la page 79.

2.2. Méthode de Ferrari pour la résolution de I’équation du quatriéme
degré

On se donne F = z* 4 az? 4+ bz +c et on veut résoudre F(z) = 0. Pour cela, on recherche
A, pet g tels que F(z) = (22 + A)? — (pz + ¢)%. Ceci sera réalisé si et seulement si le
polynéme

2+ A -F(z)=(2A—a)22 —bz+ (N —¢) (*%)
est un carré parfait, autrement dit. si et seulement si le discriminant de (**) est nul, ce qui
s’écrit
A=b—4(A% = c)(2) — @) = —8A3 + 4ar? 4 8Ac+ b — dac = 0.

Cette derniére équation peut &tre résolue grace a la méthode de Cardan. Si A désigne I’une
quelconque de ses solutions, il est maintenant facile de trouver p et ¢ puis de résoudre
(2 +A)? = (pz+¢)*=0.

3. Méthode de Lagrange

On doit & Lagrange une ingénieuse idée de résolution des équations. Pour résoudre
F(z) = 0 ou F est de degré d, l'idée de Lagrange est la suivante. Notons ay,... ,aq les
racines de F. Si on trouve un polynéme P en les o; qui ne prend que d — 1 valeurs par
toute permutation sur les a;, on saura (grace aux formules donnant les coefficients d’un
polynéme en fonction de ses racines, et compte tenu du fait que tout polynéme symétrique
peut s’exprimer au moyen seulement des polynémes symétriques élémentaires) trouver un
polynéme de degré d — 1 qui annule les d — 1 valeurs prises par P sur les a;. On est ainsi
ramené a un degré inférieur et c’est gagné!

Ce principe encore un peu vague va prendre tout son sens dans les parties qui suivent.

3.1. L’équation du troisieme degré

Notons a, 3,7 les racines de F = 23 4+ pz + ¢. Le polynéme (X + jY + 52Z)3 ne prend
que deux valeurs par toutes les permutations effectuées sur a, 4,7, qui sont

A=(a+jB+5%) et B=(atjy+j’8).
Compte tenu du théoréme 1 de la page 60, on a
on=a+pf+7=0, oy=af+pfy+ya=p, 03=afy=—q.
Un calcul donne

A+ B =2(a®+ 0% +7°) ~ 3(e’B + B*y + 7’a) + 12087
= 2(0y — 3010, + 303) — 3(010, — 303) + 1205 = —279¢

et
AB = (& + %+ 7% — af - By — va)® = (0} - 20, — 0,)® = —27p°.
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Ainsi, A et B sont trouvées simplement comme solutions de
22 +27qz—27p° = 0. (#*%)

Si on note u (resp. v) une racine cubique de A (resp. de B), les déterminations étant
choisies telles que uv = (@ + j8 + j%7)(a + jv + j28) = —3p, on s’est ramené a résoudre
le systéme

a+ B8+ v =0 a =1 (v + v)
a + j8 + j*v = u dont les solutions sont B = % (ui® + vj) .
a+ jy + 5°8 = v v = 3 (w + v

Noter que le test du nombre de racines réelles s’effectue simplement grace au discriminant
de ’équation (***) qui est 27(4p® + 27¢%).

3.2. L’équation du quatrieme degré

On note a, 83,7, 6 les racines de F = z* + az? + bz + c. Le polynéme XY 4 ZT ne prend
que trois valeurs par toutes les permutations effectuées sur a, 3,7, §, qui sont

A=af+76, B=ay+p6, C=abé+p8.

Ici, les fonctions symétriques des racines de F valent respectivement o, = 0, 02 = @,
a3 = —b et 04 = c. Les calculs qui suivent sont légérement plus simples que ceux de la
partie précédente.
A+B+(/'=0'2-_—(l.,
AB + BC + (/'A = 0103 — 40’4 = —4c¢

et
ABC = (0} — 20;)04 + 0} — 20,04 = U? — 4ac.

Ainsi A, B et C sont obtenus comme solutions de I’équation
22 —az? — 4cz — b + dac = 0,

que P’on sait désormais résoudre. Si on note u,v,w ses racines, on est ramené a résoudre
le systéme

at+pf+y+é = 0 at+B+y+é6 = 0
af + 6 = C g R (a+B)(y+8) = v+w
ay + 36 - qui équivaut a (a + 6)(,B+7) = utwv
ad + [y = w (a+7)(B+6) = utw

A Daide de deux premiéres équations de ce dernier systeme, on trouve

a+B=p e y+6=-p;, ol p=v—-v-w,
de méme avec la premiere et la troisieme équation

a+6=p, et BH+y=—p;, Ol pr=+—u—v
et avec la premiére et la derniére équation,

at+y=ps et B+é=—p;, o py=v-u-w

Pour qu’il y ait équivalence entre ces trois dernieres assertions et le systéme précédent, il
faut et il suffit que les déterminations des racines carrées py, p,, p3 soient choisies de sorte
que p1pop3 = —b, compte tenu du fait que

(a+B)(a+ )@t b)=alat+f+y+6)+03=-b.
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Maintenant, on en déduit facilement ue les solutions sont
1 1 1 1
a= ’2'(P1 +p2tps), B= 5(/’1—/’2—/’3), Y= 5(‘/’1-/’2 +p3), 6= 5(—/'14'/'2—/’3)-

3.3. L’équation du cinquiéme degré ?

Nous sommes munis d’une redoutable technique pour abaisser le degré d’une équation.
Vous pouvez donc essayer d’effectuer le méme type d’opérations sur I’équation générale de
degré 5. Malgré tous vos efforts, vous coincerez sur un probléme majeur, celui de trouver
un polynome de 5 variables qui ne prend que quatre valeurs par toute permutation de ses
variables.

En fait, un tel polynéme n’existe pas. Nous allons prouver ce résultat. Pour tout
polynéme P € ([ X,, X,, X3, X4, X;], pour toute permutation o € S;, on note

Pﬂ = P(Xa(l), Xﬂ('l)) Xﬂ(3)? Xﬂ(4)a Xﬂ(5))

Supposons que P € ([ X,, X,, X3, X4, X;] soit tel que 'ensemble I' = {P, | 0 € S5} vérifie
Card(T') = 4. Le groupe des permutations S; opére sur I’ par le biais de la fonction

SsxT =T (0,Q) Q,.

D’aprés le théoréme 7 de la page 21, le stabilisateur H = {0 € S; | P, = P} de P est
un sous groupe de S d’indice 4 dans S5 (puisque par construction, ’orbite de P est I’
tout entier, de cardinal 4). D’aprés l'exercice 7 de la page 25 ceci est impossible, d’ott le
résultat.

Cette démonstration ne prouve pas qu’il est impossible de “résoudre” par des formules
générales I’équation de degré 5, mais elle montre simplement que la méthode de Lagrange
ne s’applique pas. C’est Abel qui le premier montra que des formules générales pour les
solutions de I’équation de degré 5 n’existent pas. Galois compléta quelques années plus
tard ce résultat en donnant une condition nécessaire et suffisante sur un polynéme pour
qu’il soit résoluble par radicauxr (en termes intuitifs, on dit qu’une équation est résoluble
par radicaux si ses solutions peuvent s’exprimer au moyen de “radicaux emboités les uns
dans les autres”).



ANNEXE B

Invariants de similitude d’un endomorphisme et réduction
de Frobenius

La note qui suit présente la théorie des invariants de similitude des endomorphismes en
dimension finie. Cette notion est assez éloignée de I’esprit du programme de mathématiques
spéciales, et c’est plus a titre de curiosité qu’elle est présentée. Comme nous allons le
voir, elle propose un cadre agréable de réduction des endomorphismes qui permet une
caractérisation simple de la classe des matrices semblables a une matrice donnée. En
premiére lecture, les démonstrations des résultats énoncés peuvent étre sautées.

Dans toute I’annexe, E désigne un espace vectoriel sur un corps commutatif K de di-
mension finie n.

1. Introduction

On se donne un endomorphisme f € L(E). Nous commengons par donner quelques
rappels des résultats de ’exercice 3 de la page 177.

Notation. On note II; le polynéme minimal de f, et £; 'ensemble {P(f), P € K[X]}.
Si z € E, on note P, le polynéme unitaire engendrant I'idéal {P € K[X] | P(f)(z) = 0}
et E, lensemble {P(f)(z), P € K[X]}.

PROPOSITION 1. Si k = deg(Il;), l’ensemble L; est un s.e.v de L(E) de dimension k,
dont une base est (Idg, f,..., f*1).

Si k = deg(P,), Uensemble E, est un s.e.v de E de dimension k, dont une base est
@0 ).
Démonstration. L’application K[X] — L(E) P w P(f) est linéaire. Son image est Ly, c’est donc
un s.e.v, et son noyau est {P € K[X] | P(f) = 0} = (Il). Ainsi, L; est isomorphe a K[X]}/(1y).
Ce dernier étant de dimension k dont une base est (1,X,...,X —l) (voir la théoréme 4 de la
page 62) on en déduit par isomorphisme la premiere partie de la proposition.

La seconde partie se traite de maniére analogue en considérant ’application KX] - FE P~
P(f)(x). o

La propriété qui suit est cruciale dans la suite de notre discours (elle est prouvée dans
Pexercice 3 de la page 177).

PROPOSITION 2. Il existe x € E tel que P, = 1I;.
Endomorphismes cycliques.

DEFINITION 1. On dit que f est cyclique s’il existe z € E tel que E, = E. D’aprés les

propositions précédentes, ceci équivaut i dire que deg(Il;) = n (ou encore que I, =
—1)*P, ol P; désigne le polynéme caractéristique de f).
! s g I 1
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DEFINITION 2. Soit P = X?+a,_; X?"'+---+ay € K[X]. On appelle matrice compagnon
de P la matrice

0 -+ -+ 0 —aq
1 0 N
CP)y=}to 1 . : : € My(K).

: . 0 —a,_s
0 -~ 0 1 —ay,

Nous avons déja rencontré les matrices compagnon lors de la seconde démonstration du
théoréme de Cayley-Hamilton, et nous avions montré que le polynéme caractéristique de
C(P) est (~1)*P.

PRrRoOPOSITION 3. Soit f € L{E) un endomorphisme cyclique. Il existe une base de E dans
laquelle lu matrice de f soit égule a C(I;).

Démonstration. Comme f est cyclique, il existe 2 € E tel que E; = FE. On sait alors que
(z,f(x),..., " }(z)) est une base de E, et dans cette base, la matrice de f est C(II;) (si
Oy = X™ + -1 X" 1 4 ... 4+ ag, 'image du dernier vecteur f"'l(z) de la base par f vaut
M (z) = —an-1 " H(x) — - - — aoz car Ty (f)(z) = 0). a

2. Invariants de similitude

Le théoréme qui suit est le point central de notre discussion.

THEOREME 1. Soit f € L(E). Il existe une suite Fy, F,,... , F, de s.e.v de E, tous stables
par f, telle que

(1) E=F1®F2®"'®Fn

(i) pour tout i € {1,...,r}, la restriction f; = fir, de Uendomorphisme f au s.e.v F;

est un endomorphisme de F; cyclique,

(iii) st P; désigne le polynéme minimal de f;, on a Py, | P pour touti€ {1,...,r—1}.
La suite de polynémes P,,. .., P, ne dépend que de f et non du choiz de lu décomposition.
On Uappelle suite des invariants de similitude de f.

Démonstration. Ezistence. Soit k = deg(Il¢) et soit x € E tel que P = ;. Le s.e.v F = E; est
de dimension k et il est stable par f. Comme deg(P;) = k, la famille de vecteurs

er=z, ex=f(z), -, ex=f"1(z)

forme une base de F = E,;. Complétons cette base en une base (e;,...,¢e,) de E. En désignant
par (ef,...,en) la base duale associée, on note

G=TI° o T'={f(e}), icN}={ejof, icN}

(orthogonal vis-a-vis du dual). En d’autres termes, G est I’ensemble des 2 € E tels que la k-iéme
coordonnée de fi(z) (dans la base (e1, ... ,€,)) soit nulle pour tout i. L’ensemble G est un s.e.v
de E, et il est stable par f comme on le vérifie facilement.

Nous allons montrer F & G = E, et pour cela, nous prouvons successivement F NG = {0} et
dim F + dimG = n.

Soit y € FNG. Siy # 0, on peut écrire y = ajey + -+ apep avec ap # O et p < k. En
composant par ‘f¥~P(e}) = €} o f¥~P, on obtient.

O=cp(arepppr1+ -+ apex) = a,,

ce qui est absurde. Donc F NG = {0}.
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Comme G = (VectT)°, pour montrer dimG = n — dimF = n — k, il suffit de prouver
dim(Vect T') = k. Pour cela, on considére I’application linéaire

¢: Ly ={P(f), PeK[X]} — VectI' g+ epog.

Par définition de Vect I', o est surjective. De plus,  est injective. En effet, si e; og = 0 avec g #0,
on peut écrire g = a, Idg+---+ap fF 1 €Ly (p< ket ap #0) et

e; 0 g(f*7P(z)) = 0= ef(arex—pt1+ -+ aper) = Gy,

ce qui est absurde. Finalement, ¢ est un isomorphisme donc dim(Vect I') = dim Ly = k.

Résumons. Nous avons trouvé un sous espace G stable par f tel que F & G = E. Notons P,
le polynéme minimal de fir, (qui est le polynéme minimal de f car P, = Py = IIf), et Py le
polynéme minimal de Fjg. Comme G est stable par f, P2 | P,. On applique ce qui précede a fig,
et au bout d’un nombre fini d’étapes, on obtient la décomposition voulue.

Unicité. Supposons I’existence de deux suites de sous espaces Fy,. .., F. et Gy,...,G, tous stables
par f et vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii). Notons P; = Iy et Q; = g, .

On voit que Py = I = Q. Supposons la liste (Py,...,P;) différente de (Q1,...,Q;) et
notons j le premier indice tel que P; # Q; (un tel indice existe toujours méme si r # s, car
i deg(P) = n=3_; deg(Q;)). On a

Pi(f)(E) = Pi(f)(F1) & - & P;j(f)(Fj-1) (¥

et

Pi(f)(E) = Pi(f)(G1) ® - & Pi(f)(Gj-1) ® P;y(f)(Gj) & - -- & P (/) (G:) (%)
On a dim P;(f)(F;) = dim P;(f)(G;) pour 1 <i < j—1 (en effet, d’aprés la proposition 3, on peut
trouver une base B; de F; et une base B! de G; telles que la matrice de fir, dans B; coincide avec
la matrice de fig, dans B}). En prenant les dimensions dans (*) et (**), on en déduit

0 = dim P;(f)(G;) = - - - = dim Pj(f)(Gs),
ce qui prouve que Q; | P;. Par symétrie de réle , on a aussi P; | Q;, donc P; = Q; ce qui est
absurde. Finalement, on doit avoir r = s et P; = Q); pour tout i. a

THEOREME 2 (REDUCTION DE FROBENIUS). Si Py, ..., P, désigne la suite des invariants
de similitude de f € L(E), il existe une basc B de E telle que

C(P,) 0

(fls = .
0 C(P,)

On a d’uilleurs P, = I; et P, - - - P, est le polynéme caractéristique de f (au facteur (—1)"

prés).

Démonstration. 1 suffit pour tout i de considérer une base de F; dans laquelle ]a matrice de

fi = fir; est C(P;) (ce qui est. possible d’apres la proposition 3), puis d’écrire la matrice de f dans

la base B= B, U---UB,. a
Comme pour les matrices, on dit que deux endomorphismes f, g € £L(E) sont semblables

s'il existe h € GI(E) tel que f = h~'gh. Muni de cette définition, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. Deuz endomorphismes f et g € L(E) sont semblables si et seulement s’ils
ont les mémes invariants de similitude.

Démonstration. Si f et g sont semblables, on montre facilement en reprenant. la preuve de I'unicité
dans le théoréme 1 que f et g ont les mémes invariants de similitude.

Réciproquement, si f et g ont les mémes invariants de similitude, le théoréme précédent assure
’existence de deux bases B et B’ de E telles que [flg = [glp’ ce qui signifie que f et g sont
semblables. a



282 B. Invariants de similitude d’un endomorphisme et réduction de Frobenius

3. Applications

3.1. Réduction de Jordan

Une fois que P'on sait réduire un endomorphisme nilpotent sous forme de Jordan, il n’est
pas difficile de trouver la réduction de Jordan d’un endomorphisme quelconque (voir le
théoréme 5, page 196). Comme nous allons le voir, cette premiére tiche peut étre réalisée
au moyen de la théorie des invariants de similitude.

Soit f € L(E) un endomorphisme nilpotent. Désignons par P;,..., P, la suite des
invariants de similitude de f. Le produit P; - - - P, est au signe prés le polynéme caractéris-
tique de f, qui est (—1)"X", ce qui montre que P, est de la forme X™ pour tout i. Ainsi,
C(P;) est la transposée d’un bloc de Jordan pour tout i, et on en déduit avec le théoréme 2
Pexistence d’une base B = (e;,...,¢,) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme

0 --- --- 0
v . oun Vie{l,...,n-1}, v; € {0,1}.
0 vy O
La matrice de f dans la base B’ = (e,,...,¢;) est
0 Up-1 0
m
0 |

qui a hien la forme voulue.

3.2. Autres applications

Il existe une multitude de résultats qui peuvent étre prouvés grace i la théorie des
invariants de similitude. Par exemple :

— Dans M,(R) (n = 2 ou n = 3), deux matrices sont semblables si et seulement si
elles ont méme polynéme minimal et méme polynéme caractéristique (faux lorsque
n > 4).

— Si L est un surcorps commutatif de K, si A,B € M,(K) sont semblables sur
My (L), alors A et B sont semblables sur M, (K). En effet, en vertu de 'unicité, les
invariants de similitude dans M,(K) sont les invariants de similitude dans M, (L)
(car de plus, le polynéme minimal d’une matrice de M,(K) est le méme dans K[X]
ou dans L{X]). Ce résultat généralise celui de ’exercice 10 de la page 158.

—~ Si f € L(E) et si les seuls endomorphismes commutant avec f sont des polynémes
en f, alors f est cyclique. En effet, si tel n’est pas le cas, on a deg(Il;) < n donc
le nombre r d’invariants de similitude de f vérifie r > 2. Avec les notations du
théoréme 1, on peut écrire E = FFdGou G=F,®---®F, # {0}.Sionnote pla
projection sur GG parallelement a F, p et f commutent (car F; et GG sont stables
par f). Si p = Q(f) avec @ € K[X], comme pjr, = 0 on en déduirait Q(fir,) = 0,
donc II; = Il divise @, et donc p = Q(f) = 0, ce qui est absurde. Ceci constitue
la réciproque de la question 2/ de exercice 6 de la page 179.
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matrice transposée de A, 118

matrice de f dans les bases B et B’, 118

matrice identité de M,(K), 120

groupe linéaire d’indice n, 120

matrice de ’endomorphisme f dans la base B, 120
rang de la matrice A, 121

trace de la matrice A, de 'endomorphisme f, 122
crochet dual égal & ¢(x) pour ¢ € E*, 126

dual, bidual de E, 126

orthogonal de A, de B (dans le dual), 127
application transposée de u, 129

formes p-linéaires, 134

déterminant de f, 136

comatrice de A, 137

déterminant de Vandermonde de a,,...,a,, 137
sous espace propre associé a A, 160

polynome caractéristique de f, 160

restriction de ’endomorphisme f 4 F, 161
polynéme minimal de f, 174

endomorphismes de E continus, 181

norme de f € L.(E), 181

norme de X, 181

exponentielle de Pendomorphisme f, 182
ACBet A#B,189

crochet de Lie de v et v : uv — vu, 204

pour « fixé, application y — ¢(x,y) (resp. y — p(y,)), 223
cone isotrope de &, 226

A est orthogonal & B, 226

noyau de la forme quadratique ou hermitienne &, 227
dans M, (K), ‘M si K # C, *M si K = C, 227
groupe orthogonal de E, 238

groupe unitaire de E, 238

groupe des matrices orhogonales ou unitaires, 239

groupe spécial orthogonal, 239

endomnorphisme adjoint de f, 239
déterminant de Gram de «,,...,r,, 259
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abélien (groupe -), 17
adjoint (endomorphisme -}, 239
algebre, 108
algébrique (nombre -), 89
algébriquement clos (corps -), 63
alterné (groupe -}, 20, 24
alternée (forme multilinéaire -}, 134
anneau, 28

— commutatif, 28

— de Boole, 32

— des entiers de Gauss, 39

— euclidien, 38

— intégre, 28

~ noethérien, 34

— principal, 29

— quotient, 29

- unitaire, 28

caractéristique d’un -, 30

idéal d’un -, 29

sous —, 28
antilinéaire (application -), 223
antisymétrique

forme bilinéaire — , 224

forme multilinéaire -, 134
application linéaire, 112
associés (polynoémes ), 54
autoadjoint (endomorphisme ), 239
automorphisme

- de groupe, 18

- intérieur, 19

Banach (espace de ), 182

base (d’un espace vectoriel), 109

base antéduale, 127

base canonique (de K*, de K[X]), 109
base duale, 126

base incompléte (théoréme de la -), 109

base ®-orthogonale, 227
Bernstein (théoréme de ~), 96
Bezout (théoréme de --), 8, 55
bidual, 126

bilinéaire (forme -), 134, 223
Boole (anneau de -), 32

caractéristique

— d’un anneau, 30

— d’un corps, 54
caractéristique (polynéme -), 160
Cardan (formules de -), 80, 275
Carmichael (nombres de -), 35
Cauchy

déterminant de —, 144

théoréme de —, pour les groupes finis, 27
Cayley-Hamilton (théoréme de -), 174
centre (d’un groupe), 17

~ du groupe linéaire, 117
changement de base, 120, 224
chinois (théoréme des -), 30
cloture algébrique d’un corps, 63
codiagonalisables (endomorphismes —), 164
codimension (d’un sous espace), 112
cofacteur, 136
comatrice, 137
combinaison linéaire, 109
commutant d’un endomorphisme, 179
compagnon (matrice —), 280
compagnon (matrice ~), 175
congrues (matrices —), 224
corps, 53

— algébriquement. clos, 63

— commutatif, 53

— premier, 54

cloture algébrique d’un —, 63

extension de —, ou surcorps, 53

sous —, 53
corps des racines d’un polynéme, 63
cotrigonalisables (endomorphismes -), 164
Cramer (systémes de -), 138
cryptographie, 34

cycle, 20

cyclique
endomorphisme ~, 279
groupe —, 19

cyclotomique (polynéme -}, 92

décomposition polaire, 246
définie (f. quadratique, hermitienne -), 226
dégénérée (f. quadratique, hermitienne -), 227
degré partiel, 77
degré total, 77
déterminant, 135
- caractéristique (d’un systéme), 138
— circulant, 147, 178
- d’un endomorphisme, 136
— d’une matrice carrée, 136
— de Cauchy, 144
— de Vandermonde, 137
- principal (d’un systéme), 138
dérivée d’un —, 215
diagonale (matrice -), 118
diagonale principale, 118
diagonalisable (endomorphisme —, matrice -),
162

dimension (d’un sous espace), 110
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Dirichlet (théoréme de -), 13, 37
discriminant d’un polynéme, 80

distingué (sous groupe -), 18

division euclidienne, 7, 55

division selon les puissances croissantes, 56
dual (espace -), 126

Dunford (décomposition de -), 191

Eisenstein (critére d’-), 58
élément
- inversible, 28
— neutre, 17
~ nilpotent, 28
élément primitif (théoréme de I'-), 91
éléments simples
— de premiére, de seconde espéce, 72
décomposition en —, 70
endomorphisme, 112, 113
équation aux classes, 21, 22
espace vectoriel normé, 181
espace vectoriel, 107
Euclide (algorithme d’-), 8, 10, 57
euclidien (anneau -), 38
euclidien (espace -), 236
euclidienne (norme -), 236
Euler, L., 12
constante d’-, 103
indicateur d’-, 31
théoréme d’-, 31
exponentielle d’endomorphismes, 182
exposant d’un groupe abélien fini, 26

Faddéev (algorithme de -}, 215
famille (génératrice, libre, liée), 109
Fermat
grand théoréme de —, 16
nombres de —, 11, 14, 46
théoréme de —, 9
Ferrari (méthode de -), 276
forme hermitienne, 226
forme linéaire, 112, 126
- sur M, (K), 131
forme quadratique, 225
fraction rationnelle, 70

décomposition en éléments simples d’une

-, 70
pole d’une —, 70
partie entiére d’une -, 70
Frobenius
matrices positives de —, 218
réduction de —, 281

Gauss (méthode de -), 228
anneau des entiers de ~, 39
lemme de —, 58
théoréme de —, 8, 55

Index terminologique

génératrice (partie -, famille ~), 109
Gram (matrice de -, déterminant de -), 259
groupe, 17
p-groupe, 26
- abélien, commutatif, 17
— alterné, 20, 24
- cyclique, 19
~ de type fini, 19
— des inversibles d’un anneau unitaire, 30
— des permutations, 20
— linéaire, 113, 120
~ monogéne, 19
— opérant sur un ensemble, 21
— orthogonal, 238
- ¢uotient, 18
— spécial orthogonal, 239
— symétrique, 20
— unitaire, 238
sous —, 17

Hadamard (inégalité d’-), 258
hauteur d’un polynéme, 79
hermitien (espace -), 236
hermitienne

forme —, 226

matrice —, 225

norme —, 236
hilbertien (espace -), 236, 250
homothétie, 113
hyperplan, 112, 129

idéal (- d’un anneau), 29

- maximal, 33

— premier, 33

- principal, 29

radical d’'un —, 32
image (d’une application linéaire), 112
indicateur d’Euler, 31
indice

- d’un endomorphisme; 189

- d’un sous groupe, 18

- de nilpotence, 28
intégre (anneau -), 28
intérieur (automorphisme -), 19
intransitivité (relation d’-, classe d’-), 21
inversible (élément -), 28
irréductible (polynéme -), 55
isométrie, 238
isométrie directe, indirecte, 239
isomorphisme

— d’anneaux, 29

- de K-e.v, 112

— de groupes, 18
isotrope (céne —, vecteur ~), 226
Iwasawa (décomposition d’~), 247
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Jacobi, 50
Jordan (réduction de -}, 195, 196

Kronecker (théoreme de -}, 90

Lagrange

— théoréme de, 17

méthode de —, 276

polynémes d’interpolation de —, 61
Legendre (symbole de -), 46
libre (famille -), 109
Lie (crochet de -}, 171, 204
liée (famille -), 109
Liouville

nombres de —, 87

théoréme de —, 15
logarithme d’une matrice inversible, 201
loi de réciprocité quadratique, 46
Lucas (test de -), 11

Markov (théoréme de -), 96
matrice, 117

- antisymétrique, 118, 224, 257

— carrée, 118, 120

— compagnon, 175, 280

~ de passage, 120

- diagonalement dominante, 122

— extraite, — bordante, 121

— hermitienne, 225

— ligne, — colonne, 118

— scalaire, 118

- symétrique, 118, 224

- triangulaire, trigonale, 118

ordre, taille d’une -, 118
matrices équivalentes, — semblables, 120
maximum (principe du -), 67
Mersenne (nombres de -}, 11, 15
mineur, 136
mineur principal, 161
minimal (polynéme -), 174
Minkowsky (inégalité de -), 231
monogene (groupe ~), 19
morphisme

— d’anneaux, 29

- de groupes, 18
multilinéaire (application -), 134

neutre (élément -), 17

Newton (formules de -}, 81

nilpotence (indice de -), 28

nilpotent (élément -}, 28
endomorphisme -, 150, 161, 176, 195

noethérien (anneau -), 34

normal (endomorphisme -}, 254

noyau
- d’un morphisme d’anneaux, 29
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- d’un morphisme de groupes, 18

- d’une application linéaire, 112

- d’une f. quadratique, hermitienne, 227
noyaux (th. de décomposition des -}, 173

orbite, 20, 21
ordre
-~ d’un élément, 19
- d’un groupe, 17
orthogonal (endomorphisme -}, 238
orthogonalité
~ dans le dual, 127
- dans un espace préhilbertien, 237
- selon une f. quadratique, hermitienne,
226
orthonormale, orthonormée (famille ), 237

parallélogramme (identité du -), 237
parfaits (nombres ~), 14
partie entiére d’une fraction rationnelle, 70
permutation (groupe des -), 20
pged, 8, 55
p-groupe, 26
polaire (forme -), 225, 226
polaire (décomposition —), 246
pole d’une fraction rationnelle, 70
polynome
- a plusieurs indéterminées, 77
— & une indéterminée, 54
- caractéristique, 160
- cyclotomique, 92
— d’endomorphisme, 172
- d’interpolation de Lagrange, 61
— dérivé, 61
- symétrique, symétrique élémentaire, 78
— unitaire, 54
corps des racines d’un -, 63
racine, zéro d'un —, 59
positive
forme quadratique ou hermitienne —, 230
matrice —, matrice définie —, 241

ppem, 8
préhilbertien (espace ), 236
premier

corps —, 54

idéal —, 33

nombre —, 9

nombre pseudo-, 35

sous corps —, 54
premiers entre eux

entiers — , 8

polynémes - , 55
primalité (tests de -), 36
principal (anneaun —, idéal -}, 29
produit. scalaire, — hermitien, 236
projecteur, projection, 114
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projection orthogonale, 238
propre (valeur —, vecteur -), 159
pseudo-premier (nombre ), 35

quadratique (forme -), 225
quotient
anneau —, 29
espace vectoriel —, 112
groupe —, 18

racine d’un polynéme, 59
racine carrée d’une matrice positive, 242
radical (d’un idéal), 32
Ramanujan, 105
rang
~ d’une application linéaire, 112
— d’une f. bilinéaire ou sesquilinéaire, 224
— d’une forme hermitienne, 226
— d’une forme quadratique, 225
— d’une matrice, 121
rayon spectral, 208
réduction
- des endomorphismes autoadjoints, 240
— des endomorphismes normanx, 254
— des endomorphismes unitaires, 253
— des isométries, 252
— des matrices antisymétriques, 257
reflexion (de l'espace), 253 ;
réguliére (valeur -), 159
résultant de deux polynémes, 207
retournement (de I’espace), 253
rotation (du plan; de D’espace), 253
Rouché-Fontené (théoréme de -), 138

Schmidt (procédé d’orthogonalisation de -),
237

Schur (produit de -), 250

Schwarz (inégalité de —), 230

scindé (polynéme -}, 60

semi-simples (endomorphismes -}, 219

séries entiéres d’endomorphismes, 182

sesquilinéaire (forme -), 223

signature
- d’un cycle, 20 4
— d’une f. quadratique, hermitienne, 230
- d’une permutation, 20

similitude (invariants de -), 280

simultanée (diagonalisation —, trigonalisation

-), 164

somme, somme directe de sous espaces, 108

sous anneau, 28

sous corps, 53
- premier, 54

sous espace caractéristique, 189

sous espace propre, 160

sous groupe, 17

Index terminologique

- distingué, normal, invariant, 18
spectrale (valeur -), spectre, 159
stabilisateur (d’un élément), 21
Steinitz (théoréme de -), 63
suites exactes, 116
supplémentaire (d’un s.e.v), 110
surcorps, 53
Sylow (théoréme de ), 40
Sylvester (loi d’inertie de ), 230
symétrie, 114
symétrie hermitienne, 225
symétrie orthogonale, 238
symétrique

~ élémentaire (polyndme -}, 78

élément. —, 17

endomorphisme —, 240

forme bilinéaire - , 224

groupe —, 20

matrice —, 118, 224

polynéme —, 78
symétrisé d’un polynéme, 78
systéme linéaire, 137

— de Cramer, 138

Taylor (formule de -}, 61
Tchébycheff

polyndémes de —, 95

théoréme de -, 14, 43
théoréme de la médiane, 237
théoréme des nombres premiers, 14
théoréme fondamental de 1’algébre, 63, 86
théoréme fondamental de I’arithmétique, 9
trace, 122
transcendance (de e, de =), 99
transcendant. (nombre ), 87
transformée de Fourier discréte, 82
transposée

application —, 129

matrice —, 118
transposition, 20
transvection (matrice de -), 156
trigonalisable (endomorphisme —, matrice -),

162

trigonalisation, 162

unitaire (polyndéme -), 54
unitaire (anneau -), 28
unitaire (endomorphisme -}, 238

Vandermonde (déterminant de -}, 137

Waring

méthode de —, 79

probléme de —, 52
Wedderburn (théoréme de -), 94
Wilson (théoréme de -}, 9
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