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Préface

L'origine de ce livre est double. D'une part, il s’appuie sur deux projets de
recherche sur le controle véhicules spatiaux. Le premier étudié dans les années
80, sur le probleme du contréle d’attitude d’un satellite rigide, en collabora-
tion avec I'ESA et dont 'objectif était d’appliquer les techniques du controle
dit géométrique. Le second projet, avec le CNES, concerne le calcul des tra-
jectoires de rentrée atmosphérique de la navette spatiale. Ces travanx onf
donné lieu & des développements méthodologiques en théorie des systemes
qu’il nous a paru intéressant d’intégrer dans une série de cours de DEA en-
seignés & des étudiants en mathématiques et en physique a Puniversité de
Dijon, en parallele avec un cours plus classique sur les systemes dynamiques
et 1a mécanique céleste. En effet la connexion est évidente. D'une part parce
que la partie contréle utilise de [acon fine des propriéiés des équations de la
mécanicpe spatiale que sont les équations d’Euler ou les équations de Kepler,
et les coordonnées issues de la mécanique céleste pour modéliser les systémes.
D’autre part les techniques dites variationnelles du calcul des variations tra-
ditionnel sont développées en théorie des systémes sous le nom de contréle
optimal et jouent un réle important en mécanique céleste dans le programme
de montrer existence de trajectoires périodiques. Par ailleurs des outils com-
muns & la théorie du controle et & la méeanique céleste sont la géométrie
symplectique et I'ébude des équations différentielles Hamiltoniennes. Enfin il
ne faut pas cacher qu'une des ambitions de cet ouvrage cst de rassembler des
lecleurs intéressés de deux communautés scientifiques disjointes plus pour des
raisons culturelles que scientifiques, Pune issue des sciences de 'ingénieur et
I'autre des mathématiques.

La premiere partie du livre est une introduction & la mécanique célesie,
non exhaustive car le sujet est encyclopédique. Notre présentation est ori-
entée vers les applications en mécanique spatiale. Néanmoins, une de ses
ambitions est, & notre modeste niveau, de réactualiser les travaux excep-
tionnels de Poincaré en mécanique céleste [58], qui sont aussi a origine
du développement moderne des systémes dynamiques, et de compléter cer-
tains ouvrages déja anciens commme ceux de Moser, Siegel [64] ou de Stern-
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berg [65]. Ces livres orientés par ailleurs vers le KAM étant assez techniques
mathématiquement. L’organisation de la partie mécanique céleste est la suiv-
ante. Le premier chapifre est une introduction a la géométrie symplectique et
anx propriétés des systeémes Hamiltoniens qui s’appuie sur 'excellent ouvrage
de Meyer et Hall [53]. Le second chapitre est consacré & I'étude des pro-
priétés des systemes dynamiques Hamiltoniens : intégrabilité et stabilité. On
y présente le théoreme de Liouville ef on fait nne introduction descriptive an
IKKAM avanl de conclure par le théoréme de Poincaré-Hopf sur les propriétés de
réenrrence des trajectoires dans le cadre borné. On introduif, dans le chapitre
3, le probleme des N corps. Vu sa complexité, on connait trés peu de solu-
tions excepté le cas du probleme des 2 corps ou probleme de Kepler, et le
probleme des 3 corps, si on se limite au probleme dit circulaire restreint. Ce
chapitre contient aussi une introduction & un probleme clef de la mécanigue
céleste : les collisions. Le chapitre 4 est consacré au programme de recherche
des trajectoires périodiques. On présente deux méthodes toutes deux issues
des travaux de Poincaré. La premiere est la technique dite de continuation
fondée sur le théoréme des fonctions implicites. Cette méthode bien que sim-
ple est en fait une technique des perturbations trés importante pour calculer
des trajectoires périodiques dans le probleme des 3 corps restreint, qui peut
s'interpréter comme une perturbation du probleme de Kepler. La scconde
méthode plus sophistiquée est la méthode directe du caleul des variations qui
est. appliquée ici pour calculer des trajectoires périodiques pour les systémes
Hamiltoniens. Cette technique est en plein développement actuellenent el a
permis de calculer de nouvelles trajectoires périodiques dans le probleme de
N corps, notamment le huit de Chenciner et Montgomery [20].

La seconde partie de ce livre concerne le controle des véhicules spatiaux.
Ou restreint notre présentation a trois problemes : le controle de attitude ou
orientation du satellite, le probleme de transfert orbital, avec ou sans rendez-
vous et enfin le probleme du controle de Parc atmosphérique. Le premier
chapitre de la seconde partie est consacré an probléeme de controle d’attitude.
1 contient une introduction aux méthodes dites géométriques pour étudier
la. controlabilité des syst&émes non linéaires. Ces techniques appliquées an
controle d’attitude permettent d’analyser compléetement la controlabilité de
tels systémes en utilisant, les propriétés de récurrence du systeme libre (les
équations d’Euler-Poinsol) déduites du théoreme de Poincaré-Hopl. Le scc-
ond chapitre est consacré an probleme de transfert d'orbite. Le systéme libre
est décrit en premiere approximation par les équations de Kepler. On a choisi
de présenter le probleme dans le cadre d’un projet en cours de développemert
avee des moteurs & poussée [aible. Ce type de systéme néeessite des lois de
commande adaptées. Une approche standard par la technigue de stabilisation
est rappelée. On analyse ensuite le probleme du temps minimal qui est ici un
probléme crucial car lc temps de transfert & une orbite géostationnaire est,
long, de l'ordre de 150 jours. Par ailleurs pour ce type de systéme, le controle
nagit pas quand le satellite rentre dans la zone d'ombre : c¢'est le probleme
des éclipses qui doit étre pris en compte dans le calcul de la loi opimale, la
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trajectoire étant réfractée en passant de la zone éclairée a la zone d’ombre.
Les lois de la réfraction sont la conséquence du principe du maximum avec
contraintes, un chapitre entier est consacré i présenter ce principe. La tache
est ardue car il 8’agit d’une extension non triviale du principe du maximum
standard. Il est par ailleurs utilisé e, développé dans un chapitre de cet ou-
vrage, consacré au controle de I'arc atmosphérique. Dans ce cas Ja navette sc
comporte comme un planeur (la poussée étant coupée), volant & haute vitesse
(de l'ordre de 8000 m/s en début de trajectoire), soumis a des forces fluides
dans 'atmosphére, une force de frottement appelée trainée el une force de
portance qui permet de contréler la navette. Le probléme est complexe car il
y a des contraintes actives sur I'état : une contrainte sur le flux thermique et
une conbrainte sur Paccélération normale. Pour ce lype de systéme un critére
a minimiser dans le caleul de trajecloires est le facteur dusure de la navette,
moddlisé par I'intégrale du Aux thermigue. Enfin, un chapitre est consacré
aux méthodes numérigques dites indirectes en controle optimal, introduisant
ausgsi la théorie des points conjugués el des algorithmes d’implémentation
numéricue.

Avertissement aux lecteurs. La premiere partie de 'ouvrage, consacrée
a la méeanique céleste, est motivée par Uinbroduction des concepts et oulils
nécessaires dans la seconde partie. La scconde partie, sur la mécanique spa-
tiale, est une présentation didactique et shimplifiée des résnltats obtenus dans
nos travaux en controle d’attitude, transfert orbital, et rentrée atmosphérigue.
Pour une analyse plus compléte, le lecteur intéressé est invité a consulter nos
articles.

Remerciements. Les auteurs remercienf, R. Roussarie el J.-B. Caillau.

Dijon, Orsay, Bernard Bonnard
mai 2005 Ludovic Faubourg

Emmanuel Trélal
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Partie I

Mécanique céleste



1

Géométrie symplectique et transformations
canoniques

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les outils de géométrie symplectique
qui seront utilisés dans cet ouvrage. Par aillenrs, on établit le lien de la
géométrie symplectique avec le calcul des variations classique. On [ait une
présentation du principe du maximum de Pontriaguine dans sa forme faible.
Ce principe permet d’établir une formulation Hamiltonienne directe pour cal-
culer les extrémales d’un probleme de minimisation.

1.1 Rappels d’algebre extéricure et géomeétrie
symplectique linéaire

Dans cette section, les espaces vectoriels soni, de dimension finie sur K = R
oun C.

Définition 1. Soient E el I' deur espaces vecloriels, o« : I'P — K une forme
multilinéaire de degré p, el h : B — F une application linéaire. L’image
réciproque de o par h est la forme b« : (x1,...,0p) = a(h(xy),. ., h(xy)).

Définition 2. On dit que a esl une forme exiéricure de degré p si a esl
une forme multilinéaire de degré p aniisymélrique. L’ensemble des formes
extérieures de deqré p sur F est noté AP(E). Cest un espace vectoriel de
dimension CI.

Définition 3. S7 o est une forme multilinéaire de degré p el B une forme
mullilinéaire de degré g, on définil le produil tensoriel pay

(a®P)(z) = alzr, ., @) B(Ept1s - Tpeg)

o= (L1, Ty Tpslse s Tppg)-
Sia e AP(E) el § € ANE), on définil le produil exléricur par

(O A ;H p' ]l Z Ta(1yr--- 0(11))/3(3:0(17-}-1)1 ERR mrr(;;»{w;))



4 1 Géométrie symplectique et transformations canoniques

0l 2= (1, Epy Tpply -« oy Lpq), O €8L une permutation sur Uensemble des
indices el e(o)sa signature ; (o A ) est une forme extérieure de degré p+ q.
Proposition 1. Soit (e;)1<1<q une base de E, et soil (e} )1<1<n S¢ base duale.
Alors une base de AP(E) est (€], A+ Nej )i<iy<iza<ip<n-

Définition 4. Soienl « une forme extérieure de degré p > 1 et x un élément

de E. Le produit iniérieur de o par x est lo forme de degré p — 1 donnée par

(i()a)(wr,. .., 2pey) = @, 200000, Tpo).

1.2 Formes extérieures de degré 2 et géométrie
symplectique linéaire

Définition 5. Soit £ un espace vecioriel sur R de dimension 2n. On appelle
structure symplectique linéaire sur K, la donnée d'une forme extérieure w de
degré 2 el non dégénérée, i.e. (w(x, ) =0 Vy) = (z=0).

Exemple 1. On note (, ) le produit scalaire sur R*", (z,y) = /, o1 & et y
sont identifiés & des vecteurs colonnes. Notons J la matrice ( L, ou 1,
est, la matrice identité d’ordre n et posons w(z,y) = (x, Jy). L‘b(, la basge

canonique de R?", on a les relations suivantes :

e w(ciyci-i-n) = 1, w(ei_;_,],ei) = _]_’ 1 g i g .
o w(e; ej) =0 sinon.

Proposition 2. Soit (E,w) une structure symplectique linéaire, ot E est un
espace vectoriel de dimension 2n. Alors il existe une base (e;) de E dile de
Darbouz ou canonique telle qgue w(e;, ejpn) =1, w(€ign,e;) = -1, 1 i< n
et () sinon.

Preuve. On donne juste une indication de preuve, par récurrence sur la di-
mension de F.

e Soient eg, es deux vectewrs de F tel que w(eq, ea) = 1 et notons I Pespace
]Biel 45 REQ.

e Soient G ensemble des vectenrs z tels que w(er, x) = w(en, z) = 0. Comme
w est non dégénérée, G est 'intersection de deux hypelplﬂns el = FaG.

o On applique Phypotheése de récurrence.

Remarque 1. (Lien avec le produit extérieur) Le résultat précédent signifie que
I’on peut trouver une base (e;) de E telle que w g’éerive

EN * * ¥
w=eyAeg-t-keq, Neay,.

On observe alors que w” = A, foist est une forme extérieure de degré 2n non
nulle ; c’est une [orme volume.



1.3 Groupe symplectique 5

Le résultat suivant résume les caractérisations des espaces symplectiques
linéaires.

Proposition 3. Soient I un espace vectoriel réel de dimension 2n el w une
forme extérieure de degré 2. Alors les assertions suivanies soni équivalentes :

1. (E,w) est un espace symplectique.
2.w" = Ay juisw est une forme volume.

’

3. Lepplicotion 2 — i(x)w est un isomorphisme de I sur E*.

.

C

1.3 Groupe symplectique

Définition 6. Soient (Ey,w1), (Ea,w2) deux espaces sympleetiques de dimen-
ston 2n et [ un isomorphisme lindaire de | sur Es. On dit que [ est sym-
plectique si, pour tous x,y € By,

wi(z,y) = wa(f(2), f(y)-
L'ensemble des isomorphismes symplectiques forme un groupe que 'on va
identifier.
1.3.1 Représentation du groupe

On choisit sur Ey et Iy des bases de Darboux. Ce choix permet d’identificr
(Ey,wy) et (Fg,wa) & (R*™ w) oll w cst la forme w(r,y) = *Jy. Soit S la
matrice carrée d'ordre 2n représentant f dans les bases de Darboux, on a alors

w(Sxz,Sy) = &'SJTSy = w(x,y) = aJy,
pour tous z,y. On obtient la relation
'SJS =J (1.1)

L’ensemble des matrices S ainsi définies forme le groupe symplectique réel
noté Sp(n,R).

Exemple 2. Sp(1,R) coincide avec SL(2,R), le groupe des matrices 2 x 2 de
déterminant 1.

1.3.2 Groupe symplectique et chammps de vecteurs Hamiltoniens
linéaires

Proposition 4. On a les propriétés suivanies.

1. Le groupe Sp(n,R) est un sous groupe fermé du groupe linéaire GL(2n, R)
d’ordre 2n, c’esl donc un sous groupe de Lie.
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2. Il est connexe el loule malrice symplectique est de déterminant 1, c’est &
dire que Sp(n,R) est inclus dans le groupe SL(2n,R).
Preuve. Prouvons que toute matrice symplectique est de déterminant 1. En
utilisant 1a relation *S.J S =.J pour S € Sp(n, R), on en déduit que (det(S))? =1
et donc que det(S) = £1. Pour montrer que det(S) = 1, il suffit d’observer
que par définition S préserve la 2-forme w = .1, dr; A dzigy et done la
forme volume w™ = Ay, foisw proportionnelle a la forme dxy A ... A day,.

Proposition 5. Soit S une matrice sympleclique. En décomposant § en bloes
nxn,

g— AB

s=(c5):

'AD - 'BC = 1I,,, '"AC = 'CA, 'BD ="'DB.

on a les relations

Définition 7. On note sp(n,R) lolgébre de Lie de Sp(n, R},
sp(n,R) ={H | explH € Sp(n,R)}.
Un calcul Jacile donne
'‘HJ+ JH =0, | (1.2)

A B

c D)’ on obtient les conditions

eb en décomposant H cn bloes n x n, H = (

sur les blocs
D=-'4'B=RB, 'C=C.

Proposition 6. L’algébre de Lie de Sp(n,R) est Uensemble

sp(n, ) = A B | A B C:nxn
P, )= C —'A B,C: symélriques |~

Sous-groupe compact marimal

Une matrice A est dite compacte st exptA est nne matrice orthogonale. Le
groupe unitaire est par définition U(n) = {U € GL(n,C) | TU = I,} o
U est 1a matrice conjuguée de U. Son algébre de Lie est u(n), ensemble des
mairices H complexes d’ordre n telles que ‘H 4 H = 0. On identifie U/(n) & un

-B A
Son image confenue dans SO(2n), groupe des matrices orthogonales directes
forme un sous groupe compact maximal de Sp(n,R). On vérifie aisément que
I'isomorphisme dérivée df coincide avec f et Palgébre de Lie u(n) est donc
ainsi identifiée & une sous algebre de Lie compacte maximale de sp(n,B). On

sous groupe de Sp(n,R) avec I'isomorphisme § : U = A+ iB ( A B).
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a la décomposition polaire correspondante de Sp(n,R) ct de son algébre de
Lie : toute matrice S € Sp(p, R) s’écrit PO olt P est une matrice symplectique
définie positive et O est une matrice symplectique orthogonale, c¢’est a dire
un élément de U(n). En termes d'algebre de Lie, tout dlément de sp(n, R)
g'éerit H =S+ U, ol S et U sont deux matrices de sp(n,R) respectivement
symétrique el antisymeétrique.

Définition 8. Un champ de vecleurs Hamillonien linéaire esl représenté por
du 5,

une équation de la forme ——(I) = A()z(t), z(t) € BR*" et A(l) € sp(n,R).

Le cas autonome est le cas ou la matrice A(L) est une malrice constante. Fn

posant v = (xy,x2) el en introduisant le Hamiltonien H(t,x) = }'wS(l)x,
léquation s’éerit

Yy _ (0 I, OH/dx,
da)  \=I, 0 OH/Ox~ )"
et le vecteur OH [Oxy,0H[Ox0) est le gradient V. H.

1.3.3 Notions d’algébre linéaire symplectique

Définition 9. Soit (E,w) un espace symplectique linéaire. On peud identifier
E 6 R* et w(z,y) a ‘oJy. Deur vecteurs x et y sont dits orthogonanz (pour w)
siw(z,y) =0 et deux sous-cspaces de Iy G sonl orthogoneuvy si w(F,G) = 0.
Si F esl un sous-cspace, son espace orthogonal est noté FL. Par somme
direcle de deux sous-espaces F,G nolée F LG, on enlend une somme direcle
Fo G avee w(F,G) = 0. Un espace esl dil isolrope si w(FF,F) = 0. Un
espace isotrope de dimension mazimale n esl dit Lagrangien. Un sous-espoce
F C E tel que wigxp est non dégénérée esl dit symplectique. Soil Ly, Ly deux
espaces Lagrangiens. On dit que F admel une décomposition Lagrangienne si

Propriétés spectrales

Proposition 7. 1. Soienl H € sp(n,R) el X une valeur propre de H. Alors
=\, X el =\ soni aussi des valeurs propres.
2. 8i 5 € Sp(n,R) et si A une valeur propre de S, alors \™' est une valcur
propre de S.

Preuve (assertion [). Soit H € sp(n,R) et soil p(\) = det(H — ) son
polynéme caractéristique. Alors p(\) = det(J*HJ = \) = det(JHI+M\JJ) =
det(J) det(H+ Ay det(J) = del(H +AI) = p(—A). Done si \ est valeur propre
il en est de méme de —\. Comme H est réelle alors X et —X sont aussi valeurs
propres.

Lemme 1. 57 A et p sont deux valewrs propres de H € sp(n,R) telles que
A+ 0 et six ety sont des vecteurs propres associés alors w(x,y) = 0.



8 1 Géométrie symplectique ef, transformations canoniques

Preuve. On étend w sur C*” 4 Paide de la formule w(z, y) = ‘.Jy ot les coor-
données 2, y sont réelles ou complexes. Par hypothése w(He,y) = w(Az,y) =
Aw(z,y) et w(z, Hy) = w(a, py) = pw(z,y). De plus, comme H € sp(n, R),
w(Hz,y) = —w(x,Hy). On en déduit la relation (A + plw(z,y) = 0 et
w(x,y) =0si A+ p#0.

Définition 10. Soil (F,w) un espace symplectique de dimension 2n. Fizons
x € B. Alors i(z) : y — w(z,y) est une forme linéaire et Uapplication v —
w(x,.) est une bijection de £ dans E* noiée 7. Soit F' un sous espace de
dimension p et notons F¢ = {f € E* | f(x) =0, Vo € F}. C'esl un sous-
espace de dimension 2n — p.
Lemme 2. On a F* =i~ 1(1") el dim(F) + dim(F+) = n.
Preuwve. Par définition on a
Fr={reB|w(y) =0, Vye F}

={r el |i(z)(y)=0, Yy e F}

={re E|i(x)e F°},
et i est une bijection. Donc dim F'+ = dim F° = 2n — p et dim F* + dim F
=2n.
Lemme 3. S5i E = F1G alors F el G sont symplecliques.
Preuve. Par définition F = F®G et w(F, @) = 0. Supposons que F ne soil, pas
symplectique. En conséquence il existe 22 € F, non nul el tel que w(x, F) = 0.
Puisque £ = F @ G et w(F,G) = 0, on en déduit que w(z, £) =0, ce qui est
impossible car w est non dégénérée.

Lemme 4. Si F' est symplectique alors F& est symplectique et E = F1LFL.

Lemme 5. Si L esl Lagrangien alors il existe un complémentaire Lograngien Lo.

Preuve. Une construction possible de Ly consiste a identifier w a sa forme de
Darboux et de prendre Lo = JLy.

Ce complémentaire n'est pas unique. Par exemple, dans R?, deux droites
distinctes quelconques forment une telle décomposition.

Lemme 6. Soient £ = L& La une décomposition Lagrongienne, el (ey,...,€,)
une base de Ly. Il existe une unique base (f1, ..., fn) de La telle que la famille
(e1y . veny f15--y fn) s0il symplectique.

Preuve. Pour w € Lo, introduisons les formes lindaires @, (w) = w(e;,w), i =
1,...,2. Monirons que ces formes sont. indépendantes. Supposons qir'il existe
des scalaires ay,...,ay, tels que Y1, a;P; = 0. Alors, w(} 1L, avje;,w) = 0,
pour tout w € Lo. Or, E=Ly®La,ct w(Ly, Ly) =0, doncw (1, aje;, E)=0,
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et donc o; = 0, pour i = 1,...,n. Les formes &;, i = 1,...,n, forment
donc une base de L3, de base duale nolée (Fy,...,F,). Par définition, on
a ®;(Fy) = §;; olt §;; est le symbole de Kronecker. Par construction, on a
D;(F;) = wlej, Fy), d’on Vassertion.

Lemme 7. Soit E = L; & Ly une décomposition Lagrangienne de E el
x = (21,22) les coordonndes correspondanies. Alors loul isomorphisme 11 =
w(AX1) se reléve en un isomorphisme symplectique qui se représente dans des
coordonnées canoniques par la transformation malricielle

()= () () |

La transformation ainsi définic notée @, s’appelle le relévement sympleclique
de . Un champ de vecteurs Homillonsen linéaire qui laisse L el Lo invariants

; , ‘ A0
se représente dans des coordonnées de Darboux par une matrice ( 0 _t ,1>.
Yy

Application : forme canonique d’un champ Hamiltonien linéaire

Supposons que H soit une matrice inversible de sp(n,R) avec des valeurs
propres distinctes. On range les valeurs propres en trois groupes :

e les valeurs propres réelles : (A, —\y),

o les valeurs propres imaginaires : (ipy,, —ify),

e. les valeurs propres complexes : vy, = Ay + iy, avee Ay # 0, —vy,, Tg, — P
Bn utilisant nos résultats précédents on peut décomposer I'espace en une

somme directe d’espaces symplectiques orthogonaux, et dans chacun de ces
espaces, H gécrit dans une base de Darboux sous la forme d’un bloc :

o cas réel : A0
casréel : | v\ ]y
e cas imaginaire : (Pﬁ g) ou (/(; _Uﬂ)

oA 0N fap
e cas complexe : (0 —"/l) avec A = <~/3 a)'

Remarque 2. Dans le cas imaginaire, il y a deux formes normales car les ma-
0 1 0 -1
et
-10 10
sont semblables via un isomorphisme qui doit renverser I'orientation.

trices ) ne sont, pas symplectiquement équivalentes car elles

Ce résultat se généralise sans difficulté pour construire une forme de Jor-
dan réelle qui respecte la structure symplectique. Il faut remplacer les espaces
propres par les espaces propres généralisés. Il v a aussi une théorie semblable
pour une matrice symplectique que Pon obtient essentiellement en exponen-
tiant, en prenant garde que exp n'est pas un difféomorphisme et en tenant
compte des réflexions.
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1.3.4 Stabilité et stabilité structurelle

Une application importante de notre étude est la question de stabilité des
champs de vecteurs Hamiltoniens linéaires qui sera étudide en détails dans le
Chap. 2 (voir ce chapitre pour les définitions de stabilité).

Proposition 8. Soit & = Az un champ de vectewrs Hamillonien linéaire de
B2", a coefficients constants. Alors

e [origine n’esl jomais asymplotiquemnent stable ;
dgine esl stable si el seulement si les valeurs propres de A sont imagi-
naires pures el A est diagonalisable sur C.

Preuve. Celte proposition résulte de la théorie de Liapunov. 11 suffit de prou-
ver la premiére assertion. Si A admet une valeur propre A i partie réelle stricte-
ment négative alors —A est anssi une valeur propre a partie réelle strictement
positive, et 'origine est par conséquent instable.

Définition 11. Soil A € sp(n,R). On dit que A est structurellement stable
s'l eziste € > 0 telle que Dorigine soit stable pour tout systéme & = A'x avec
A € sp(n,R), |A—A'| <&, oi|-| est une norme usuelle sur les matrices.

Critere de stabilité structurelle

Soit [ le Hamiltonien quadratique associé & A (voir définition 8). Alors si le
Hamiltonien H est défini positif ou négatif, le systéme est clairement struc-
turellement stable. En effet la propriété H > 0 ou H < 0 est structurellement
stable et H représente I'énergie du systéme qui est conservée.

Théoréme 1. Soil. A une matrice de sp(n, R) diagonalisable sur C el o(A)
l'ensemble des valeurs propres supposées imaginaires pures. Notons R*" =
EyL..- LE, la décomposition de l'espace associée oux couples de valeurs pro-
pres {Xiay | k= 1,...,p} distinctes, H le Hamillonien de A et Hy la restric-
tion de H & I2),. Alors A est structurellement stable si el seulement si chaque
Jorme quadratique Hj. est soit définie posilive soil définic négalive.

Preuwve. La preuve est une généralisation de exemple suivant dans R*. Con-
sidérons les deux Hamiltoniens

1 on,
Hy =2 ((n} + @) + (03 +a2))
]- o 2] 4]
Hy = o ((p} +ai) — (03 +a3))

Les valeurs propres sont =4 et sont doubles. Le systéeme représente un couple
d’oscillateurs harmoniques. Dang le premier cas Hy > 0 et le systeme est
structurellement stable. Dans le second cas on peut déstabiliser le systéme
en perturbant Hs avec un terme de la forme £g1¢g. pour obtenir un spectre
coniplexe.



1.4 Variétés symplecliques et champs de vecteurs Hamiltoniens 11

Corollaire 1. Soil A un élément de sp(n,R) et on suppose que les valeurs
propres de A sont imaginairves pures el loules distincles. Alors A esl struc-
turellement stable. De plus si A’ esl assez voisin de de A adhévence du groupe
a un parameélre {explA’ | 1 € B} est un tore T™ de Sp(n, ).

Remarque 3. Le résultat précédent est particulierement important pour com-
prendre les propriétés des champs de vecteurs Hamiltoniens. Dans le cas
linéaire, les champs de vecteurs dont I'adhérence forme un sous-groupe coms-
pact de Sp(n,R) sont génériquement stables. Done dans le cadre Hamiltonien
linéaire, il y a beaucoup de champs dits compacts dont les trajectoires sont
bornées. En particulier ¢’est une justification heuristique du KAM on les
tores invariants sont préservés en général ef cela rend aussi le programme
de Poincaré de recherche de trajectoires périodiques trés raisonnable.

1.4 Variétés symplectiques et champs de vecteurs
Hamiltoniens

1.4.1 Notations et définitions
On utilise les notations suivantes :

M : variété lisse ( C™ on C%).

TM : fibré tangent : UT, M.

T M - fibré cotangent : UT; M.

V(M) : ensemble des champs de vecteurs lisses.
AY(M) @ Pespace des 1-formes lisses.

En termes de coordonnées locales, pour ¢ € A, un champ de veetenrs
- - .0 . i .
X € V(A]) s’6erit Z]x’iz)— el une 1-forme a € AY(A) s'éerit Y a;dg;. Si
qi
on note I = T, M la fibre, alors £ = T) M est Pespace dual el P'on peut
faire du caleul extérieur sur chaque fibre. On introduit ensuite Popérateur de
différentiation d.

Définition 12. L'opérateur de différentiation exlérievre d esl wn opérateur
linéoire sur Uespace des p-formes défini par lo relation suivanie. Soient
fiyo., [p €l g des fonctions lisses sur M. On pose

d{gdfy A---Ndfp) =dgNdfy A Adf,.

Llopératewr d transforme une forme de degré p en une forme de degré p + 1.
Une Jorme « esl dile fermée si da = 0 el exacte $'il existe une forme 3 lelle
que o = dfj.
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Définition 13. Soient ¢ : M — M wune application lisse ¢t Q = (q). Soit
tp sa différentielle el a une p-forme. Son image réciproque est définie par

(P @)y (vry. o svp) = ag(dp(vr, ... v)),

ou Ui, . .., Uy, sont des vecteurs tangents en q. Iin lermes de coordonnées lo-
coles, si

ag = Za;l«..i,‘(Q)(lQil A= NdQ;,

on o
(p"a) g iyeiy (0(@))dpiy Ao Ndepy
ot Q; = gal-(q) el on (lc’uclnppcz doj, A= Ndep;
Définition 14. On appelle variété symplectique un couple (M, w) lel que
1. M est une variélé lisse de dimension 2n;
2. w est une 2-forme lisse sur M lelle que
a) Vg € M, wy(.,.) est non dégénérée,
b)w est fermée : dw = 0.
Exemple 3. L'espace R2" avec sa structure symplectique linéaire canonique
n
Yoim, dpi Adg;.
Eremple 4. L'espace cotangent T AL d’une variété A est muni d’une 1-forme
intrinseque a dite forme de Liouville et (7% M, drv) est muni d’une structure
symplectique canonique.
Construction de a. Soient ¢ des coordonnées locales sur A et [ = (p, q) les
coordonnées induites sur 7M. Un vecteur tangent X a T*AM en [ s'écrit

- 0 d
N = e — ).
Z (f, 0]),' [ i r')q,»)

=1
Notons 1T : (p,q) — ¢ la projection canonique sur la base ot dI7 : T(T*M) —
TA sa différentielle. On a

n 0
dI(X) = 27),%.

i=1
On définit, la forme de Liouville de fagon intrinseéque en posant
a(X) = 1(dIT(X)). (1.3)

Notre caleul donne

n

i pidg; Z 5 d Zp dn;,

i=1 i=1 i=1
La forme de Liouville g'écrit. donc en coordonndes locales o = pdq (la sormme
étant. omise) et on a da = dp A dq.
Définition 15. Soil (A, w) wne variélé synpleclique. Un difféeomorphisme o
cstun symplectomorphisme si @ * w = w.
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1.4.2 Coordonnées de Darboux

Théoréme 2. Soit (M, w) une variéié symplectique. Alors en lout point de M
il ewiste un systéme de coordonndes locales (p,q) tel que la 2-forme s'éerive
w =Y i, dpi ANdq;. Ces coordonnées sonl dites canoniques ou de Darbous.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat standard, voir par exemple [31].

Remarque 4. Dans des coordonnées de Darboux, un symplectomorphisme ¢
est caractérisé par la propriété dy € Sp(n,R) en tout point.

Définition 16. Soil (M,w) une variété symplectique. A tloule fonction H :
M — R, on associe un champ de vecteurs noté H en posand i (w) = —dH.
Le champ H est dit Hamillonien et H est la fonction de Hamilion. Plus
généralemenl. un champ Hamillonien non autonome esh défini par iy (w) =
~d H(t,x}, pour lout 1.

Calcul dans des coordonnées de Darboux

8w = ot H séerit Vil &+ Yol SV = Vi 4V, et
On aw = dpAdget H g'éerit X 5+ ‘\M-D(/A SiY =% o T 3_)“{] est un

champ de vecteurs, Par définition il vient

iz (W)(Y) = w(H.Y) = —dH(Y).

. P 0 I, 1\ aoH oH b Y , ) PP
Soit, (,-\1 ]\g) (—I,, 0) (Y:J) = - (Tp 7([ Vs ) et en identifiant il

vient,
. oa . oH
=0, o=
g Op
Dans des coordonnées canoniques (p, q), les trajectoires de H sont solutions
des égnations de Hamilton
oH . OH

pP=——, = —.
! dq 1 dp

Définition 17. Soient X,V € V(AL). Le crochel de Lie est calculé avec la
convention [X,Y] =YX — XV, soil, en coordonndées locales,

X, Y] (q) = %‘g(q)m) - %%@X(q»

Le crochel de Poisson de deux fonctions Hy, Hs esl défini par {H,, H2} =
—
dH,(I15), el en coordonnées canoniques (p,q),

, N (OH, OHs OH; OH,
{ffhffe}(q):Z( 10 OO,

=1

dq; Ip; dp; dg;
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Propriéié 1. 1. Le crochet est, R-bilinéaire et antisymétrique.
2. {FG,H}=F{G,H}+ G{F, H}.
3. Identité de Jacobi

{FG}H}+{{G,H}, F} +{{H, F},G} =0.

4. [F,G)=1F.G}.

Proposition 9. L'ensemble des champs de vecteurs Hamilloniens de V(H)
Jorment une sous-olgébre de Lie (de dimension infinie) notée v(M).

Définition 18. Soit H un champ de vecteurs Homiltonien et [ une fonclion
sur M. On dit que [ est une intégrale premiére si [ est constante le long des

lrajectoires de H.

Lemime 8. [ est une intégrale premiére si el seulement si {f, H} =df (H) =0.
En particulier powr un sysiéeme Hamillonien (autonome)H est une intégrale
premiére.

1.4.3 Relévement symplectique

Soit, AT wne variété et T*M le fibré cotangent muni de sa structure symplec-
tique canonique. Soit ¢ : A — M un dilféomorphisme sur . On releve ¢
de fagon canonique en un difféomorphisme symplectique noté @ sur T* AL tel
que 7o @ = ¢ ol IT est la projection canonique. En coordonnées canoniques,
Q = p(q) se releve en

19,51
Q=lq), P= 0,('3 p-
g

Ce relevement géncralise le cas linéaire (g ) = (g ,}P_,) (g)

Un champ de vecteurs X sur Af se releve en champ Hamiltonien Hxy, la
fonction Hy étant, définie par Hy = «(X) = (p,X) avec a = pdq lorme de
Liouville.

1.5 Géométrie symplectique et calcul des variations

La géoméirie symplectique a été développée a la suile du calcul des variations
el en est un outil fondammental. Nous montrons ce lien & partir du calcul des
variations classiques, puis nous introduisons le contréle optimal géométrique
avee le principe du maximum, qui se formule directement dans le cadre Hamil-
tonien.
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1.5.1 Formule fondamentale

Définition 19. On ulilise les notations suivanles :

e C : famille des courbes lisses 1w q(1) € B" avec | € [ty, l1]. On considére
le probléme de minimisalion sur C de la fonctionnelle

B(o()) = / " L(Lq(t), 4 dr.

Sy

ou L est une fonclion lisse appelée le Lagrangien.

e On introduil Uespace lemps (1,q) € R x R™. Sur cet espace les exirémilés
de noire courbe (1, q(t)) sont notées Py = (1o, qo), P = (t1,q1). La distance
enire deux courbes g, q* est prise au sens de la topologic C?,

pa,¢*) = max|q¢ — %] + max | — ¢*} + d(Po, P}) -+ d( Py, P)).

Notons que les courbes ne soni pas définies sur le méme inlervalle el on
les élend de facon ow moins C2.

o Soil vy une courbe de réference d’cxirémilés (to,qo), (t1,q1) et soil 7 une
courbe voisine quelconque d’extrémités (Lo+0ty, qo+8qn), (t1+30y, qr+5q1).
Alors h(t) = (1) = F(t) est la varialion de la courbe de référence.

Proposition 10 (Formule fondamentale). La fonclionnelle & est dérivable
au sens de Fréchet pour lo C'-lopologic el sa dérivée de Iréchel en vy est
donnée par

()
AL 1 OL 1 OL
¢! = / ()— — (—gw hdt + (— dgl + |{L— E)-—q 8l
Yo \9q  di 0 " g v, dq [+

! o

ot I'on note

ull, = u(b) - u(a).
Preuwve. Voir [29].

Corollaire 2. Si vy est un extremnum de @ évalué sur les courbes a extrémilés
fizées (to,qu), (t1,q1). alors v est solution de 'équation d’Ifuler- Lagrange

dL  d dL
L = 1.4
dq  dl g (14)

1.5.2 Conditions de transversalité

On peut déduire de la formule fondamentale d’autres conditions nécessaires si
~ est un minimwn de @, avec d’autres condilions aux limites. L’exemple suiv-
ant traité en dimension 1 se généralise aisément en dimension n. Il constitne
un exemple important dans les applications et en géométrie. Considérons le
cas ou Pextrémité gauche des conrbes Py = (lg, o) est astreinte a rester sur
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une courbe d'équation g = ¢(t) ¢t que 'on cherche & minimiser la fonction-
nelle @. Une courbe minimisante doit étre minimisante & extrémitds fixées
et doit donc vérifier 'équation d’Euler-Lagrange. De plus Pextrémité droite
étant fixée, on a

0L . oL .
AD = D(F) — D(v) ~ %)(]Téflu + (L - %)“;I‘(I) 8ty.

Comme q = @({) a Vextrémité gauche, on a dqq = ¢(to)dy. En remplagant

el en utilisant que &ty est arbitraire, la condition de minimisation donne la
condition dite de transversalité

oL oL
i (-4 =0
5q 7T ( 3q ‘1)

en L= lg.

EBxemple 5. Traitons le cas L = /1 + ¢2 est la Ionguenr. Alors

oL __ 4 __q
a9 Vi+q¢ 1447 ’

el Pon obtient la condition supplémentaire

14+ qp =0,
qui exprime que les deux vecteurs (1, 4) et (1, ) sont orthogonaux.

1.5.3 Equations de Hamilton

Les coordonndes (q,q) sont les coordonmées de l'espace tangent, et le La-

grangien L est défini sur cet espace. L’équation d’Euler-Lagrange s'interpréte

comme une égnation de Hamilton. La transformation de Legendre consiste &
Lo .

B Faisons Vhypoihese que @ (q,4) — (q,p)
/q

est un difléomorphisme et introduisons alors le Hamiltonien

introduire la variable duale p =

H(g,p,l) =pg— L.

On a alors

OL 0L oL
dH = pdq + qdp — <—-—dq + — ¢ —dq + 7(1?‘)
OH OH OH
= B —dq+ an —dp + W{l(u

Soit. en identifiant
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oH 0L _ OH

=Ty T = Ty ]‘5)
dp’ 9q dy (1.5,
- S oL o od
et en utilisant Péquation d'Euler-Lagrange avec p = i)—{ c’est a dire —h;’p =
dq dt
0L OH —= OH O OH O
(,—‘ on obtient p = ———. Le champ de vecteurs ]J:‘T:“—‘L" — —— st la
dq dy p 8q  dq dp

forme Hamiltonicnne correspondant & Péquation d’Buler-Lagrange, H étant
une fonction sur le fibré cotangent.

Définition 20. On appelle systéme mécanique un lriplel (A, T, U) o1 Al esl
une variéle appelée espace des configurations, T esl une fonction sur TAI xR,
forme quadratique définie positive en ¢ représeniant énergie cinélique el U
est une fonction définie positive sur M qui s’appelle le polentiel. Le Lograngien
associé est L =T - U.

Lemme 9. Soil (M, T,U) un sysiéme mécanique, ot

1 ..
T= 3 Z aij (1, q)Gidj,

avee ajj = ag; en coordonnées locales. Alors lo transformation de Legendre

b

oL . . A . Lo
p = En induil un diffcomorphisme, et H = pj— L =T -+U. Les ¢qualions
q

d’Euler-Lagrange sonl équivalentes auz équations d’Hamillon.

1.5.4 Equation d’Hamilton-Jacobi

Définition 21. Soil v une solution des équations d’Fuler-Lagrange associée
au Lograngien L, d’extrémilés Py = (1o, qo) el Py = (L1.q1). Laction le long
de v est la fonction S(Py, P) = [1 L{t,q,q)dl.

Proposition 11. On suppose que pour toul couple (Po.Py) il exisle une
wnique solution des équations d'Fuler-Lagrange, d’extrémilés Py et Py el on
fait. Uhypothése que Uaction est lisse. Fizons Py el notons § 'application
P S(Py. P). Alors S cst solution de I’équalion d’Hamilton-Jacobi

S d8
ot + ( " (9(1)
ot H est le Humnillonien.

Preuve. La tranformation de Legendre élant supposée définie, en utilisant la
formmile fondamentale et le formalisme Hamitlonien, on peut éerirve

- ["/oL  doL
AD ~ — 4+ —— | hdi ]!
) /, (é)q g aq) i+ falyy
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oi la I-forme o = pdg—Hdl est appelée invariant intégral de Hilbert-Poincaré-
Cartan. Le terme intégré est nul si on P'évalue le long d’une (rajectoire solution
d'Euler-Lagrange et si Pextrémité gauche est fixée, on en en déduit la relation

dS = pdg — Hdl. Avec dS = ,,—Sdt, + 2(1(1. Par identification, il vient
ot dg
a8 a8
D=5 77 = 4,
dq’ Ol

ce qui termine la preuve.

1.5.5 Le principe du maximum de Pontriaguine dans sa version
faible

L’objectif de cetie section est de faire une premiere introducbion au principe du
maximurn de Ponfriaguine, présenté ici dans sa version laible (sans contrainte
sur le contréle) pour oblenir unc formulation directe des conditions nécessaires
de minimisaiion sous forme Hamiltonienne, sans utiliser la transformation
de Legendre, en général non définic. Une autre extension de nos résultats
précédents est de considérer des courbes non lisses. Le prineipe du maximum
général sera présenté dans le Chap. 7.

Définition 22. On appelle systéme de R"™ une équation de la forme TZ(I} =
p

T(g(),u(t)), on [ est lisse et le contrdle u(t) est une application mesurable
bornée définie sur un ensemble [0,T], T > 0 et & valeurs dans B™. No-
tons (1, qo, u) la solulion issue en | = 0 de qu et définie sur un sous inter-
valle J C [0,T). Munissons Uensemble des contréles de la norme L™, |u| =
supepo,) [w(t)] el considérons Uapplication extrémité E : u(-) — (T, qn,u)
ol qu et T sonl supposés fizés. L'ensemble des élats accessibles o T fixé est
Ao, T) = U, atmisivie 95 a0, 1) et A(qgo) = Ursq A(qo, T) est ensemble des
élats accessibles.

Le résultat suivant est standard en théorie des systemes.

Proposition 12. Sovil u un contréole de référence défini sur [0, T et tel que la
frajectoire associée soil définie sur [0,T). L'application extrémiié est C>, el
sa dérivée de Fréchel en u est
T
E (v)= / BH(T)D 1 (s)B(s)v(s)ds,

Jo
ot b est lo malrice fondamentale solution de & = AD, #(0) = I, avee A(l) =

Fola.u0) et B0 = 5 a(0). ),
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Prewve. Indiquons les arguments de la preuave.

Supposons d’'abord que 'application £ soit. dérivable et calculons sa dérivée.
Soit u + du le contrdle appliqué oft du est une variation L™ el ¢ la réponse
associée issue de (0) = qg. Si on définit dg = 7 — ¢, on a §g(0) = 0 et on
obtient

d s - .
7 (bg)=G—q= f(qg+ éq,u-du)— f(qg,u)

af af _ ,
—0—‘-]-((1, 1u)dq -} 5;((1,11)611% o{dq, du).

i

On peul éerire g = 01g 4 dag + -+ -, o1 §1¢ est lindaire en du, dag esl quadra-
tique, elc. En identifiant on obtient en particulier

% (619) = A()S g + B(t)du.

On integre ce systeme linéaire avec d;¢(0) = 0 et on déduit fa formule
annoncée.

On peut montrer ta dérivabilité avec 'argument suivanl. Soient u, v € L™
ot A € R. On considere Papplication X — (T, qo, v + Av). BEn utilisant le
théoreme de différentiation des solutions par rapporl & un parametre A, on
oblient que la dérivée directionnelle ou de Géateaux est donnée par

T
EH (M) = / O(T)D~ " (s)B(s)A\v(s)ds.
Jo
Pour montrer que cest la dérivée de Fréchet il reste & prouver la continuité
par rapport a u. Cela résulte de la propriété suivante : si u, converge vers u
dans L™, alors les (rajectoires correspondantes g, convergent vers ¢ au sens
de la lopologie uniforme, d’apres Uinégalité de Gronwall.

Définition 23. Soil u{-) un contréle défini sur [0, T} et tel que la trajecloire
associée soil définie sur [0,T]. On dil que u el la lrajectoire sonl singuliers si
w est un point singulier de Uapplicalion extrémilé, c’esl a dire si lo. dérivée de
Fréchel n'esl pas surjective en .

Proposition 13. Le conirdle u el lo trajecloire associée sonl singuliers sur
[0,T] s'il existe une application p: L — R"\{0} absolument continue telle que
le triplet (q,p, 1) est solution presque partout des équalions

OH . _ 9H oH _

= ap’ ]):‘—é)'_q_’ du

ot H(q,p,u) = {p, f(q,u)) esl le Hamiltonien.

Prewve. Puisque le rang de B’ n’est pas égal & n, il existe p € R7\{0} tel
que (p,8;¢(T)) = 0. Posons p(s) = pP(T)P~1(s). Alors p = —p(s)A(s) et
p(T) = p. Par ailleurs la condition
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T
@ [ B (B =

Jo
pour tout du € L™ implique (p(s), B(s)) = 0 presque partout. Cela équivaut
i nos relations.

Définition 24. Considérons le probléme de minimiser ]“ 7%a, u}di PATMi
toules les courbes solulions de ¢ = f(q,w). Le systéme (Luqmcnie G = f(q,u)

est le systeme ¢ = [(q,u), " = fO(q,u), ¢°(0) =0 oi § = (q,¢°).

Théoréme 3 (Pontriaguine). Si u(-) minimise fnj g, u)dt parmi loules
les courbes solutions de ¢ = f(q,u) vérifiant les conditions ¢(0) € My, q(T) €
My, T > 0 fizé, ot My, M, sont des sous variétés de B". Alors il existe
P = (p,po) : 1 — B*T'\{0} absolument continue tel que les équations suivanies
soient vérifiées presque parlout :

oH .  9H oH _

ap° P= Taq v

avec H(G,5,u) = (5, J(d,w)) = (p, [ (9,w)+poS*(a, u). De plus po est constant
et peul étre normalisé 4 py = 0 ou —1. Aux extrémilés le vecteur p(-) vérifie
les conditions de lransversalité : p(0) est orthogonal & Ty My el p(T) est
orthogonal & Ty, M.

Sie

N

Preyve. Considérons le probleme de minimisalion & extrémités fixées qq el
g1- Si w est optimal alors pour le systéme angmenté (T, Go,u) appartient
a Ja frontitre de Pensemble des étals accessibles en un temps T. Notons E
Papplication extrémité associée au systéme augmenté. Si » n'est pas un point
singulicr alors 'application extrémité est ouverte et cela contredit la propriété
que §(T, do, 1) soit sur la frontiére. Ainsi si u est optimal alors v est singulier.
En appliquant la proposition 13, il existe 5 = (p, pg) tel que le triplet (7, p, )
soit solution des équations

. OH . OH OH _
p= . =
7= dp 0(}’ Ou
En particulier py = 0 el comme § est continue, on en déduit que py est

constant. Comme les équalions sont linéaires en §, on peut donc normaliser
pa d 0ou —1.

Les conditions de transversalité se prouvent aisément et dans le cadre
Hamiltonien le vecteur p s’interpréte aux extrémités comme un vecteur or-
thogonal aux variétés My et A, .

Définition 25. Une trajecloire | — q(t) solution des équations précédentes
s’appelle une extrémale. Elle est qualifiée de normale sipy # 0 et d’anormale
sipg = 0. Le vecleur p est le wecleur adjoint et H s’appelle le Hamillonien.

Remarque 5. Le cas anormal correspond & la situation ot le Hamiltonien ne
dépend pas du cott. Cesl, une situation dégénérée, et dans ce cas le conirole
est déja un point singulier de applicalion extrémité.
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1.5.6 Transformations canoniques

Transformations canoniques et champs de vecteurs Hamiltoniens

Proposition 14. Soil -ﬁ('l,,:t;) un champ de vecteurs de R*" muni de sa
structure canonique et & = JV,.H Uéqualion différenliclle associée. Soitl
o X (1, 2) un chongemenl de coordonnées sympleclique. Alors I'image
de U par @ esl un champ de vecleur C’( x) Hamiltonien : X = JVG, oi
le Hamiltonien G esl la somme de H el d'une fonclion R(t) qui s’appelle
le reste el qui est nulle si le changement de coordonnées est aulonome, et

H(l,X) = H(tx).

Preuve. En dérivant, il vient

) OX vy OX OX OH  OX
X(t,z) = 817(,,.’1:).7: ! ( )-— ()_1+7

Le premier terme s’écrit

] ()H oX OH 0X
c)z ox  Or X Az

et comme le changement de coordonnées est symplectique, on a
X _'oX

v On

En notant H (¢, X) le Hamiltonien défini par H(:, X) = H(!,z), le premier
terme s'éerit alors Vy H. Par la suite on utilise la méme notation pour H

et H. La proposition est, donc prouvée si le changement de coordonnées cst
autonome. Dans le cas général, le reste est défini par la relation

=J.

aoxX

v pex-1 = JVNR(L, X

()= -1 = VX R, X).

I existence du reste résulte du lemme de Poincaré. En effet, en multipliant

{. X
a gauche les deux menibres par J, on montre qu’il faut, que . f—d—( . X)) soit un

radient et donc que la Jacobienne soit symétrique (Pomcard). Cette propriété
| 3 q

découle du fait que le changement de coordonnées est symplectique.

Transformations canoniques et fonctions génératrices

Notre étude est locale ef, on se place sur B> muni de sa structure symplecticue
canonique définic par w = dp A dg. Soit @ = Q{p,q) et P = P(p,q) un
changement de coordonnées. 11 est symplectique si dp A dg = dP A dQ, celte
condition s’écrivant

d{gdp — QdP) =
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La 1-forme o1 = gdp — QdP doit donc étre fermée, ce qui équivant sur R>" &
la condition d’étre exacte. Supposons de plus que les variables (p, P) forment
un systéme de coordonnées. Puisque o est exacte, il existe donc une fonction
Sy (p, P) telle que

as 38,
o1 =dS; = —0]—)1(1; =p 4P = qdP — QdP,
ct en identifiant il vient
axgl 05‘]
1=2, = "Fp

dq %8,

oP ~ 9Pop
du théoreme des fonctions implicites gue localement applicalion g — P esl
bijective et (p, P) forment un systéme de coordonnées locales. On a done
prouvé le résultat suivant.

On observe que si la Hessienne est non singulicre, il résulte

22 Nal
Proposition 15. Soit S;(p, P) une fonction lisse lelle que —— soil non sin-
\ OPdp
N ) d8, oS, .. .
gulicre. Alors les rvelations ¢ = —— el Q = ———= définisseni localement un
dp or

changement de coordonnées symplectiques.
Remarque 6. La 1-forme o1 est fermée si et senlement si P'une des formes
suivantes cst fermée :

os =0, +d{QP) = qdp + PdQ,

oz = pdg — PdQ,

oy = pdg + QdP.

Donc la proposition 15 est aussi valide en remplagant @) par une des formes
ada,03,04 eb avee les hypotheges suivantes :

Sy A8
e Si(p, Q) sont des coordonnées, poser ao = dSa(p, Q) et ¢ = —()7', P = -56')
37
et ()l dJ:J doit étre non singuliere.
: , 85
¢ Si{q,Q) sont des coordomées, poser gy = dSs(q,Q) et p = -d-l P =
q
053 3> 8y oit o Jie
doit étre non singuliere.
“aq " a90Q 8
d8., 05.
e Si{(q, P) sont des coordonnées, poser oy = dSi(q, P)et p= ———l, pP="
dy P
°5,
et doit étre non singuliere.

Ay 40P
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Définition 26. Les fonctions o; s’appelle les fonclions génératrices de la
Lransformation symplectique correspondante. Les lransformations associées a
oy = pdq — PdQ sont diles libres.

Fremple 6. La 1-forme o, est beaucoup utilisée en mdécanique et correspond
au relevement symplectique '@ du difféomorphisme donné par @ = ¢(q). La

{onction génératrice est, Sy(g, P) = %(q)P et p est défini par p = — P.
q wlq pary ¥

dq
On peut par exemple appliquer ce caleul au passage en coordonnées po-
laires. On pose ¢ = (1,0), Q@ = (¢ = rcosf,y = rsinf). Les variables

duales sont notées p = (py,ps) et P = (py,py,) et la fonclion génératrice
est Sy = pyrcosd + pyrsind et

054
DS,
06

Py = = pycosl + p,sin g,

Py = = —pyrsind 4 p, cos .

Transformations canoniques et invariant intégral
de Hilbert-Poincaré-Cartan

. o . v Dn-kb
Ou identific T* AL & R?"| et on se place dans Pespace temps T*Af xR ~ B2
Soient (p,q) les coordonnées canoniques, et soit H(p,q,.) un Hamiltonien.
Iinvariant intégral de Milbert-Poincaré-Cartan est

o = pdg — H(p,qg,1)dL. (1.6)
Propriété fondamenlale

On observe que da = dp Adg — dH A dt est une 2-forme sur Pespace R*"H de
dimension impaire. Elle possede done un noyan. Ainsi il existe une direction X
dite caractéristique définie par da(X,.) = 0. On peut calceuler cette divection.
On a en effet

do = dpANdg—~ Hydp Adl — Hydg A di,

olt H,,, H, désignent les dérivées partielles de H par rapport aux variables p
o 0 0
Op’ 0q’ Ol

et g. Dans la base la 2-forme est. donce représentée par la maltrice
o rn, -,

A= |-I, 0 -H
H, H, 0

q

Celte mafrice est de rang 2n car dp A dq est non dégénérée et son noyau est
o 1 1 - .‘
engendré par

2 o 9
Y=, yn L 2
i e T a
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qui engendre done aussi la direction caractéristique de o, Les trajectoires de
X paramétrées par 7 vérifient les équations
dg dt

dp
— =M, —=H, -— =1,
dr " dr ” dr '

et en paramétrant par ¢, on retrouve les équations de Hamilton

dp  OH dy OH
di — 8¢ dt ~ op’

Proposition 16. Les projections des trajectoires du champ caracléristique de
la. 1-forme correspondant a Uinvarianl intégroal de Hilbert-Poincaré-Cartan
sont solulions des équations de Hamillon.

Transformations canoniques libres

le champ de vectenrs caractéristique est un invariant et soit P,@,T un
changement, de coordonnées préservant, la dérivée extérieure de la 1-forme cor-
respondant a l'invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan. On peut donc
éerire

« = pdq — Hdl = Pd@Q — KdT + dS,

olt S est une fonction. Comme d28 = 0 la direction caractéristicue du membre
de droite est celle de la 1-forme Pd@Q — KdT et les équations de Hamilton
s'écrivent

dP 2I1¢ dQ IK

aT ~ " 9Q’ ar ~ ap’
Si la transformation préserve le temps on a 7' =1 et 'on obtient les équations
oK . 0K

P=——m Q=—.
DQ’Q or

Plagons-nous dans le cas dit libre ot l'on peut choisir (g, @) comme coor-
données. La fonction S vérilie

dS = gsdq =+ - 05 2(]Q + — ?5 (l1 = (pdg — PdQ) -+ (I{ — H)dt,
et par identification il vient
8] a8 98
) — — ID::-—_ H:Iv——“‘
P=3g Q" C T

La transformalion symplectique est caractérisée par une fonction génératrice

p

. . . @ . N
S(q, Q. 1), et la formule H = I — N donne la correction & apporter au
N

I

o oS
Hamiltonien dans le cas non autonome. Le terme n correspond au reste
défini dans la proposition 15, calculé ici avec la fonction génératrice de la

transformation canonique libre.
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1.6 Notes ef, sources 2
Transformation canonique a poids

Un des aspects importants de la mécanique céleste est. la théorie asymptotique
de recherche des solutions. Cela nécessite d’élargir le cadre des {ransformations
symplectiques en utilisant des poids.

Définition 27. Soit ¢ : x — X (t,z) un difféormorphisme de BR*". On dit
19v 9V
. \ . , 0X _OX
que @ esl une transformation sympleclique de poids e # 0 si J = E—a—J—a——.
v ¥
Le calcul effectué dans la prenve de la proposition 15 donne le résultat
suivant.

Proposition 17. Si p est un difféomorphisme a poids € et x est solulion des
équations de Hamillon associées a H alors

X =eJVxH(t X)+ JVxR(L,X),

ou R est le reste. En particulier si la transformation est aulonome, le systéme
est un systéme Hamillonien auntonome et on a H =¢H.

1.6 Notes et sources

Les résultats généraux sur la géoméirie symplectique et les champs Hamil-
toniens proviennent de [3], {31] et [53]. La forme normale de type Jordan
d’un champ de vecteurs Hamiltonien est due & Williamson [72] (voir [22] pour
une présentation plus moderne). Pour une introduction générale au calcul des
variations, voir [29] ct pour le principe du maximum faible voir par exemple
[10], et aussi I'article {30] pour une présentation heuristique du principe du
maximm.
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Quelques propriétés des équations
différentielles Hamiltoniennes : intégrabilité
et stabilité

L'’objectif de ce chapitre est de présenter les propriétés d’intégrabilité el de
stabilité des équations différentielles Hamiltoniennes.

La propriété d’intégrabilité repose sur existence d'intégrales premicres,
el permet, dans Panalyse d’un systeme Hamiltonien et en particulier d’un
systeme extrémal, de réduire la dimension du systéme. Elle est liée au concept,
de variété Lagrangiennc et a la résolution de I'"équation d’'Hamilton-Jacobi.

La seconde partic du chapitre est conscrée au probleme de stabilité. On
présente d’abord les résultats de stabilité classiques de Liapunov, utilisant
soif, la méthode directe fondée sur les fonctions de Liapunov, soit la méthode
indirecte fondée sur la lindarisation exacte. Ces lechniques sont importantes
pour le controle des systeémes non linéaires.

On discute ensuite la stabilité des systemes Hamiltoniens. On fait en par-
ticulier une présentation tres descriptive du KAM qui permel de montrer le
théoreme de stabilité d’Arnold, une présentation plus compléte de ce théoréme
tres important mais difficile sortant du cadre de cet ouvrage.

Fn conclusion, on présente le théoréme de récurrence de Poincaré, qui a
de nombreuses applications pour la contrélabilité des systémes mdéeaniques,
en particulier pour le contréle d’attitude ou le transfert orbical.

2.1 Intégrabilité

Définition 28. Soit (M,w) une variélé symplectique ci [1, 2 deuz fonctions
lisses. On dil que [y, fo soni en énvolution si {1, o} = 0.

2.1.1 Le théoréme de redressement symplectique

Théoréme 4. Soit H(x) un champ de vecteurs (lisse) Hamillonien de B*"
muni de sa structure sympleclique canonique au voisinage du poinl xq idenlifié
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=t g N
@ 0. On suppose que xp est un point régulier, i.e., H(xy) # 0. Il exisle des co-
ordonnées symplectiques x définies au voisinage de O telles que le Homillonien
§'éerive H(x) = 41, les Equations du mouvement se réduisant 4

r1=1, &;=0pouri=2,...,n.

Prewve. La preuve résulte du théoréme de redressement des champs de
vecteurs au voisinage des points réguliers et de la propriété suivante : le
groupe local & un parametre ¢, associé a f induit des difféomorphismes
symplectiques.

Corollaire 3. Au voisinage d’un point régulier un systéme Hamillonien ad-
met n. intégrales premieres en involulion.

2.1.2 Le théoréme de Noether

Définition 29. Soit (M, T,U) un systéme méconique aulonome, T l’énergie
cinétique donnée en coordonnées locales par T = % Y- aii(q)digs, U lo fonction
potentielle et L =T — U le Lagrangien associé sur TM. Via lo (ransforma-

. oL . )
tion de Legendre p = ——, on oblienl sur le colangent muni de sa structure

g
canonique, le Hamiltomi'n, associé H(p,q) = T + U. Soit X un chamyp de
vecteurs complel sur M, v, = expiX le groupe & un paramélre associé el
B le relevementd symplectique. On dil que @, est une syméirie du systéme
mécanique si Ho @y = H.

Théoréme 5. Si @, est une syméirie, le Hamiltonien Hx = (p, X) est une
inlégrale premiére du systéme.
Preuve. Tn dérivant H o B, = H, on abtient la condition {H, Hx} = 0.

Ezemple 7. Considérons dans R?, le Lagrangien L = m(22+j%+2%)~U(x,y),

le potentiel ne dépendant pas dc z. On en déduit que Hy = (p, X) avec
.0 o " , S I

X = — esf une intégrale premiére, soit p-. En fait le Hamiltonien If = T+ U

ne dépend pas explicitement de z.

Définition 30. Soit H un champ de vecleurs Hamillonien el (q,p) des coor-
données de Darboux. Si H ne dépend pas explicitement de gy, on dil que q
esl une coordonnée cyclique.

Propasition 18. Soil H un chamyp de vectewrs Hamiltonien de R?" el ¢
une coordonnée cyclique. alors py est une intégrale premiére el en nolant
= (g s qn), D= (pay...,pn) et H=H(p,§,c), pp =c, alors (§,p) sonl
solutions de Uéquation de Hamillon

_OH . OH
’J - —
=05 j

dépendant duv paramétre ¢ = py.

\r
|

)

L}
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Preuve. Comme ¢, est cyclique le systeme se décompose en

. OH ) dH
(11=0pl ])|=“%=0
. OH - oH

q= ()_13 p= —"(ﬁ

- . t OH
Dol le résultat et gy (t) = q(0) + [, (':)‘_ds'
P1
C’est, 'outil de base pour intégrer les systemes Hamiltoniens, & partir de
cordonnées cycliques.
Corollaire 4. Sin = 2 el H posséde une coordonnée cyclique qy, le systéme

en pa,qa est de dimension 1 et s'intégre & Uaide de Uintégrale H(pa, qa) = .

2.1.3 La méthode d’intégration de Jacobi

Le principe

OH
Op’

est le suivant. S'il existe des coordonnées symplectiques P, Q telles

Le principe de Jacobi d’intégrer sur B2" les équation d'Hamilfon ¢ =
OH

dq
que le Hamiltonien F (p,q) = K(Q) ne dépende pas de P, alors les équations
du monvement s'écrivent
. - JK
=0, P= —.
@ aQ

p=-

On en déduit que

0K

Q@) = Q(0), P) =155
Q1om
En utilisant la proposition 15, chierchons localement. la transformation sym-
plectique définie par une fonction génératrice S(g, @) associée a la 1-forme

oy = pdq — PdQ, soit donc la relation

as as
p=—-—, P=—.
dq 0Q

+ P(D). (2.1)

La condition H(p, q) = K(Q) donne Péquation de Hamilton-Jacobi

a8
on K(Q) = h constant, avec p = —a»(qQ)
3

Omn a le résultat suivant.
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Proposition 19. Si on a une solution S(g,@Q) de I'équation de Hamilton-

0D ¢t
Jacobi dépendant de n-paramétres Q; et telle que del ——— # 0, alors les
AqdQ
. . . . aH . J b .
équations de Hamillon ¢ = —, p = ——— s’inlégrenl explicitement par
Ip dy )

. . . ( . L
quodratures. Les fonclions Q(p, q) définies par p = é)_(q’ Q) sont n intégrales
q

premiéres du movvemend.

Calcul d’une intégrale compléete

Dans la praticue, on peut calculer nne solution dépendant de n paramétres
(solution dite complate), dans le cas ol I'équation est & variables séparables.
[Palgorithime est le suivant. Si Véquation a la [orme

J)l ((,0(])1,(11 )37)25 e Py o, 3(1”) = O:
on cherche la solution sous la forme

S= S((Il) + S'((JQs O 1([11)'

al
D) .o , . .
On pose ¢ (1—, (]1) = ¢ ¢l on doit résoudre une équation de la [orme
am

a5’ DS
{I)‘Z (L E ‘ (_I'Zv-"an,vcl>':0'.

Ogs” " Dy
la fonction S| étant solution d’une équation dillérentielle d’ordre un. On
réitere le processus avec Py si on veut séparer (po,qo) des autres variables
et ainsi de suite. Cela conduit a intégrer 'équation par quadratures.

Exemple d’application

Considérons dans B3 le systéme mécanique défini par le Lagrangien

L= —m(&” + 3%+ %) = Uz, 9, 2).

o] =

Le passage en coordonnées sphériques s’éerit ¢ @ (z,y, 2) — (1,0, p) que 'on
releve en un difféomorphisine symplectique

.Lr—'; : (1’.1 Y, 517)21'77)1lﬂ]):) = ("s ()7 (1‘9!1)!‘:7)0-,])99)'

Le Hamiltonien s’éerit:

1 »
] =—|p?+2L
om \Pr T
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Considérons un champ de potentiel de la forme

U{r,0) = a{r) + {)—7(—(?—

Iei ¢ est une coordonnée cyclique et p,, est une intégrale premiere. L'équation
R [l,.J - 1
d’Hamilton-Jacobi (2.2) s’écrit

1 /08 1 [7as\? 1 as\*
— | =— () +—= (| = b)) | +——=| 5| =h
2m ( or ) Falr)+ 2mr2 ( o0 ) +2mb(0)| + 2n1? sin” 0 ((’)p) '

ol h est I'énergic. La méthode de séparation des variables s'applique. Comme
p est cyclique, on cherche une solution de la forme

S = 1)!,090 + S] (1) + S_l(('}).

et en séparant les variables, il vient

((_1_5_2) + 2mb{0) + _P% =/

do sin~ f .
1 /dSi\? 8 23
. D]
— (& (r -1
2m ( dr ) +a(r) + B2

ot Py, A, h sont des constantes.
En choisissant les branches positives pour le radical, on obtient donc la
solution

) 'y P3 _ 3
S =pop -+ g —2mb(0) — ——df + 2m(h ~ a(r)) — =dr.
. sin” f ) 2

Les intégrales premieres identifiées dans la procédure sont le Hamiltonien H,
P, impulsion associée & la variable cyclicue ¢ et unc intégrale premiére cachée
donndée par

Pe _ 5

. ) s
sin-

pa + 2mb(0) +

2.1.4 Un théoréme d’intégrabilité dans le cas linéaire
non autonome

Théoréme 6. Considérons une équation différentielle &(t) = A()x(l) dans
R*", linéaire el Hamillonienne. Soil (x((1),...,z,(t)) un n-uplet de solu-
tions indépendantes en invohitlion. Alors, un ensemble complel de 2n solulions
indépendanies peul élre calculé par quadraiures.

Preuve. Notons L(1) la matrice 2n x n dont les colonnes sont. les solu-
tions xy(t),...,2,(1). La famille L(}) représente une famitle & nn paramétre
d’espaces Lagrangiens, On a donc les relations
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L=AL 'LJL=0.
Puiscque les solutions sont indépendantes, la matrice *LL est inversible. Con-

sidérons la matrice 2n x n définie par L' = JLO'LL)™'. Alors, 'L'JL = 0
et 'LJL = —[, et donc la matrice P = (L, L’) est une matrice symiplecticue

d’inverse .
_ —'LJ
Pl = ( iy J>.

Avec le changement de coordonnées 2 = P(t)y, on obtient 'équation Hamil-
tonienne
=P Y AP — P)y.

En utilisant 'éeriture & = Az = J %i,’— = JS, ol H = *%S(t)x est le Hamil-

tonien associé, dans les coordonnées symplectiques y I'équation 8'écrit, en
décomposant en bloes d’ordre n,

. 0 0
Y=\~wsr-wak o)¥
et, en décomposant y = {u,v) € R” x R", on obtient I'équation Hamiltonienne

u = (),
b= 'L (SL + JLu,

que Pon peut intégrer avec une quadrature.

2.1.5 Le théoréme d’intégrabilité de Liouville

L’objectif de cette section est de présenter le théoréme de Liouville sur
Iintégration des systémes Hamiltoniens. On donne unc esquisse de preuve,
voir [17] pour la preuve compléte.

L’exemple du champ central

Considérons un systéme mécanique du plan g = {(q1,¢2), la position de la
particnle de masse unité, T = 1(4? + ¢3) V'énergie cinétique et supposons que
le potentiel est central, U = U(r) ol v = +/q7 + ¢35 est la distance & Porigine.

I : 17+ a3 g
Soit p = (p1,p2) le vectenr dual. Le Hamiltonien cst

9
p
II(]), (]) = T)- + I.I(l).
Le systenie posséde deux inlégrales premieres : énergic H ef la longueur
du moment, cinélique, A/ = gypa — gap1. Pour analyser le mouvement on
introduit les coordonnées polaires (r,0) et les variables duales sont
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_Pha -+ pago

1
Po = QP2 — gapy,
1 p Do .
H =5} +3) +U(),

M = Po-

Fixons une valeur ¢ = (h,m) de P'énergie et de la longueur du moment
cinétique pour que le mouvement soit borné. Les trajectoires évoluenf sur un
tore T2, H=het M =metona

e py =m el 6(L) est Pangle sur un cercle.
e (r,p,) parcourt un cercle donné par H = ).

Sur chaque surface de nivean de T2, on peut choisir des angles (i, ¢5) tel
que le mouvement s’écrive

¢1 = wi(c), pa=uw2(c),

ol les fréquences wi(e) et wn(c) ne dépendent que de ¢. Cet exemple est un
cas particulier du théoréme de Liouville.

Le théoréme de Liouville

Soit (A,w) une variété symplectique de dimension 2n et ﬁl un champ
de vecteurs Hamiltonien. Supposons qu'il existe n fonctions en involution
Hy,...,H,, cest-a-dire, {H;,H;} = 0. Considérons la surface de niveau
h = (hy,..., h,) définie par My, = {& € M | Hi(z) = h;,;i = 1,...,n} et
supposons que les n-formes dIf; soient indépendantes en chaque point de A),.

1. Si M, est compacte el connexe, elle est difféomorphe a un tore 7" de
dimension n, {(¢,,...,v,) mod 2w}
2

R}

Le champ F; défnit sur chaque tore A, un mouvement d’équations
dip;
!

dt
3. On peut choisir au voisinage de chaque tore des coordonnées symplectiques

(I, ) telles que le mouvement s'écrive T = 0 et ;, = w;{h).
4. Le mouvement est intégrable par quadratures.

= w;(h) ol les fréquences ne dépendent que du niveau h.

Preuve. On dounne les étapes de la preuve.
Lemme 10. Af}, est une sous variété de dimension n.

— —
Lemme 11. Sur une surface M, les n champs de wvecteurs Hy,..., H,
sont tangenls, linéairement indépendants et commulent deuxr 4 deur, i.e.
—

Preuve. Par construction les H ; sont, tangents, indépendants et {H;, H;} =0.
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Lemme 12. la 2-forme w est nulle sur M)y, el M), esl donc une sous-variété
Lagrangienne de M.

P'r(zuuc. Les n champs H; engendrent, I'cspace tangent de My, et w(H ;, ﬁ,) =
dH;(H ;) = {H;, H;} = 0.

Remarque géométrique. Considérons B*" muni de sa strueture canomnique

oo L . a5(y

dp A dq et soit S une fonction g — S{q). Notons L le graphe (qm = )—“))
o

Alors

S(q J*s
lgqr =d| ——= ) ANdqyy, = ———dg;, Ndg; =
dp ANdqy = a ( 34 dqyy, ; Baria dai Ndg; =0

PSS - .

car - = ——— si i # j. Donc la restriction de la forme de Darboux
qidq;  O0q;0u;

an graphe de L est nulle et L est une variété Lagrangienne. Cet exemple se
généralise et toute variété Lagrangienne admet localement une représentation
analogue. Un point important dn théoreme de Liouville est de représenter
localement une surface de niveau comme un graphe associé 4 une fonction
génératrice. L'autre point clef est le suivant.

Lemme 13. La variélé My est diffeomorphe a un tore T™.

—
Prewve (indicolion de preuve). Notons exp sH; le groupe & un parametre
associé & H; ct pour L= (1),...,t,) € R", posons

gr=cxplnHno...0expt H.
L dpphcatlon i ag1L sur Ap,. Pour Ty € My, posons g g(t) = J[(r())
Comme les IIL,II conunutent, exp ¢; H oexpiy H = expt; H oexpt; U ef g,

définit une action du groupe abélien R"” = {(4;,...,1,)} sur M/,.
Considérons le stabilisateur de aq donné par

H={teR"| g(xn) =20}
C’est: un sous-groupe de R" qui ne dépend pas du point 2y. On montre que
ce sous-groupe est de la forme

‘]\-
o= E mie; | m; €7
i=|
on les €; sont des vecteurs de R”. On identifie Af, au quotient R"/H =
TF x R"—* Comme A}, est compacte, on a nécessairement n. = k.
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—
Localement;, la construction revient & redresser tous les champs H;, les
coordonnées d'un point de V'orbite {g, (2q)} étant le temps le long des courbes

.y T J w -

intégrales. Dans ces coordonnées, H | = T Les fréquences w; du théoreme de
(48]

Liouville représentent la pente de Hy par rapport aux vecteurs e; délinissant

II. Pour achever la preuve, un point buportant est de construire le systéme

de coordonnées symplectiques du point 3), cette construction prouvant que le

systéeme est intégrable par quadratures.

Construction des coordonnées symplectiques. Dans les coordonndées
{Hy,....H,,01,...,0,} déduites des intégrales premiéres et de la construc-
tion du tore 7', les équations du mouvement s'éerivent

d H; dp; (h)

— =0, — =w;(h

di dt nen
mais les variables (H, @) ne sont pas en général symplectiques. Montrons com-
ment construire des coordonuées de Darboux (I, ¢) telles que le mouvement.
soit de la forme

dl = dy

iy s S
di Yodl w(l),

la construction étant valable au voisinage de chaque tore T associé a M),.
Faisons la construction avec M = R?, w = dp A dq.

On cherche done I telle que la transformation (p,¢) — (I, ¢) soil symplec-
fique, la coordonnée I ne dépendant que de h.

En utilisant, la section 1.5.6, on se rameéne au calecul d’une fonction

génératrice S(I,q) vérifiant
dS = pdq + pdl, (2.4)

la fonction S étant associée A la forme oy = pdg + QdP dans la proposition
15. On a donc les relations

oS as
p=—— p=—. 2.5
P=%¢ 7~ a1 (2:5)
La surface de niveau A, = T' est définie par une valenr H = ) dn

Hamiltonien et I ne dépend que de h. Or, dS|j—y. = pdq, et donc

.q

S('LQ):/ pdayas, -

7 qn
IEn parcourant une fois le tore My, on obtient Uaccroissement

AS(I) = %

pdg = / dp A dq,
JAn, Dy,
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la derniére égalité relevant du théoréme de Stokes et Piniégrale étant 'aire A
balayée. Par construction, ¢ est angle paramétrant Afj,, et done

Ap = % dp = 2w,
J AL,

. . . ~ a8
et ce résultat ne dépend pas du niveau d’énergie h. D'aprés (2.4),onap = 37
e
ce qui implique 27 = Ay = %AS(I)‘ D’ot1 Ja relation
AS A
J = =

.
= — = — ¢ pdq.
2 2T 27 pad

La construction est identique dans le cas général. Sur chaque surface Ay,

on définit les coordonnées I; ¢n posant
1
I = o ¢ pdqg, (2.6)
Y

oll les ~y; sont des chamins fermés sur le tore Afy, parcourus une fois et non
homotopes, deux chemins homotopes définissant la méme coordonnée car M),
est Lagrangienne ct la restriction de dp A dg & My est nulle car la surface
My est, définic par un niveau I'= constante ou les I; sont indépendants. Notre
preuve montre que 7 s’obtient par quadratures. Il en est de méme pour le
calcul des angles ¢; qui paramétrisent les tores voisins de Afj,.

Définition 31. Un champ Hamiltonien qui vérifie les conditions précédenies
est dit Liovville intégrable. Les variables (1,¢) s’appellent les variables action-
angle, et le mouvement de la forme
dl d
—0 %

est dil quasi-périodique.

2.2 Stabilité des états d’équilibre ; méthode directe
de Liapunov

Définition 32. Soit & = X(x) une équation différenticlle de R", ot X est
lisse. On dit que a* esl un élal d’équilibre si X(z*) = 0. Notons z(t,z0) la
solulion issuve en t =0 de xy. On dit gu’un étal d'équilibre est stable au sens
de Liapunov si

V>0 >0, |lwg— 2| <np=lelt,ag) — x| <e, V20,

Six* n'est pas stable, on dil que Uélal d’équilibre est instable. Six™* esl stable,
son bassin d’atlraction est
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D(z") = {mo | @(t,20) — " quand { — +oo}.

D(x*) est un voisinage de x* on dil que x° est asymptotiquement stoble.
Sz D(z*) = ”, on dil que x* est globalement asymptoliquement stable.

Définition 33. Soit U un voisinage owvert de x* el V : U — R une fonction
lisse sur U. Si t— x(l) est une lrajecloive, notons

V(1)) = -V (el0)) = AV () (X (x(1)) = LV (2(0)

ol L'V est la dérivée de Lic. On dit que V' est une foncltion de Liapunov si

V(zr) =0 et V(z) >0 sixe U\{a"},
2.V <0 dans U.

Si de plus V < 0 dans UN{x"}, on dit que V' est une fonction de Liapunov
stricte.

Théoréme 7. S'il existe une fonction de Liapunov V' alors U'état d’équilibre
est stable. S§i de plus V' est stricte, Uélot d'équilibre est asymptoliquement
stable.

Preuve. La preuve est standard (voir par exemple {37]).

Théoréme 8. Soil & = Ax un systéme lnéaire sur R™, el soil 0(A) =
{A1, .. s An} le specire de A, chaque veleur propre étant complée avec sa mul-
tiplicilé.

1. L’origine est globolement asymptotiquement steble si el seulement si
ReAi <0, pouri=1,...,n
2. L'origine esl stable si et seulement si
a)Re); <0, pouri=1,...,n
b) Pour chaque valeur propre A; lelle que Re A; = 0, les blocs de Jordan
associés sur C sond d’ordre un.

Preyve. On donne les détails de la preuve fondée sur la construction d’une
réduite de Jordan réelle pour A et qui permef congkruire une fonction de
Liapunov siricte sous Ihypothése que les éléments du spectre de A sont &
partie réelles striclement négatives,

La construction de la réduite de Jordan est la suivante. Tl existe une
décomposition de I'espace

RP=E&..oLoR$&...6F,

r + 5 = p, chaque espace étant invariant par 4 et A esl semblable & une
matrice diag{.Jy,...,.J,} ol les J; sont des blocs de Jordan réels de la forme
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Aj 0 D; 0
1 . I .
ou ,
| 0 1 A 0 Iy D;
o [ a; Bi _|to
Di = |8, a_[} fa= [o 1]
le spectre de A élant formé des racines réelles A;, i = 1,...,r, et des racines

A ogt setiblable & la matrice

conjugudes (a; +if3;, 0 —i3;),i=1,...,s et ¢’
diag{e’t, ... elr'}.

Observons par ailleurs que dans les bloes de Jordan on peut remplacer les
coefficients 1 par un nombre € non nul arbitrairement petit. Par exemple pour
chague bloc dordre & associé¢ A leq valeur propre réelle A on remplace la base
Co €y

=, =, .}

Soit € ainsi fixé et considérons le produit scalaire noté (.,.). ol les vecteurs
de la base sont erthonormés. En notant A’ la matrice semblable & A associde
on a

A= 8+ N{zg)

{e1,...,e;} par la base {e,,

oil S est la partic diagonalisable sur C,

; 1 as 3,
diag <,\|,...‘ 1 { -8, OJ ey [—/35 Cl’J) ,

et N{e) — 0 lorsque £ — 0.
La mise sous forme de Jordan de la matrice A conduit & décomposer
Pespace B" en trois espaces :

e F,:lespace associé anx valeurs propres ayant une partie réelle strictement
1](‘“c1(1\’(‘ ;
e [, : Pespace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle stricterent
positive ;
e F,. :lespace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle nulle.
Si K, = {0} la position d’équilibre est hyperbolique. Si E, @ £, = {0},
toutes les valeurs propres sont a partic réelle strictement négative. ’\Iontl ons

que Porigine est asymptotiquement stable. Soit V(z) = (x, %), alors
V = (Su,1); +0(z) <0

pour £ assez petit et 1 est une fonction de Liapunov stricte. Le méme calcul
conduit & prouver la stabilité sous les hypotheses a) et b).

Un calcul divect de e montre que si une des valeurs propres est & partie
réelle strictement positive on & partie réelle nulle avec un bloc de Jordan
d’ordre strictement supéricur & 1, Porigine n’est pas stable. Enfin dans le cas
1), le calenl de e™ montre que le domaine d’attraction de Iorigine est
tout R,
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Une autre méthode pour construire une fonetion de Liapunov dans le cas
linéaire est la suivante.

Définition 34. Soil & = Az un sysiéme linénive ¢l V(x) = '2Sx une forme
quadratique ot S esl une malrice symélrique. Alors V =12 Se+HeSi = (' AS+
SA)x. Si U = Sz est une forme quadralique donnée, la recherche d'une
forme quadratique V' = ¢Sz telle que V = U conduil a résoudre ‘Cqualion
de Liapunov

"AS +SA=S5.
Théoréme 9. Soil A une malrice donl le specire est 4 partie réelle stricle-
ment négative. Alors, pour loule mairice symélrique S < 0, il exisle une

wnique matrice symélrique S > 0 solulion de équalion de Liapunov.

Preuve. On pose

o A= oA
S=- / e* VSt ds
Jo

ct

+c o
'AS = — / A ATe s
JO

oo

I y— “i_’:o t
= {(3"‘ A Sc&"q‘i] + / e* A8 Ads
Jo

0

en intégrant par partics. Le terme intégré se réduit a 5 car pour tout t — 400,
tA

et — 0.

Théoréme 10. Soit le sysiéme & = X(x) de BR" el x* un état d’équilibre
identifié ¢ 0 et X () = Az + R(x) ou R(x) = o(|x]). Si le specire de A est @
partie réelle striclement négative, alors Uorigine est asymplotiqguernent stable.

Prenve. La preuve qui est élémentaire conduit aussi a construire une estima-

tion du domaine d'attraction. Comme le speetre du lindarisé est a partic réelle

strickement négative, il existe donc une forme quadratique V' > 0 telle que

av o . ol

8—-/1.‘1,‘ < 0 pour & # 0. On en déduit que V = 5 (Ax + R(z)) < 0 sur un
‘v du :

voisinage de 0 car R(x) = o(|x]).

Pour étudier Pinstabilité des états d’équilibres des systemes non linéaires,
on utilise le critére suivant (théoreme de Tchetaev).

Proposition 20. Soit x* un étal d’équilibre de & = X (x) ideniifié ¢ 0. Sup-
posons qu’il existe £ > 0 et un owverl connexe W inclus dans la boule de rayon
B. centrée en 0 el de rayon € el une fonclion lisse V' ayant les propriélés swiv-
anles. Il existe k el nne fonction a conlinue, striclement croissante el nulle
en 0 lel que
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1L.0<V(x)<k Vo ew.
2.V(z) = a(V(z)), Vo €.

3. ¥x e Fr(PnB,.), V(z)=0.
4. L'origine O est dans Fr(W).

Alors x* = 0 est instable.

Prenve. Soit 1 guelconque assez petit ot xy tel que |zg] < 1 et g € W,
Moulrons que la Lrajectoire x4} issue de xg quitte la boule B, pour unt > 0.
Supposons que x(t) € ¥, Vi = 0. Alors V(2(1)) = 0 et V(z(1)) = V{zy). Donc

k> V{z@) = Vi) + /“i V(a(r))dr

3]

= Viro) + / a(V (x(7)))dr

> ]/r(:l‘“) + ;»ﬂ(‘/(m(l))a

Le, k= V(zp) =2 ta(V{xg)) et cetlte indgalité devient lausse pour ( assez
grand. Donc la solution quitte le domaine . Elle ne peut. le faire en traversant
Fr(¥n B.) car il faudrait que V' g’annule d’apres 3), ce gni est impossible car
7 > 0. Donc la solution quitte B..

Ce critére permel de prouver le théoréme d'instabilité de Liapunov.

Théoréme 11. Sovil & = Ax+R(2) ot R(2) = o(|z|). Si le specire de A admet
une valeur propre & partie réelle strictement positive, elors le poini d’équilibre
0 est instable.

Preuve (indication). A partir du systéme linéarisé, on peut décomposer
Iespace B en deux sous-espaces £, @ E, olt By = £, DPespace ingtable as-
socié aux valeurs propres & partie réelle strictement positive et Ea = £, & F,
est, I'espace associé aux valeurs propres a partie réelle négative on nulle. Si
E. = {0}, le résultat est une conséquence du théoréme de Hartman-Grobman
car le systéme est CU-équivalent & son linéarisé qui est stable. Sinon il faut
appliquer la proposition 20 et. construire un secteur ¥ voisinage conique d’une
direction v ol le systéme quitte un voisinage de 'origine.

2.3 Le théoréme de Lagrange-Dirichlet

Théoreme 12. Soit (M, T,U) un systéme mécanique. Si l'énergie polenlielle
admet wn minimum relalif strict en g* alors (¢*,q* = 0) est unc posilion
d’équilibre stable.

Prewve. Notre étude est locale et on peut supposer Al =R”, ¢* =0, V/(0) = 0.
Le Hamiltonien H = T + U est une intégrale premicre et I'énergie cinétigque
T = %Zau(q)r}iqj est une forme quadratique définie positive. Puisque V
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posséde un minimum relatif strict en 0, il existe p tel que ¢ # 0, |g] < p et
V(g) > 0. Soil £, 0 < & < p et posant

p = m{V(q),lg] = ¢}

on a p > 0 et Pénergie H est nulle en 0. Choisissons ¢y, §o assez petits de
sorte que H(go, Go) < pr. Alors la trajectoire ¢(1), 4(1) issue de qq, ¢y vérifie en
vertu de la conservation de I'énergie H{q{t), (1)) < p, Vt. Il en résulic que
pout tout ¢, |¢(t)] < e. En effet si |g(t)| atteint e, on aurait V(¢(1)) > p et
done T{q(t),¢(t)) < 0 ce qui est impossible.

2.4 Formes normales de Poincaré-Dulac

Définition 35. Soil A une mairice carrée d’ordre n, & coeflicients complezes,
el soil o(A) = {A1,..., N} son spectre. On suppose que A est diagonalisable.
On dil qu’il y a résonance s'il exisle une velation de la forme

n

Ae = (M, A) = Zmi/\,v

i=1

ot m = (ma,...,my,), my =0, S0 mp = 2. Le nombre |m| = 32, _, my,
s’oppelle Uordre de la 7‘ésan(1,ﬂw.

On va prouver le résultat suivant dii & Poincaré.

Théoréme 13. Soil X (2) = Axr + ... un champ de vecleurs formel de C".
Si les valeurs propres de la malrice de A ne sont pas résonanies, Uéquation.
t = X(z) se raméne par un changemeni formel de variables © = y + ...
a Uéquation linéaire §y = Ay (les points de suspension désignani des séries
formelles d’ordre supérieur siriclement a 1).

La linéarisation formelle résulte d'une série de lemmes.

Lemme 14. Soil h(y) un polynéme vecloriel d’ordre r = 2 (done h(0) =
n'(0) = 0). Le changement de variables @ = y - h(y) transforme y = Ay en

, oh
Véguation & = Az +v(z) + ... od v(z) = e Ax — Ah(zx) el les points de

suspension sont des lermes d’ordre striclement supérieur & r.

Preuve. On a

oh oh
&= | p= 1+ =} A
l (I 33/) Y <I * B.I/) v

= <1+ an) Al = h(x) +...)

ay

oh
= Az + (m(:l)flll. - Ah(.L)) + ...
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Définition 36. Fn uiilisant la nolation

adA(h) = [h, Ax] = g)m]i(:n)A::; - (—)(—g—l—di)—h{;l:)
O w

pour le crochet de Lie, on appelle équation fondameniale (de la linéarisation)
léquation adA(h) = v, ot v est un champ de vecteurs donné el h la fonetion
ICONNUE.

Lemme 15. Supposons que A est réduit d sa forme diagonale diag{(Ny, ..., \y)
dans la basc ey, ..., e, identifice ¢ la base cononique de C", les vecleurs
élani représentés par des colonnes. Notons a™ le mondme x\"" ... 2. Alors
Uopérateur ad A est diagonal sur Uensemble des séries formelles el ses vecleurs
propres sont les 'nm'né'mes vecltoriels x' ey, les valewrs propres assocides étund
données par adA(x™ey) = [(m, A) — AgJo™e,

Preuve. Un caleul facile donne le résultat.

Lemme 16. Considérons Uéqualion & = Ax -+ v(x), avec deg(v) = 2. On
suppose que le specire de A esl sans résonance d’ordre inférieur on égal a
k. Alors un changement de variables ¥ = y + h(y) transforme Uéquation en
1= Ay -+ v(y) avee deg(v) > k.

Preuwve. A étant dagonalisable; on procede par récurrence cn supposant

I'équation réduite a la forme & = Az + v.(z) 4+ ... ol v, est homogene de
degré r < Ik el les points de suspension désignant des termes d'ordre stricte-
ment, supérieur & . Résolvons Péquation adA(h,) = v, dans la classe des

polynomes homogenes de degré r. En absence de résonance d’ordre 7, adA
est inversible d'apres le lemme 15 et on peut calculer explicitement h,., d'oli
le résultat.

En "absence de mondme de résonance, ce résultat donne 'algorithune pour
réduire formellement, Véquation & = Az + ... en un systeme linéaire. Cela
prouve donc le théoreme de Poincaré.

On peut aussi traiter Je cas des résonances et oblenir le résultat suivant
de Poincaré-Dulac.

Proposition 21. On suppose A diagonalisable. Alors 'équation & = Ax+
se rameéne Jormellement d une équalion ) = Ay + w(y) ot lous les mondmes
de la série formelle sont résonanls.

Ces résultats étant formels, on donne des criteres de convergence.

Définition 37. On considére des champs de vecteurs anolyliques sur B ou C
identifiés localement a des séries enliéres convergentes. Le probléme que 'on
considére est de réduire un champ analylique & = X{(x) = Az +... 4 sa partie
linéaire §j = Ay en ulilisani un germe de fonction analytique x = y + h(y).
En résolvant I'équation Jondamentale adA(h) = v dans la classe des champs
polynomiauz homogénes, on oblient
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o= E Vyy 587 €, 1 = E N st ey,

avec
Um s
(myA) — A7
Si Uon est proche d’une résonance, on a {(m, )=\, ~ 0. Ce probléme s'vppelle
le probléme des petits dénominaleurs.

h‘m,.q =

1. Le spectre de a(A) = {\1,...,\n} appartient aw domaine de Poincaré si
Uenveloppe convexe des n valeurs propres \; € C ne contiend pas 0. Dans
le cas contraire, on dit que le spectre est dans le domaine de Siegel.

2. Le spectre X = (A\,...,\,) est type (C, 1) si

C
[As — (m, N)| = T
avec C >0, m = (my,...,my), m, 20, |m| = T, g = 2.

On formule sans démonstration les théarémes de Poincaré-Siegel.

Théoréeme 14. Soit & = Az + ... un champ de vecieurs analyltique. Si les
valeurs propres de A appartiennent av domaine de Poincaré el ne sont pus
résonantes olors on linéarvise le champ avec un germe de difféomorphisme
analytique.

Corollaire 5. Soit 0(A) = {A1,..., \u} le speclre de A et on suppose que pour
tout i, Re \; < 0. On suppose également que Uon est dans le cas non résonant.
Alors @ = Az + ... peut élre linéarisé por un germe de difféomorphisme
analytique. En particulier Uorigine est asymploliquement stoble.

Théoréme 15. Soil & = Aa -+ ... un champ de vecteurs analytique. Si les
valenrs propres de A sonl de type (C, 1) alors ce champ peul étre linéarisé par
une germe de difféomorphisme analylique.

2.5 Forme normale d’un systéme Hamiltonien
au voisinage d’un équilibre

La construction de formes normales formelles développde par Poincaré-Dulac
g’applique aussi dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 22. Considérons un systeme Hamillonien H de ", qui posséde
une position d’équilibre en 0, H élanl une série formelle de la forme H{x) =
?_"S H;(x), ol les H; sonl des polynémes homogénes de degré 142, Hy =
iz, S syméirique et A = JS est la matrice Homillonienne du lincarisé
en 0. On suppose que A est diagonalisable. Alors il existe un changemenl de
coordonnées symplectiques formel © = o{(y) qui transforme le Hamillonien en
H (y) = ?_”:; H (y), Hy = Hy ou les HY sont des polyndmes homogénes de
degré i+ 2 tels que {H}, Hp} = 0.
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Preuve. Un changement de coordonnées symplectiques z = y + A(y) induit
Péquation fondamentale

0(1Ht1(]‘]1,} = ]‘],,

sur les Hamiltoniens. La condition {H?, Hy} = 0 déerit les mondmes résonants
ol adA s’annule.

Définition 38. Considérons un Hamillonien quadratique de R*" de lo forme
Ho(p, q) Zw, P+ 6,
i=1

ot les w; sont des Jréquences positives ou négatives. On dit qu'il exisie une
résonance d’ordre K 8’il existe des enliers k; non tous nuls lels que

727 /\i,'LlJ,‘ =

=1 i==]

Définition 39. On appelle forme normale de Birkhoff de degré s, pour un
Hamiltonien H, un polynéme de degré [s/2] en les variables I) = (P2 +Q7)/2.

Théoréme 16. Soit H un Hamillonien de B> au voisinage de la position
d'équilibre en 0, H = Hy(x) + of|z|?) on Hy est quadratique et soit w; les
Jréquences associées ¢ Hy. S’il wexiste aucune relation de résonance d’ordre
mférieur ou égale ¢ s, alors il existe une transformaotion symplectique telle
que

ot Hy est sous forme normale de Birkhofl el le terme résiducl est d’ordre
strictement supérieur @ s.

Remargue 7. S'il Wexisie pas de résonance, la forme normale formelle conduit
a un systeme Lionville intégrable. En eflet en posant

P = \/2licosy,, (O = /21;siny,,

le Hamiltonien réduit ne s’exprime qu’en [onction de la coordonnée action 1.

Le mouvement coufiné aux 7, I = (Iy,...,1,) = cle, est quasi-périodique

ef, de fréquences w; = T En particulier, 'origine est stable pour la forme
Ol

normale. La réduction est en générale divergente ¢t on ne peut en général

rien conclure sur la stabilité de Porigine par cette technique. En revauche le

théoréme de Lagrange-Dirichlet s’applique si H > 0 en dehors de 0.
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2.6 Introduction a la théorie du KAM et a la stabilité
des systemes Hamiltoniens

2.6.1 Théorie de Floquet - Le cas Hamiltonien

Définition 40. On considére wne équalion différentielle lisse dans R & =
X(x). Soit £() une solulion périodique non lriviale de période minimale
T. L'équalion aux wvarictions le long de &(t) est Uéquation différentielle T -
X
tale solution de @ = AP avec $(0) = I. La malrice D(T) s’appelle lo malrice
de monodromie de la solution périodique £(1) et ses valeurs propres s appellent
les exposants caraiérisliques.

périodique © = A(t)v ot A(1) = (&(1)). On note d(t)la malrice fondamen-

Le résultat suivant est da a Floquel.

Théoreme 17. Svil une équation linéaire T-périodique & = A(L)x(l). Alors
toule matrice fondamentale B(t) s’éerit P(l) = Q(t)exptB ot Q1) est T-
périodique et B est une malrice constanle.

Preuve. Comme A(() est T-périodique, la matrice ¢ — D1 -+ T") est, anssi une
solution de 'équation matricielle et donc il existe une malrice C' constante,
inversible telle que

B(L+T) = B(£)C,

et si #(0) = I, on a O = &(T). Comme P(T) est inversible, son spectre ne
contient pas 0 et il existe donc une malrice B en général complexe telle que
C =exptB.
Posons Q(t) = @(t) exp —1 B. Alors
Q(t+T)=d(t+T)exp—(L+T)B
=@(t)exptBexp—~(t+T)B
= Q)
et (Q(1) est périodique de période T. Par ailleurs en dérivant on a Q=PrQ-
QB. Considérons I'équation & = Ax et posons z(t) = Q(1)y(t). On obtient
7 = By, olt B est une matrice constante.

Remarque 8. La matrice B est en général complexe. On montre que 'on peut
choisir B réelle si #(T") n’a pas de valeurs propres négatives réelles. Sinon on
peut remplacer T par 2T et @(2T) = H(T)P(T) vérifie cette condition.

Cetle théorie de Floguet est aussi valable dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 23. Soient i = H(x) un champ Hamiltonien lisse de B2, ¢l
E(t) une solution T-périodigne. Alors l'équation aux variations 0 = H{l)v esi
un systéme Homillonien. La matrice fondamentale P(t) associée o B(0) = 1
est de la forme O(t) = Q1) exptB ot Q) est symplectique, T-périodique el
B est Hamillonien. Les matrices Q(1) et B peuvenl élre choisies réelles quilte
a remplacer T par 2T.
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2.6.2 Application premier retour de Poincaré - le cas Hamiltonien
Lemme 17. Soil ¢, = exp (X le groupe local @ un paramélre de & = X(z) el

E(1) une solution T-périodique issue de . Alors &, esl un poind fize de 4 el
Oy

la malrice de monodromie coincide avec — .
()fl? [;1::50

Corollaire 6. Les solutions périodiques du systéme & = X (x) ne sont jomais
isolées el +1 est un exposant caractéristique.

Prewve. Soit £(1) la solution périodique issne de &, et considérons la courbe

ale) = £(g). Sa dérivée en £ = 0 est £(0) et la dérivée de la courbe
A=) = op(e(e)) = op(T + ¢) est ¢(T) = ¢(0). Done 1 est valeur propre
Doy

de ——((0)), de vecteur propre ¢(0).
Corollaire 7. Sovil & = ﬁ(:) un systeme Hamillonien de B*'. Alors lo ma-
trice de monodromie est symplectique el 41 est au moins de mulliplicité 2.

Pour dliminer cette dégérescence, Poincaré a introduit Papplication de pre-
mier refour.

Définition 41. Soil (1) une solution T-périodique el identifions £(0) ¢ 0.
Soil, X' un hyperplan, transverse a E(O) Lopplication premier relour de
Poinceré P définie an wvoisinoge de 0 el qui associe o @ € X la premiére
intersection de la lrajecloire issue ent =0 de @, avee Uhyperplan X,

Dans le cas Hamiltonien, on introduit une application de Poincaré sym-
plectique. Soit & = ﬁ(:}r), un systéme Hamiltonien de B2 et £(1) une so-
lution périodique issue en { = 0 de £, identifié & 0. D’aprés le théoreme de
redressement, symplectique, il existe au voisinage de @ des coordonnées syni-
plectiques telles que le systeme s’éerive ) = 1 et le Hamiltonien soit identifié
& H(x) = 9. Soit X, lintersection de 'hyperplan ¥ = {2, = 0} avec un
nivean d'énergie mo = e. Les coordonmées {ug,. .., s, } sont canoniques et
Pon a le résultal suivant.

Proposition 24. Dans le cas Hamiltonien, $i les exposants caractéristiques
sond {1,1, Ny, ..., Aap} alors {As, ..., \a, ) sond les éléments de Uapplicalion
de Poincaré restreinte ¢ Xy, celle application de Poincaré reste symplectique.

Preuve. La preuve résulte d'un caleul. Montrons sous des conditions de
régularité comment construire la restriction symplectique de Yapplication de
Poincaré de fagon géométrique.

Au voisinage de Ia trajectoire périodique de référence, il existe un systéme
de coordonnées symplectiques (p, q), (7, ) ol (p, q) sont des coordonnées sym-
plectiques sur R2("=1) et (I, 1) sont des variables action-angle, o étant Pangle
associé 4 la trajectoire de référence. Le Hamiltonien s’éerit H (g, p, v, 1) et le
systeme se décompose en
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. OH _OH
4= _c');)—’ = a7
' oH : OH
PZ‘T{]» —'*7.)—“#;»

S . , . OH
les trajectoires vérifiant I = h. On fait Uhypothése de régulaité 37 # 0 et
7

en résolvant H (q,p, o, 1) = h a Paide du théordme des fouctions implicites, on
obtient une relation J = L(q, p, @, h). Bn fixant h on obtient donce les relations

O OH dL O OH dL _
— *‘j“*“-'—z(’], ““““"+T*,*:0~ (2'/)
Oq oI g Op o1 Op
. OH . . .
Avec ¢ = a7 # 0, on peut paramétrer les trajectoires par ¢ el on obtient

les éguations

dqg O0H/op dp OH ] dq

de ~ OHJOI' dp  8H/OI’

qui s’éerivent, compte tenu de la velation (2.7)

dq 0L dp 9L

—_— I e e .".'.,; - = T s 17y ¥ ‘!
I {‘)P((/.p.q 1), o~ 7g (@, p, 0, 1)

et représentent, h étant fixé, un systeme Hamiltonien 27-périodique. La re-
striction symplectique de 'application de Poincaré est Papplication

Py = (q(0), p(0)) = (q(27), p(27))
définie en intégrant le systeme restreint sur [0, 27).

Définition 42. Liapplication Py, restreinie a Xy s’appelle Papplication de
Poincaré isoénergétique.

2.6.3 Le cas de dimension 4 ; application a la stabilité

Définition 43. Soil & = H(x) un champ Hamillonien lisse de R, £(1) une
solution T-périodique sur un niveeuw d’énergic H = h et Py, Uapplicalion de
Poincaré isoénergétique. Identifions £(0) & 0, alors Py{u) = Su + o(|u|) ot
u € R? et S est symplectique. Nolons {\, pt) les walewrs propres de S. On dit
que lo irajecloire périodique € esl hyperbolique si \, p sont réelles distincles,
parabolique si X = p, el elliplique si X = % .

Application a la stabilité. Comsidérons un systeme Hamiltonien de B,
i = H(x), H= Ho(x)+o(Jx]?) on la partie quadratique Hy est sous la forme

P}
1< n 9
Hy = 3 Zw,-(p; +q7),

i=1
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wiws # 0, le systéme lindarisé étant un couple d’oscillateur de fréquences
respectives wy, wa. Si wy,ws ont le méme signe, la stabilité de Porigine résulte
du théoreme de Lagrange-Dirichlet.

Pour étudier la stabilité on procede de la maniére suivante. Considérons
le systeme linéarisé. Les trajectoires sont pscudo-périodiques et définissent,
une famille de tores T invariants. Chaque trajectoire étant soit périodique si
wi/wa est rationnel, soit dense dans le tore si wy/wa est irrationnel. Fixons
dans le plan (p2,g2) = 0 une trajectoire périodique £(1) et considérons
Papplication de Poincaré isoénergétique associée. La trajectoire £(1) génére
un point fixe elliptique pour 'application de Poincaré el les tores invariants
définissent dans le plan une famille de courbes invariantes. Les itérés succes-
sifs de points sur ces courbes sont soit périodiques si w, /ws est rationnel, soit
denses dans le cas irrationnel.

Pour prouver la stabilité de 'origine, il suflit de remarquer que si le systeme
non linéaire, & = ]—’I'(.’I.‘), possede sur chaque niveau d’énergie des tores invari-
ants assez proches de 0, chaque trajectoire voisine de 0 ne pouvant jamais
quitier nne courbe limitée par 2 tores invariants concentriques. L'existence de
tores invariants résulte de théorémes de type KAM.

2.6.4 Théoreéme KAM isoénergétique

Considérons un systeme Hamiltonien de R perturbation d'un systéme Lion-
ville intégrable H = Hy(I) -+ =H (I,¢) ol ([, ) sont des variables action-
angle. Pour ¢ = 0 le systéme se réduit & ¢ = w(I), I = 0 on w(l) =
(wi (1), w2(1)) est le vecteur des fréquences, Supposons wy # O et considérons
I'application de Poincaré isoénergélique associée a la section g =0

Py (1gs) = (1is + A(D))

avee
wo

/\(1) = Q'IT ~.
Wy

Sur chaque surface de niveau, chague tore | = cste est invariant et ¢4 tourne
de A(7) sous action de A. On introduit Ja condition de régularité suivante.

O\ :
Hypotheése (dite de fwist isoénergétique) On suppose ETA # 0 sur H = h.

Cette condition garantit que sur chaque surface de niveau le rapport de
fréquences varie en fonction de 'action.

Théoréme 18. Si la condition de twisl isoénergétique est vérifiée alors si e
est assez petit, Uapplication de Poincaré isoéneryétique du systéme perturbé
posséde un ensemble de courbes fermées invariantes correspondant a des lores
invariants ot le mouvvement reste quasi-périodique.
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2.6.5 Théoréme de stabilité d’Arnold

Théoréme 19. Considérons un systéme Hamiltonien de RY aw voisinage d’un
poinl singulier ot le spectre est imaginaire pur, le Hamiltonien étant normalisé
selon Birkhoff

H=Hy+Hy+...+ Hon +H*
avec
1. H analytique, H* = O(2N + 1),

9 2
Pi ¢
—

2. My, 1 < k< N homogéne de degré 2k en les aclions I; =
3. Hy = wily — waly, wiws >0,
4. Ha ne divise pas tous les Hy.

Alors DVorigine est stable, De plus, arbitrairement prés de 0, il existe des
tores invariands ou le mouvement est quosi-périodique.

2.7 Le théoréme de récurrence de Poincaré

Définition 44. Soil X un champ de vecteurs lisse sur une variété M. Quitle
& multiplier X par une fonction positive, on peul supposer gue X esl complet.
Un point m € M esl dit positivernent (resp. négativemendt) slable au sens de
Poisson si pour tout voisinage ouvert de m el pour towt T = 0, il exisle t = T
(resp. 1 < =T) tel que p,(m) € U, ot @, est le groupe 4 un peramélre de
X. On dit que m est Poisson stable si m esl positivemenl el négativemenl
Poisson slable.

Définition 45. Soit w une forme volume et X un champ de vecteurs. On dit
que X est conservalif si ¢, *w = w ol p, = exptX est le groupe local & un
parametre de X.

Lemme 18. Identifions localement w a la forme V(x)dxy AL . . Adxy, 0V > 0.

_ n . H
Alors avec N = E o Xi— ona
=1 Oy

n -
8(1/ ;\,)
T
i=1 1
Preuve. En dérivant la condition ¢, #w = w, on obtient Lyw = 0 ot Lyw est
la dérivée de Lie de w.
Remarque 9. SiV = 1 on obtient la condition div X = 0. Dans le cas général,
, . . . dx B
on peut reparamétrer les trajectoires solutions de — = X (2) en posant dt =

db
Vdr et on obtient la condition divV'X = 0.
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Proposition 25. Notons jt lo. mesure induile par w sur les boréliens de M. Si
X laisse invariani w, pour loul ensemble mesurable A, alors on a p(p,(A)) =
n(A).

Proposition 26. Soit X un champ de vecteurs complet el conservalif sur M.
Soit R une région de Uespace invariante pour les lrajectoires. On suppose que
lo. mesure de R esl finie. Soit A C R, p(A) = m > 0. Alors on peut browver
des lemps L positifs el négatifs, |t] = 1 tels que (AN, (A4)) > 0.

Preuve. On considere les ensembles ¢, (A) pour ¢ entier positif ou négatil cf
notons A,, =, (A4), n € Z, la suite associée. Par invariance on a

(Ay) = p(Ay =m.

Soient Ag, Ay,..., Aj tels gue les intersections de ces ensembles denx &
denx soient de mesure nulle, alors on a

AU A UL U A = km.
j(f)

Comme p(R) < oo, pour k > , il existe done 0 < i < j tel que

/,l(A,‘ M Aj) > 0.

Soif, done p(Ay N @;—i(An)) > 0. Cela prouve I'assertion pour tout ¢ positif.
On prouve la méme assertion pour ¢ négatif. On remarque aussi que Pon peut

g ] | p
choisir [t arbitrairement grand.

Théoréme 20. Soil X un champ conservolif complel sur M, R une région
invariante pour X a base dénombrable el de mesure finie. Alors presque tous
les poinls m de R sonl stables au sens de Poisson.

Preuve. Soit A mesurable et j1(A) = m > 0. Considérons la suite
Ay = (A), n=0,£1,£2,...

On définit

+o0o
Apr = AN A, Ape = AgNAa, . Auee = Ao\ U Ao,

i=1

A = A] N As, .‘1]3 =4 ﬂA;_{,... Al = A]\ U flh,',.‘.

1==2
On va montrer que p2(Agsc) = 0. Par construction on a

Ale = ¥ (4Dx) v Ape = 901»(‘40%)
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et 1t(Aom) = (A1) = ... = p{Ans) car X est conservatif. Par ailleurs,
les ensembles A;c, i = 0,1,..., 400 sont deux & denx disjoints. L’hypothese
1H{Apee) =1 > contredit la condition p{R) < +o0.

Soit U™ une base dénombrable de voisinages de R et construisons pour
chaque U” I'ensemble correspondant U, . Soit

(oo
C — 1
S — l JU(]DO'

On a done (€) = 0. Soit m € R\E. Par construction pour chaque voisinage U*
de m, il existe un entier p > 1 tel que m € ¢, (U*). Soit done ¢_,(m) € UF.
Cela prouve que m est négativement Poisson stable.

Ou [ait la méme construction avec la suite A,, n = 0,-1,-2,... ¢t on
obtient Analement que presque tous les points sont stables an sens de Poisson.

Définition 46. On dit que X esl un champ de vectewrs Poisson stable si
presque tous les poinis sont stables an sens de Poisson.

2.8 Notes et sources

Pour la méthode d’intégration de Jacobi et des excmples d’applications
voit [3], [44]. Pour une preuve du théoréme de Liouville, voir [47]. Notre
présentation de la stabilité de Liapunov utilise les références de [61] et [37).
Pour le calcul des formes normales de Poincaré-Dulac voir [4] et [53] dans le cas
Hamiltonien. Notre introduction 4 la théorie de Floquet et & Uapplication de
Poincaré suit [53]. Enfin ponr une discussion de la théorie du KAM, voir [64],
[5], le théoréme de stabilité d’Arnold étant prouvé dans [53]. Pour le théoreme
de récurrence de Poincaré, voir [58], la référence classique [56] contenant des
développements de ce théoreme.
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Introduction au probléme des IN corps ; les cas
N=2et N=3

L’objectifl de ce chapitre est de faire une introduction trés élémentaire au
probléme des 2 et 3 corps.

3.1 Introduction au probleme des N corps

On considére un systéme mécanique formé de N particules de masse m;,
i=1,...,N, dans un référenticl Galiléen identifié & R? ol les seules forces
sont: données par leurs attractions mutuelles. Soit ¢; le vecteur position de
la iéme particule assimilée & un point matériel. Les équations du mouvement
sont alorg
AY
L Gmimj(q; —qi)  OU )

MiG; = ) ———————— = — (3.1)
lg; — qil’ 0q;

g=1

olt U est le potentiel du systeme,
L e .
U Z Gmgmg
1<i<i<N lGj — qil

L’équation (3.1) s’écrit de fagon concise

ou
Mij=-2,
q dq
ot M est la matrice diag(m,,...,my) et q= (q1,...,qn) € B3N,

En notant T I'énergie cinétique du systéme % Z:Y—_l migi et L=T ~U le
Lagrangien, (3.1) correspond a l'équation d’Euler-Lagrange

doL oL
dlog  oq
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et les trajectoires minimisent localement Paction

Sa()) = [ La,dyr

La transformalion de Legendre s’écrit p; = m;¢; et le Hamiltonien associé

N 12

0

au systeme est H =T+ U = E I 'l
i=1 2my;

Le systeme (3.1) sous forme de Hamilton est
Pi . E)H
'm.,- T Opy’

. Gm; Gmim; aH
pi = = -z,
' Z lgi — ;" Oai

G =

i=1

on 'on note p = (py, ..., pn)-

3.2 Les intégrales premieres classiques

Le probléme des N corps est un systeme de 6N équations du premier ordre
qui admet 10 intégrales premiércs triviales.

3.2.1 Comnservation de I'impulsion

Notons P =3".", p; l'nnpulqnon totale du systéme et C' le centre d’inertie du
mig;

. N
gysteme défini par C = Z —oum= Zi___] m; est la masse totale.

Lemme 19. L tmpulsion P esl une iniégrale premiére el le cenbre d’inertie
est en translation uniforme.

Prevwve. P = 0 car la lorce totale agissant sur le systeme est nulle, 'attraction
de la partic 1110 i sur la particule j étant opposée & celle de 7 sur 4. On en
déduit que Z,_l m;; = 0 et C est en translation uniforme.

11 en résulte une normalisation standard utilisée en mécanique céleste qui
consiste a choisir C' comme origine du référentiel Galiléen, ce qui revient a
imposer

N N

> mig =0, Z mig; =0, (3.2)

i=1 1

le systéme restant & intégrer est alors d'ordre 6(N — 1).
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3.2.2 Conservation du moment cinétique
. N o s .
Notons A = 3.7, ¢i A pi le moment cinétique total du systeme.
Lemme 20. Le vectewr momeni cinélique esl conservé.

Preuve. On a

N
Z’]r A pi +Zq. A P
i=1 i=1

- , qi A (g — ai)
Zq, A mig; -+ Z Gmpmj——"—
=1 fi=1 l(]| {IJl

et un caleul trivial montre que A = 0.

3.2.3 Conservation de 1’énergie cinétique, identité de Lagrange
et inégalité de Sundman

L.e Hamiltonien est A = Z,_l ,m,q, >-+17(q). Introduisons le moment, d’inertie
N
I= § Y., miq? qui mesure la taille du systéme planétaire.

Lemme 21. Le Hmmiltonien est une intégrale premiére ef H = h, énergie
constanle.

Lemme 22. Le systéme vérifie lVidentilé de Lagrange-Jocobi
I=9T+U=2h-1,
el st 'énergie h est positive ou nulle, I est striciement positif.
Preuve. On a I = % le:l m;q?, el en dérivant, denx fois, il vient
N N
o . ou
.13 .
I= Z mig; — Z m;q; P
i=1 i=1
Or U est homogene de degré —1 et d’aprés I'identité d’Euler
N
Z (')U-
b C)(],
Soit I =2T + U, et h =T + U implique I = 2h — U. )
Le potentiel étant une fonction a valeurs négatives, si h = 0 alors I > (.

Lemme 23. Le systéme vérifie 'inégalité de Sundman

A <AL = h).
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Preuwve. On a
N

A= Zmi(li A Gi

i=1

done

N
A] < D mala A gl
1=1

Or |gi A i = 1gil|di]| sin 8;] oi1 0; est Pangle entre g; et g;. Il vient donc

2

N N 72 /N 1/2
[4] < melf]iﬂf]il < (Z m-iﬂ?) (Z 7”1'(]?)
i=1

i=1 i=]

9

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevani au carré on obtient
2
A® < 21.2T.

L’identité de Lagrange-Jacobi, T'= I — h, conduit alors & I'inégalité de Sund-
mamn.

3.3 Homogénéité et théoréme de Viriel

Considérons de maniére génédrale un systeéme méeanique formé de N points
4rials P = 15N a2
maftériels ¢; de masse m;, T = 5 Z,-:l miq;

tentiel et L =T — U le Lagrangien.

Vénergie cinétique, U(g) le po-

Lemme 24. On suppose U homogéne de degré k € Z. Si q(t) est solution de
Véquation d'Euler-Lagrange, alors Q(T) = aq(t) avec T = o' ~¥/%1 est aussi

solution de l'équation d’Fuler-Lagrange.

Preuve. Les solutions de l'équation d’Euler-Lagrange ue sont pas affectées
si Pon multiplie le Lagrangien par une coustante non nulle. Supposons U
homogene de degré k, U(aq) = a*U(qg). Soit q(t) une solution de 'équation
d’Euler-Lagrange. Posons @ = aq et T = Sl. Alors

adg = dQ, Bdt = dT,

et

Q _ad
dT — A d’

L’énergie cinétique est donc iransfornmée en
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et I'énergie potentielle vérifie
U(Q) = a*U(g).

. . 2 . —] . . . .
Si o = a?/F°, soit. 8 = a'~*/2, le Lagrangien est multiplié par o* et Q(T)
est aussi solution. Le résultat est donce prouvé.

Corollaire 8. Si g(1) est une trajectoive périodique de période 1 du probléme
des N corps alors la courbe homolhélique QQ = aq est aussi une lrajectoire

- 3/
T
periodique de période T' avec 7= (Q) .
, q
Preuve. D’aprés le lemme précédent, on a Q = ag et gL = T avec 3 = o' ~F#/2
ot k = —1. Donc T/t = 8 = o®/? avec a = Q/q.

Pour toute fonction lisse ¢t — f(#), on note

Sa moyenie.

Théoreme 21. On suppose le potentiel homogéne de degré k. Soit 1 — q(t)
une solution des équations d’Euler-Lagrange lelle que la irajectoire el sa
vitesse soient bornées. Alors on a la relation

2T = U,
ot T et U sont les moyennes respectives de V'énergie cinélique el du potentiel.

Prewve. Si () est la dérivée F(t) dune fonction F(f) bornée, sa valeur
moyenne est;

- 1 T o
f=_lim =~ F(t)dt = lim F(T) - 1(0)

=0.
T—-+oo Ja T—+oc T

. . s ) or .
Si g(#) est unc trajectoire bornée & vitesse bornée alors p = W est bornée et
q

donc p.g est bornée. D’apres le résultat précédent,

d
(:ﬁp.q) = 0.

On a par ailleurs
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d

2T =p.g = (Ep.q) — P.q.

On en déduit

oT = —(p.q).

. A . ou . .
Avee p = ———, il vient —q.pp = g— et si U est homogeéne de degré k
dq dq
ou
q— = kU,
dq

On en déduit la relation 27 = kU.

Corollaire 9. Considérons le probléme des N corps ; supposons que le mou-
vement est ¢ position et vilesse bornées. Alors nécessoirement l'énergie tolale
I est négative ou nulle.

Prewve. Ona k= —1 ct 2T et T = ~U. Avec H = h =T + U, on obtient
h=T-+U=-T.CommeT >0, T >0, on obtient la condition h < 0.

3.4 Le probléeme de deux corps

Considérons le cas N = 2. Les équations du mouvement sont

ou
miG; =——, 1=1,2
lq aq' ’ =
Gmim:
oil le potentie} est U = — Tt , donc
|(11 - (]2\
. Gmima(ga — ¢
migy = —1"(]“—!“) (3.3)
lg1 — gaf
. Gmpma{q — )
ma(a = 3
g1 — gal*

On peut réduire le probléme en un probléme de Kepler par deux procédures :
la réduction du mouvement a un mouvement relatif ou la réduction dans un
référenticl lié au centre de masse.

3.4.1 Réduction au mouvement relatif
)

En divisant la premiére équation de (3.3) par my, la seconde par 1., en les
soustrayani ct en notant ¢ = ¢, — ¢» la position relative, on obtient I'équation

= —/I,%, = G(my + mo). (3.4)
g
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3.4.2 Réduction dans un référentiel lié au centre de masse
In choisissant. le centre de masse ¢ comme origine des coordonnées, on a la
relation myqr + mags = 0, et le systéme (3.3) §'écrit

Grmym3ag
3

I

mid

m2q;
. Gmamigs
mafs = ———5—u
m|ga |
ott m = (m;+m+) esl la masse totale. En utilisant la relation myqy +rmags = 0,
une seule des deux équations peut étre conservée et la premiere équation
s’écrif, avec q = q,
Gmi

m?

.. q
G=—p—=, p=-
lq]?

Introduisons la définition suivante.

Définition 47. On appelle mouvement de Kepler le mouvement d’une partic-
—pm

‘ | . Le mouvement est
q

ule g de masse m dans un champ de potentiel U =

donc gouverné par l’'équation

. q
G=—prm-
lq*

Nos deux réductions du probleme des deux corps conduisent donc & un
mouvement de Kepler.
Proposition 27. Dans un référentiel Galiléen doni Dorigine est le centre de
masse, chacune des particules décrit un mouvement de Kepler avec p =
Gmim™2 pour la premicre masse el p = Gmim™ pour la seconde ot
m = m, + ma est la masse tolale.

3.5 Mouvement dans un champ central

Définition 48. On appelle movvement dans un champ cenlral, le mouvement
d’une pa.r!ximn]c q de masse unilé donné par une équation de la forme { =
B(lgher = —(a— ot e est le vecteur unitaire poriée par le rayon vecleur, U
étant le potentiel qui ne dépend que e la disltance |q|.

Lemme 25. Le momenl cinélique A = q A § est constand.

Corollaire 10. 1. Le mouvemenl est sur une droite si el seulement si q{0)
el ¢(0) sont colinéaires, le moment cinétique A élant nul.
2. 8i A # 0, le mouvement est dans le plan fize R{q(0),¢(0)}, perpendiculaire
a A

On va étudier le mouvement dans le second cas et on peut supposer que
le mouvement est plan, i.e. ¢ € R
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3.5.1 La loi des aires

On se place dans le plan du mouvement. Soient (r,0) les coordonnées polaires.
g = re,, 1 = |g|, et soit ey tel que (e, ey) Torment un repere. Alors ¢ =
re. + 1é,, € = Oeg et A = q A G = r’0e, A eyg. Comme |A| est constant, on
obtient le résultat suivant.

Proposition 28. Pour un mouvement central, |A| = 10 est une constante.

En introduisant la vitesse aréolaire v = :.li{mn T ot AS est P'aire balayée
Ly oo
par le rayon vecteur, alors v = ;5r~0. La vitesse aréolaire est donc constante.
Cette propriété est la loi des aires on seconde loi de Kepler.
Corollaire 11. Si le mouvemeni est circulaire, i.e. |q| esi consiant, alors 0
esl constante et le mouvemend est circulaire uniforme.

3.5.2 Intégration des équations

Le Lagrangien associé au systeme s'écrit en coordonnées polaires

L(1,0) = 2(% +1%°) = U(r).

Introduisons les variables duales
oL OL _ 4
Dp = —— =1, Py = — = 10,
P or s PO 29

Alors (r,0,p,,pp) forment un systéme de coordonnées symplectiques, et les
deux intégrales premiéres

1 o 2
H=1 (p:. +1) o,
- T
|-A‘ = Po,

sont en involution pour le crochet de Poisson. En appliquant le théoreme de
Liouville, on obtient le résultat suivant.

Proposition 29. Le systéme est Lionville intégrable et les trajectoires sont
soit périodiques, soil denses dans un tore T?.

On construit géométriquement ces trajectoires de Ja [agon suivante. En

coordonnées polaires le Hamiltonien s’écrit )
]- I 9z 2
H(r,0) = 3(1" +r°0)+U(r) =h.

Avec 120 = ag, il vient
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1. 2
H= (31"3 + ;'f_) +U(r) = h.

2
La quantité U, = % + U(r) s’appelle le potentiel effectif.

22
Proposition 30. L’évolution t + r(t) est celle d’un systéme a un degré de
liberté, de masse unilé, dans un champ de potentiel effectif U,,
06[0.
or

L’intégration est standard et utilise la conservation de Vénergie H = h.
L'intégrat t standard et utilise | tion de Vénergie H =/

r=—

c

Les positions d’équilibre sont données par 7 = 0, = 0. Le mouvement

est confiné dans U,(r) < h et s’analyse en tragant le é;raphe de U, (r). Soit h
un niveau d’énergie tel qu'une composante connexe de U, (r) < & soit formée
par un intervalle compact, rmin < 7 < Tmax. Alors 1 — (1) oscille de fagon
périodique entre 7y, (péricentre) et ry,.x(apocentre) et se calcule en intégrant
Péquation

dr .
& 2 = Uu (). (3.6)
dt
L’évolution de @ s’oblient via la loi des aires,
dag _ (¢N)]
dt 2

et la variation d’angle entre un péricentre et un apocentre consécutifs est
. )
Tmax 0-[)/7"'

Y Tmin V 2("‘ - Uf—'(”‘))

Si on nomme ¢ = 2460 la période séparant deux passages consécutifs par le
péricentre, on peut extraire deux cas :

Af = dr. (3.7)

L. @ = 2mm/n, ot m et n sont deux entiers. Dans ce cas le mouvement est
périodique.

2. & # 2am/n. Dans ce cas la trajectoire est dense dans la couronne
[”min, "max) du plan (r,8).

Remarque 10. Les trajectoires bornées ne sont pas toutes périodiques, en
général, a I'exception de deux cas (théoréme de Bertrand) :
. =l
o Kepler:U(ry=—, u>0.
T
o Oscillateur linéaire : U(r) = w2, pt > 0.

Dans le cas du probleme de Kepler cette propriété résulte de I'homogénéité
d’ordre —1 qui conduit a Pexistence d'une intégrale premiere supplémentaire
découverte par Laplace, Pintégration dirccte conduisant a des coniques.
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3.6 Le probléeme de Kepler

Le potentiel est de la forme U(r) = fﬂ et le potentiel effectil est Un(r) =
U Qp '
T
spondent & h < 0.

Une fagon classique d’intégrer les trajectoires consiste A ntiliser les formules
de Binect. On éerit

d g d  ay d

L'examen du graphe montre que les trajectoires bornées corre-

dt— drdh T de’
d’apres la loi des aires. Donc
dr  aqdr d(1/r)
= —=— =—qu .
030

et r2df
Posons v = 1/7. La conservation de I’énergie cinétique et du moment cinétique
donne

7+ 7'2(72 +U(r) = h, 120 = ag,

et conduit 4 I'équation

2 lu : a9
ay <§1%) + agu” = 2(h — U(u)),

soit

2

du s 20+ pu)
- +ut =
do ag
Pour intégrer cette équation on peut sc ramener en dérivant et en simplifiant
a l'oscillateur linéaire

d*u I

2

5 =
do- (5

soit écrire 'équation sous la forme

du\” 2 ? _2h N T
0 ' (1,8 - ag a;:','

Ceite équation se raméne par traunslation a I'équation
e\ 2
da: a o o o
— +w T =wTas,
(d(})

dont la solution est «(8) = acos(w(0 — 0y)). En identifiant les constantes on
obtient alors
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Proposition 31. Les trajecloires du probleme de Kepler sont des coniques
d’équations

1 1-+ecos(d—0y)

r I

)

avec ¢ = 0 dans le cas du cercle, 0 < e < 1 dans le cos de Uellipse, ¢ = 1
dons le cas de la parabole et e > 1 dans le cas de Uhyperbole. Ce résultal
conlient la premicre loi de Kepler dans le probléme des planétes, celles-ci
décrivani des ellipses dont le soleil occupe un foyer, le cenlre de masse étant
approzimalivement le soleil.

3.6.1 Le cas elliptique

L’angle 8,y s’appelle anomalie. On peut choisir les axes pour que 6y = 0
et 'équation de Pellipse s’éeril r = ————. L'origine est I'un des foyers.
14-ecos f
L’ellipse peut, étre représentée en coordonnées cartésiennes, 'origine O’ étant
le milieu du segment [Fy, Fy] olt Fy = O, Fa sont les foyers. On note ¢ la
distance OO0’ a la longueur du demi grand axe et b la longueur du demi petit
axe. Alors
P P ¢ o

= 5, b= =, = —. (3.8)

1—¢? V1 — 2 a

La troisieme loi de Kepler s’énonce ainsi.

a

Proposition 32. La période de révolution est T = 2xa®/?p="/* et ne dépend
pas de exceniricité.
Preuve. Soit S Paire balayée par le rayon vecteur en une période alors S= aire
de Tellipse = wab. D’apres la loi des aires,

s 1 4. 1

)
= —r"f) = —ag,
dl, 2 2

done S = LagT. Dot le résultat en utilisant les relations enlre les parameétres
géométriques et les intégrales premieres.
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3.6.2 Le vocabulaire de la mécanique céleste

Considérons le mouvement sur une ellipse de foyer O centre d’attraction, de
centre O’, un des axes du plan étant OO’. L’angle [ repérant un point sur
P'ellipse s’appelle I'anomalie vraie. Notons P le péricentre, le cercle de centre
O’ et tangent aux extrémités du grand axe s’apelle le cercle apsidal. Soit Q
un point de l'ellipse d’angle §. La perpendiculaire au grand axe passant par @
coupe le cercle apsidal en un point. S et Vangle ¢ = POS g’appelle Panomalie
excentrique.

3.6.3 Equation de Kepler
Soit x l'abscisse de @ et S et yg, ys leurs ordonnées respectives. L'ellipse

, . . , . b b
résulte d'une transformation affine du cercle apsidal et yo = —yg avec — =
a a

V1 —e?% On en déduit I'équation paramétrique de Vellipse
r=ua(l—ecosf). (3.9)

T comparant I'aire décerite par les rayons vecteurs OQ et OS et en fixant
le temps de passage au périgée en { = 0, on obtient 'équation de Kepler

27l
— ¢si = —. .10
¢ -esing = — (3.10)
Introduisons la coordonnée
T(p — esinyp)
m= e (3.11)

On a .’I‘,‘»] - ] . EH d’aUtl‘GS CGI‘meS ]’anﬂn]olie eXCentl\i ue el‘mel} de I‘edl‘essel‘
I q p
géOlI)éLI‘iquen’Jenl] le Cha]n]) de ]Keplel'.

Proposition 33. Au voisinage d’une orbile elliptique, ’éguation de Kepler
y -, . . y \ ,5

est redressée en @y = 1, T = 0 oi I est un vecteur de R® dont les composantes

sont cing iniégrales premiéres indépendantes.

3.7 Introduction au probléme des 3 corps

Le probleme des 2 corps est intégrable mais on sait depuis Poincaré que ce
n'est pas le cas pour N > 3, d'oli I'intérét de la recherche de trajectoires
particnliéres : états d’équilibre ou trajectoires périodiques. Le probleme des
N corps est sans étal d’équilibre. En revanche il existe des trajectoires remar-
quables. Par exemple pour le probléme des 2 corps, si le moment cinétique
est nnl, Jes deux corps évoluent sur une droite et ces (rajectoires particulieres
conduisent & une collision. Dans le probleme des 3 corps, les 3 masses peu-
vent étre vues comme les sommets d'un triangle qui évolue au cours du temps
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et il existe des trajectoires particulieres décrites par Euler ef Lagrange. Le
cas d’FKuler est la situation ol les 3 masses restent alignées sur une droite en
rotation uniforme autour du centre de masse C. Le cas de Lagrange est la
situation oit les 3 masses forment un triangle équilatéral, en rotation uniforme
autour de C. On va présenter ces résultats en respectant 'analyse d’Euler,
de Lagrange, puis on généralisera au probleme des N corps en introduisant le
concept de configuration centrale et le point, de vue variationnel.

3.8 Les travaux d’Euler, Lagrange dans le probleme
des 3 corps

Considérons les équations du probléme des 3 corps,

. Gmyms Gmyms
mig) = —5— (g2 —q1) + —— (¢35 — q1),
2 13
. Gmamgy Gmamy )
myfs = —5—(q1 — @2) + —5— (03 — q2), (3.12)
11; T'ag
. Gmzm, Griigmas
Mmafs = —5—(q1 — @3) + —=— (2 — @),
13 "3

ol 7;; = |g; — g;| représente la distance mutuelle, et ol le centre de masse C
est choisi comme origine des coordonnées, ce qui impose la relation

myqy + maga +mygy = 0.

Cherchons des solutions planes. Si {z,¥, z) sont les coordonnées de g, on
peut imposer que le plan soit z = 0. Notons (zg,yr,0) les coordonnédes des
points g, de masse mk, k =1,2,3. Nos équations (3.12) se réduisent a

7"—GZ IA)!

J'\‘
m; (4 Uk
m “CZM k=1,23.
Gk )l.

Cherchons des solutions telles que les masses m;, soient en rotation uniforme.
Pour cela, introduisons dans le plan un systéme de coordonnées (¢,7) qui
tourne a vitesse angulaire constante w. Dans ces coordonnées, les masses my.
étant domnce fixes, on a

T = (coswt — 0 sinwt, Yy = (. sinwl -+, coswi,
et en reportant dans les équations, on obtient

o . 9. y my .
Cp = 2wy —w¢ =G Z #((, = Ci),

gk Ik

"~‘)wC,—w n,‘-GZ 7}j—7)k).
/_ I
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En introduisant le nombre complexe zj, = (. + in;., lc systéme s’éerit

.- .. bl m.y ,
B4 2iwi —wz =G E = (35 = =), (3.13)
J#k Ik
avec 1 = |z — 2k
Les états d’équilibre vérifie %, = 0 et sont donc solutions du systéme
d’équations
m;
—zp = A E TJ(:j - ZL:): k= 172737
#I: Yik

avee N = Gw™?2. Posons p; = A\r3y’, pa = M, ps = Ay La premiére ef la
troisiame équation s’écrivent alors

(1 —mapy — maps)zy + Mapyzs -+ Mypazz =0 (3.14)
My paz1 +Mmaprza+ (1 —mypy —map,)za =0

et autre équation est remplacée par la relation Axant le centre de masse a 0,
1
Mz -+ Mase +Myzy = (.

II convient de distinguer 2 cas.

Cas 1. Les trois points z; ne sont pas alignés. On en déduil que p; = py =
Py = 1/m olt m est la masse totale. Les trois points sont alors aux sommets
d’un triangle équilatéral de eoté (Gmw=2)'/3. Ce coté ne dépendant que de
la masse totale, le centre du triangle ne coincide pas en général avec le centre
de masse. Ces solutions sont dues & Lagrange.

Cas 2. Les trois points sont alignés sur une droite et forment les solutions
d’Euler que 'on va déterminer.

Supposons que les points z1, z9, et z3 sont alignés sur une droite L, qui
contient donc le cenitre de masse. On peut supposer que L est 'axe des ¢ et
l'on ordonne les masses pour que ; < ¢y < (4. On a donc ry2 = (, — (4,
713 = Cq — (s roa = (y — (o, et les équations se réduisent a

= \( Mo n My )
PN -G (GG

o= A ( ™ + Ma )
- (Ca—¢)? (G3—¢a)?)

avec mi§; +mafo+maly =0. Posons e = (o —(;, (s — (s =apet {4 —(; =
a(l + p). Apres guelques calculs on constate que p est solution de

ma+my(1+p)  ma+my(l+p)? .
my(1+p)+map  my(1+p)=2 +mop=2’

et o est donné par

ad(ma + ma(1 + p)) = Am(ma + ma(1+ p)~2).
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Le probléme est done de calculer p solution du polynéme de degré 5
. 2 :
(ma + ma)+(2ma 4 3mg)p + (3mg -+ ma)p™ — (3mq + ma) o
¥ o ‘l’ -
— (8my 4 2ma)p* — (my +ma)p® = 0.
Ce polynéme admet une seule racine positive. Comme il y a trois possibilités
pour ordonner les masses, cela donne les (rois solutions d’Euler.
Théoreme 22. Pour le probléme plan, dans chaque systéme en rotation uni-
Jorme a vitesse angulaire w, il cxiste une configuration de Lagrange ot les
lrois masses restenl fixzent en formant les sommets d'un triangle équilatéral
de coté (Gmw™2)'/3 et trois configurations dites d’Euler o les masses restent
alignées sur une méme droite, chacune étant ossociée & un ordre des masses
sur la droite.

3.9 La notion de configuration centrale

Considérons le probléme ol g; = (z;, i, i) sont les coordonnées de la masse
mi, Tij = |gi — g;] et V = —=U P'opposé dn potentiel. Le systéme s’écrit

Gmim;(q; — g
mid; = Z m;7 .1((1.) (11)‘

4 — q, |3

it

Cherchions une solution particuliere de la forme ¢;(1) = @(t)a; ou les o; sont

des vectenrs constants de R? et @(1) une fonctions sealaire. En reportant dans

les équations on obtieut
: = Z Gmim;{o; — a;

’djyd(ﬁ-l(pyniai — #-)'3_')‘

5w o}
177

|l — ay

En séparant les variables, on doit donc avoir pour un scalaire A les équations

- —\D
cf;
_ma; = Z Gmiymj(a; — u.,A). (3.16)

oy |U,,' hd (),jlH
L’écuation (3.15) est une équation en dimension 1 qui correspond a un
probleme de Kepler en dimension 1 el §'intégre aisémoent.

Considérons maintenant le probléme des N corps dans le plan. La position
g; vit dans R? identifié & C. Posons ¢;{t) = @(/)a; o1 a; € C et supposons que
@(t) est une fonction scalaire complexe. L’équation (3.15) est alors V'éeriture
complexe de Péquation de Kepler, avec \ paramétre réel. Si A > 0, a chaque
solution circulaire, ou elliptique, correspond des solutions du probleme des N
corps plan apres résolution de (3.16).
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Définition 49. On appelle configuration centrale (c.c) pour le probléme des
N corps une fomille de vecteurs, a = (a;,...,ayx) el un scaloire N solution
de (3.16) (dans R, R?, R?).

Propriéié¢ 2. 1. Siag,...,ay est une configuration cenirale alors Zf;l m;a; =
0 et le centre de masse est a I'origine.

2. Soit (aq,...,ay,A) une c.c. Alors (Aas, ..., Aay, ) est une c.c pour toute
matrice orthogonale A et (ray,...,7ay, A\/7") est une c.c pour tout T # 0.
Les vecteurs (ay,...,an) associés & une c.c. sont donc caractérisés via les
similitudes de R, R2, R3.

Introduisons le moment d’inertie du systéme I = ,ljzmiqig et V=-U
Yopposé du potentiel. Alors I'équation (3.16) prend la [orme

ov ar -
79;(11) + AE(;(G) = 0. (3.17)

D’on1 Pinterprétation variationnelle des c.c.

Proposition 34. L’équation (8.17) est la condition nécessaire de Lagrange
pour le probléme de trouwver un extrémum V sur un niveau I = ¢ el A esl un
mulliplicaleur de Lagrange.

Preuwve. Considérons Papplication £ : a — (V(a),I(a)). En un extrémum,
son rang n’est pas 2, done il existe (Ag, A) non nul tel que
ov al
No—=—(a)+ A-—(a) =0
et on peut supposer que Ag = 1 car le rang de [ est 1 en a # 0, les surfaces
I = c étant des ellipsoides.

V(a)

2/{a) > 0.

Lemme 26. Ona A =

Prewve. V est homogene de degré —1 et I est homogene de degré 2, donc
en faisant le produit scalaire de (3.17) avec a et en appliquant le théoréme
d’Euler, il vient

oV oI

0= aa—q(a) + /\a—av&(a) = —V{(a) + 2XI(a),

d’onr la formule. De plus la positivité de I et V' entraine celle de .

4
On peut appliquer cette interprétation variationnelle pour retrouver aisément
les résultats de Lagrange et d'Fuler.
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3.9.1 Solutions de Lagrange

Dans le cas des 3 corps, pour calculer les c.c on cherche 6 inconnues qui sont,
les composantes a1, s, ay € B2, Comme Z}‘:, m;a; = 0, il reste 4 inconnues.
Par aillewrs le groupe des similitudes du plan est de dimension 2, donc il reste
en fait 2 inconnues. Pour calculer les c.c. on doit done calculer les extrema
d’une fonction de 2 variables.

Pratiquemement, on proctde ainsi dans le cas de Lagange. Soient 79,
rog, 713, les distances mutuelles, le centre de masse étant fixé a l'origine. En
identifiant les c¢.c. qui different par une rotation, on observe que les distances
muiuelles forment un systéme de coordonnées locales au voisinage d'une c.c.
dans les cas oll les 3 points ne sont pas alignés. Précisément, on a

myMms  MaiMa 1M1y
V=G ( + + .

T2 1oy 13

Par ailleurs,

a9 9
E g mmri; = E mim;lg; — q;|”
i g i
= E mim;q; — 2 E MM Qi + E mym, qj
=2ml —2 E mi (g, E mq;) + 2mlI

. J— . \ . - w1 ” Y. e YA Y Av Aot
avec m = ) m;. Le second terme est nul car ), m;q; = 0. D'olt I'expression
du moment d’inertie en fonction des distances mutuelles,

=T Z ZW i1 /,j (3.18)

Calculer un extrémum de V sur un niveau I = ¢ revient donc a calculer
un extrémum de V sur un nivean de

1
J = - (myma Po + Mamariy + mymariy).

En utilisant la condition nécessaire de Lagrange, on obtieng

m; Hl}

=G5+ Amymjri; = 0,

pour (i,7) = (1,2),(1,3),(2,3).

La solution est triviale, »19 = 103 = 13 = (G/,\)'/"". Les trois masses
forment donc un triangle équilatéral.
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3.9.2 Le théoreme d’Euler-Moulton

On peut engendrer les solutions d’Euler pour le probléme des N corps.
Considérons le cas ot les N masses sont alignées sur une droite, et notons
q={q,...,qn) € BV la position du systeme. Notons S = {q] I(g) =1}
Pellipsoide 1dcnt1ﬁe A la sphere topologique de RV, de dimension N — 1. Soit
C={q| Z,_l m;q; = 0}, hyperplan de B¥. L’ensemble § = S'NC s’identifie
& une sphere de dimension N — 2. On infroduit la variété AL = {q | ¢i = ¢;}
qui correspond a une collision entre m; et m;, 'ensemble A’ = UA’ est une
union de plans de dimension N — | el notons A = SN 4/ qui est donc une
union de spheéres de dimension N — 3.

Notons V la restriction de de V & S\A. Un point critique de V est une
configuration centrale. L'espace S\ A admet N! composantes connexes, chague
coniposante correspondant & un ordre, ¢i; < ... < gin, o0 (Z1,...,in) €s6
une permubation des indices. L’ensemble A;; correspond & une collision et
V —s oo, done V — +oo quand ¢ — A. La fonction V admet au moins un
mininmm par compommtc connexe. Donc il y au moins N! poinls critigues.

On vérific en utilisant la convexité de V qu’il y a exactement un poing
critique par composante connexe, chaque point critique étant associé & un
minimum de V.

Dans le décompte précédent, on doit identifier les c.c. qui se déduisent, par
une transformation orghogonale de R, soit donc une symétrie par rapport a O.
On a montré le résultat suivant qui généralise le résultat d’Euler pour N = 3.

Théoreme 23 (Euler-Moulton). Il y a cxactement N!/2 c.c. colinéaires
dans le probléme des N corps, chacune élant associce & un ordre des masses
m; sur la droite.

3.9.3 Coordonnées de Jacobi pour le probléme des 3 corps

Considérons le probleme des 3 corps, on le centre de masse cst a origine,
ZL] miq; = 0. On définit les coordonnées de Jacobi de la fagon suivante. On
considere le mouvement relatif de mq par rapport 4 mq et on pose ¢ = ga —q, .
On reptre ensuite le mouvement de mg par sa position p par rapport an centre
de masse O’ de m,m». Les coordonnées g ct p s’appellent les coordonnées de
Jacobi pour le problere des 3 corps. On obtient aisément que p = mu~ gy
ol m est la masse fotale et g = mq -+ ma. De plus les distances mutuclles
s'obtiennent par les formules

Go— (1 =¢q, g3 —q1 = p -+ ’I’I'I.g/,lul(j, q3 — (a2 = p — 777.][L_I(],

les équations du mouvement se rédnisant ;
=1 I
. p=rmpT g ptHmapT g
=G +Gmy < B - = ,
lg | oy T1a (3.19)
. mGmyp~(p+map~tq)  mGmap~ (p— i~ 'q)
p=- 5 — .

o 3
AR Iy
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Toutes les quantités peuvent étre calculées dans ces coordonnées. 1'énergie
cinétique est donnée par

I .9 .9 - -
I'= s (0d" +92p%), v =mmop™, g2 = mapm™",

et en notant p,,p, les vecteurs dnaux respectifs de ¢ et p, le Hamiltonien
s’écrit,

H=

| —

( Py P ,,) Gmima  Gmamsg  Gmymg (3.20)
h g» lql 723 ria -
avec ray = p—map" g, ria = p+map g et H définit le champ Hamiltonien
agsocié au systéme (3.19).

3.9.4 Le probleme circulaire restreint

Les coordonnées de Jacobi sont importantes pour étudier le probleme cir-
culaire restreint défini de la fagon suivante. En négligeant la masse mg, la
premiére équaltion de (3.19) se transforme en une équation de Kepler
. q
i=—Gpt,
la
le mouvement des denx masses niy et me correspondant aux planétes dites
! 2
primaires en mécanique céleste. Le centre de masse ébant: celui des primaires,
on esb amené a poser m =y dans la seconde égquation, qui se simplific alors
el

. Grmi(p+mop~lg)  Gma(p —mip™'q)
h= — , — , .
! iy riy

L’équation de Kepler étant intégrable, Pévolution de la masse my est alors
obtenue en analysant cette équation. On fait une hypothése supplémentaire,
en supposant que le probleme est plan et que les denx primaires décrivent un
mouvement en rotation uniforme avec une vitesse angulaire w, cetle hypothese
étant approximativement vérifiée pour 7 planétes du systéme solaire, dont la
Terre (excentricité de 0,017). Le probleme associé s’appelle le mouvement
circulaire restreint. On représente alors p par ses coordonnées = = (4 in € C
dans le rélérentiel en rotation uniforme, olr les primaires sont localisées et
fixées sur l'axe des (. Cetlie derniere transformation revient en coordonnées
symplectiques & poser

q = (expti)Q, p= (explK)P,

ol K est unc matrice antisymétrigue, le Hamiltonien étant corrigé par un
reste aisément calculable. Le calcul explicite donne I'équation

P4 2wit - wiz = Gmyr(z1 = 2) + Gmarsy (z0 — =), (3.21)
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olt 21 = (; ¢t z2 = (, représentent les positions respectives des primaires, les
termes 2wis et —w?z correspondant respectivement aux forees de Coriolis et
d’entrainement.

Le probleme est de fagon standard normalisé par un choix adéquat
d'unités. On choisit les unités de masse pour que m; + mo = 1, de longueur
pour que |g| = 1, et de temps de sorte que G = 1. Par convention la plus
petite masse, notée p, est placée A droite de 'origine, la seconde étant 1 — p1.
Les relations m1¢, +mals = 0 et |(5 — ¢;| = 1 imposent que la masse p est
placée en 1 — 1 sur Paxe de ¢ et 1 — 2 en —p. Le choix des unités impose w =1
et les équations dn mouvement normalisé sont

O-mGtp) ple=14p) (3.22)

E42ii-z= . A
P P

oll pq, Py désignent respectivement la distance & la planete en (—pu,0) et
(1 —Hy 0)
Introduisons 'opposé du potentiel

1—p  p

i

V(C,n) =

Le systeme s’éerit;

¢-m-c= 20,
‘ i
i'y+2¢—v;:ﬂ.

dny

En introduisant Popposé du potentiel amendé

2 9 I
(€0 + VA4 5l — ),

Lo =

D((,n) =

les équations s’écrivent

. oD
g - 2":) = 5—9
¢ (3.23)
.
N+ 20 = 0")'

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

e R 52 ) . .
Proposition 35. La fonction J = 28 — ( — 7)° appelée intégrale de Jacobi
esl une inlégrale premiére du mouvemenl de la troisiéme planéle.

La constante du mouvement J = ¢ s’appelle la constante de Jacobi.”

Ce calcul interprété en coordonnées symplectiques est une application di-
recte des teclinigues du chapifre précedent. En nofant g la position de la masse
my dans le repére en rotation et p la variable duale, le Hamiltonien associé est
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H=p=Y4Kp-V,
1
—-10

olis (le terme d’entrainement étant absent dans le Hamiltonien). Les équations
(3.23) s'écrivent

ol K{ est la matrice ( , et le reste —'¢ K'p correspond A un terme de Cori-

p=p+ Kq,

ov (3.24)
7= Kp+ -_—.
i=Ip+ 5
Les états d’équilibre vérifient
vV
p+Kqg=0, Kp+ — =0,
Oy
Ce oV op | . . .
ce qui implique 0 = g + -E)wqm =7 olt ¢ est 'opposé du potentiel amendé.
q

Une position d’équilibre étant un point, critique de @ . Un calcul facile montre
le résultat suivant.

Proposition 36. Les étals d’équilibre du probléme restreint sonl les points
d’Euler, de Lagrange du probléme des 3 corps associés et s’appellent les poinls
de libration. Ce sont

1. les points d’Fuler alignés sur loxe des ¢
Ii<—p<Ln<l—p<Ly;

2. les points de Lagrange Ly, Ly respectivement d’ordonnée positive el négative,
Jormant chacun un triangle équilatéral avec les primaires.

Un calcul long mais standard donne par ailleurs le résultal suivant.

Théoréme 24. 1. Aux poinis d’Euler Ly, Lo, Ly, la matrice du linéarisé ad-
met deuz wvaleurs propres réelles, dont une strictement positive et deux
valeurs propres imaginaires. Ces points sont donc instables.

2. Auz points de Lagrange Ly, Ls, la matrice du linéarisé admet des valeurs
propres imaginaires si 0 < p < fr; 0% jry = %(] —/69/9). Pour jn =y,
la matrice admei des valeurs propres mulliples +iv/2/2, avec des bloes de
Jordan non trivioux. Pour p > i, les valeurs propres sont A, A\ =N
ol X est un complexe non imaginaire pur. Les points Ly, Ly, sonl donc
instables

Remarque 11. Pour étudier la stabilité des points de Lagrange L,, Ly pour
1 < jiq, 1l faut utiliser le théoréme de stabilité d’Arnold, issue du KAM de la
section 2.6.5. D’un point de vue astronomique, dans le systeme solaire et en
considérant, le systénie formé par les primaires Soleil et Jupiter, on observe un
groupe d’astéroides, les Troyennes, localisées en Ly et les Grecques localiséees
en Ls.
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3.10 Introduction aux problémes des collisions ; travaux
de Sundman ; régularisation des collisions doubles
de Lévi-Civita

Considérons le proleme des N corps, ot le centre de masse C est a Porigine,
N PR . o
S migi = 0. On va étudier le probléme des collisions.

Définition 50. On dit que le systéme admel une collision lorsque t — ty si
Pune des distances ri; = |gi — q;| lend vers 0 lorsque t — 11.0n dit que le
systeme admet une collision lolale si loules les distances tendend vers 0.

3.10.1 Etude des collisions totales

Notons I le moment d’inertie du systeme rapporté au centre de masse, I =

1 r .
= Zf\:] m;q;. La relation (3.18) est

2
dml =" mr}
dml = Mty

ivi

ol m est la masse totale. Done la relation r;; = 0, pour tous 4, j, équivaut &

I=0.

Lemme 27. Le systéme admet une collision totele si el seulement si loules
les particules s’effondrent sur le centre de masse.

Lemme 28. Lors d'une collision lotale lo situation I — 0, lorsque 11 — +00
esl impossible.

Preuve. Supposons I — 0 avec ¢, — +o0. 8i rjj — 0, 'opposé du potentiel
V = —U — 400 et d’aprés I'identité de Lagrange-Jacobi, T = 2h+V — 400,
oll h est Iénergie. Donc pour ¢ assez grand I'>1cten intégrant I > %LE +
At + B. D'ou I — +00, { — +oo ef la contradiction.

Théoreme 25 (Sundman). /I ne peul y avoir de collision totale que si le
moment cinélique est nul.

Preuve. D’aprés le résultat précédent, lors d’une collision tolale T — 0 avec
t— 1, < 4+o0et I >0 pouris <t <t car V— 400 a la collision. Par
ailleurs T > 0 et I{t)) = 0. Avec I > 0 sur I'intervalle, la fonction est convexe
et en tragant son graphe, on obtient / < 0 sur [ta,21]. On utilise linégalité de
Sundman s

A? AT - h),

ot A est le moment cinétique, avec /' < 0 et / > 0 sur [t2,{1]. On obtient
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7AQH-] < hI—1I1I,
soil en intégrant
1 B —1 J I - - -
IA— In(I7) < = I+ K<+ K,

ol K est une constante. Avec L assez voisin de tq, I ~ 0% et In(J7!) ~ 400,
on obtient

lfﬂ < hi+ 1 ‘
4 In(7—1)’

. 9
et avec I — 0%, ¢ — #1, on obtient A% = 0,
Done le moment cinétique est constant et nul. Ce résultat géndralise le cas
N =2,

3.10.2 Présentation heuristique de la régularisation des collisions
doubles dans le probléme des 3 corps

Une des difficiiltés du probleme des N corps el que 'on ne sait pas imposer
en pénéral des rectrictions sur les conditions initiales ponr éviter les colli-
sions. L'idée de Sundman est de contourner ce probleme en régnlarisant,
pour le probléme des 3 corps, les collisions doubles. La technique cst de
reparamétrer les trajectoires en utilisant un nouveau temps w. Cela permet
d’obtenir pour les solutions des séries convergentes en w qui prolongent de
fagon mathématique la trajectoire apres la collision.

D’un point de vue physique, le résultal cst clair. Excluons le cas d'nne
triple collision el supposons que limy_.,, / > I). Les trois masses lorment un
triangle et nécessairement le maximum des distances mutuclles r;; est au-
dessus d’une borne. La solution peut étre prolongée si V' = —U ne tend pas
vers 'infini, done néeessairement le minimum des distances »;; tend vers 0
lorsque ¢ — ty. Par continuité, le périmetre du triangle restant strictement
positif, on en déduit que 'un des cotés, par exemple 113, tend vers 0 gquand
t — 11, les masses m et my entrant en collision, les autres distances restant,
au-dessus d’une borne donnée et la masse m» étant telle que ¢a el g2 ont une
limite lorsque { — 1, ek ¢, g3 ont ainsi une limite lorsque ¢ — £;. La collision
a donc lieu en un point précis de Pespace. Lors de la collision entre m et my,
I'interaction mutuelle des denx masses est tres grande par rapport & celle de
la masse mo et on est dans la sitnation des 2 corps. On se ramene au probleme
de Kepler en posant, ¢ = g7 — ¢y, unc collision étant. frontale car la position ct
le vecteur vitesse doivent &tre alignés. Cela revient 2 un choe élastique sur la
droite, ol la particule est réfléchie. Clest le sens de la régularisation.

Estimons le comportement asymptotique des vitesses ¢ et ga lorsque { —

M

t1. BEn normalisant G = lona done V' = Y .. ——. Puisque » = »,3 lorsque
'I‘,')'
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{ — 11, les longueurs des autres cotés ayant une borne inférieure positive, on
en déduit que rV — mymy lorsque ¢ — 11. L’énergie cinétique est

3
1 Z .
T = 5 'ITI,,'(];T‘) =V —+ h‘,

=]

et en faisant le produit avec r on obtient

3
.9
r E mig; — 2mymg, (3.25)
i=1 T
donc en particulier 7'/2g,, pour k = 1,3, et ¢a, restent bornées. Comme

Vorigine est au centre de masse, on a myg; + mags +magy = 0. D’olt
. I . 2 2 2.9 . 7.
r ((mlql)‘ — (n‘z;;q;;)‘) = 177.-_)1']/“[17737'1/‘(]-3 + 2711,3(12(7']/“(1_-,)].
Le terme entre crochets est borné, donce

r(mady)* — r(mags)® =7 0 (3.26)
L=+

Comme 7{maq3) — 0, on en déduit alors de (3.25) la relation

9
2m3g

— 3.27
=11 (my + my) (3.27)

-9
q;

Cette formule donne le comportement asymptoticque de ¢1, ¢z lorsque { — ¢;.

Lemme 29. Liniégrale impropre

/" di ) /“ dt
— = lim —
Jr T s—h f. T

eriste.

Preuve. On utilise lidentité de Lagrange-Jacobi, I = 2h + V. Comme 72 el
Ty my

rog restent bornées, V' — '7”1777-37';31 reste bornée, et I ~ lorsque t — {,.

Avee I = [ I, pour prouver le lemme, il suffit de prouver que I reste bornée,
; 3 . a . .
lorsque ¢ — ty. Ona T =3, _; muqrqr et avec Yy, mygy = 0, on obtient

3
T="my{(wi = 28)d + (U — va)ih -+ (2 — 23)3}

le==1 |

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

] < Z mgT ks |Gk (3.28)
k=1
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Or 7r13]¢1] — 0 et ray, |ga| restent bornées. Done I reste bornée.

Cherchons alors 1a nature des solutions paramétrées par s = (t; — #)'/!
ou ! est un entier. Puisque chacune des coordonnées ¢(t) reste bornée lorsque
t — t; et au moins une des dérivées est non bornée, 'asymptotique étant
donnée d’apres (3.27) par

)

rg; = C #0, t — 1.

On écrit

q(t)y = q(t)) + 18" + ... avec ¢; # 0.

d dq ds
Avec TZ = ]—q%, on obtient donc
dt  dsdi
—je
q(t) = %Su-l R

En particulier
37 =cos™ N 4 e >0,

avec r = c3s’ + ... et ¢g > 0. La condition r¢; — C, I — {; impose donc
3p — 2l = 0, soit /1 = 2/3. D’ol un choix possible & = 2 et | = 3. Ce qui
conduit &

5= (1, —1)1/3 (3.29)
L’interprétation géométrique de cetle transformation est la suivante. En
o dt . . K
posant A = [" — avecr = ¢yst - = c3s% 4+, on obticnt A = —s+---.
’ T [&]

Considérons les trajectoires coniques pour le probléeme des deux corps.
Dans le cas elliptique les trajectoires sont; des ellipses dont le foyer est O. En
utilisant 'anomalie excentrique ¢, son équation est r = a(l—ecos ) et ¢ =0
correspond au périgée ou 7 est minimum et vaut a(l — e). Un calcul simple
donne

rdp = kdf, (3.30)

Ldi

olt k% = 2|h| = p/a constant, donc dp = . La reparamétrisation revient

donc A paramétrer les trajectoires par l’anon';alie excentrique. Cela a un sens ;
en effet pour obtenir une collision, on fait tendre le périgée vers 0, ce qui
revient & faire e — 1. Le rapport des demi-axes, a/b = 1/v1 — ¢2, devient
alors infini, et I'ellipse s’aplatit, mais 'anomalie excentricue reste bien définie,
la Tongueur e pouvant étre fixée cn imposant le nivean d’énergie h. En posant

5:/%V+Uﬂ, (3.31)

JT
on obtient un parametre qui régularise toutes les collisions doubles et qui tend
vers oo lorsque { — +-00. Des estimées montrent alors le résultat suivant.
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Lemme 30. 1. Le temps séparani deur collisions évenluelles consécutives
admet wne borne inférieure.
2. La solution régularisée por le pnyamelre s = o + iv est convergenie sur
une bunde —5 < v < 4.

En décrivant Ta solution en fonction du parametre

2nd
e 28 — 1 ,
W=y (3.32)
(54 a3 + 1

on obtient le théoréme de Sundman.

Théoréme 26. Si le moment cinélique n'est pas nul, lo solution admel un
développement, en série en w qui converge pour |w| < 1 el qui déerit le mou-
vemend pour choque t € R.

3.11 Notes et sources

Le livre de Pollard [59] est une excellente introduction au probleme des N
corps, au probleme de I<epler et pour une présentation des travaux d’Euler et
Lagrange pour le probleme circulaire restreint. Le point de vue variationnel
pour caractériser les points d’Euler et de Lagrange est extrait de Meyer et Hall
[53]. Enfin le probleme des collisions avec la régularisation de Lévi- Civita pour
les collisions doubles utilisant le formalisme Hamiltonien ef le théoreme de
Sundman est présenté en détails dans le livre dans le livre de Siegel-Moser [64].
Notre présentation est trés modeste, et le sujet est encyclopédique. Pour unc
étude plus approlondie sur la mécanique céleste, voir Pouvrage de
[73]. Pour une dtude vécente et géométrique du probleme des collisions, et
leur réle pour constriire des solutions partant & I'infini en temps Ani dans le
probléme des N corps, voir [19].
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Recherche de trajectoires périodiques

LExcepté dans le probleme des deux corps, il est impossible de décrire toutes les
trajectoires dans le probleme des N corps. Une fagon d’aborder Panalyse est
de rechercher des trajectoires particulieres, les plus simples étant les trajec-
toires périodiques donf I'importance pratique cst indéniable. C’est le theme
central des travaux de Poincaré en mécanigue céleste, dont 'intuition était
qu’elles étaient fort nombreuses et qui est & Porigine des méthodes pour
rechercher de telles solutions. Une premieére catégorie remarquable de fra-
jectoires périodiques est décrite dans le chapitre précédent, & savoir les trajec-
toires assocides aux points d’Fuler el de Lagrange. L'objectif de ce chapitre
est de présenter les techniques utilisées en mécanique céleste pour calculer des
trajectoires périodiques. La premiere méthode déerite est la méthode de con-
tinuation. Le principe est simple, les trajectoires périodiques étant des points
fixes de Papplication de Poincaré, une trajectoire périodique d’un systéme
dynamique 4 parameétre peul étre prolongée pour des valeurs voisines du
paramélre, sous des conditions génériques. Une application importanie au
probléme des Lrois corps est la continuation des orbites circulaires du probleme
de Kepler, les trajectoires périodiques de la théorie lunaire de Hill entrant dans
cetite catégorie. La seconde méthode pour caleuler les trajecloires périodiques
est d’utiliser le principe de moindre action, les équations d’Euler-Lagrange
correspondant & un minimum local de laction S = [ Ldl ol L est le Lagrang-
ien. Une trajectoire périodique réalisant. le minimum local est done solution
des équations. Cette Lechnique pour calculer des trajectoives périodiques a
été la source de nombreux résultats récenls, pour les systemes Hamiltoniens
(voir par cxemple [50]). Elle a été introduite heuristiquement par Poincaré
dans le probleme des trois corps dans le plan. L’espace de configurations
des trois corps est identifié i 'espace des triangles ; ¢'est un espace & ho-
motopie non triviale si on exclul les configurations associées aux collisious.
L’idée de Poincaré est de cherchier des trajectoires périodiques, dans chaque
classe d’homotopie. Le travail récent de [20] présenté dans ce chapitre est une
construction explicite d’une trajectoire périodique dans le probleme des trois
corps dans le plan, & masse égale, obtenne en minimisant action. La trajec-
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toire périodique est une chorégraphie ol les trois masses se poursuivent sur
une courbe ayant la forme d'un huit, & comparer avec le cercle obtenu dans le
cas de Lagrange.

4.1 Construction de trajectoires périodiques
par laméthode de continuation

Définition 51. Soit & = X (x,v) une équation différenticlle lisse, z € U (ou-
vert de R*) et v € V (ouvert de R™), V représentant l'espace des paramétres.
Soil xy un élal d’équilibre du systéme, pour une valeur vy du paramétre.
Une continuation de cet équilibre est une fonction lisse v — w(v) telle que
u(vg) = xg el X{u(v),v) = 0. Une continualion d'une solution périodique £
de période T, pour la valeur vg du paramétre est une paire lisse (u{v), 7(v))
tel que la solution lisse issu de t = 0, associée & la valeur v du parameétre,
notée £(1,u({v),v) esl périodique de période T avec w{vy) = &(0) et 7(vg) =T.

Définition 52. On dil que I'éiat d’équilibre est régulier si la malrice jaco-

bienne —— (o, vp) est inversible. On dit que la trajectoire est périodigue est

or

réguliére si — I est inversible ot P est Uapplication de Poincaré.

Ox
Proposition 37. Dans le cas régulier une posilion d’équilibre ou une trajec-
toire périodique peul éire continuée.

Preuwe. Considérons le cas d'un état d’équilibre X(2q¢,v9) = 0. Comme
oX
ox
u Ysse tel que u(vg) = xg et X(u(v),v) =0.

Considérons le cas d’une solution périodique £ de période T'. Alors £(0) est
un point fixe de 'application de Poincaré

P(£(0),w0) = &(0),

{(an, vp) est inversible, d’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe

, S N .o, 0P
et, P est lisse. La trajectoire périodique peut donc étre continuée si — — I est,

oP O
inversible, c’est & dive que 1 n’est pas valeur propre de e la période variant,
)

de Tagon lisse.

Dans le cas Hamiltonien, la méthode de continuation s’applique en se re-
streignant, aux surfaces de niveau. )

Proposition 38. Considérons un systéme Hamillonien de B*", & = }7(:1:, v),
dépendani d'un paramélre. Si la restriction de 'application de Poincaré a lo
surface de nivean H = c esl non dégénérée, alors une lrajectoire périodique
E(t) peut élre conlinude (sur la surface de niveau).
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Exemple en dimension 4. Soit & = ﬁ(m,v) un systéme Hamiltonien sym-
plectique en dimension 4. La restriction de 'application de Poincaré admet
deux exposants caractéristicques {A1, Ao}, Ap = A1 on 1/);. On distingue deux
cas réguliers stables :

o cas réel : les exposants sont réels distincts de {1, —1}. Ce cas est dit hy-
perboligue.

s cas complexe : les deux exposants sout non réels : e
elliptique.

0 e~ (e cas est dit

Dans ces deux cas une trajectoire périodique (hyperbolique ou elliptique)
peut étre continée en une trajectoire périodique de méme nature.

4.2 Le théoréeme du centre de Liapunov-Poincaré,
dans le cas Hamiltonien

Théoreme 27. Soit i = H(x) un systéme Hamiltonien de R*", x4 une po-

sition d’équilibre identifiée @ 0, A = ——(0) la matrice du sysiéme linéarisé.
-

On suppose que le specire de A esi de la forme o(A) = {Fiw, Ag,..., Aen},
ot w > 0. 8i \j/iw ¢ Z pour' j = 3,...,2n, alors il existe une fomille
a un parameétre d’orbiles périodiques issues de 0. De plus en tendani vers
0, les périodes convergenl vers 2w/w el les exposants caraciéristiques vers
exp(27Aj/w), 1=23,...,m

Preuve. Le systeme s'écrit © = Az -+ g(x) ol g(x) = o(|z]). En posant x = ey,
I'équation devient

§=Ay+0(e),
oi1 £ est le parametre. Pour £ = 0, le systéme est linéaire et ses valeurs propres
sont, {£iw, Ag,...,A2,}. 11 adinet done une solution périodique de période
27 /w de la forme
y(t) = (exp At)a,
ol @ est un vecteur fixe non nul. Les exposants caractéristiques associds sonf
1y = exp(2mA; /w)
et sont différents de 1, par hypothese.
On peut donc appliquer la proposition 38, et on a done, pour chaque valeur

assez petite du parametre €, une solution périodique de la forme

y(t) = (exp At)a + O(¢e).



82 4 Recherche de trajectoires périodiques

Ainsi z:(1) = ey(1) est une famille & un parametre de trajectoires périodiques
du systéme initial de la forme

x(l) = e(exp At)a + O(?).

Lorsque ¢ — 0, 'amplitude tend vers 0 et la période tend vers la période
27 /w, d’ou le résultat.

4.3 Application aux points de libration

Considérons le probleme des trois corps circulaire vestreint et les points de
libration :

e points d’Euler L, La, Ly : le lindarisé admet une paire de valeurs pro-
pres réelles non nulles et une paire de valeurs propres imaginaires. Le
théoreme de Liapunov-Poincaré monire done qu’il existe une famille & un
parametre de trajectoires périodiques émanant de chacune de ces positions
d’équilibre.

¢ points de Lagrange Ly, Ls : pour g < p; oll 4y st la valeur critique du
théoreme 24, le lindarisé admel deux paires de valeurs propres imaginaires
pures conjuguées, tiwy, tiws avee 0 < wa < wy. On peul, appliquer deux
fois le théoréme dn centre :

1. Puisque wo/w; < L, il existe une famille & un parameétre d'orbites
périodiques émanant de L,y avec une période limite 27 /w), cette famille
est dite & période courte.

Siws/wy & N, il existe une famille & un parametre d’orbites périodiques

¢manant de Ly, de période limite 27 /wa, cette famille esl dite & période

longuc.

&)

4.4 Deux applications de la méthode de continuation
en mécanique céleste

4.4.1 Orbites de Poincaré

La méthode de continuation ne peut pas étre directement appliquée au
probléeme de Kepler ol toutbes les Lrajectoires sont périodiques et les exposants
caractéristiques sont donc égaux A 1. Poincaré a remarqué que ces exposants
deviennent non triviaux en se plagant dans des coordonnées en rotation et
a appliqué cette remarque pour contimier les orbites cireulaires du Probléme
de Kepler en des trajectoires périodiques du probleme circulaire restreint. n
eflet e Hamiltonien associé & ce probleme est

1—p

3 1 22,0 - Pz H
= 5(})_,; o) = o) K (Pu) S dy o da
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avec
&= (—1+p)+1% di = (x4 p)? + 97

Les réels dy el dp sont non nuls si on exclut un voisinage des primaires, le
Hamiltonien s’écrivant

H = Hy+ O(p),

avec
Hy = l(pg +p2) = (ey) K (D) - L
g\ T Py : po) (2 ¥ y2)i2

olt Hy est le Hamiltonien associé au probléme de Wepler écrit dans des coor-
données en rotation uniforme. En utilisant des coordonnées polairves (»,0) et
en notant, (R, @) les variables duales, Hy ¢'éerit,

@#+ij_@_l
5 -

1

Hy =

SRR

Les équations de Hamilton nous donnent

e* 1

,’.H

F=R, R=

Le mouvement angulaire © est conservé et on pose ©(t) = ¢, la vitesse an-
gulaire étant alors § = (1 — ¢*)/e3. Pour ¢ # 1, considérons I'orbite circulaire
R =0, r = ¢* qui forme une solution périodique de période T = |2zc*/(1—c")|.
; 1
L’équation aux variations associées vérifie
1

=R, R=-1/&,

et les exposants caractéristiques sont exp(£i27(1 — ¢%)) et sont éganx a1 si
(1 —¢*)~! n'est pas entier. On a montré le résultat suivant.

Théoréme 28. Pour i assez petit, si c # 1 el (1 —c*)™! n'esl pas enticer,
le probléme circulaire restreinl admel des lrojectoires périodiques elliptiques,
voisines des trajectoires circulaires du probléme de Kepler.

4.4.2 Orbites de Hill

Considérons de nouvean le probleme circulaire restreint, le corps de masse
1 — 1 représentant le Soleil, le corps de masse p la Terre et le troisieéme corps
de masse néglizeable étant Ja Lune. Fixons I'origine des coordonnées au cen-
tre de la Terre. En négligeant la constante, le Hamiltonien du systéme peut
s’approximer par
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H = (@— - %) — 2 Kp,

a

ol i est la masse de la Terre. Le premier terme représente I'attraction ter-
restre, le second facteur est le terme de Coriolis, Ueffet du Soleil étant modélisé
par la rotation uniforine de la Terre.

Soit € un parametre. Faisons la transformation symplectique & poids

9
gt o— = -
rT=£7¢g, Pp=¢& 1,

o1, si |€] est voisin de 1, || est de Pordre de €. Le Hamiltonien est transformé

CIl

P n
H=¢ ! (——2— - l—E—]‘) - f&]&f],

qui s’éerit, en changeant la paramétrisation

. |")|g M Bite 7
H= (T - = | = e°("€Kn).

€l

En utilisant les coordonnées polaires, le Harniltonien devient

- 2
- (1?2+9 >aﬁ—536,
»

P2

b2 |

ol R, O sont les variables duales de (7, ). Le systéme s’écrit alors

Pog==2_2 =0,

72

o

7

qui représente pour £ assez pelit une approximation du mouvement lunaire.
Le moment angulaire © est préservé et, les solutions @ = *c, c= \/fi, R =0,
» =1 sont des trajectoires périodiques de période 27 (c 4 ¢®). L'équation aux
variations associée cst

=R, R= ~cg'/",

qui a des solutions de la forme exp zkict. Donce les exposanis caractéristiques
non triviaux des orbites circulaires sont

exp(xic2m(cte?)) = 1 £ &*2mife+ -

La méthode de continuation s'applique. Dans les coordonnées norimalisées,
les solulions vérifient r = 1 et la période est d’ordre 27. Dans les cogrdonnées
d’origine on obtient une famille de trajectoires périodiques dont Vamplitude
et Ia période tendent vers 0 avece €.

Théoréme 29. Dans le probléeme de Hill, il existe deux familles ¢ un paramélre
d’orbiles périodiques elliptiques, wvoisines d'une famille de cercles concen-
iriques de pelils rayons, doni le cenlre est une primaire.
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Remarque 12. La méthode de continuation appliquée a partir du probleme de
Kepler dans des coordonnées en rotation permel aussi de montrer 'existence
de trajecloires circulaires de grand rayon, I'argument étant identique. Les
trajectoires circulaires du probleme de Kepler sont préservées dans des coor-
données en rotation, qui détruisent: par ailleurs les trajectoires elliptiques non
circulaires.

4.5 Solutions périodiques et principe de moindre action

Une idée tres féconde de Poincaré pour montrer Pexistence de trajectoires
périodiques en mécanique céleste repose sur le fait que les trajectoires min-
imigent localement 'action

Ly
S(q(t) = / (T + Vdt,

to

o T est Penergie cinétique et V P'opposé de I'énergie potentielle, S étant
ici une quantité positive. La technique est donc de chercher les trajectoires
périodiques comme limite d'une suite minimisante de courbes périodiques
quelconques. Cette technique pour caleuler des trajectoires périodiques, est
utilisée maintenant de facon classique pour caleuler des géodésiques fermées
en géométrie Riemannienne ou des trajectoires périodiques pour les systémes
Hamilloniens. En mécanique céleste son application se heurte au probléme
des collisions qui représentent des singularités du systéme. On introduit dans
la. section suivante les outils néeessaires 4 son utilisation.

4.6 La méthode directe en calcul des variations et son
application a la recherche de trajectoires périodiques

4.6.1 Préliminaires

Considérons le probleme de minimiser une fonctionnelle

T
Blu) = / 7O (a(t). uft))dt

parmi une famille C de courbes solutions d’un systéme g(t) = f(q(t),u(1))
et vérifiant certaines conditions limites. La retriction de @ a C définit une
application ¢ : C — R. On suppose que ¢ est bornée inférieurcment. On
appelle suite minimisante une suite (z,) telle que ¢(x,) — inf¢, lorsque
n — +o00. Pour qu'une suite minimisante fournisse un minimu, il faut

1. extraive de la suite (x,) une sous-suile convergente, d'oll Ja ndcessité de
compacité ;
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2. imposer une certaine régularité sur . Considérons par exemple p(z) = |z
pour x # 0 el ©{0) = 1. Une suite minimisante tend vers 0 et ¢(0) = 1.
La notion & utiliser est la notion de semi-continuité inférieure

lim info(z,) = o),

71 -0

olt (x,,) cst une suite convergeant vers . En effet si la suite est minimisante
on a

lim inle(x,) =inl o = p(a),
n—+o0
el ¢ atteint son minimum en .

En résumé, on veut pour montrer existence d'un minimnm utiliser que
si @ st semi-continue inférieurement, alors  atteint son minimum sur tout
compact. Dans notre probleme, il laut introduire le cadre fonctionnel adéquat.

Introduction de Vespace H'

Définition 53. Soit C3° 'ensemble des applications T-périodiques o valeurs
dans R™. Seient x,1 des éléments de L'(0,T). On dil que x admel y = & pour
dérivée faible si

T ) e
(a(t) f(0)at = = [ 0, 1))

Jo
pour loul f € CF.

Le lemme suivant est classique (voir par exemple [50]).
Lemme 31. Siy est la dérivée faible de 2, alors

1 yydt =0
2. x(l) = [0' y(8)ds + ¢, ol ¢ est un wecteur constant. en particulier v esl
absolumenl, continue el T-périodique, i.c. x(0) = x(T) = c.

Définition 54. On note H' Uespace des fonctions x € L2, qui ont une dérinée

Jaible & € L. C'est un espace de Hilbert avec le produil scalaire

T
() = [ (o), 0) + GO, 50k

On note || - || lo norme associée.
Un résultat standard est le suivant.

Proposition 39. Si une suite {x,) converge faiblement vers x dans H', alors
(xn) converge uniformément vers x.
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4.6.2 Equation d’Euler-Lagrange sur H!

Considérons le probleme de minimiser nne fonctionnelle

T
o) = [ L.
JA)

ou le Lagrangien est L(t,q,q) = %(}2 +V(t,q) et la fonction V est assimilée &
un potentiel vérifiant les conditions (H) suivantes :

o V:[0,7] — I est lisse.
o |Vt q)| + |V, V(tq) < a(lq))b(t) pour ¢ € [0,7], ol a est une fonction
continue positive et b est une fonction de L'(0,7T) positive.

Proposition 40. La fonctionnelle @ est C' swr HY, el si q € HU est solution
de @' (q) = 0, alors § a une dérivée faible §, et

§(t) = V,V(t,q(t)) p.p. sur (0,7

7(0) — q(T) = 4(0) — ¢(T) = 0.

4.6.3 Fonctions semi-continues inférieurement et fonctions
convexes

Définition 55. Soit E un espace mélrique et [ : £ — RU{+oc} une fonction.
Notons domf ={x € E | f(z) < +oc}. On appelle épigraphe de [, ensemble

epi(f) = {(x,0) e E xR | f(z) < a}.

On dil que [ est semi-conlinue inféricurement (s.c.i.) si epif est un ensemble
fermé. Si E est un espace vectoriel, on dil que [ est convexe si epi([) esl
conveTe.

Proposition 41. L'application [ est convexe si el seulemenl si, pour lous
x,y € E, et toul X € [0,1],

FQr+(1=Ny) <A@+ 1 =N f(y).

Proposition 42. f est s.c.i. si et senlement si 'une des conditions suwivantes
est vérifice :

1. Pour tout réel a, Uensemble {x, [(x) < a} est fermé.

2. Pour tout xy € F, lin inf B) > f(xg).
ouT tout Ly & ‘El—lfgl B={|:1}E:1,'n|<5] f( ) f("”)

3. Pour toul xpy € E, pour toul € > 0, il existe un voisinoge U de ay tel que
fu) = f(xg) ~ £, pour toul v € U.

4. Pour toute suite (x,) tendant vers mqy lorsque n lend vers Uinfini, on a
lim e I f(2,) = [{20).
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Application & l’espace H'. On peut appliquer ces caractérisations sur
lespace H' qui est un espace de Hilbert. De plus sur cet espace on peut
considérer la semi-continuité relativement & la topologie faible (’espace étant
localement métrisable). On note x, — x la convergence faible de (x,) vers x.
Une caractérisation de la s.c.i. d’'une fonction est

Y, — &, lim inf f(z,) 2 f(2).
n—oo
On a le résultat suivant.

Proposition 43. Soil [ : H' —] — 00, +cc]. Si [ est s.c.i. et convexe alors f
est aussi faiblement s.c.i.

Proposition 44. Considérons la fonctionnelle &d(q) = [UT L(t,q,q)dt, oi
L{t,q,q) = £a* + V(1. q) et le potentiel vérifie les conditions (Hy). Alors & est
Jaiblement s.c.i.

Prewve. L'application g(-) — [UT V (i, q(1))dt est faiblement continue. En effet,
Papplication est continue pour la topologie de la convergence uniforme et
d’aprés la proposition 39 si une suile (q,) tend vers ¢ lorsque n tend vers oo
alors elle converge uniibrxn(;’vplenﬁ.

L’application q(-) = ]nj 2 (1)t est continue sur H' car dérivable. De
plus elle est convexe. D'apres la proposition 43, elle est donce laiblement s.c.i.
La fonction @, somme de deux fonctions faiblement s.c.i. est done aussi s.c.i.

Corollaire 12. Svif (¢,) une suile minimisante bornée par ®. Alors @ otieint
SON. TN,

Prewve. La suite (¢,) étant bornée et H' réflexif, on peut extraire une sous-
suite minimisanie convergente. Donc € atteint son mininmm.

Définition 56. La fonctionnelle @ esl dite coercive si D(q) tend vers 400
quand ||g|| tend vers 4o00.

Corollaire 13. Si @ est coercive, alors @ atteint son mininaem.

Prewve. Soit (q,) une suite minimisante ; alors $(g,) ne tend pas vers +oo
quand n tend vers 400, et donc ||g,|| ne tend pas vers +o0o. On peut donc
extraire une sous-suite hornée (¢, ).

Un exemple d’application est le suivant (voir [50]).

r
¢

Théoréme 30. On suppose de plus que le potentiel V' wérifie les conditions
sutwanles :

1. Il existe g € LY(0,T) 1el que |V, V(1,q)| < g(t).

2, [OT V (L, q)dt tend vers 400 quand ||q|| tend vers +oa.
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Alors le probleme admel une solution (périodique) minimisant & sur FI*.

Preuve. Soit g € H? et posons g = §-+ G on § = fgj g(t)di. Alors

T A
#a) = [ 0P+ [ Vg [ a0 - Vi

0 v

T

T T
= [ i Pa+ [y am

T pl
+ / V,V{, i+ sa(t))ia(t)dsdl
Jo Jo

T 1 . T R
> [ SliwPa= ([ gwde) e+ [ v
JO 2 J0O J0O

et d’apres 'inégalité de Sobolev

T
l4l% < K/ lG(2)|dt,

v

il vient

T ' p N\ T
P(q) = /0 5'0(0!“)(“ -C (/0 |f)(‘)|“)) + /“ V(t, a(t))dt.

Comme la norme H' de ¢ tend vers 400 si et seulement. si (|7]* +[HT G (1)dt)'/?

tend vers 400, on en déduit que @(g) tend vers +oo si ||q]| tend vers +oo.

Remarque 15. Le vésultat précédent ne s’applique pas directement, au probleme
des N corps pour deux raisons. La premiere est que le potenticl V(1,q) tend
vers P'infini sur la variété des collisions |g; —¢;] = 0. La seconde est que V(f, q)
tend vers 0 lorsque |g| tend vers +co. Une soliution au probléme des collisions
a été proposée par Poincaré, en remplagant le potentiel Newtonien par un
potentiel dit fort.

4.6.4 La notion de potentiel fort et I'existence de trajectoires
périodiques pour le probléme des deux corps

Définition 57. Considérons le cas de N particules, action élani

T 1 N
J0o =1

ot V' esl Uopposé du potentiel U. On dit que le sysiéme esl sowmnis 4 un
polentiel fort si
Gmymy;

— a5l

Vv
P
1Ki<i<N lai

avec o = 2,
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Proposition 45. Si le sysiéme esl soumis a un polentiel fort, alors dans le
cas d’une collision enlre deux des corps au moins, Uaction devient infinie.

Preuve. Considérons la trajectoire [ — q(t) telle qu'a Pinstant ¢, la particule
i entre en collision avec la particule j. En notant » la distance |¢; — g5, il
existe {1, Ko > 0 tels que

I
L=T+V > i +—°
L’action vérific donc

n] -
- 5 I

S(q) = / (I(u"‘ + \—:) di,
Jo re

et avec Pinégalité a” + b* > 2|abl, il vient

mw>[

On peul. appliquer ce résultat au probleme des deux corps.

(/I = K [Inr(t ] = +00.

Proposition 46. Considérons le probleme des deux corps, avec Uhypolhése
du potentiel fort. Alors il existe des lrajectoires périodiques non lriviales.

Preuve. En localisant une des masses ¢n 0, on se hmu,nc 4 un probleme plan

l o’
collision a lieu pour ¢ = 0 et on considére 1espa(,e R2\{0}, une trajectoirc
T-périodique entourant 0 el ayant un type d’homotopie caractérisé par le
nombre de tours orientés autour de 0.

Fixons la classe d’homotopie el considérons une snite minimisante 7-
périodique. On observe (ue, pour une telle suite, 'hypothése du potentiel forf
garautit que les trajecloires évitent 0, car Paction devient infinie en passant
par la collision, d’apres la proposition 45,

Par ailleurs comme V > 0, on a

1
de type Kepler, le Lagrangien étant L = —q + — r > 2, K > 0. Une

ft
s> [ ¢,
JQ

et done, pour une suite minimisante, [0] > (F)dl est bornée.

Par ailleurs d’apros inégalité de Cauchy-Schwarz la longuenr I(g) d’une
courbe vérifie

T Vi 172
o= [ <t [ o) ;
Jo Jo

Donc, pour une suite minimisante, la suite des longucurs est bornée et les
courbes ¢, sont contenues dans un compact pour la topologie uniforme. Les
trajectoires ¢, sont donc contentes dans un compact pour la topologie 7! ct
on se ramaonc & la situation standard car on évite les collisions.
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4.6.5 Trajectoires périodiques pour le probleme des N corps
avec I’hypothése du potentiel fort

On peut généraliser le résultat des deux corps au probleme des N corps sous
Phypothése du potentiel fort. On doit introduire une hypothese topologique
due & Gordon, voir [32].

Définition 58. Considérons le probléme des N corps dans R®N el S la variété
des collisions. On dit qu'un cycle v de B3N\S satisfail Uhypothése de Gordon
§'il ne peul étre amené contindiment & Uinfind, en restant dans RYV\S| sans
que sa longueur devienne infinie.

On a le résultat suivant (voir [32]).

Théoréme 31. Sous U'hypotheése du potentiel forl, il exisle une lrajectoire
périodique minimisante dans chaque classe d’homotopie vérifiant Uhypothése
de Gordon.

Preuwve. La preuve reprend les arguments du probleme des deux corps ol
Ihypothése est vérifiée car un cycle tournant autour de 0 ne peut pas étre
amené 4 'infini sans que sa longueur tende vers I'infini.

Tustrons 'hypothese de Gordon sur deux exemples.

Considérons dans R? privé d’une droite D = S, le cas d’un anneau en-
tourant cette droite. L'liypothése de Gordon n'est pas vérifiée car Pannean
peut étre glissé vers P'infini, le long de D, sans que sa longueur ne devienne
infinie.

Considérons le cas B3 privé de trois droites passanf par 0. Pour d'un
cycle ne puisse pas étre amenéd a Pinfini sans que sa longueur ne devicnne
infinie, il laut qu’il tourne autour de deux droites au moins. Ce dernier ex-
emple décerit bien U'applicabilité de la méthode au probleme des 3 corps plan.
L'espace de configuration est, B? et 'on doit, retirer trois plans de codimension
2, correspondani, aux collisions. On obtient sous forme rigoureuse le résultaf
heuristique de Poincaré [58].

4.6.6 Le cas Newtonien

Considérons le probleme de I(epler dans le cas Newtonien. Dans ce cas toutes
les trajectoires associées &4 un niveau d’énergie négative sont périodiques et
la période de révolution T' ne dépend que du demi-grand axe. En particulier,
fixer la période ne conduit pas & une trajecltoire unique. Par ailleurs, une
trajectoire peut étre continuée en ulilisant la régularisation de Levi-Civita.
Les travaux de Gordon conduisent au résultat suivant (voir [32]).
Théoreme 32. Dans le cas Newtonien, chaque trajectoire elliptique de période
T parcourue une fois, correspond a un minimum de Uaction. L’action est aussi
minimale pour une trajectoive régularisée qui admet une collision ¢ T/2.

Ce résultat peut étre obtenu par caleul direct. I montre que, dans le cas
Newtonien, le probleme des collisions est plus qu’un probleme technique.
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4.7 Solution périodique du probléme des trois corps
de masse égale

L'objectif de cette section est de déerire une orbite périodique remarquable
obtenue récemment (voir [20]) dans le probléme des trois corps plan, ces corps
étant de masse égale.

4.7.1 Description de l'orbite en huit

Les trois corps décrivent une courbe ayant la forme d’un huit avec les car-
acléristiques suivantes (voir figure 4.1).

e Iin ¢ = 0, les trois masses sont alignées en une configuration d’Euler du
probléme des trois corps avec masse égale, une des masses (ici 3) étant au
milieu d’un segmen( dont les extrémités sont les deux autres masses.

o SiT estla période, en & = T/12, les trois masses forment les sommets d'un
Lriangle isoctle.

¢ Ent=T /6, le systeme est de nouvean dans en configuration d’Euler, le
milieu du segment étant occupé par une autre masse (ici 2) par rapport a
Pinstant initial.

V/2

2 / . /ﬂ
3
\//’M

Y

s ==

Tig. 4.1. Huit décrit, par les trois corps

Les conditions initiales calculées par Simo pour obtenir le huit sont (la

constante de gravitation et les masses étant fixées & 1) -
21(0) = —a:2(0) = 0,97000436 — 0, 243087534,
z3(0) = 0,

i(0) = —2i1(0) = —2ia(0) = —0, 9324037 — 0, 864731464.

La période est T = 6,32591398, et le moment d'inertie du systéme vaut 2 en
1 = 0. Par ailleurs l'orbite est de type elliptique et donc stable.
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4.7.2 Géométrie du probleme et sphere topologique
Notation

Le plan R? est identifié & C. Les masses et la constante de gravitation sont
fixées & 1. Le centre de masse est fixé & 0 et Vespace des configurations est
X = x\{collisions}, ol1

X = {& = (x1, 29, ECJZL—O}
Le groupe orthogonal O(2) du plan agit sur y et son action se décompose en

o Ry:(x1,20,m3)— (%1, ePay, exy),
e S: (L17 Lo, L%) (ﬂ1 :1"21'1':'1)‘

L’espace tangent & l'espace des configurations s'identifie & { x y. Pour
(z,y) € ¥ x v on introduit les fonctions suivantes :

e le monient d’inertic I = a.x, J=z.yet K = %y.;u représentant, 'énergie
cinétique ;
e lec Hamiltonien H = I{ —V/, et le Lagrangien L = I+, o1 V est I'opposé
de I'énergie potentielle V = — + — + — et oll 7j; = |2; — ;] est la
™12 '3 13
distance mutuelle.

L’espace des triangles orientés C

C’est Pobjet clef introduit par Poincaré pour visualiser le probleme des 3 corps.
Le centre de mnasse est fixé & 0, 'espace de confignration étant de dimension 4.
Les trois masses forment les sommets d’un triangle, qui dégénere en une droite
ou en point lorqu’il y a collision. Pour visualiser cet espace en dimension 3,
on identifie les triangles qui different par une rotation directe. L’espace des
triangles orientés forme alors I'espace y/SO(2).

Le probleme étant ainsi réduit, ceci a conduit Poincaré a chercher des tra-
jectoires pseudo-périodiques dans le prableme des trois corps, ol les distances
mutuelles sont des fonctions périodiques.

Dans 'espace v/SO(3), on considére ta sphere 7 = 1, la taille du trian-
gle étant normalisée par son moment d’inertie. On intr oclult les coordonnées
suivantes.

Soit. 7 : x — C?, I'application de Jacobi

e [ L \f LU
(1,4 ‘)71) (—91’#.2)-— E(-Ln—ﬂ/z)x g(ml*é“(-le-*-.lr:x)) y

et I =|z1)% + |z2]*. Cette application est un isomorphisme et SO(2) agit par
Paction diagonale (z1,za) = (e¥zy,ezy), et x/SO(2) est identifié & C>/S*.
Le quotient est réalisé avec l’apphcal,lon de Hopl
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K: C* —PR?
- - , \ T e {2 - 12 o=
(21, 22) = (g, ua + iuy) = (|21]7 = |22]?, 22122),

et 1 =1 est envoyé par K o7 sur la sphere unité S* de B (u3 +u3 +ud = 1).
Les calculs montrent que les distances sont données par
oy = V2|z,

Tz = |V3/2z0 + (1/\/5)3] Iy
rya = |/3/220 — (1/V2)z1].

La sphére S? représente 1'espace des triangles orienfés normalisés et contieni,

des sous-ensembles remarquables qui sont les suivants et que l'on représenie

sur la figure 4.2 :

e les poles Nord et Sud correspondent aux points de Lagrange L, L., ol
les trois masses occupent les sommets d’un triangle équilatéral ;

e le plan équatorial C coupe S? en I'équateur et correspond aux classes de
triangles dont les sommets sont alignés, les points de collisions binaires
entre les masses étant notés C;, 7 = 1,2,3, ou Cj, k # 1,7, désigne la
collision entre ¢ et j. On obtient

_ 1 V3
C] = (—J,,0,0), C'_)_ = (— ,0) ) 03 = (3,—7,0)

<

Fig. 4.2. lspace des triangles orientés

Parmi les configurations colinéaires, trois correspondent & des situations
Fy, Ia, Fy ot Pune des masses 2 est an milieu des deux autres et les F; corre-
spondent aux points d’Euler et soni en opposition avec les points C;.

En joignant le péle Nord aux six points précédents, on définit trois plans
méridiens notés My, My, My, Ces méridiens représentent trois classes de tri-
angles isocéles.
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4.7.3 Construction de la trajectoire en huit

On indique les étapes de construction (voir [20] pour plus de détails, et une
présentation compléte).

Une premiére remarque résulte du corollaire 8. Si x(t) est une trajecloire
périodique du probléme des N corps alors la trajectoire homothélique X (¢) =
,\a;(/\"ﬂ/ 275) est. aussi une solution périodique, le rapport des périodes étant
A2 ot 1es Hamiltoniens correspondants vérifiant Hiy = A H | Dans le cas
des masses égales, la normalisation I = 1 représente la sphére ordinaire et ’on
a le lemme suivant.

Lemme 32. On peul soil fixer la période, soil flxer énergie, et les lrajectoires
périodiques homolhétiques se projetlent sur la sphére T =1.

La premiére étape de la construction est la snivante.
Llape 1.

Si T est la période, 1/12 de I'orbite est obtenue en minimisant I'action

T 1

§= (;K +V)dt, T =T/12,

Jo =4
y i . Iy sox s X a P

sur 'espace des courbes absolument continues, & dérivées dans L= qui partent
d’une configuration d’Euler, par exemple Fy (ol la masse my est  Pinstant
0 au milieu des deux autres) sur la configuration isoctle My ol r1» = ryy.

Pour appliquer un théoréme d’existence standard, on doit montrer qu'unc
trajectoire minimisante évite une collision.

Lemme 33. 57 une courbe admel une collision double ou triple, son aclion esl
supérieure a Paclion Sa du probléme des 2 corps, a masse unilé, correspondant
aw conditions ltimites swivanies : en t =0, les deur masses soni en collision
et o vitesse nulle en T.

On compare ensuite Ss caleulé 4 partir du probléme de Kepler, & Paction
d’un chemin obtenu de la lagon suivante.

Proposition 47. Considérons sur la sphére les courbes équipotentielles V =
cste. Alors les lrois points d’Euler sonl situés sur une méme courbe de
niveau dite équipotentielle d’Fuler, représentée sur la fiqgure J.3. Celle courbe
Jorme un double revélement de U'équateur el est invariante relativemnent a une
réflexion par rapport au plan méridien M, el la composée d’une réflexion par
rapport o Uéquateuwr el au plan méridien M.

Une famille de courbes test est formée par les courbes 4 moment cinélique
nul qui se projettent sur la portion d’équipotenticlle d’Euler, reliant Ey & My,
la courbe étant parcourne & vitesse constante et joignant £y a Ay en un temps
T =T/12.
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Fig. 4.3. Equipotentielle d'Tuler

Proposition 48. Une courbe minimisante évite les collisions el vérifie les
condilions d’Fuler-Lagrange, avec les conditions de transversalité qui s’écerivent
p(0) L Eg et p(T') L M), sous forme Hamiltonienne.

Etape 2.

On montre que le probléme précédent se projette sur y/SO(3) en un probleme
de minimisation d’une action réduite. Pour cela, on utilise la décomposition
(dite de Saari) de 'énergic cinétique en

K = I\’V‘,-,y] -+ ](rnh

olt IKpoy = M?/I, M étant le moment cinétique, I$,.q correspondant i une
métrique sur 'espace quotient, x/SO(2). Les conditions limites du probleme
étant invariantes par SO(2), on se raméne a minimiser 'action réduite

T
Srud = / (SI(N:J -+ V.>df-
JO i

~
<

et puisque K > I,.4, une courbe minimisante du probleme réduit se releve
en une courbe minimisante 4 moment cinétique nul oit K = K,.4, via une
multiplication par un élément g(t) € SO(3). Le relevement est unique a une
rotation rigide pres.
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Elope 3 : complélion par symélrie.

La portion de courbe minimisante définie sur [0,7/12] est prolongée par
symétrie et possede le méme groupe de symétrie que la courbe équipotentielle,
dont elle partagela forme représentée sur la Fig. 4.3. La prolongation est la
suivante : la premiere portion joint Fy &4 M et est prolongée par symétrie de
My & Es, la symétrie étant une réflexion par rapport & A,. La condition de
transversalité en A7 est ici une relation d’orthogonalité, le Lagrangien étant
invariant par cette réflexion. On prolonge ensuile la courbe de £y 4 £y, la
symétrie étant la composée d’une réfllexion avec I'équateur avec une réflexion
avec le méridien Adfs.

Au bout d'une période T/2, le point esl revenn an point initial, mais les
vitesses sont distinctes (voir Fig. 4.3).

Cette courbe se reléve en une trajectoire périodique a moment cinétique
nul et qui possede les propriétés snivantes :

o deOaT /3, temps nécessaire a aller de Ey 4 Iy, on réalise une permutation
des masses ;

e apres un temps T/’l._ la configuration isocele M) revient sur elle méme
modulo une réflexion.

Les configurations sont représentées sur la figure 4.4.

La figure posséde une symétrie induite par 'action du groupe de Klein
Zg X Za. On la représente par action sur la trajectoire c(f) de la masse 3. En
notant g et 7 les générateurs du groupe de Klein, on définit 'action sur R

ol=t+T/2, 74=~t+T/2,

et 'action sur R?
o.(2,) = (=a,y), T-(2.1) = (3, —y),

représentant la symétrie par rapport aux axes et la (rajectoire ¢(f) vérifie
clo.t) = a.c(t), c(r.t) = 7.c(t).

Il est conjecturé que la courbe obtenne est convexe, mais le résultal prouvé
est que la courbe a bien la forme ’un huit car on montre que les lobes sont:
étoilés en 0.

4.7.4 Le concept de chorégraphie

Le type de trajectoires périodiques obienues conduit & introduire le concept
suivant.

Définition 59. Considérons le probléme des N corps plan, ot les masses sont
égales. Fixons la période a N. On appelle chorégraphie une solulion périodique
z(t) = (zo(t), ..., 2n-1(1)) vérifiant
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Fig. 4.4. Positions remarquables dans le probléme des trois corps

zi)=cl+j), 7=0,...,N—1,
ol ¢ est une irajectoire périodique du plan, de période N.
On a donc le résultat suivant.

Théoréme 33. Pour le probléme des 3 corps plan ¢ masse égale, on a con-
struit devx lypes de chorégraphies ayant des classes d'homotopie distincies
sur Vespace des configurations sans collision :

1. lo solution de Lagrange, on les trois masses décrivend une courbe circu-
laire ;

2. la solution de Chenciner et Montgomery o les trois masses décrivent un
hasit.

Cd

-

4.8 Notes et sources

Le caclul des trajectoires périodiques en mécanique céleste est central dans
Pocuvre de Poincaré, qui est par ailleurs a 'origine de la technique de con-
tinuation et de son application pour prolonger les trajectoires circulaires
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du probleme de Kepler ; il a aussi utilisé la méthode variationnelle jointe
a des considératlions topologiques pour montrer lexisience de irajectoires
périodiques, sa contribution restant heuristique (voir [58]). Notre présentation
de la méthode de continuation, et son application pour calculer des trajectoires
périodiques par perturbation des trajectoires circulaires, suit [53], gui contient
par ailleurs d’autres applications au probléme des frois corps (voir aussi [54]).
Les préliminaires au calcul des solutions périodiques via le principe de moin-
dre action sont fondés sur [50], ouvrage consacré au probleme de
Putilisation des méthodes variationnelles pour le calcul de trajectoires
périodigues pour les systémes Hamiltoniens (voir aussi [42] pour D'existence
de géodésiques périodiques en géoméirie Riemanniennc). L'article de Gor-
don [32] interpréte les trajectoires périodiques du probleme de Kepler, avec
ou sans collisions, dans le cadre variationnel. I contient (en les corrigeant)
les résultats de Poincaré sur Pexistence de trajectoires périodiques dans le
problémes des trois corps, avec I'hypotheése de potentiel fort. La présentation
du huif est basée est fondée sur Varticle [20] (voir aussi [55] pour un article
descriptif sans détails techniques). L’article [21] contient une généralisation cu
huit en montrant 'existence de chorégraphies dans le probleme des N corps,
essentiellement avec hypothése du potentiel fort. I contient également des
résultats de simulations numériques de chorégraphies.
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Controélabilité des systémes non linéaires
et le probleme de contréle d’attitude
d’un satellite rigide

5.1 Controlabilité des systémes avec des controles
constants par morceaux

Dans cettie section, M désigne une variété lisse (C™> ou C*) de dimension n,
connexe el & base dénombrable. On note TAf le fibré tangent ct 1™ A le Bbré
cotangent. On désigne par V(Af) l'ensemble des champs de vecteurs lisses sur
M, et diff(A) Vensemble des dilféomorphismes lisses.

Définition 60. Soient X,Y € V(M), et f une fonction lisse sur M. La
dérivée de Lie de [ swivant X esl définie par Ly [ = df(X). Le crochet de
Lie est colculé avec lo convention [X,Y| = In-o Ly — Ly o Ly-. [l s'écril en
coordonnées locales
i = X))

N.Y(g) = ——=Y(q) — —=X(qg).

(X, Y](a) 94 (4) 2 (9)
Définition 61. Soit X € V(A!). On nole q(i,q0) la solution mazimale de
g(t) = X{q(1)) telle que ¢(0) = qu. On nole exptX le groupe local & un
paramélre associd @ X. On a ainsi ¢(t,q0) = (exptX)(qo). Le champ de
vectewrs X est dit complel si les lrajecloires sonl définies sur R.

Définition 62. Un polysysiéme D esl une famille {X; i € I} de champs
de vecteurs. On nole aussi D la distribulion associée ¢ D, ¢’est @ dire g —
{Xi(q) | g € M}, . La distribution est dile involutive si [X;, X;]) € D, pour
tous X, Xy € D.

Définition 63. Soit D un polysystéme. On nole D4, Ualgébre de Lie en-
gendrée par D ; c¢’est une distribution involutive caleulée récursivement de la
fagon suivanie :

Dl = {IJ}n.u., DQ = {DI + [Dl: ]Jl]}l;.u.s Dk = {Dk*] -+ [DISDL‘-“*I]}!L‘U.?



104 5 Controle d’attitude d'un satellite rigide

et

Dy = U Dy..

k>

Définition 64. Un systéme sur M est défini en coordonnées locales par une
équation de la forme

q(t) = f(q(t),u(t)), q(1) € M, u(t) e U CR™,

ou f est lisse el u est le contréle. Pour éludier la contrélabililé des systémes,
on peut restreindre la classe des conlréles admissibles a Uensemble U des ap-
plications constanles par morceauxr o valewrs dans le domaine de conirdle
U. Pour u € U on note q(i,qu,u) la solution mazimale associée partani
d’une condition initiale en 1 = 0 égale o qu. Soit gy € M fixé, on nole
At(qo, T) = Uneuq(t,qn,u) lensemble des points accessibles en un temps
T > 0 et AY(qu) = Ursodt(qo, T) Vensemble des poinis accessibles. Le
systéme est dit contrélable en un temps T si AT (qo, T) = M pour lout gy € M
el contrélable si AT (qy) = M pour tout qo € M. De fagon analogue, on note
A7 (qo,T) Uensemble des points que 'on peut recaler en go en un temps T
et A7 (qy) Uensemble des €lals recalables en qy. Le systéme est dit localement
contrélable en qo si, pour tout T > 0, les ensembles AY(qo,T) et A™(qo,T)
sont des voisinages de gq.

Définition 65. Considérons un systéme sur une variété M, ¢ = f(q,u), v €
U. On peul lui associer le polysystéme D = {f(-,u) | u constant, uw € U}. On
définit ensemble Sy (D) par

k
Sp(D) = {oxpi«]X, o--roexpt X |[REN, ;2 0et ZL; =T, X; € D}
i=1
et on nole S(D) le semi-groupe local défini par S(D) = Ur>oST(D). On note
G(D) le groupe local engendré par S(D), ¢’est ¢ dire

G(D) =A{expt1Xjo0---oexplp Xy | k€N, t; € R, X; € D}.

Lemme 34. 1. L’ensemble des poinis accessibles de qy en un temps T esl
donné par

A% (0. T) = Sr(D)(go)-
2. L'ensemble des points accessibles de qp est Vorbile de S{D)

A+((j(l) = 8(D)(q)-

Définition 66. Soil D un polysystéme sur M. Par extension, on dil que D esl
controlable si S(D)(qo) = M, pour toul gy € M. L'orbile de qy est définie par
O(qo) = G(D)(qo) ; D est dit faiblement conirélable si O(qg) = M, pour tout
qo € M. On dit que le polysystéme satisfail la condition du rang si D4 1, (q0) =
Ty, pour toul gy € M.
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Définition 67. Soil un systéme ¢ = f(q,u), uw € U, sur M, el soit D le
polysystéme associe. On dit que le systéme est affine $'il existe m + 1 champs
de vecteurs Fo, Fy, ..., Fy, lels que f(g,u) = Fo(q) + Yl wili(q) ot u =
(U1y ooy Upy).

Le systéme esl dit symétrique st X € D implique ~X € D.

Théoréme 34 (Chow). Soil un systeme ¢ = [(q,u), u € U, sur M, et soit
D le polysystéme associé. Si D vérifie la condition du rang alors le systéme
est faiblement contrélable.

Prewve. On va indiquer dans un contexte stmplifié la preuve de ce résultat
clef de la théorie des systemes non linéaires. Considérons le cas ou Al = R?
et D contient deux champs X,V tels que le rang de X, Y, [X, Y], soit égal &
3 en tout point gy de M. On va monirer alors que G(D){(qp) est un voisinage
de qo, ce qui est suffisant, pour prouver I'assertion car A4 est connexe.

Soit A un réel. Considérons Papplication

0y ¢ (f1,ta,13) — exp AX expigY exp —AX exp laY exp £1.X (qa).

On va montrer que pour A petit et non nul, ¢, est une immersion en 0. En
utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorfl, on obtient

] C Mao
@ty o, t3) = exp(tr X + (f2 + £3)Y + T‘{_;\’Y] + -+ N qo)-
On en déduit;
) Do, ey - A
e 2 W e _ =Y (q0), —y 2N,y A).
Ot =0 (), Ola =0 (1) O3 |1=0 (q('))+2[ (go)+o(A)

Ainsi pour A petit et non nul, le rang de ¢, en 0 est 3. Done G(D)(gp) est un
voisinage de qg.

Corollaire 14. 5i un systéme est symélrique el vérifie la condition du ranyg,
alors il est contrélable.

Preuwwve. Si D est symétrique, G(D) = S(1).

Proposition 49. On suppose que le systéme vérifie lo condition du rang.
Alors pour tout qo € M et lout voisinage V de qq, il exisie un owvert UT
non vide contenu dans V N A" (qg) el un owverl U™ non wvide contenu dans
VN A~ (q).

Preuve. Soit gy € M. Si dimM > 1, il existe Xy € D tel que Xy(qq) # 0,
sinon D 4.1, (qy) = 0. Considérons la courbe intégrale ay : L + exptX;(qn). Si
dim M > 2, il existe dans tout voisinage V' de gp un point g = exp 11X, (qo),
ty > 0 et un champ de vecteur X5 € D tel que X; et Xa ne soient pas
colinéaires en g, sinon dim(D4.5.(¢0)) = 1. En itérant la construction, on
obtient, un ouvert U* non vide contenu dans V N A+ (gq). En changeant ¢ en
—t on construit de méme un ouvert U™ non vide contenu dans V N A~ (¢n).
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Contrélabilité et Poisson stabilité

On rappelle le concept de Poisson stabilité, important pour caractériser la
controlabilité des systemes mécaniques.

Définition 68. Soient X € V(M) ¢t qn € M. On suppose que X est complet.
Le point gy est Poisson stable si pour lout voisinage V de qy el lout T > 0, il
existe by, tp 2 T lels que g(t1,q0) et q(—la,qo) appartiennent & V. Le champ
est dit Poisson stable si presque Lous les points sont stables au sens de Poisson.

Proposition 50. Soil D un polysysieme sur M associé da un systéeme sur A
el vérifiant lo condition du rang. On suppose de plus que chaque champ de
vecteurs de D est Poisson stable. Alors le systéme est. contrélable.

Prewve. Soient qq, ) deux éléments de A1, Montrons qu'il existe Xy, ..., X, €
Detty,... tr >0 tels que

g1 = (expt1X1)...(exp X)) (q0).

En ntilisant, la proposition 49, il existe deux ouverts Ut e, U™ tels que Ut C
AT (g12) et U™ C A~ (qu). Pour montrer le résullat il suffit de montrer qu'il
existe gy € U™ el ¢} € U™ tels que ¢} soit accessible de gfy. D’aprés le théoréme
de Chow, il existe p champs Y; de D el des temps s; positils ou négatifs tels
que

qy = (exps1¥7) ... (expspY;)(gp)-

Dans la séquence précédente chacun des champs Y; est Poisson stable. Con-
sidérons done un are (exp s;¥%){(q) d’extrémité e, ot 54 est négatif. On peut
remplacer ¢ par un point voisin ¢’, stable au sens de Poisson ct trouver un
temps sj, positil de sorte que {exp s,1%)(g’) soit voisin de e. Le résultat en
découle.

Controélabilité et technique d’élargissement

Lemme 35. Soil D un polysysiéme qui vérific la condition du rang. Le
polysystéme est contrélable si et seulement si Uadhérence de S(D)(qp) est M
pour toul gy € M.

Prewve. Appliquer la proposition 49.

Définition 69. Soient D, D’ devx polysystémes vérifiant la condition du rang.
On dil que D et D' sonl équivalents si pour lout qo € M, S(D)(q) =
S(D"){qu). L'union des polysystémes équivalents a D s’appelle le saluré de
D el se note sat D.
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Proposition 51. Soil D un polysystéme.
1. 8i X € D el X esl Poisson stable, alors —X € sat D.

2. Le cone convexe engendré par est inclus dans sat D,
2. Le cone convexe engendré par D est inclus dan D

Preuve, L’assertion 1) résulte de la preuve de la proposition 50. Prouvons 2).
Clairement si X € D | alors AX € sat D pour tout A > 0 (reparamétrer). Si
X,Y € D, en utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorfl on obtient

t 1 1
H exp—Xexp—=Y =expt(X+1)+o0 (—) .
n n n

n fais
En faisant tendre n vers 'infini on obtient bien que X 4+ Y appartient a sat D.

Théoreme 35. Considérons sur M un systéme de la forme

m

dq(t) = Fy(g(t) + Z?'I‘E(L)E((](Il))’
k=1

di

ot u;(-) est une application constanle par morceaus o valeurs dons {—1,+1}.
On suppose que Fy est Poisson stable. Si en toul point le rang de Ualgébre de
Lie {Fyo, F\,...,Fy}a.n. est égal o la dimension de M, alors le systéme est
contréladle. La condition esl oussi nécessaire dans le cas onalylique.

Preuwve. Notons D le polysystéme associé au systeme. On abserve que Dy, =
{Fo,F\, .., Finta.n, et done le systéme vérifie la condition du rang. la
controlabilité de D équivaut 4 la contrélabilité du saturé de D. Par con-
vexité, Fyy € sat D ct comme Fy est Poisson stable £F, € sat D. Ainsi sat D
contient le polysysteme symétrique {£Fy, £Fy,...,£F,}, qui vérifie la con-
dition du rang. Ce polysystéme est controlable d’aprés le corollaive 14. Dans
le cas analytique, la condition du rang est aussi nécessaire d’aprés le théoréme
de Nagano-Sussmann (voir [67, 10]).

5.2 Controélabilité d’un satellite rigide gouverné
par des rétro-fusées

5.2.1 Equations du mouvement

Le mouvement du satellite est caractérisé par le déplacement de son cen-
tre de pravité O, qui est celui d'un point matéricl dans un champ central
et son orientation, dite attitude, dans 'espace, mesurée par rapport i un
référentiel orthonormé direct d’origine O, noté k = (e, ea, e3) ¢t dont les axes
occupent des dircctions fixes dans Iespace. Cette attitude est caractérisée
par la position par rapport a &k d'un repere d’origine O lié au solide et noté
K(t)y = (Ey (1), Ba{t), E4 (1)), supposé orthonormé direct. En d'antres termes,
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lattitude du satellite est donnée par la matrice (1), appelée matrice des cos-
inus directeurs, et définie par R(1) = (v (£))1<ijgn, 00 73 (1) = (Ei(t), e5) est
le produit scalaire usunel entre E;(%) et e;.

La matrice R(f) est un élément de SO(3) (groupe des matrices or-
thonormées directes d’ordre 3), et représente la matrice de passage du repere
mobile K (t) au repere fixe k. Chaque vecteur de R? pent étre mesuré dans
le repere & ou dans le repere J¢. Si v est un vecteur mesuré dans k et V' ce
vecteur mesuré dans IC, on a la relation V = Ru.

Le satellite étant un corps solide, la mdécanique nous enseigne que pour
un tel corps, on peut choisir un repére mobile I particulier dit repére princi-
pal d’inertie du solide, ce que 'on supposera par la snite. On fait également
I'hypothése que le repere & est Galiléen, ce qui revient & négliger I'influence
de Pattraction terrestre.

Les équations décrivant le contréle d’aititude d’un satellite rigide gouverné
par des rétro-fusées sont alors celles déerivant le mouvement d’un solide autour
de son centre de gravité soumis A Vaction de couples créés par des rétro-fusées.
Les principes [ondamentaux de la dynamigue el la méthode du repére mobile
conduisent anx équations suivantes :

AR 0 25 =
T{({) =S(2()HR(I), ou S(2)= |-y 0 (5.1)
o Oy = 0
df ;
I Tn‘]([) = (In = I3)2a(£)23(8) + Fi (1)
dﬁ'i
In (h‘.— () = (Is = 1)) 2, (1) 23(1) + Fa(t) (5.2)
([Q; N
f:;m—;(t) = (I) = I2) 0 (1)82:(1) + Fy(t)
L’équation (5.1) équivaut a la définition du vecteur vitesse angulaire w

dq

du solide, i.e. l(t,) = w(l) A q(t), oll g(1) désigne un point guelconque du

satellite, le vecteur 2 = €2y, 25, 24) désignant ce vectewr mesuré dans le
référentiel mobile, 2(t) = R(t)w(t), un vecteur 2 de B? g’identifiant & une
matrice symétrique S(2) d’ordre 3.

L’équation (5.2) s’appelle Péquation d’Euler du corps solide. Elle déerit
le mouvement du vectewr vitesse angulaire £2(1) mesuré dans le référenciel
mobile. Les scalaires I; sont les moments d’inertic principanx du solide, sup-
posés tous distinets et ordonnés avec la convention 77 > 7o > I3 > 0. Le
vecteur [(t) de composantes (7 (1), F5(t), Fu(1)) représente le moment des
forces extérieures appliquées au satellite, mesuré également dans le repere
mobile. Si m(f) désigne le moment cinétique du solide mesuré dans k, AL(1)
ce moment mesuré dans IC(2), alors M (L) = R(t)m(t) et 'éguation d’Euler
s'éerit

%(t) = M(t) A (1) + F(1).
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Dans le probleme éludié, les couples sont. créés par des rétro-fusées fixées
au satellite. On suppose que ces fnsées sont conplées pour émettre du gaz dans
deux directions opposées. Pour un tel couple, le moment, des [orces appliquées
peut donc s'éerire (Fy (1), Fo(t), Fx(t)) = u(1)(I1b', Inb?, I;6°%), ot (b', 5%, 0%)
sont des constantes, et w(t) désigne nne application constante par morceaux
définie sur [O,T] et & valeurs dans {-1,0,1}. Si le dispositif de contréle est
constitué de m couples de rétro-fusées, on obtient le systéme

dR
dt
df?

(1) = S(2())R()
m
(1) = Q) + Y _ ux(t)by
k=1
olt Q(12y,2s, 23) = (0102024, as 1 2y, a3021(2) avec ay = (Io — L), ag =
(In —Il)L;], ag = (I —. 3)1'3'1, ol chaque () est une applicalion constante
par niorceaux a valeurs dans {1,0,—1} et les vecteurs by sont des champs
de vecteurs contants de B3, Les équations (5.3) décrivent un systéme sur
S0(3) x B*, un élément de SO(3) étant représenté par une matrice 3 x 3. Le
systéme est plongé dans R!°.

5.2.2 Le probléme du choix de la représentation

Dans la suite, on utilise la représentation du mouvement par (5.3) mais
il est important de discuter ici le probleme du choix de la représentation.
La représentation classique utilisant le vecteur vitesse angulaire mesuré dans
le référentiel mobile a une interprétation géométrique. En effet la vitesse du
solide R(t) est un vecteur tangent a SO(3) en R(1) et peut étre transporté en
vecteur tangent a l'identité en utilisant les translations & gauche ou a droite
sur SO(3). Les dcux vecteurs ainsi obtenus représentent respecltivement le
vecteur vitesse angulaire mesuré dans le référentiel mobile, noté 2 et dans le
rélérentiel fixe noté w. L'introduction du vecteur £2 exprime Pinvariance du
mouvement libre par rapport au choix d’une attitude initiale car le mouvement
du systéme libre est celui d'un systéme mécanique associé & un Lagrangien
L =T, on T est 'éncrgic cindlique du systeme, T = $(1 Q7 + 1023 + T1023),
qui est invariante par les translations A gauche sur SO(3). Cela se traduit, dans
les équations par le découplage de I'évolution du vecteur vitesse angulaire par
rapport a l'attitude, ce qui n’est pas le cas du vecleur vitesse.

Le sysléme peut étre décrit sur RS par le choix d'une carte sur SO(3).
Ce choix introduit des singularités et par ailleurs il ne doil pas élre quel-
conque mais fondé sur une volonté de metire en évidence une propriété du
systeme libre ou sur une intuition d’une certaine loi de commande. INustrons
cela sur deux exemples. Les angles d’Euler forment une paramétrisation clas-
sique de SO(3). Cependant ces angles permettent de visualiser le ynauvement
d’une toupie symétrique qui se décompose dans ces angles en trois mouve-
ments périodiques. Le systeme est Liouville intégrable et les angles d’Euler
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sont des angles canoniques pour représenter les trajectoires. Ils sont impro-
pres & représenter notre mouvement libre ef une visnalisation adaptée est celle
de Poinsot, qui sera appliquée ultérienrement. Par ailleurs les angles d’Euler
peuvent étre utilisés pour représenter des changements d’attitude par rota-
tions successives autour des axes d’inertie. Par contre, ils sonl impropres &
toute tentative pour décrire d’autres lois de commande.

Une antre carte sur SO(3) utilise le théoréme d’Kuler, une rotation de R?
étant représentée par son axe ct son angle de rotation. Cette carte est adaptée
an calcul d’une loi de commande on 'on opére le changement d’altitude en
forgant la satellite & tourner autour d’un axe fixe et a nulle autre loi de com-
mande.

L’introduction des quaternions pour 'étude du probléme est intéressante
pour deux raigons. D'un point de vue numérique elle permet de plonger le
systeéme dans B” et non R'2, d’oil le gain de place. Cette représentation permet
de décrire des lois de stabilisation globales continues en utilisant, des techniques

de Liapunov, ce qui n’est pas possible en travaillant directement sur P'espace
des configurations SO(3). Cette représentation que 'on explique brigvement
consiste a relever le systéme sur le revétement universel de SO(3).

Le groupe nm]t‘mhcamf Sp(1) des quaternions est U'enemble des ¢ =
Z::U T, Z,]_U 27 = 1, la loi de multiplication étant le produit matriciel
ordinaire ol les »; sont, donnes par

1000 00-1 0
b= |O100] 000 -1
0010 100 0 |’
0001 010 0
0-100 00 0-1
e |LO 00| oo Lo
*Zloo o1 ™ [o-100
00 -10 1000

Sp(1) identifié A la sphere S¥ ec.t simplentent, connexe. Un quaternion pur est
un quaternion de la forme Z 1 Tt
Soil g € Sp(1) Considérons Pautomorphisnie intérienr T, (r) = grg™"'. Alors,

3 ) S - GTIT B 11 1T . L A e —
T, applique un quaternion pur sur un quaternion pur. Si 7, (Zi:] .L,"U,‘) =

Z';"_l atv;, on peut éerire 7t = E;:l aij(g)xj et II(g) = (aij(a))iijgs est
unc matyice de SO(3). Clairement, 17(gq¢’) = IT(g)II(q') et Vapplication [T
est une représentation de Sp(1) par des matrices de rotations de H*.

Tout. quaternion ¢ peut s'éerire g = ((:os '139) M + (sm —r’)) v ol v est un
quaternion pur et on vérifie alors que IT(g) est la rotation d’axe orienté v et
d’angle 0. Donc JI(Sp(1)) = SO(3) et le noyau de IT cst constitué de deux
quaternions vy et —ug.

On a construit le revétement universel de SO(3) par Sp(1) et le systéme
(5.3) peut étre relevé en un systéme sur Sp(1) xR, En utilisant la rerésentation
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des quaternions par des maltrices d’ordre 4, le systeme s'éerit

3 4 3
d g
o Z (v | = Z —21(!1'(/,)1),' Z:z:,;(r’:)'z,ri
i=0 i=0 i=0
oll 1,63 = —1, ga = 1 et £2(1) est solution de Péquation d’Enler. Le systéme

ainsi obtenm sur Sp(1) x ¥ peut étre ohservé dans SO(3) x R* A Taide de
Papplication (g, 2) — (11{q), 2) et domne les Lrajectoires du satellite rigide
gouverné par des rétro-fusées.

5.2.3 Propriétés des trajectoires de la partie libre

Lorsqw’aucun couple n’est appliqué, le mouvement du satellite est un mouve-
ment dit. d’Euler-Poinsot dont on rappelle les propriétés que Pon va ensuite
utiliser pour controler le systéeme.

Lemme 36. Lorsque le systéme est libre, les équations du sysiéme sont les

équations d’'Buler-Lagrange associé au Lagrangien L donné par Uénergic
cinétique du solide

(N2 + 1295 + 1,03) .

W=

Les trajectoires sonl bornées et le champ de vecleurs est Poisson stable.

Prewve. La premiere assertion résulte de la définition du mouvement du satel-
lite libre. Les trajectoires sont bornées car Pattitude R appartient & SO(3)
qui est compact, et la vitesse angulaire reste bornée car énergie cinétique du
systeme libre est constante. Le champ de vecteurs est donce Poisson stable,
d’apres le théoreme de Poincaré.

Lemme 37. Le sysiéme libre a quatre inlégroles premiéres indépendantes :
Iénergie cinélique et le moment cinéligue m mesuré par vapport o ['espace.

Solutions de la partie libre des équations d’Euler

On peut représenter les trajectoires du vecteur vitesse angulaire §2, lorsque
le systéme est libl(}l en utilisant les intégrales premicres. En eflet Pénergie
cinétique L = 1 5°7_, 1;02% est conservée de méme que M? = Z'::l 207,
qui représente la lonﬂneln du moment cinétique A = Rm, mesuré dans
le référentiel mobile, m étant conservé et R étant une matrice de rotation
préservant les longueurs. Le vecteur M est défini par la relation M; = [;42;
ar I est un repere principal d'inertie. Les trajectoires se calculent alors en
intersectant les ellipsoides L = ¢; ot A% = ¢3 ol1 ¢, et ¢ sont deux constantes.
En particulier on peut repr caonim les trajectoires sur Vellipsoide d’inertie £
du solide correspondant a {2 | ¥ _”_J T;922 = 1}, Les points situds sur les axes
d'inertie sont des positions d’équilibre. Les points associés a F) ot £ sont des
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centres et les points associés & Fs sont des cols. Toutes les trajectoires sont
périodiques excepté quatre trajectoires qui sont les séparatrices joignant les
deux points cols antipodaux associés & Fo.

Par ailleurs d’un point de vue transcendental, les composantes de {2 se
calculent en utilisant les intégrales ellipliques et I'intégration numérique est
aisée.

Représentation de Poinsot

On peut visualiser le mouvement du satellite libre de la fagon suivante. Con-
sidérons la position de lellipsoide d'inertie £ = {§2 | Z'?__,, I;02? = 1} dans
le référentiel k, I(t) = 'R(t)E. Dans le rélérentiel fixe, le vecteur moment
cinétique m est constant. On vérifie que le plan I7 perpendiculaire & m est
w(t)
LV2

est done nulle. D’autre part, la distance notée OO’ de ce plan par rapport a

1
m,w) = Lv2. Elle est done constante.
NeTAd

Théoréme 36 (Poinsot). Lellipsoide d’inertie roule sans glisser sur un plan
fiwe I perpendiculaire au vecteur momenl cinétique.

tangent & Pellipsoide J(¢) au point £{4} = . La vitesse du point de contact

O est donnée par

Cette représentation permet de visualiser le mouvement du satellite en
faisant rouler sans glisser Dellipsoide sur le plan. Deux parametres car-
actérisent le mouvement.

1. La trajectoire dun point de contact de Pellipsolde dans le repére K (1),
appelée polhodie et similaire 4 la trajectoire du vecteur vitesse angulaire
£2(t) sur F décrite précédemment. On prend un angle @1 pour représenter
la phase de la variation du vecteur (2.

. La trajectoire de £(1) sur le plan IT est appelée herpolliodie et on désigne
par @, l'angle qui mesure dans le plan I la postion angulaire de £ par
rapport au point O”.

o

Le mouvement du satellite libre est donc déerit en général par les deux
monvements des angles @ et @2 qui oscillent avee des [réquences qui dépendent,
des conditions initiales,

b1 = w(e), Po =wa(c). i
Les trajectoires évoluent donc sur des tores 72. Les angles &, et @4 jouent
le role des angles d’Enler utilisés pour visualiser le monvement d’une toupie
symétrique et sont des coordonnées adaptées. Cette analyse démontre aussi
de facon tres fine la Poisson stabilité du systéme.
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Rotations uniformes

Il résulte clairement de (5.3) que le satellite libre décrit un mouvement,
de rotation uniforme si et seulement si les conditions initiales sont telles
que le vectenr (2 initial soit orienté le long des axes d'inertie principaux Fj,
le satellite tournant alors autour de cet axe avec une vitesse angulaire 2.

Sur Pellipsoide d'inertie, les positions d'équilibre associées sont des cols
lorsqu’elles appartiennent a Paxe intermédiaire Fy et sont donce instables au
sens de Liapunov. Les rotations uniformes autour de Fa sont donc instables.
En revanche les positions d’équilibre sur /<) ot Fy sont des centres el il résulte
de Uinterprétation de Poinsot que les rotations uniformes autonr de F, et £y
sont stables au sens de Liapunov.

Lemme 38. Les seules rotations uniformes du satellite sont celles correspon-
dant & un mouvemeni aviour d’un des axes principovs d’inertie el sont insla-
bles pour l'axe Ey et stables pour les aves Ey ou Py,

5.2.4 Conditions nécessaires et suffisantes de contrdolabilité
du satellite rigide

Le systéme (5.3) s’écrit, sous la forme

mn

dg

L1y = Fala(t) + S un() Fila(1),

dt k=1

ol ¢ = (R,2) € SO(3) x B, Iy est le systeme libre (S(2)R,Q(£2)), et
les Fy sont les champs de vecteurs (0,0y),...,(0,b,,), oi b, est un vecteur
constant de R¥ décrivant. le positionnement de la kiéme paire de rétro-fusées.
On suppose ici que les controles sont des fonctions constantes par morceaux
a valeurs dans {—1, +1}. On a le résultat suivant.

Théoreme 37. Considérons le cas ot m =1 ( c’esl & dire que le dispositif
de commande esl formé d'une seule paire de rélro-fusées. Alors le systéme
est conlrélable ¢ moins que deux des scalaires by soient nuls ou que \Jarb} =
+,/azbi, avec by = (b}, b7, bY).

Prewve. Le systeme libre Fy est Poisson stable et d’apres le théoreme 35, le
systéme est controlable si et sculement si Valgebre de Lie {Fy, F1}.a.0. est de
rang 6 en tout point de SO(3) x B3, 11 est donc nécessaire que le rang de
I'algebre de Lic {@,b1} ... soit égal & 3 en toul point de B3,

Commice @ est homogene, cette condition est réalisée si et seulement si la
sons-algébre de Lie des champs de vecteurs constants contenue {@Q, b1}.4.1. est
de rang 3. Le calcul montre que cette algebre de Lie est engendrée par les cing
vecteurs

H=0by, fo=1[Q, 1] AL f5=1Q, 1], f2],
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Ji=1Q, 1L fsl, s =@, f2], f2]-

Un calcul facile montre que le rang est 3 si et seulement si les (rois vecteurs

1y =0}, 83,89,

T2 =2"(a1b7b7, a,bll),,a,b](f)

fa =2'(a1bi (a2(0)? + aa(b])?), aabi (a1 (07)* + aa(b)
agbi(ar (07)* + aa(b

%),
0%):

sonf, indépendants.

Puisque a1,a3 > 0 et ay < 0, le rang de P'algebre de Lie {Q,by}a L. est
done égal & 3 en tout point de B3, & moins que deux des scalaires b} soient
nuls ou que \/ayby = &, /uzbi.

Par ailleurs remarquons que le sous-espace vectoriel de R'~ engendré par
les champs constants /7y, [[Fo, M), F1] et [[Fo, 1], [[Fo, F1], Fi]] coincide avec
Vespace vectoriel engendré par {(0, f1). (0, f2), (0, f3)}. Si les trois vecteurs
F;, i =1,2,38, sont indépendants, il comcide done avec Pespace engendré par
Vi=1(0,E;),1=1,2,3, on (E;) est la base canonique de R7.

Un calecul immédiat montre que le rang de la famille {[Fo, Vi] | ¢ = 1,2,3}
esl égal & 6 en tout point de SO(3) x B3 Le rang de Ialgébre de Lie
{Fo, Fi} 4., est donc 6 en tout point SO(3) x B? si cf seulement, si les trois
vecteurs [y, fu, f3 sont indépendants.

12

Interprétation géométrique et cas m > 2

Considérons Iéquation d’BEuler. Si deux des scalaires bi sont nuls, Je vecteur
by esl orienté le long d’un des axes principaux d’inertie du satellite ¢t 'axe
correspondant cst un espace vectoriel de dimension 1, invariant pour le mou-
vement,.

La condition \/ay b} = :t\/aTIJ} signifie que le vecteur by est contenu dans
un des plans donnés par les équations (/ay {2y = /0512, Ces plans sont des
espaces invariants pour les trajectoires des équations d'Euler qui sonf, formés
par les séparaftrices joignant les points cols antipodaux.

La condition de non controlabilité du cas m = 1 signific simplement que
le vecteur by est dans un espace vectoriel de dimension 1 ou 2 invariant, pour
Péquation différenticile (2 = Q(£2). On en dédnit la condition de controlabilité
dans le cas m = 2. Le systéme est confrélable a moins que l'espace veclo-
riel engendré par {by,..., by} soit 'un des deux plans invariants donnés par
Ja 2y = £\/azf2.

On a donc une caractérisation simple de la contralabilité de notre systéme
a priori complexe. D’un point de vue anecdotique notre caleul prouve que les
séparatrices des égnations d’Euler libres sont en fait des trajectoires planes.
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5.3 Construction géométrique d’une loi de commande
dans le probléeme de contréole d’attitude et locale
controlabilité

Dans la section précédente on a caractérisé la contrélabilité du systeéme en
utilisant la stabilité au sens de Poisson des trajectoires du systéme. Celte ap-
proche est peu constructive et la stabilité au sens de Poisson d’un systénie
pent conduire & des temps de transfert longs. Une approche constructive
est. développée maintenant. Elle utilise le concept de controlabilité locale
du vecteur vitesse angulaire et la trajectoire géodésique du déplacement, du
systeme libre. Pratiquement, elle peut étre implémentée avec des controles
constants par morceaux si = 2 oum = 3. Le cas m = 3 correspond & un
confrole complet du systénie et le cas m = 2 déerit le cas ot 'un des cou-
ples de rétro-fusées tombe en panne, le systéme conservant encore de bonnes
propriétés de controlabilité.

Proposition 52. Pour tous Ry, Ry € SO(3) et toul temps T > 0, il existe
2,82, € B2 tels que la solution du systéme associce au contréle nul el issue
en l =0 de (Ry,{2) alleigne Uattitude Ry avec une vitesse angulaire 2y, en
un ternps T.

Preuve. L'équation différentielle définissant le systeme libre décrit le mou-
vement des géodésiques de la structure Riemannienne de SO(3) définie par
Vénergie cinélique L = $(11 27 + 12023+ 13023). L’espace SO(3) est compact et
la structure Riemannienne est, complete. D'aprés le théoreme de Hopf-Rinow,
tout couple de points de SO(3) peuvent étre joints par une géodésique. Comme
le systeéme csl homogéne de degré 2, le temps de transfert peut étre choisi aussi
petit que 'on veut.

Principe de la commande

La. proposition précédente permet de déduire un principe de commande. Sup-
posons pour simplifier que la satellite soit gouverné par trois couples de
rétro-fusées, c’est a dire que Pon se place dans le cas m = 3. Supposons
également que 'on peut, [aive varier la poussée des rétro-fusées, c'est a dire
que les controles sont des applications analytiques par morceaux a valeurs
dans Vintervalle [—1, 1}. Il n’est pas restrictif de considérer la situation ol I'on
veul, transférer le systéme d'une attitude initiale Ry a une attitude finale Ry
toutes deux stalionmaires, c’est a dire ou le systeme est & vitesse nulle. En
eflet la vitesse angulaire peut étre mise & zéro en utilisant diverses méthodes,

Pour réaliser le changement d’attitude on calcule par exemple de fagon
numérique une géodésique joignant Ry a R;. On force ensuite le systéme a
suivre cette géodésique, en contrélant la vitesse de parcours sur cette courbe
pour réaliser le changement d’attitude dans le temps imposé. 11 est inbéressant
de comparer ce principe de commande d la loi décrite dans [52] fondée sur le
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théoreme d’Fuler et ot le changement d’attitude de #y & ) est eflfectué en
forgant le systeme a tourner autour de I'axe fixe dont la direction A est donnée
par la direction propre associée & la valeur propre unité de Ry Ry L Cetle loi
revient a forcer le systéme a se déplacer sur une géodésique de la structure
Riemannienne de SO(3) dans le cas ol le satellite est sphérique, c’est a dire
oil les moments d'inertie Iy, Is el I3 sont éganx.

La loi de contrdle que 'on indique est trés différente. Elle tient compte
de la géométric du satellite et présente un gain d’énergie important car la
totalité de Pénergic consommée est destinée non pas & forcer le systeme a
rester sur la géodésique puisque c’est la trajectoire du systéme libre, mais a
diminuer le temps de transfert. Le reste de cetle section exploite ce principe de
commande. La possibilité de placer le satellite sur la gdoddsique est associée
au probleme de contrélabilité locale du vecteur vitesse angulaire que T'on va
dans un premier temps étudier.

5.4 Locale controlabilité

Dans cetie section on considere un systéme de la forme

m

(1) = Folq(1)) + > _ uie(1)Fi (1),

fe=1

dq
dt

olig(t) € R" (dtnude locale) et le domaine de commande est convexifié, |uy| <
Soit go un équilibre associé au controle u = (uy, ..., Uy ) = 0.

Proposition 53. Soil
Ly = Veel {Fi(qo), ad FoFi(qo), . - -, ad" ™" FoFi(qo) | k= 1,...,m},

ot Uon note ad X.Y = [X,Y]. Si dim Li(qy) = n, alors le systéme est locale-
ment conirdlable.

Preuwve. Ce résullat est standard (voir par exemple [46]). En eflet introduisons

oo

0{(]0) et b, = Fi.(go). Alors le systéme linéarisé en qp est § = Ag +

A=

peq Ui, Un calenl facile montre que ad? FyF(qy) = APby, et la condition

Ly = R" équivaut donc a la condition que le systéme linéarisé est (OIlLlOldblC
Le résultat en découle.

Notre condition signifie qie la dérivée de Fréchet de 'applicalion extrémité
évaluée le long des trajectoires ¢(t) = gy associée au controle nul est de rang
maximumn.

Corollaire 15. Soit gy = (R0,0) un élat d'équilibre du saiellite associé o un
contrale nul. Alors la dimension de L\ {(qy) est 6 si el seulement sim 2 3 el
le systéme est localement contrélable en qq.
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Lemme 39. Soit 2 = Q(£2) un champ de vecteurs de R ow Q est homogéne
de degré 2. Soit b un vecteur constant. Alors le vecteur [b, [b, Q]| est colinéaire

o Q(b).

Preuve. Cetle propriété résulte de la formule de Baker-Canmpbell-Hausdor(T.
Notons ¢, le groupe & un paraniétre associé au champ de vecteurs b. Le champ
@, # @, image de @ par le diffdomorphisme ¢,, est donné en 0 par

o0 "

(o @)(0) = 3 S 0d"5Q(0) = [0, Q)

n=,0

et par interprétation du champ image, le membre de gauche est colinéaire a

Qb).

On en déduit la caractérisation de la locale controlabilité pour le satellite
rigide.

Proposition 54. Soit qy = (Ry,0) un élal d’équilibre du satellite. Alors le
systéme est localemend contrélable avee seulement deux poires de rélro-fusées o
moins que le plan engendré par {by, ba} soit I'un des deux plans a3827 —a, 23 =
0. Dans ce cas le sysiéme n'est pas contrélable.

Preuve. Soit P le plan engendré par {by,b2}. 51 P n'est pas un des deux plans
invariants par les équations d’Iuler libres 0 = Q(£2), alors il existe deux
droites Ru) et Rus dans ce plan de sorte que Q(v) et Q(vy) aient des directions
opposées par rapport 4 P. En d’autres termes, Pespace vectoriel engendré par
{b1,ba, [by, [b1, Q] [b2, [b2, @]} est tout B3, Clairement (voir par exemple [35]),
Porigine {2 = 0 est localement contrélable. On en déduit aisément en utilisant
encore [35] que {Ry, 0} est localement contrélable.

Remarque 14. L’approche de [35] est Jondée sur le principe du maximum
d’ordre supérieur et utilise la formule de Baker-Campbell-Hausdor pour car-
actériser la controlabilité locale. Elle est, constructive et conduit en fait & cal-
culer des lois constantes par morceaux, localement stabilisantes. D’un point
de vue pratique, on peut aussi calculer la synthése de la loi optimale associée
au temps minimal ou a la minimisation de 1'énergie consommeée.

On conclut par le résultat suivant de contrélabilité ol la preuve est con-
structive. On pent implémenter pratiquement la loi de commande avec m 2 2,
contrairement au théoréme 37.

Théoreme 38. Considérons le probléme de contrdle d’allitude
m
R= S(Q)R C) = Q(Q) -+ E wi b,
k=1
ot les conirdles by, sonl supposés constanls par morceaux, o valeurs dans
[—1,1], et.m = 2. Si Uorigine 2 = 0 est localement, contrélable pour I'équation
d’Euler, alors le sysiéme est contrélable.
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Preuve. Soient Ry, Ry € SO(3). On va montrer que 'on peut transf{érer ( Ry, 0)
arbitrairement pres de (R, 0). Notons R(t, Ry, {2) et £2(t, £24) la géodésique
issne de (Ko, 2n). D’apres la proposition 52, il existe f2y tel que la péodésique
associée au contréle nul issne de Ry avee la vitesse {2 transfere le systeme
en Ry en un temps T = 1. Comme 'équation des vitesses cst localement
contrélable, pour tout entier » il existe A, > 0 et un contréle u,, défini sur
[0,1/n] transférant 0 en A" {2y sans modifier Iattitude. La suite de contréles
donnés par

vy =, sur [0,1/n] et v =0suwr [1/n,1/n+1/\,]

transfere (Ry,0) en un point (R, 2,) ol lim, . (R,, 2,) = (R1,0). Le
résultat g'en dédnit car si I'équation des vitesses est localement controlable en
0, il résulte de la proposition 54 que 'équation des vitesses est controlable et
le systeme vérifie 1a condition du rang.

Le résultat précédent nécessite de calculer la géodésique. Dans la pratique
on peut faire des changements d’attitude en utilisant des chemins de SO(3)
formés par la concaténation d'arcs géodésiques, en particulier les rotations
stationnaires. Ce probléme est étudié dans la section suivante.

5.5 Controle d’attitude a ’aide de rotations successives

On désigne respectivement par Ay, As et Ay les matrices

000 00 -1 010
oo1l,looo |, [~-100],
0-10 10 0 000

qui correspondent & des matrices de rotations autour des axes principaux

d'inertie et on note £y = (1,0,0), £ = (0,1,0) et Ey = (0,0,1), la base
; 21 enhin 3 ot avr A 10 . e e

canonique, 5~ la sphére de R” ef exp A Uexponentielle d’une matrice A.

Lemme 40. Soit R € SO(3). Il existe x,0, ¢ € [0,27] tels que
R = (exp xAz)(exp 0A4; ) (exp pAy).

Prewve. Les trois angles sont en fait les angles d’Euler, mais on va les
définir en exploitant le fait que la sphére S coincide avee I'espace cuotient
S0O(3)/50(2).

Notons y Pélément 271 Fy de S*. On peut aller de y & £y en suivant sur
la sphere la parallele puis le méridien, ¢’est-a-dire en effectuant une rotation
d'axe Ej3 ci d’angle o € [0, 27| puis une rotation d’axe E; et I’angle 6 € [0, 27|,
ie.

Ey = (exp0Ay)(exp dAy)y.
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Le groupe G = {exp —x Az | x € [0, 27]} est le sous-groupe de SO(3) laissant
fixe le poinl By de S*. Posons T = (exp0A;)(exppAz)R™". Alors Tey = ey
el T € G. Donc il existe v tel que T' = cxp —y Ay, d’oi

R = (exp xAzs)(exp 8A;)(exp pAy).

Application 4 la commande

Dans le chemin précédent, on utilise les rotalions stationnaires stables autour
de F| et Ey mais on peut aussi concaténer des rotations autour des tLrois
axes distincts. En ayant choisi un tel chemin on peut alors construire une loi
de commande analogue a celle utilisée dans le théoreme 38. La propriéié de
locale controlabilité des vitesses permet de transférer le systeme d’nune rotation
stationnaire & unc autre. On présente plus en détails 1a loi de contréle utilisable
en supposant que le systéme est controlé par deux couples de rétro-fusées
(m = 2) orientées le long des axes K| el Eq, by = (1,0,0) et by = (0,0,1). Les
équations s’écrivent alors

%(f) = (Z Q,-(i,)AJR(L),

i=1
12
{_dt_l = a1 825(8)(24(1) + ur (t),
(].QA)
dt~ = 0‘2‘(’)1 ([)Q.'l(t)1
d 2y
_(,,_J = ag21(4) () + ua(t).

L’équation d’Fuler étant controlable, on peut se ramener au probleme de
transfert du systéme entre les états stationnaires (Rg, 0) et (R;,0). On procéde
de la fagon suivante. D’apres la décomposition précédente il existe des angles
tels que

Ry = (exp vAsz)(exp 04, (exp pAa) Ry,
Montrons qu'il existe une loi de commande transférant (Rg, 0) & (exp Ay, 0).
On observe que si #) = 0, les solutions issues de (Rg, 0) sont celles du systéme

dR = ) dsdy
= (1) = 2a(t)AsR(L), —= = ua(l),

car (21(t) = 25(1) = 0. En posant (1) = (exp ¢(L)Aa) Ry, ¢(1) vérifie

e (1) = ua(t) et $H(0) = 0.

On choisit une commande us pour transférer (0,0) sur (0, ¢), en utilisant par
exemple le probleme temps minimal. En itérant le processus on peut bien
réalisor le transfert.
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Remarque 15. La loi de commande précédente est simple, robuste, car on
n'utilise que les rotations stationnaires stables et implémentables avec deux
couples. Par conire si on veut {aire tourner le satellite d’un angle 0 = ¢ pe-
tit autour de Vaxe F, alors les angles d’'Euler sont ¢ = v = n/2 et 0 = ¢
et on doit donc faire basculer deux fois le satellite d’un angle de #/2 pour
opérer un petit changement d’attitude. Cependant on peut en utilisant une
loi exploitant la locale controlabilité éviter ce grand déplacement.

5.6 Notes et sources

Les résultats sur la controlabilité du satellite rigide sont extraits de [7].
L’idée originale d’'utiliser la Poisson stabilité pour étudier la contrélabilité
des systémes non linéaires est due & [48] et la technigue d’élargissement est
formalisée et utilisée dans [40]. L'utilisation du principe du maximum d’ordre
supérieur pour étudier la contrélabilité locale est une idée de Hermes [35],
voir aussi [36] en ce qui concerne son utilisation pour construire une loi de
stabilisation locale.
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Transfert orbital

6.1 Introduction

Un probléme important en mécanique spatiale est de transférer un engin
sonmis a 'attraction terrestre sur une ellipse I eplerienne ou en un point
de cette ellipse, pour le probleme de rendez-vous avec un autre engin. Ce
type de probléeme classique a été réactnalisé avec la technologie des motewrs
A poussée faible et continue. L'objectil de ce chapitre est d’appliquer les
techniques géométriques & l'analyse du systéme. Le systeme libre évoluant
dans le domaine elliptiqne du probleme de Kepler, toutes les trajectoires sont
périodiques, Ia controlabilité du systéme peut étre caractérisée en calculant
des crochets de Lie, d’apres la proposition 50 du chapitre précédent. De plns la
formule de Baker-Campbell-Hausdorfl permet de construire des lois de com-
mande locales. Une méthode simple et efficace pour réaliser le transfert orbital
avec des controles lisses est la méthode de stabilisation. La représentation du
systéme avec le moment cinétique et le vecteur de Laplace permet de con-
struire une loi de commande stabilisante élégante. On analyse le probleme
de transfert en temps minimal, qui reste ouvert. On utilise le principe du
maximum pour paramétrer les trajectoires optimales. On présente une bréve
analyse des extrémales, en mettant en particulier Uaccent sur I'analyse d'une
singularité du probleme observée expérimentalement : pour le probléme avec
poussée faible, le transfert sur une orbite géostationnaire présente une in-
version de poussée a un passage au périgée de Pellipse osculatrice. On ap-
plique les conditions du second ordre pour montrer Poptimalité de la trajec-
toire extrémale transférant le systeme d’une orbite basse et allongée & 1'orbite
géostationnaire.
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6.2 Modélisation du probléeme

L’engin spatial est assimilé a4 un point matériel de masse m, soumis i
Pattraction terrcstre et & une force de propulsion F. En premiére approxi-
mation, le systeme s’écrit

. q F .

qg=—p—+—, 6.1

Pt m (6.1)

oit ¢ désigne le vecteur position du satellite dans un référentiel IJJC dont
Vorigine est le centre de la terre, et p est le parametre d’attraction de la
planéte. Le systéme libre F = 0 correspond aux équations de Kepler. Pra-
tiquement, la poussée est limitée, |F| < Fiax, et on peut changer son orien-
tation. La propulsion se fait par éjection de matiere, & vitesse v, et il faut
rajouter au systéme I'équation

dm | ] .

— =L (6.2)

dl SRR
Dans le probleme a poussée faible, la force de poussée est petite comparée &
fa force d’attraction. L'état du systéme est © = (g, q). Le probléme a résondre
est de transférer le systéme d’un état initial & une orbite donnée (par exemple
géostationnaire) pour lc probleme de transfert orbital, ou en un point de cet
orbite.

6.3 Intégrale premiere de Laplace et intégration
des équations de Kepler

Proposition 55. Considérons l'équation de Kepler i = —,u—%. Les quanlilés
-

suivantes sonl conservees aw cours du. mouvement :

o c=qgAq§ (momend cinélique) ;
(

e L= ~,u‘i + ¢ A c (inlégrale de Laplace) ;
-

1o pn . A
e (g, q) = 50— él— (énergie).

Prenve. La conservation de D'énergie est standard et il en-est de méme
pour le moment cinétique. La conservation du vecteur de Laplace résulte du
degré d’homaogéndité du potenticl. Prouvons ce résultat. Soit ¢(f) une courbe
différentiable de R® et r(t) sa longueur. Puisque r* = ¢.¢ (produit scalaire),
on a .y = q.¢, et si g % 0 on obtient

d (g) _ri—rq _ (20)d—(a-4)g
di \r 2 g3 '

Avee (a Ab) A c = (a.c)b — (b.c)a, il vient
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d (q)z ((IAQ)AG.

di \r 3
Dot
d (q (gAg)Ag cAgq
—He (“) = 3 =3
dt \7 I r
et, avec § = —|

t—,
]

En intégrant avec ¢ constant, on obtient
q .
p(e + = ): gAc
r
ol e est un vecteur constant. On pose L = jre.

Lemme 41. On a les relations suwivantes entre les intégroles premiéres :

1. Le=0, et sic#0, L est contenu dans le plan du movvement.
2. L% =+ 2Hc.

Preuve. Puisque q.c = 0, on en déduit L.c = 0, d’oti 1). Prouvons 2). On a
L= —u;—{ +qAe,

donc
LL= u')ﬂ +(@GAe)(@hce)— 2[.1,%.((1' Ac).

- 9
2

Or | Acl=lalle

| sin(@)| ou @ est Iangle entre ¢ et ¢, donc
(GAe)? = ¢,
car g et ¢ sont orthogonaux. D’ol
2 o) q ..
LL=ypy +qgc — 2/1;.((_1 Ac).

En utilisant la relation du produit mixte, q.(G A ¢) = (g A §).c = ¢2, il vient

LL=p>+c ((jz - ‘ZH) = p? + 27 H,

1. 1 N ,
car H = _6(12 — ~. D’on le résultat.
2 r
Proposition 56. Si ¢ = 0, ¢ el ¢ restent alignés sur une droile el il y a
collision. Sic+#0, on a :



124 6 Transfert orbital

e si L =10, alors le mouvement est circulaire uniforme ;
o i LF#0 et H<O, alors la trajectoire est une ellipse donnée par

9
¢

" L) cos(@ — 6y)

ot Oy est Uangle du périgée ;
. cC (
e = —=A (L-i—/,t—]).
c? r
Preuve. Avec L = pe, la relation de Laplace s’écrit

q .
I (e{-;) =gAc,
et en faisant le produit scalaire avec ¢ il vient
pleg+r)=(qAc)g={(gNg).c=rcc

On a done deux cas :
2

. c oo : :
o sie = 0, alors p = — et le mouvement est circulaire, done circulaire
1
uniforme d’apres la loi des aires ;

o sies 0, alors e.g = |e|rcos f, ol f est I'angle entre e ef ¢, soit

c/n
ejeos [

T =
1+

On a donc prouvé 1) et 2) el |e| est 'excentricité de Vellipse. La relation 3)
revient & calculer g & partir des équations définissant ¢ et L.

Notations. On introduit les notations suivantes :

e I : projection (¢,4) — (¢, L) ;
4 E(={((]\([)|H<O,C#O}
e D={(¢,L)|cL=0, c#0, |L| <p}

Le résultat sulvant résulte de nos caleuls.

Proposition 57. 1. X, est union des orbites elliptigues.
2. 1{¥,)=D et X.=MI"(D).
3. La fibre IT""(c, L) consiste en une unique orbite orientée.

Définition 70. X, s'appelle le domaine elliptique (resp. domaine 2D-elliptique
dans le cas plan).
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6.4 Parametres orbitaux

Les coordonnées cartésiennes sont mesurées dans un référentiel 7.J I ot IJ est
le plan équatorial. Un point matériel sur une orbite IKeplerienne est repérable
par ses six paramefres orbitaux :

e lellipse orientée coupe le plan équatorial en denx points opposés qui for-
ment la ligne des noeuds et 'angle 2 désigne la longitude du noeud as-
cendant ;

e w est Pargument du périgée, angle entre ’'axe du noeud ascendant; et 'axe
du périgée ;

o i est 'inclinaison de Porbite par rapport au plan équatorial et représente
Pangle entre I{ et ¢ ;

a est le demi-grand axe de Dellipse et P le parametre de Iellipse ;

e son excenfricité ;

[ est Panomalie vraie, angle entre le point sur I'orbite par rapport & son
périgée.

La longitude vraie est 'angle ! entre I et g, que 'on écrit par abus de
notation ! = 2 4+ w + f, exprimant le fail, que Pon peut amener I sur g
avec trois rotations siccessives. On note de fagon identique la longitude dite
cumulée.

Les coordonnées précédentes présentent nne singularité dans le cas d’orbites
circulaires ou situées dans le plan équatorial. On préfere utiliser des parameétres
dits équinoxiaux évitant ces singularités. Ils sont donnés par a, e (vecteur ex-
centricité) colinéaire au vecteur de Lagrange, [ et le vecteur h colinéaire a la
ligne des nceuds et défini par

hy = tan(i/2) cos(§2), ha = tan(i/2)sin({2),

qui est nul pour les orbites équatoriales.
On introduit de plus

e1 = |efcos @, en = |e|sin,

oil @ est angle entre T et e.

6.5 Décomposition de la poussée

- a o s . s
Notons F; les champs de vectenrs — i = 1,2, 3, identifids respectivement i
i
I1,J, K. La force de propulsion s’écrit
3

F = Z'U‘,AF,-A,

i=1
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ol u; désigne les composantes cartésiennes du contréle. La force peut étre
décompaosée dans un repere mobile fixé & Pengin spatial. On en utilise deux
particuliers qui sont définis si g A ¢ 0 :

o le repere radial/orthoradial (7., F,,., I,.),

e le repére tangentiel/mormal (Fy, Fy,, FL),

selon que le premier vecteur est orienté le long de la position ou de la vitesse
de Pengin. Les denx premiers forment le plan osculateur et le troisieme est

normal & ce plan et donc colinéaire au vecteur moment cinétique ¢ = g A ¢,
les triedres étant orthonormés directs. Le systeéme s'éerit

3
mi = K(q) -+ Z ui Fj.

=1

En particulier, en notant v = (uy, u,, u.) la décomposition de v dans le repére
tangentiel/normal, on a w = R{(z)v, olt R est un élément de SO(3), groupe
des madtrices orthogonales directes, qui représente la matrice de passage du
repere cartésien au repeére mobile.

6.6 Méthode de variation des constantes

Pour comprendre 'effet de la propulsion, notamment dans le cas d’une poussée
faible, on utilise la méthode de variations des constantes de Lagrange. On écrit
le systeme (6.1) sous la forme

i = Fo(x) + Z u; Fi(z),

i=1

ol Fyy est le champ de Kepler. On pose z(1) = (exptFp)(y(t)), ol exptFy
désigne le groupe A un parameétre obtenu en intégrant les équations de Kepler ;
y(t) est alors solution de

g(t) = G, y(1)),
ot G(4,y(t)) est Vimage de Z = Z?:l u; Iy par exp —1F et se calenle pour 7
assez petit par la formule de Baker-Campbell-Hausdorfl
7, " n 7 I :"' n o
(dexp tFp)(Z) = gomad Fy(2). (6.3)

Un point fondamental est que la méthode de variation des constantes ap-
pliguée au probleme de Kepler soumis a 'action d’une force perturbatrice

- a permis & Lagrange d’introduire des coordonnées sym-

conservative /' =
q
plectiques
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qg= (%C’ = \//,lJJ,C(SOS’i) s p=(1,w, 2),

ol P désigue le parametre de Pellipse et 7 'instant de passage au périgée. Les
équations du mouvement prennent la forme

OR . OR

g=—=—, 1
! dp "’ g’

qui sont les équations fondamentales de la théorie planétaire de Lagrange. En

termes modernes, Lagrange a introduit un systémes de coordonnées symplec-

tiques formé d’intégrales premicres du probleme de ICepler. Pour les détails et

les applications & la théorie lunaire, voir par exemple [57].

6.7 Représentation du systéme dans les coordonnées
équinoxiales

Pour comprendre I'action de la poussée sur les caractéristiques géométriques
des orbites elliptigues, la meillenre représentation est d’utiliser les coordonnées
équinoxiales. Dans ce chapitre, on va utiliser les deux systémes suivants, voir
[27, 74, 16] :

e Systéeme 1

da 2 [a*B
— o — __‘l
dt m\ pu A “
deq 1 [a A2 + cosl)D2
—_— = — f——
dt m\ pD B f
2ejeacosl —sinl(e] — e3) + 2ey + sin!
- B U
a A
V3 20 (hy sinl — ha coslu,
1
dea L [a A (2(es+sin l)Dl
= — —_— U
dt m /1 D B !

2ereasinl + cosl(e] — e3) + Zey - cosl
2 Uy
B

- A
+\/§—el(h[ sinl — ha cos lu, (6.4)

dh, 1 Ja AC
—_— = —— — cos lu,.

dt m\ uD 2

dha _ 1 [aAC ¢in I
dt 7 D2 ©

dl / # D? a A . 7
a AR + m \/EB(”-J sinl — ha closl)vu.,;
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avec

A=

B = \/l + 2¢y cosl + 2essinl + e} + €3,
C =1+hi-+h3,
D=1+4e¢ cosl+essinl.

e Systéme 2

dp 1 [P2P I
Y, = - 77 Yor
dt. my p W

de 1 /P l Zes
ek R <sinl T ((Obl + ﬂ) Ugr — -i,"u,c)

dt my u 44 W

1) 1 P 2] 7

iﬂl = —/—{ —cosl u,+ |sin] + e—iz—lll Ugr + —g—luc

di oy p W 08 (6.5)
dhy 1 [P zZC C sl '
— = sl o,

dl m I W2
dha 1 [P Z C

dl m 7 U/ 2"

dl I 2 + P Z
= — ==,
d VPP " m p W
avee

C =1+ hi+h3,
W =1+4ecosl+ essind,
Z = hysinl — hy cosl.
La relation entre a et P est
P

L’apogée 1, et le pdrigée ry, sont donnés par les relations

a =

= a{1+le]), r, = a(l - le]).

Pour la mise a poste sur une orbite géostationnaire, il faul imposer a Uinstant
final

=0, |h]=0.

Si on considére que la masse est variable, il faul ajouter I'équation
supplémentaire
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m = —6|ul.

Pour étudier le probleme plan, il suffit d’identifier, dans les équations ci-
dessus, le plan du mouvement au plan équatorial (I,.J), d’'imposer h = 0
et d’orienter la poussée dans ce plan, ce qui revient & poser u, = 0. On définit
ainsi un probleme plan. Le domaine elliptique associé s’appelle le domaine
2 D-elliptique. les trajecloires correspondantes sont orientées positivement par
définition si Pinclinaison est nulle.

Enfin un reparamétrage standard esl de paramétrer les trajectoires par
la longitude [ au lieu de ¢, Veffet de la poussée sur un tour de I'orbite étant
mesnré simplement en intégrant les équations de 0 & 27.

6.8 Coordonnées en rotation

Pour le probleme de rendez-vous, le systéme pent étre représenté dans le repere
en rotation du probléeme circulaire restreint. L’effet de cette transformation
est de fixer le point terminal. Le référentiel est en rotation autour de 'axe I{,
et 1a nouvelle position notée @ vérifie

q(1) = (exp QUIC)Q(1),

0-10
ou K est la matrice antisymétrique | 1 0 0}, et £2 est la vitesse de rotation
000

de la Terre. Les équations écrites avec le formalisme de Lagrange sont corrigées
par une force de Coriolis et d’entrainement.
6.9 Le probleme de contrélabilité

6.9.1 Préliminaires

Le systéme s’écrit en coordonnées cartésiennes

=2

3
P = Fo(z) + EZ wiFi(z),

i=1
ol & = (¢,q), € > 0, et
9] q 0 17,
Fo=qg=— — [l I'| =
0 qaq hia aq’ "' 0g;’
I’ensemble des controles admissibles est 'ensemble U/ des applications con-

stantes par morceaux & valeurs dans U = {3, u < 1}, On restreint 'état
au domaine elliptique, » € X.. Le repére tangentiel/normal est le repére le
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mieux adapté pour décomposer la poussée pour au moins trois raisons. La
premicre est d’ordre techinologique car en pratique il y a des restrictions sur
langle de la poussée par rapport & £, u € Ci(a) ou v € C(a){ ~Ci(a),
olt Cy(a) cst le cone d’angle a et d’axe Fy. La seconde raison est d’ordre
géométrique : la variation de la direction du contréle au cours d’une orbite
doit étre mesurée par rapport au vecteur vitesse. Enfin, un effet important et
bien étudié en mécanique spatiale est U'effet du frottement Fp de ’atmosphére
sur les orbites. Cette force est opposée a la vitesse (relative) de Iengin et son
module est donnée par Lpp2SCp ol p veprésente la densité atmosphérique.

6.9.2 La structure de 1’algébre de Lie du systeme

In coordonnées cartésiennes et en décomposant la poussée suivant le repere
tangentiel /normal, les champs de vecteurs de dérive et de commande s’écrivent,
pour tout x = (q,q) € RS,

d q 0
o) = ¢g— — jp——=—,
TR P
i 0
Fi(z) = — —
= g
Fu(x) qhg D
ell) = — -,
T lg Al 9g

(ghg)ng O
Fy(z) = F.(2) N Fi() = ——— =
() (x) A Fiz) lla A dll |4l Og

Proposition 58. Pour foul = = (q,q) € R® el que qAG#0, on a
L'iﬁ;,;{ﬂ), F‘f E:) F‘u} = RU‘
De plus,

L‘iB;,g{E], F'[,, E.‘.1 Fn}
= Veel {Fo(a), F3(2), Fulw), By (), [Fo, Fol(@), [Fo, Fa)())

Preuve. Un calcul simple des crochets de Lie donne

gAG O
o, Fef(z) = =,
[Fo, Fe)(x) T ~dl g

Grnd)ng @  pllandll . d
Hlgl* " 2

Iy, Fy () = — -
170 Bl = 1oy Al 9 T g

On en déduit alors ¢ue, pour tout = € R, les vecteurs Fy(x), Fi(x), Fa(2),
Fo (), [Fo, F(x), [Fo, F)(z) sont indépendants.

Afin de définir les politiques de commande géométriques il est important
de décrire les algébres de Lie engendrées par {Fy, By}, {Fo, Fy,} et {Fy, F.}.
On a les résultats suivants.
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Proposition 59. Pour tout x = (q,4) € BS tel que g A ¢ # 0,

o la dimension de Lie,{Fy, I3} est 4 ;
e la dimension de Lie,{Fp, F,,} est 3 ;
e la dimension de Lie,{Fy, F.} est 4 si L{0) # 0, el 3 sinon.

Preuve. Il suflit de calculer les crochets de Lie successifs.
1. Pour tout = = (¢,4) € RS tel que g A g # 0, on a

(01 \ (aNg)Ag D
l'_‘(,]‘_', €T tLr -2 T
o i) = G 0te) + i) =20 g

gANGY NG O ) "
2u (_1_11)_1 + a1 Fo(x) + aoFy () + aa[Fy, Fi](z),

By, [Fy, F))l(2) =—
o Ui, BIIGr) =205 G g

1 wad) .
FI‘, F],.FL T —'—'*"*'—.-,F) r —-*A{—‘,—]’ €T FI

[F [ [FU’F’]” 7 _O mod m):Flv[ﬁ‘U!Fl]s[ ()V[1’05Ft]]3
[1 ty ]U! [.F(], F ]H l' = { mod Ele -I-Pi,a [Fﬂs Ff]‘, U?(]a {F(h 14‘1‘]]7

avec
_nlg-4d) 3(q-9)
ay = 3,03 EETTE
llall™ gl gl qul
: ~llg A
oy = L g2 » (g.v) - lg A g1 ‘
lall lal® fiall*

_ plgd) | 3(ad)
llall* flgl® ~ lall®
d’ol le résultat.
. Pour ftoul x = (g,4) € RO tel que g A G #0, on a
. gANG NG O tlgngl . o
[l'ann](fl?) = (—1_])—— M(IT,
lallllg Adll @a  q)® (1] 9d
[Fo, [Fo, Full(x) = e1 Fy () + ca By (i),

N

- 1 . qghq
By, [y P ll(2) = —— B () — 2090 g,
lall I
avee
_ 2llaAdll
lall® 7
o llgadl® o 3(ad)® = 2]al” 4l
Cn = — 1

2= T34 Gl ‘ R
lall™ Il llal” 14l
d’of1 le résultat.
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3. Pour tout 2 = (g,q) € R tel que g A§#0,0ona

. ghq 0O
y, Fol(x) = ————— =,
Foo Fel() llg A dlf 9q
[-F(]a ['Z?(h ‘F(”(‘l.) == a 3 E;(IL').
llgl

. o (@) (gAd) AG) D
[EH [ & 1F‘L‘H(J“) = H(.I“ P} + NTP 2 e
‘ Y TR PR

+ pe_ (11/\!])/\0) J
lali* 1al® — Naadll?® / 94

[Fo, [Fe, [Fo, Fell](2) = 0,

——-—(qq) F.(z),

S lal*
Fc-, }im ]7(]1 ]41: r)=———""5 140, F(: ) — 7de
[Fe. [Fe [ 1l{=) [ [(=) g Al

2
g A gl

d’otr le résultat.

Corollaire 16. Pour le systéme restreint ou domaine elliptique avec une seule
direction de poussée, les orbites sont les swivanies :
dirvection Fy : Uorbile est le domaine elliptique 2D ;
direction Iy, : Uorbite de dimension 3 esl lintersection du domaine ellip-
tique 2D avee a = a(0) ;
o direction F, : orbite est de dimension 4 si L(0) % 0 (vesp. 3 si L(0) =0)
et est donnée par a = a(0), |e| = |e(D)].

Proposition 60. Pour le systéme restreint au domaine elliptique, chagque
poind, de Uorbite est accessible.

Preupe. Dans le domaine elliptique, chaque trajectoire du systeme libre est
périodique et le champ est donc Poisson stable. Le systéme restreint & une
orbife est done contrdlable, d’aprés le théoréme 35.

Proposition 61. Soit le sysiéme mono-entrée Fy + uF,, |ul < e, restreini au
domaine 2D-elliptique. Alors le contréle v = O est régulier et 'application
ertrémité est ouverte.

Prewve. En effet, on a dim{ak®*FyFy, k=0,..., +0o}e.n. = 4, et le résultat
se déduit de la proposition 13.

6.9.3 Les politiques de commande géométrique

En décomposant les coordonnés équinoxiales en 2, = (a,e;,en,h) € BS et /1,

le systéeme s’écrit,

3
By = Zu,-G,-(a:l 1, [ = F(zy) -+ gl zy)us,
1==1
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avet Uy = Uy, Us = Uy, Uy = U,

Le premier sous-systéme décrivant le probleme de transfert orbital est
symétrique. Une politique de commande standard utilisée par exemple en
robotigue [45] est de donner un chemin 7 : [0,1] — D joignant l'orbite
initiale & l'orbite finale. La structure de I'algébre de Lie et la {formule de
Baker-Campbell-Hausdorl permet d’approcher ce chemin par une trajectoire
du systeme. C'est 'objectil de la suite de ce chapitre. L’approximation peut
sc faire soit par stabilisation, soit par des trajectoires temps minimales. Le
choix du chemin est également crucial et doit se décider par des arguments
géométriques. Par exemple pour le transfert d'une orbite basse & lorbite
géostationnaire, un choix géométrique est de réaliser la mise a poste en gardant
la ligne des noeuds et la direction du vecteur de Laplace fixes, la politique de
commande consistant alors & augmenter le demi-grand axe, arrondir Uellipse
en diminuant Pinclinaison.

6.10 Transfert d’orbite par la méthode de stabilisation

Le systeme s’écerit
. q F
q= M/li; + s
3 m
et la cible est une orbite elliptique paramétrée par (cr, L) € D. Soit k > 0
un poids. Considérons la fonction

o 1 . 2 b 5
Via,q) = Skle(a, @) = erl” + 5k L(q,¢) — L[,

olt | - | représente la norme euclidienne. On va choisir une poussée /' telle que
¢ . . . p \
-NV (¢,q) < 0 le long des trajectoires. Dans les coordonnées ¢ et L, le systeme
dt
se projette en les équations

d I

'd_llc(qwq) =4 A E‘

1 F
90 d) = P Aclgyd) +4 A (q A —) .
di m

En notant AL = L — Ly et Ac = ¢ — cr, on obtient

nl

%T/(q,(,'l) = r (kAeAg+ e AN AL+ (AL AG) A g).
d

m

Notons

W =kAcAg+chA AL+ (ALAG) Aq.

: . S . oo d .
Un choix eanonique de force & appliquer pour que la condition Z]?V (q,q) <0

soit vérifiée est
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4

F cires
—_— = *f(q! Q)H/a

m

ol f(q,¢) > 0 est arbitraire de sorte que

(1 ., . . P
T (g.q) = = [ g, q)W"~.

La conclusion résulte d’un théoréme sur la stabilité du & LaSalle utilisant la
notion d'ensemble w-limite et d’un calcul explicite d’ensemble invariant pour
les trajectoires du systéme, aprés bouclage.

6.10.1 Ensemble w-limite et théoréme de stabilité de LaSalle

Définition 71. Soit & = X () une équation différentielle lisse sur un ouver!
2 de ", el soit x(i,xo) la solution issue ent = 0 de aq, supposée définie pour
L2 0. On dit quey est un poinl w-limite s’il existe une suile t,, croissante el
lendant vers Uinfini lorsque n tend wvers Uinfini, lelle que

z(ty,xn) — 1y lorsque n — cc.

On note 27 (xq) Uensemble des poinis w-limites. Les résullats swivanis sont
standards (voir [61]).

Proposition 62. Si 2% (xy) est non vide et borné, alors x(1,xq) lend vers
2% (xq) lorsque t tend vers Uinfind.

Proposition 63. Si lo demi-trajectoire {x(t,xg) | £ = 0} est bornée alors
2% (xg) est non vide et compact.

Proposition 64. 2% (xy) est un ensemble invariant, qui consisie donc en une
réunion des lrajecloires.

Proposition 65. Soit V : 2 — R lisse el V = L,V la dérivée de V le long
des solutions. Si V< 0 alors pour lout 29 € 2, V' esl constanie sur 2% (zg).

Théoréme 39 (LaSalle). Soit K un ensemble compact de £2, V une fonction
lisse telle que V(x) <0, pour tout & € I. Notons E = {x € K | V(x) = 0},
et soil. M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors, pour tout xq lel
que x(l,xg) € K, pour toul t > 0, x(l,x4) tend vers M lorsque | — +o0.

Preuve. Puisque V est constante sur 27 (zy) et que 2% (x4) est invariant, on a
V =0 sur 27 (xy). Done 2% (xp) € M. Puisque I est compact, 2% (zg) C K
est compact. Or 2:(t, xg) — 027 (g) lorsque £ — +oc.

Corollaire 17. Soit & = X (x) une équation différenticlle sur R" el soit V :
R" - R lisse, bornée inférieurement lelle que V(x) — 4o quand |@| — 400
el telle que que V() = LxV < 0, pour toul . Notons 2 = {x € R" | V(z) =
0}, el M le plus grand sous-ensemble invariant de . Alors toutes les solutions
sont bornées quand t — 400 ¢t lendenl vers A .
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Preuve. Soit zp € R™ el posons V(xp) = I. L’ensemble ) = {z | V() =1}
est fermé, borné done il est compact. Comme 7 < 0, ceb ensemble contient
aussi {x(t,zo) | ¢ = 0}. Soit Ey = {& € I | V(x) = 0} et A le plus grand
invariant contenu dans Fy, donc a(t, xg) — M lorsque t — 0o et My C AL,

6.10.2 Stabilisation des systémes non linéaires via le théoréme
de LaSalle : la méthode de Jurdjevic-Quinn

Une des applications importantes des résultats précédents est le théoreme de
Jurdjevie-Quinn que U'on présente maintenant dans le cas mono-entrée, le cas
général éiani similaire.
Théoréme 40. Soil un systéme lisse de B" de la forme & = X (&) + u){(2)
avec X (0) = 0. On fail les hypothéses suivanles :
1. 1l existe V : B — R, lisse, bornée inféricurement telle que V{x) — +oc
quand |z| — +oo el de plus :
v X
a) e # 0 sauf en 0.
v
b) LxV =0, i.e. V esl une inlégrale premicre de X
2. F(x)={X(2),Y(2),[X,¥Y)(x),...,ad"X.Y(2)... . }o.0n.=R" souf en x =0.

Alors le feedback i(z) = —Ly-V(x) stabilise globalement et asymplolique-
ment 'origine.

Preuve. Considérons I'équation diflérentielle & = X (x) + a(x)Y (z) ol u(x) =
~ Ly V(2). Puisque LxV =0, on a

V(a(t) = (LyV + aly V)(@(l) = —(LyV(z()))2

D’aprés le corollaire de la section précédente, a:(t, xp) — M lorsque | — 00,
ol M est le plus grand ensemble invariant contenu dans V = 0. On va montrer
que A = {0}. L’ensemble V = 0 est I'enscmble Ly 1V = 0 et sur cet ensemble
% = 0. Donc une frajectoire @(!) contenue dans M est solution de & = X ().
On a done

1
L LyV =LyLyV =0
dt

le long de z(1). Or on a la relation
Lixyy =1y oLx —Lx oLy

par définition du crochet de Lie et done
Lixy)V =Ly oLxV = Lx o LyV.

Puisque LxV = 0, on obtient;
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(L V)(a(t)) =

En dérivant cette relation et en itérant le proecessus on en déduit
LxV=LV=...=LpxyV=...=0

le long de x(t). Donc

) L{X (@), Y (@),...,ad" X Y (z),.. }}

ov . . oV .
Donc Te L For F(z) = R" saul en 0 et 0—(:1:) # 0 sanl en z = 0. Done
L T

A = {0} et le résultat est prouvé.

6.10.3 Démonstration de stabilité asymptotique locale de 'orbite
(er, LT) par la méthode de LaSalle

Notous By = {(¢,L) | di.((¢c, L), (ex, Lr) < 1} olt dj est induite par V' =
klc — er|? + |L — Ly et choisissons lg assez pefit de sorte que By, C D. Soil
Ky, = II7Y(By,) ot IT est la projection (q,q) — (c,L). L'ensemble By, est
le produit fibré des points (¢, L) A distance d, de (cp, Lt) fois le fibré S*
difféomorphe a lellipse Keplerienne passant par (¢, L).

Lemme 42. L’ensemble I}, est un ensemble compac.

En utilisant le théoreme de LaSalle, chaque trajectoire du systéme bouclé
issue d’un point zy = ((](1, (o) de K, va tendre vers A, le plus grand ensemble
invariant contenm dans V = 0. Or V = 0 équivaut & W = 0. On va calculer
cet ensemble par une méthode géométrique, ce qui est une variation du caleul
algébrique du théoreme de Jurdjevic-Quinn. On a donc

kAeAg+cAAL+(ALAG) Ag=0. (6.6)
En faisant le produit scalaire avec ¢, il vient
g(cNALY=0 & AL.(qgAc)=0.

La trajectoire q(1) est une ellipse I{eplerienne et est contenue dans un plan
perpendiculaive & ¢, IT = {q(1) A ¢},.0., e, avec AL.(g A ¢) = 0, on en déduit
que AL = Ac, ol1 ¢ est un vecteur conslant En reportant dans (6.6), il vient

(kAc—AgAe))Ag=0.
. q . -
Or L = (§Ac)— u—, ce qui entraine
r

(hAc—ALYAg=0.
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Donc le vecteur constant kAc — AL reste parallele & ¢, ol g décerit une ellipse,
donc

kAc = AL == cr=c¢c— %L.

Comme AL = A\c¢, il vient
L'T‘ = L - /\C.

On en déduit

, L?
0= (,‘.TALT = -\ (c" -4 7_) ,

et avec ¢ # 0, il vient A = 0, et en conséquence ¢y = ¢, Ly = L.

6.10.4 Stabilité globale

La méthode précédente est susceptible de fournir des lois globales pour réaliser
le transfert d'une orbite initiale (7, Ly) & une orbite finale (¢, L7). En cflet
on réalisc le transfert en restant dans le domaine D oft ¢ 5 0 et |L]| < p.

On peut observer que le domaine DD est connexe par ares ct il existe
un chemin v : {0,1] — D joignant Porbite initiale {c;,L;) & (¢, Lr). On
peut choisir sur I'image de v un nomhre fini (¢1, L;),...,(¢en, Ly) de points
intermédiaires, images de temps ) < ... < ty, de sorte que les boules
di.((c, L), (er, Ly)) < ly soient contenues daus D, et que (c;, L;) appartienne &
la. boule de centre (¢it1,Li+1). On transfere alors (c7, Ly) & (ep, Lt) en ap-
pliquant de fagon successive le feedback précédent, en faisant converger vers
les points intermédiaires (voir [18]).

Le domaine D est aussi topologiquement trés simple et 'on peut redessiner
la fonction de Liapunov V' peur que, dy désignant la distance associée, la
boule dont le rayon est dv-({cy, L), (cr, Ly)) soit entierement contenue dans
D. Cest Papproche proposée dans [25] olt 'on choisit V' propre sur D avec
V — 400 lorsque ¢ — 0, |L| — p, les bords du domaine.

6.11 Le principe du maximum et les conditions
de transversalité

On rappelle la formulation générale du principe du maximum. On considére
un systeme lisse

= f(z,u), x € R",

ol les variélés initiales et finales sont notées Ay et Af;. L’ensemble des
contrdles admissibles U est Pensemble des applications mesurables borndes
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w: [0,T] — U, ot U est un sous-ensemble de R™. A un contréle u(l) de
réponse (1) sur [0, 7], on assigne un cott

T
C'(u) = /0 (), u(t))dt,

ot [0 est unc fonction lisse. On introduit 1'état augmenté
- .’U(t) . 0 N
(1) = o1 2" (0) =0,
0= (50) on o)
trajectoire du systéme augmenté T = f (x,u), on j-' est défini par les équafions
. . . 0
i = f(x,u), i = [0, u).

Soit § = (p,po) € (B" x B)\{0} le vecteur adjoint associé a # et H le hamil-
tonien

H(Z,p,u) = (P, F(&,u)).
On a le résultat suivant.

Théoréme 41. Soil le systéme & = [(x,u) avec pour ensemble des coniréles
admissibles Uensemble U. Si u™ est un coniréle optimal sur [0, T*] transférant
le systéeme de My a My, le lemps de transfert élant non fixé avec une réponse
augmeniée F*(1) = (Z*(t),2%%) alors il existe p*(1) = (p*(t), p"*) # 0, absol-
wment continu lel que les équalions swivantes soienl vérifices presque parlout
pour le triplel (F*,p*, u*) :

. O dH
P = ‘é,—ﬁ(f*,ﬁ*,m. P == @),

H(E (), p* (1), u*(t)) = max H(@E (1), 5% (1), ).
ue
De plus, on a, pour tout t € [0,T*],

lzlcdl‘)]f('l (), 5" (1), u*(t)) =0,

el p° < 0. Enfin, on a les conditions de {ransversalilé
P (0) L Touqoy Mo, p*(T™) L Ty ey M,
ou T, Al désigne l'espace langend.

Corollaire 18 (temps minimal). Considérons le systéme de R”, & =
f(xz,u), v € U, el le probleme de transférer le sysiéme de My en My, en
temps manimal. Siw* est oplimal sur [0, T*], de réponse x*, alors il exisle un
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vecteur adjoint p* absolument continu lel que, si H(x,p,u) = (p, [(x,2)), les
équations suwivanles sonl wérifices presque partout. :

s BJJV,.* LK% ok oH I
€ro= 0_1)(*1 s P s )1 P = O ( P )a
B (8),° (1), (1)) = o H (2" (0), (), ).

De plus max, e H(x*(1),p* (), u) est constent posilif, el sonl vérifices les
conditions de transversalité

p*(O) L r:: 0)+ I\[() P ( ).LT «-(f]u)ﬂ[l

Définition 72. Une trajectoire (Z(f),p(t), w(t)) solulions des équations du
principe du moxrimum est dite exlrémale.

6.12 Principe du maximum et probléme
sous-Riemannien avec dérive

Définition 73. On appelle probléme SR avec dérive le probléme du temps
minimal powr des systémes de la forme

m

%:1:(1;) = Fo(x(t) + Z wi(1) Fi(2(1)),

i=1

\ - 2 g . mn 2
ot x € R, el le contrdle u = (uq,...,m,) vérifie lo contrainte 2;21 wy < 1.

6.12.1 Calcul générique des extrémales

Tntroduisons les relevements Hamiltoniens P; = (p, F;{(x)), pouri =0,1,...,m,
et notons X la surface dite de commutation définie par

p, Fi(e))y=...=(p, Fu(2)) = 0.
Le Hamiltonien du systéme est H = Py + Z"'_I 1;47%. La condition de max-
imisation de I donne en dehors de la surface de (011111111(‘.:,11;101] 3 la relation
P- .
U; = i=1,...,m.

m )l/"_’.

En reporfant u; dans H, on obtient le Hamiltonien A = Py + (7,“1
Les extrémales coneaponclante& sont dites d’ordre 0. D’aprés le principe du
maximum, les trajectoires optimales sont contenues dans H > 0 et celles
contenues dans H = 0 sont diles exceptionnelles.
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Proposition 66. Les exirémales d’ordre O sont lisses, le contrdle extrémal esl
sur le bord du domaoine de commande et elles correspondent & une singularité
de Vapplication extrémité v — x(l,xg,u), pour la lopologie L°°, avec u €
S™=Y la spheére unité.

Preuve. Le 1'6%111t;at est clair : pour les c\:i'r("males d’ordre 0, le maximum de

m

Hsur 5570 uf < 1 est atteint sur le bord 317 | uf = 1. Elles doivent, donc en
particulier (‘011051)011(11(% a une singularité de I dpphCﬁl}iOﬂ extrémité pour des
variations L9, du de u tells que v.0u = 0 car on se restreint & des controles

= Sm-l.

6.12.2 Extrémales brisées et extrémales singuliéres

Pour construire toutes les extrémales du systéme, il faut analyser le comporte-
ment des extrémales d’ordre 0, au voisinage de la surface de commutation. En
particulier on peul concaléner deux arcs d'ordre @ en un point de X' & condi-
tion de respecter les conditions de Weierstrass-Erdmann

p(t) = p(t7), H(tT) = H@ET),

ou /] est le temps A la traversée. Ces conditions résultent du principe du max-
imum, mais la condition de conservation du Hamiltonien n’est pas nécessaire
par des variations L™ du controle de référence. Les extrémales singnliéres sont
contenues dans la surface ¥ et vérifient les relations P =0 pouri=1,...,m.
Soit z(1) = (2(i),p(t)). Les courbes t — Pi(z(1)), i = 1,...,m soni absolu-
ment continues, et en dérivant il vieni,

Py ={P;, P} + Z'U;}{Pi,P_,“}‘ i=1,...,m. (6.7)

JFi
On note D la distribution Vect {Fy(2),..., F.(2)}.

Proposition 67. On peut raccorder toule extrémale d’ordre O convergeant
vers un point zp = (xg,*) de ¥ avec toule extrémale d’ordre 0 issue d'un
point zy de £, pour former une extrémale, ¢l le Hamiltonien vaul Py av poinl
de jonction. Si [D, D](z0) € D(xy), te vecteur (Py, ..., Py) reste C* au poinl
de jonction.

Preuve. La premiére condition cst claire car le raccordement; est CU et I
=Fy+ 3", u;Pi =Py si P, =0. En un point de ¥ p € D* el si [D, D](wo)
C D(xo), la relation (6.7) implique P; = {P;, Py}, i=1,...,m powr P; = 0,
j=1,...,mecl Preste C''.

6.12.3 La IT-singularité et son modéle nilpotent

On va analyser le comportement des extrémales d’ordre 0, an voisinage de
la surface de commutation. On se limite au cas m = 2, et le systéme s'éerit
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& = Fy(x) + uy Fy(x) + ua Fa(x). Le Hamiltonien est H = Py + 1y Py - un Po,
et pour les extrémales d’ordre 0, le contréle est donné par

P Py

VIEES AN

Elles correspondent & des singularités de Uapplication extrémité en paramétrant.
les contréles tels que uf + u3 = 1 par u; = cosa et us =sina.
Le systéme (6.7) prend la forme

U =

]:31 = {P, P} +u{Py, Po},

Py = {Py, P} =, { Py, Pa}. (6.8)
On fait un dclatement en coordonnées polaires,
P, =1rcosh, Py =1rsind,
et le systeme (6.8) s'éerit
0= —,l {Py, P2} 4 sin8{Py, Py} — cosO{ Py, Py}), (6.9)
7 = cos{ Py, Po} + sin 8{ P, Py}. (6.10)

Une approximation nilpotente est de choisir les champs de vecteurs Fy, F
et Iy de sorte que tous les crochets de longueur > 3 soient nuls. En dérivant,
il vient alors

/)
AP Po} = {{Py, P} Pok +mn {{P1, o}, P} + ua{{Py, P2}, P2} = 0,

. 1 d . .
et de méme, —(F{P],P(,} = W{R,, Py} = 0. Pour une extrémale donnée, on
d dl

peut, done poser
{P1, P2} =0, {P1,Po} = a1, {IP, P} =as,
oll ay, an, b sont des constantes.
Le systéme(6.9)-(6.10) peut étre intégré en reparamétrant le temps, par
i ) . .
exemple en posant ds == —. Les trajectoires passant par X avec une pente
-
bien déterminée sont données en résolvant 1'équation 6 = 0.
Plagons nous en un point dit d’ordre un ol 'un des crochets de Poisson
, ou {Ps, Py} est non nul. En posant. 174 = cos aF} + sinaFs, on a
PPy Py, P t L & L os aly + Fs, ot
{P3, Po} = cosa{ Py, Py} +sina{Ps, Py}

On peut donc imposer {Pa, Py} = 0, quitte a faire une rotation. La condition
0 = 0 donne

{Py, P2} +sin8{ Py, By} = 0,
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avec {Py, Py} # 0. Pour analyser les trajectoires convergeant vers ou issies
de Py = P> = 0, on doit donc résoudre b+ a; sinfl = 0, avec ay # 0.

L’équation admet deux racines 0y < 0, sur [0,27, si et seulement si
[bjay] < 1 et B = 0,0y = @, si el seulement si b = 0. En un point on
[D, D] C D, on a nécessairement b = 0.

Par ailleurs, on vérific aisément que si 6y # 0y, alors cos0g et cosfl; sont
de signes opposés. On a donc une trajectoire qui arrive exactement en Py =
P =0 et une trajectoire qui part de ce point.

Définition 74. Le cas nilpotent consiste & choisir un systéme en dimen-
sion 6 on les champs de vecteurs Fo, Fy, Fa, [Fo, Iy, [0, Fa) el [Fy, 1] sond
indépendanls.

En posant Py = rcosf, P, = rsinf, on a le résultat suivant.
Proposition 68. Dans le modéle nilpotent générique en dimension 6, les

culrémales se projettent en

1
(b4 a15inf — ancosb),

7

0

Il

T = @y cos8 8 4 as Sin 0,

ol a,aa,b, sonl des paramélres conslants donnés par b = {P), P}, ap =
{P1, P}, an = {Pa, Py}. Le modéle nilpotent générique involulif [D,D] C D
est de dimension b el les erirémales vérifient les équations précédentes wvec
b= 0. Le veclewr adjoint est orvienté avec la condition H > 0.

Définition 75. Dans le cas involutif ot [D, D] C D, lors de ln traversée de
X le contréle lowrne instantanément d’un angle 7 el la singularité correspon-
dante s’appelle la 7-singularité.

6.12.4 Application a la dimension 4

On applique la résolution locale de la m-singularité pour analyser le cas d’un
systeme de la forme

d ., - N
(1) = Fa(a(0)) + > (b F(a(1)),
oz e R et [D,D] C D.
Notations. On dit que le systéme de B! est régulier si
vang(Fy(x), Fa(x), [Fi(z), Fo(2)], [Fa(2), Fo(z)]) =4

en tout point . Soit 2 un élément de B, 11 existe donc un vectenr A(z) =
(A (), Aa(2)) tel que

Fo(z) = M (@)[F1(x), Folz)] + Aa(2)[Fa(x), Fo(z)] modulo D(x).

Notons a = (ay,a2) les directions du vectenr adjoint p telles que Py = P> =0
et ay = {P), Py}, aa = {Py, Po}.
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Proposition 69. Dans le cas régulier, les seules discontinuilés correspondent
¢ des w-singularilés. En toutl point, il existe des politiques extrémales ot le
contréle tourne instantanément d’un angle m dons les directions données par
(A, a) =0, lextrémale traversond le liew de commuialion en un seul sens, souf
dans le cas exceptionnel (X, a) = 0.

Preuve. Dans le cas régulier, les conditions Py = Py = { P}, Py} ={P2, Ry} =
0 impliquent p = 0 ct les seules discontinuités sont assocides a des w-
singularifés. Lors de la traversée de la surface de commutation on a P} =
Py =0et H=/F, Onen déduit

Py = X\ (@){P, Po} + Xa(e){ P, o},

et H = 0 impose (A,ay > 0. Le cas exceptionnel correspond & H = 0 et les
trajectoires temps maximales vérifient H < 0, soit (\,a) < 0. Le sens de Ia
traversée est donnée par 1'équation

F=uaycos0 +aasing,

ot angle # est solution de tan @ = aa/a;. Le sens de traversée est imposé saufl
dans le cas exceptionnel ol 'on peut changer p en —p, ce qui a pour effet de
permuter (a;,as) en {—a;, —as) el d’inverser le sens de braversée.

Proposition 70. Dans le cas régulier, toules les trajectoires eatrémales sond
bang-bang et le nombre de commulalions esl uniforme sur toute pariie com-
pacte de R,

Preuve. En eflet, les seules discontinuités correspondent & des m-singularitds ct
les temps de commutation sont isolés. De plus notre résolution de la singularité
montre que le nombre de commutations est uniformément borné dans toute
direction et donc pour toute partie compacte de Pespace d'étad.

Ensemble des états accessibles et sa frontiére

Appliquons notre classification des extrémales au probléme du temps minimal.
Un modele nilpotent est

a B d d P
Fy= — Py = e Py o=
0= o T, T VT e T g

5 s

) 0
On en déduit [Fy, Fi] = (){— et [Fo, Fh] = 5 les crochets de longuewrs 3

Oty Oy

étani nuls. On a

= (l +fl?|)[HJ,F]] +.'1ij)"— = —[F],E)] en 0.

oty

En particu]ier, avec nos nobations précédentes, A(0) = (—1,0), a = (aq,a»)
avec a; = {P1, Py} el an = {Pa, Py}. La condition (\,a) > 0 donne, avec
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p = (p1,p2,pa,pa), la condition py > 0, le cas exceptionnel corespondant &
pa = 0.

Le modéle montre Pexistence de deux plans Hy = (z1,x3) et Hy = (w3, 214)
on le systéme se décompose en

Tg =1+ Ty = o
&1 = Uy ! o = us

La synthése temps minimale, & partir de 0, dans chacun des plans est la
suivante. Dans le plan Hy, une trajectoire temps minimale (resp. maximale)
est de la forme v, vy_ (resp. v_v,) et correspond & us = 0, uy = signe(Pr),
avec H > 0. Dans le plan Hy, la synthése optimale est donnée par u; = 0,
un = signe(Fs), Vorigine correspond & la direction exceptionnelle et elle est
localement controlable, la politique temps minimale élant de la forme 7y y_
ou y_7,. Notre étude montre en particulier le résultat suivant.

i~

Proposition T1. Il exisle des trajectoires extrémales correspondani & une w-
singularité qui sont oplimales.

Cela permet de retrouver les résultats observés expérimentalement pour
le probleme de transfert orbital ol il y a un passage au voisinage d'une sin-
gularité.

Application au transfert orbital plan

On peut appliquer nofre analyse au cas 2D, le cas 3D étant semblable. En
supposant la masse constante, le systéme s'écrit. mij = K(¢) + u I (¢,q) +
ua (g, q), ol I est le champ de Kepler, la poussée étant orientée suivant le
plan osculateur, par exemple Fy = F,., F5 = F,,.. Pour éviter une collision, on
doit avoir ||g]] = rr, olt 4 est le rayon de la Terre.

Proposition 72. Considérons le probléme de transfert orbital 2D. Alors pour
chague couple de poinis (xy,x1) du domaine elliptique, il existe une trajecloire
transférant xy en xy. Si 10 esl la distance minimale de la trajectoire, alors
il exisle une lrajectoire temps mimimale en imposan! H(/H > Y. Chague are
optimal ne rencontrant pas le bord du domaine ||g| = Y est bang-bang, con-
calénation d’arcs d’ordre O on la poussée esl maximale el les commalations
correspondent a des w-singularités. :

Preuve. D’aprés nos résultats précédents, le systéme restreint au domaine
elliptique est controlable. Soit (xp,x;) dans ce domaine, et x(t) = (¢(t),4(1))
une frajectoire définie sur [0, 7', joignant @ & 2. Donc il 0\15(,(\ 9 > 0 tel que
llg()]} = +¥ sur [0,7). En imposant la contrainte ||g(2)| = ¥ aux trajectoires
du systeéme, on observe que ¢(f), ¢{¢) sont nmiomlement bornées. En effet
K(q) — 0 guand [lg]] — +o0, done (1) est bornée et puisque la poussde est
bornée on en déduit, que g() est bornée. Donc si ||g|| > 77, les frajectoires sont
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uniformément bornées. Le domaine de contréle est de la forme fJu]| < g, et il
est done convexe. En appliquant le théoreme de Filippov (voir [46]), x; est
donc accessible & xp, en temps minimal, avee la contrainte ||| > r?. Chaque
solution optimale ne rencontrant pas la frontiére [lg]] = 7" cst extrémale et le
résultat se déduit de notre analyse préliminaire.

Remarque 16. La trajectoire est physiquement réalisable si »0 > »p. Par
ailleurs, une frajectoire optimale peut admettre des arcs frontieres ou ||g|| = »"
et des arcs non contenus dans le domaine elliptique

Applications numériques

On considére le probleme de transfert orbital 2D, & masse variable. Le systéme
est représenté dans les coordonnées équinoxiales gui séparent en poussée [aible
la variable rapide (longitnde cumulée) des autres variables qui forment les
variables lentes. Le controle est décomposé dans le repére radial/orthoradial.
Le probleme plan revient & imposer hy = ha = 0 et u, = 0 dans (6.4).
Les équations s’éerivent alors

I

. 1 . .
q Ff)(Q) + —,; (“'rFr((J) R Fm'(G)) = F(Qv m, ‘”‘)v

= —5|ul|,

avec g = (Pyer,es,l) et |[u] = ul + 13, < U

l.c Hamiltonien dc ce systeme s’éerit, alors

1 .
H = (p, Fo(q) + (“ Fr ((1) + Uy Fop ((1))> - prné”'“‘”v

ol (pyPw) = (PPsPeysPearPl, Pm) €5t le vecteur adjoint, le systéme adjoint
étant. donné par

. OH oH
D= =, Py = ———.
! oq P dm

On introduit
Ij(l - (l) -l(l) (]) 1 ) or = (7)7 Fm‘)-

Le second memnbre du systeéme est continu seulement par rapport au controle
u, mais le principe du maxinmum cst encore valide. La masse et la longitude
finales sont libres et les conditions de trangversalitds imposent & I'instant final
pm = 0ct pr = 0. On a le résultat suivant.

Lemme 43. Le long d’une lrajectoive optimale,

Lo, Pr+ upy Py = 0 el py, est croissont el négalif, eovec p,, = 0 & Uinstand
final ;
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2 51 = (P., P,) #0, un conirdle optimal est donné par

) P

= (‘ﬂ,., /l"ur) = 'U'HIU:UHT])H‘

Preuve. D’aprés le principe du maximum, les contrsles maximisent le Hamil-
tonien H, on en déduit que u,-Py + 4,,.Pyr 2 0. De plus,

P = ——?ﬂ = —%;(u,.Pr + Uar Por),

dm  m?
donc p,, cst croissant et la condition de transversalité impose p, = 0
a Pingtant final. Oun en conclot que p,, est toujours négatif. Cela prouve
I’assertion 1.

Prouvons Passertion 2. Supposons que @ est non nul et que u prend ses
valeurs a I'intéricur du domaine ||u|| < tmqr. Alors il existe A > 1 tel gue Aw
appartienne au domaine et on a H{ ) > H{u), ce qui contredit la condition
de maximisation.

On déduit du résultat précédent que pour le systéme a masse variable, un
controle optimal est, toujours a poussée maximale. La masse est donc donnée
par

m (L) = m(0) = dtaul,

ol m(0) esl la masse initiale.
Les conditions initiales et finales du cahier des charges du CNES sont
répertoriées dans le tableau ci-dessous.

P ey |es l m
condition initiale|11625 km|0,75| 0 7 |1500 kg
condition finale [42165 km| 0| 0 {libre| libre

et on [ait un test numérique pour les parametres physiques suivants.

‘ M ‘ ) Uax
398600, 49¢9 m3s~2]0,05112¢ — 3|3 newton

Pour calculer une trajectoire extrémale vérifiant les conditions limites, on
se limite numériquement, aux extrémales d’ordre 0 ot @ ne s’annule pas et on
applique une méthode de tir simple (voir Chap. 9). Les résultats numériques
sont présentés sur la figure G.1.

Commentaires

On observe que le transfert présente deux phases :

e vphase 1 : la poussée est orientée dans le sens du vecteur vitesse et est
sensiblement colinéaire & ce vectenr au périgde et a 'apogée ;
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pbar ex ur uor

1 0.8 1 1 ||-] i }
|

0B 0.6 oe 0.8

05 0.4 0.6 0.6 i

0.4

0.2

0.01
0.005

o005 ([fi
-0t
-0.015

%6 5 4 3 2 9 0 1 2 3 4
Fig. 6.1. Trajectoire du satellite

e phase 2 : la poussée est orientée dans le sens dn vecteur vitesse a 'apogée
et dans le sens opposé au périgée.

Le changement de phase correspond & une w-singularité localisée a4 un
périgée. L'interprétation géométrique est la suivante. Si I'on considére le mou-
vement moyen, la mise & poste se fait en angmentant le demi-grand-axe de
I'ellipse et Pexcentricité de Pellipse diminue. En revanche, 'apogée augmente
dans la premiére phase puis diminue dans la seconde phase.

Remarque 17. Dans notre calcul munérique, on se limite aux extrémales
d’ordre 0, lexistence d’une w-singularité dtant néannmioins détectée dans les
simulations numériques par une inversion rapide de la poussée, ce qui est con-
forme & notre résolution théorique de la singularité. Numériquement, il suffit
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d’adapter le pas de Pintégration au passage au voisinage de la singularité, cc
qui est fait antomatiquement avec un intégrateur & pas variable.

6.13 Conditions d’optimalité du second ordre. Points
conjugués et points focaux

Cette scction est formée de deux parties. Dans la premieére partie on présente
un algorithime déduit de [62] adapté pour tester une condition d’optimalité du
second ordre pour un probleme SR avec dérive. Dans la seconde partie, cet
algorithme est utilisé pour vérifier loptimalité de la trajectoire extrémale cal-
culée dans la section précédente, pour le probleme de transfert (voir Chap. 9).

6.13.1 Préliminaires

On rappelle les résultats suivants. Considérons le probléme du femps minimal
pour le systéme

mn m
2= Fy(x) + Z w; Fy(x), Z ui < 1,
=1 i=1
T m D) 1/2 R ] »
et H(z,p) = Py(z) + (ie, P2(2)) ", le Hamiltonien correspondant aux
extrémales d’ordre 0, associées & des singularités de Papplication extrémité,
ottu € §™~1. Soit (p, pa) une condition initiale et (x(2, 2o, po), p(t, 20, po)) la
solution extrémale associée, notée simplement z(t). Par homogénéité, on pent
supposer py € S"~! et on introduit Papplication exponentielle

expyy * (tpa) — x(L, To, po)-

Définition 76. On note V Uéquation aux variations le long de Uextrémale de
référence =(1), pour t € [0,T),

d ()E i
ﬁ(&([’)) = fd:-(:('/,))ds(t). (6.11)

Un champ de Jacobi J(t) = (5z(1),dp(t)), est une solulion non triviale de
Uéquation euz variations. Il est dil vertical ¢ Uinstant | si dx(1) = 0. On dit
que 1. €]0,T] est un lemps conjugué le long de =(1) s'il existe un champ de
Jacobi J(t), vertical en 0 ¢t en i.. Le poinl z(1.) est alors dit conjugué o xq.
On nole ty. le premier temps conjugué.
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Hypotheéses

Soit z(1) = (=(t),p(t)) Pextrémale de référence associée d une singularité de
Papplication extrémité. On fait les hypotheéses suivantes.

1. Sur chaque sous-intervalle [ty,{;] non vide de [0, T, la codimension de la
singularité est 1.
2. L'extrémale est normale : H(z(f)) > 0.

Le résultal suivant est une conséquence des fravanx de {13, 62].

Proposition 73. Sous les hypothéses précédentes, si t < 1., la trajecioire
est optimale pour des conlréles voisins au sens L du conirdle de référence
et n'est plus lemps minimale sit1 > ty..

Algorithme de calcul

Par définition un temps 1, est conjugué §'il existe un champ de Jacobi J(1)
vertical en 0 et en #,.. Soit (ey,...,e,-1) une base de espace des 5p(0) telle
que p.dp = 0, el notons J;(t), i =1,...,n~ 1, les champs de Jacobi verticaux
en 0 tels que J;(0) = (0,e;). Soit II : (g,p) — q la projection canonique.
Formons la matrice n x n — 1 : dI1(Jy(L),..., Jn-1(1)). Si I est conjugué,
alors

vang dIT{(J1(te), ..., Jn=1(te)) <n—1,
ce qui équivaut dans le cas non exceptionnel a
det(dII(J1{le)y - oy =1 (), E(2)) = 0.

Considérons maintenant la généralisation au probleme du temps minimal avec
x(0) = ¢ ct x(t) € M, a Pinstant final, olt M, est une sous-variété réguliére.
Notons Mit = {(z,p) | * € Mi.p L T.Mi} et soit z(t) = (x(1),p(1)),
z(0) = (x(0),p(0)) une extrémale de référence sur [0,7] vérifiant la condi-
tion de transversalité : z(T') € Mi-. On introduit le concept suivant.

Définition 77. On dil gue T est un temps focal il exisie un champ de Jacobi
J(1) = (82:(t), 6p(t)) vertical en O el tel que J(T) est langent ¢ M.

6.13.2 Application au transfert orbital plan

Dans la partie précédente, on a calculé numériquement par une méthode de
tir une extrémale =z(!) transférant le satellite de l'orbite basse et allongée, &
Porbite géostationnaire. L'objel de cette section est de tester numériquement
si Vextrémale est optimale pour la topologie L™ sur les controles. Pour le
probleme de transfert la variété terminale Ay est définie par : m et I li-
bres a l'instant final, et Pon doit done tester un point focal. Pour une raison
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géométrigue, on va relaxer la condition terminale sur la longitude dans le test,
du point focal. D’apres les conditions de transversalité, on a donc 4 Vinstant
final 6p,, =0, §,, = 0. L’équation aux variations se décompose en

o = aH o L aH o -+ ol 5p
0q = dpdq ! dpdm. " 3273{[
o =0
b am on (012
5p = rE 7= Aq0m me Aq0p &
ofr OH O

Opm = —5—5-00 — = m— ———0p
dmoq 02m Omdp
et en utilisant la condition de transversalité, on a donc dm. = 0. Un point {ocal
est done aussi un point conjugué. De plus 'équation aux variations équivaut
a celle associée au probléme 4 masse constante ol m est, simplement remplacé
par m(1). On en déduit Valgorithme suivant.

Déterminant

Fig. 6.2. Délerminant
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Algorithme, et résultats numériques

Le long d’une extrémale vériiant nos hypothéses, le premier temps conjugué
est: le temps pour lequel

det(Sq1(t), -, 6aa(t), F(q(t), m(1),a(t))) = 0,

ol les dg; sont obtenus en intégrant le systéme variationnel avec dm = 0, et
avec pour condition initiale §¢;(0) = 0 et dp;(0) = e;, ol (e, ea,ea) est une
base de I'ensemble des dp(0) vérifiant py.dp(0) = 0.

Le déterminant est représenté sur la figure 6.2, montrant que la trajectoire
extrémale de rélérence est sans point conjugué.

6.14 Notes et sources

Pour la modélisation du probléme de transfert orbital, voir [74]. Les résultats
généraux sur la stabilisation sont extraits de [61], et voir [41] pour le théoréme
de stabilisation de Jurdjevic-Quinn. Son application au transfert orbital est
due a [18] et [25]. Pour la partie controle optimal, voir [27] pour des résultats
de simulations, et [17] pour une étude géométrique des équations.
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Principe du maximum de Pontriaguine,
principe du maximum avec contraintes
sur ’état et synthéses optimales

L’objectif de ce chapitre est, d’établir des conditions néeessaires d’optimalité,
pour des systémes sans contrainte sur I'état (principe du maximum classique
de Poniriaguine), puis avec contraintes sur I'état, applicables aux problénies
de rentrée atmosphérique ou de transfert orbital. En effet dans le probleme
de rentrée, il y a des contraintes sur le flux thermique, 'accélération normale
ou la pression dynamique. Ponr le probleme de transfert, dans le cas des
systeémes & poussée [aible, lorsque I'engin spatial entre dans la zone d’ombre,
Palimentation électrique du moleur est coupée, ce qui se traduit par des lois
de rélraction sur la politique optimale qui penvent se calculer avec un principe
du maximum avec contraintes. Les conditions d'optimalité sont obtenues via
des principes du maximum, la contrainte sur I'état pouvant étre pénalisée de
plusieurs fagons dansg le Hamiltonien.

Tout d’abord, on énonce puis on démontre le principe du maximum de Pon-
triaguine, pour des problemes de contréle optimal sans contrainte sur l'état.

Ensuite, on présente un principe du maximum avec contraintes sur 'état.
On a choisi d’en faire une présentation heuristique, pour obtenir des concli-
tions simples et applicables & notre situation. Le premier résultat concernc les
travaux de Weierstrass. On présente ensuite la théorie de IKuhn-Tucker dont
la version en dimension infinic permet d’obtenir les conditions nécessaires
recherchées que forment le principe du minimum de Maurer. Enfin on con-
struit sous des hypotheses géndriques, la synthése optimale en dimension 2 ef,
3 en utilisant des techniques géométriques.
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7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine

7.1.1 Enoncé

Le but de ectte section est de présenter et de prouver le principe du maximum
de Poniriaguine, pour des problémes de conlrole optimal sans contrainte sur
Tétat.

Théoreme 42. On considére le sysiéme de contréle dans R"

#(1) = S((t), u(D)), (7.1)

otr f 1 R" x B™ — R” est de classe C*, el ot les conlréles sonl des appli-
cations mesurables el bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RY el a
valeurs dans 2 C R™. Soieni My el My deus sous-ensembles de R™. On nole
U lensemble des conlroles admissibles u dont les trajectoires associées reliend
un point iniliol de My & un point final de My en temps t(u) < lo(u).

Par ailleurs on définit le coidl d'un coniréle u sur [0,t] par

O = | O(s), uls))ds, (7.2)

on fO:R" x B — R est C1, el (-) est la trajectoire solution de (7.1)
associée au controle u.

On congsidére le probléme de conlréle optimal suivant : délerminer une
trajectoire reliant My G My el minimisant le coiit, le temps final pouvant étre
fixé ou non.

Sile contréle v € U associé a la trajectoire x(-) est opiimal sur [0,T], alors
il existe une application p(-) : [0,T] — R™ x R absolument conlinue appelée
vecteur adjoint, et un réel p° <0, lels que le couple (p(-),p®) soil non trivial,
et tels que, pour presque toul 1 € [0, T,

a(l) = %i%(:l:(L)JJ(L).p”,'u(f)),

() = = (e(e), (0,8, (1),

(7.3)

ot H(x,p,p",u) = (p, f(a,u)) +p°fO(x,u) est le Hamiltonien du systéme, el
on a la condition de mazimisation presque partout sur [0,T]

H(a(2), p(t), 1, (1)) = M((0),p(0), ), (7.4)
o1l
M(x,p,p") = mix Hx,p,p"v). (7.5)

De plus, M (x(t),p(t), p") est constant sur [0,T].
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Si de plus le temps final pour joindre la cible My n'est pas fixé, alors on
a, pour lout t € [0,T,

M(x(t),p(t),p") = 0. (7.6)

Si de plus My et My (o juste U'un des deur ensembles) sont des voriélés
de R" ayant des espaces langents en x(0) € My el x(T) € M, alors le vecleur
adjoint peul élre consiruil de maniére ¢ vérifier les condilions de lransversalilé
aur deux extrémités (ou jusle l'une des deux)

p(0) L TpyMa, p(T) L ToeryM;. (7.7)

Définition 78. Une extrémale du probléme de coniréle oplimal est un quadru-
plet (z(), p(-), p°, u(")) solution de (7.3) et (7.4). Si po =0, on dil
que Uextrémale est anormale, el si p® # 0 Uexlrémale est dite normale. Si de
plus les conditions de transversalité sont solisfaites, on dil que Uextrémale est
une BC-ertrémale.

Remarque 18. La convention p® < 0 conduit au principe du mazimum. La
convention p” > 0 condnirait an principe du minimum, i.c. la condition (7.4)
serait une condition de minimum.

m

emargue 19. Dans le cas ol = R"™ je. lorsq’il n’y a pas de contrainte
R que 19. Dans le cas 2 =R", lorsqu’il n’y a pas d t t
1]

sur le controle, la condition de maximum (7.4) devient, D—"‘IL = (), et on retrouve
le principe du maximum faible (théoréeme 3).

7.1.2 Preuve du principe du maximum

La preuve donnée ici est inspirée de [1, 4G]. L’idée est de linéariser le systeme
le lIong d’une trajectoire optimale et d'utiliser des variations en aiguille du
controle de référence, définies ci-dessous.

Préliminaires : variations en aiguille, premier céne de Pontriaguine
Soit (z(t),u(t)) une trajectoire de référence, solution du systéme de contréle

i(t) = f(2(t), u(t)) (7.8)
sur [0, T]. On pose xzg = 2(0).

Définition 79. Soient t, €]0,7T] et uy € 2. Pourn; > 0 assez pelit, on définit
la variation en aiguille 7 = {L1,ny,11} du conlréle u par

, _ uy st tE [t ty +my,
try (1) = {u('t,) sinon.

On nole @, () la solution de (7.8) associée an contrile (admissible) ., (),
telle que @y, (0) = x.
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Notons que 2, (+) converge uniformément vers 2(+) sur [0, 77 lorsque 7,
tend vers 0.
On dit que #; un point de Lebesgue de [0, T si

E tLi+h
’]‘)E%] 71; l/h S, u@)dt = f(z(ty), u(ty)).

On rappelle que presque tout point de [0, T est un point: de Lebesgue,

Définition 80. Soit 1| un poini de Lebesgue de [0, T, el soil 1y, (1) une vari-
ation en aiguille de w(t), avec my = {Ly,7,,u1}. Pour toul t € [t1,T), on
définit le vecteur de warialion vy, (1) comme solution sur (11, T] du probléme
de Cauchy

ies (1) = 2L (1), w0, (), (79)
v (F1) = [(x(11),u1) = f(2(t1),u(t))). (7.10)

Lemme 44. Soil 1, un point de Lebesgue de [0, T, el soit ux, (1) uwne variation
en aiguille de u(t), avec wy = {t1,71;,u1}. Alors

2 (T) = 2(T) + myom, (T) + ol ). (7.11)

Preuve. Par définition, de wx, el @4,, on a a4, (11) = z({1). Dong,

A

22 (T) = w(ly) + / J(rm, (), wy)dt + / S, (0), u(h))de.

Jiy Jiy-bny

by

Par définition d’un point de Lebesgue, on a
by
[ 0t = 1ot ) + ol
Jiy
et

s T by
/ S(may (8), u(t))dt = S(xa, (8), u(t))dt — /’ J(xa (), ut))dt

t1+1, iy

T
= [ flax, (1), u(®))dt —m f(5(t1), ultr)) + o(n,),

Jiy

car r, (t1) — 2(t1) lorsque 7y, — 0. On en déduit que

7
2y (T) = ()40, (F(@(00), un )= ({00, u(tr))+ / S (1), u(®))dt+0(n, ).

Par ailleurs,

T
x(T) =a(t1) + /i J(x(), u(t))dt,



7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine 157
d’ott
Tp {T) — (T 1 7 )
D22 )+ [ 0,u(0) = S0, u0)
T moJin
Par aillenrs, d’apres (7.9),

ST ﬂ

U5y (T) = vry (01) + / O

Jiy

((t), u(t))vq, ()de.

Par différence, on dédnit facilement du lemme de Gronwall que le quotient

Loay (T)—(T .. L. ,

—1% admet une limite lorsque n; — 0, 7; > 0, et cette limite est égale
1

a vy, (T).

Remarque 20. Le signe de 17, est important. En effet, pour n, de signe cuel-
1 1 =3 f
conque, si on définit la perturbation 7y = {{y,7,,u} par

w, st t €[ty ] et sing >0,
e (1) = w st LE[E +y,t]etsing <0,
u(t) sinon,

alors

T

iy (T) = 2(00) + I [ () ) = F(a(b)owlt) + | F(m (1), (1)L,

J ity

En particulier, la fonction 1, — 25, (T) est dérivable & droite ef & gauche en
7, = 0, mais n’est pas dérivable en ce point.

Remarque 21. Pour tout o > 0, la variation {{1,a);,u;} engendre le vecteur
de variation aw,, (¢). Par conséquent, 'ensemble des vecteurs de variation an
temps ¢ forment un cone de sommet (/) dans espace tangent.

Définition 81. Pour ltoul t €]0, 7], on appelle cone langent de aw temps t.
ou premier céne de Pontriaguine au lemps t, noté K (1), le plus petil céne
conveze fermé dans 'espace tangent au point z(l) conlenant lous les vecleurs
de variation v, (1) pour tous les points de Lebesgue 5 tels que 0 < 1y < 1.

Par récurrence immeédiate, le lemine 44 se généralise de la maniére suivante.

Lemme 45. Soient 0 < 1) < to < -+ < b, < T des temps de Lebesgue, el
WUpy. .., Uy, des éléments de 2. Soient nq, ..., Tps des réels positifs vssez petils.
On considére les variations w; = {l;j,n;, 1}, et on note vy, (1) les vecteurs de
varialion associés. On définil la variation

7[“={t],...,f,,,‘l}],...,'I]I),’U],”.,'ll-),}

du conlréle u sur [0,T) par
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/ . s L <t<Li4n, i=1,...,p
tx(t,) = {1:(75) sinon.

Soit w=(1) la solulion de (7.8) associée au contréle u(l) sur [0,T), telle que
5 (0) = xq. Alors

»

25 (T) =a(T) + Z ;e (T) + O(Zni). (

i=1 i=1

~1
w2
—

La formule (7.12) montre que toute combinaison & coefficients positils de
vecteurs de variation (en des temps de Lebesgue distinets) définit le point
() + v (1), on

va(t) =Y Aive, (1), (7.13)

i=1

qui appartient, au terme de reste prés, & Uensemble accessible A(g, 1) en
temps ¢ depuis le point 2 du systéme (7.8). Ainsi, le premier cone de Pon-
triaguine IC(2) sert d’estimation & 'ensemble accessible A(xq,t).

Dans la suite, le résultat suivant, basé sur le théoréme du point fixe de
Brouwer, est, crucial (voir [1]).

Lemme 46. Soit C un céne conveze de R™ d’intérieur non vide, et F' une
application lipschilzienne de C dans R", lelle que F(0) = 0. On suppose que
I est différentiable en 0 ou sens swivant : il exisle une applicabion linéaire
F:R™ = R" telle que, pour tout z € X,

F(ax) e
a oz "

On suppose que
F.C=R".

m

Alors, pour loul voisinage V' de 0 dans R™, le point O appartient a linlériewr

de F{(V N C).

Remarque 22. Si Vapplication F est de classe C!, le résullat du lemme
découle immédiatement du théoreme des fonctions implicites. 1l s’agit ici d’un
théoreme de point fxe, nécessaire dans la suite de la preuve, compte-tenu de
la remarque 20.

Prewve (Prewve du lemme 46). Soient (yy,...,yn) une base affine de R”,
telle que 3°1_ i = 0. L’application F(S[C ¢tant surjective, il est clair que
Papplication Fé|co' Pest aussi. Par conséquent, powr tout i = 0,...,n, il existe

O
v; € C tel que Fjv; = y;. De plus, v, ..., v,, sont affinement indépendants
dans R™, le vecteur
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n

1

[ V;

7+ 14

=0

appartient & Pintérieur de C et vérific Fjv = 0. On définit le sous-espace
vectoriel de R™
W =Vect{v; —v|i=0,...,n}.
1l est de dimension n. Le vecteur v étant a 'mtérieur de C, il existe § > 0 tel
[*] — —
que v+ Bs C C, ou Bs = WnNB(0,d), et B({),0) est la boule fermée de centre
0 et de rayon ¢ dans R™. Comme Fj.v = 0, on a facilement FgW = R", et
donc Papplication Fyy- est inversible de /17 dans R™.
Pour tout a > 0 assez petil, on définit Vapplication G, : Bs — R" par

Ga(w) = %F(a(v + w)).

Pour o = 0, on pose Gg(w) = Fjw. D’aprés 'hypothése de différentiahilité
sur £, on a, pour tout w € Bs,

Go(w) = Fyaw +o(1)

lorsque o — 0. En particulier, G, converge simplement vers Fy) sur By, lorsque
o tend vers 0. D’autre part, F' étanl Lipschitzienne, les applications G, sont
lipschitziennes, avec une constante de Lipschitz indépendante de o, pour 0 <
o < ap, olt ag > 0 est assez petit. En particulier, la famille (G4 )ogaga, et
équicontinue. On déduit du théoréme d’Ascoli que G, converge uniformément
vers Gy sur Bs. En particulier, application I'd — G, o Gal : Go(Bs) — R
est, uniformément proche de 0. Il existe donc un voisinage U de 0 dans R” tel
que, pour tout # € V, Papplication

T —G,o0Gy (2)+ 7

envoie Go(Bs) dans lui-méme. D’apres le théoreme du point fixe de Brouwer,
il existe un point & € Gp(Bjs) tel que

-G, oGrt(x)+7=u,
ie. GaoGy ! (2) = &. En particulier, le point origine 0 appartient & 'intérieur

de I'ensemble G, o Gy ! {Bs), et done, 0 appartieni & I'intérienr de I'ensemble
Fla(v + Byg)), pour toul a > 0 assez petit. La conclusion du lemme ¢’ensuit
o]

puisque v + Bg C C par construction.
Preuve du principe du maximum
Prouvons maintenant le principe du maximnm. Soit x(4) nme trajectoire opti-

male du systéme (7.1), pour le cott (7.2), associée au contrdle u(t) sur [0, 7],
el telle que x(0) € My et o(T') € AL
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On considere le systéme augmenté

@) = f(x@),u(t)),
0(t) = JO>x(t), u(t)),

que 'on écrit

(7.14)

B(t) = J(@(0), u(t)),
avec T = (z,2°). Notons que 2(T) = C(T,u). Ainsi, la coordonnée z°(T) de
la trajectoire du systéme augmenté correspondant au contrdle optimal wu(#)
est minimale, et par conséquent le point &(7") appartient & la frontierc de
lensemble accessible A{xg, T) pour le systeéme augmenté. Notons IK(T) le
premier cone de Pontriaguine pour le systéme augmenté. Soit p un entier
naturel non nul. On note

RY = {(ny,...,m,) €ER” [ 1y 20,...,1, > 0}.

Solent 0 < {} < -+- < 1, < T des temps de Lebesgue, et uq,...,u,, des
éléments de [2. Définissons application F': RE — R par

‘F‘<T}la‘ . )77/)) = ‘/ETT<T)1

olt 7 est la variation © = {t1,... ¢ 7q,-.., M ULy - ,Up}, pour le systéeme
augmenté (7.14). Cette applicahon est clairement lipschitzienne, et F(0) =
x(T). D'apres la formule (7.12) du lemme 45, F est différentiable sur le cone
R au sens du lemme 46.

Raisonnons par I'absurde : si K(T') est égal & R"*! tont entier, alors il
existe un entier p, et des perturbations 7; = {t;,n;,u;}, ¢ = 1,...,p, telles
que

Cone{vy,(T) | i=1,...,p} = R"T],

On déduit de (7.12) que
R = ReFL
Mais le lemme 46 implique alors que le point Z(7") appartient & Uintérieur de
I’ensemble accessible fi(wu, T), ce qui est absurde.
Doue le cone K(T) n'est. pas égal & Vespace tangent tout entier au point
Z(T). Comme il est convexe, il existe un vecteur (ligne) p7 non tr 1v1al tel que,
pour tout vecteur de variation #(7T") de K (T), on ait

prio(T) < 0.

Soit, p(1) (écrit comme vecleur ligne par commodité) la solution sur [0, T) dn
! 3 ;
probleme de Cauchy

aop

(1) = =5) 2 (1), u(1)), H(T) = -
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Notons que, si p = (p,pY), on obtient (7.3), avec p" constant
(car la fonction f ne dépend pas de 2%). L’orientation de pp, ct e fait que
Pon minimise le coiit, impliquent que p? < 0. D'aprés les équations

OL (). u(t)o(0),

BUL) = =B 22 (70, u(0), §(0) = S

on a facilement

et donc,

pour tout / € [0,T}.

Raisonnons par I'absurde, et supposons que la condition de maximisation
(7.4) soit fausse. Alors, il existe un contréle admissible .y et un sous-ensemble
de [0, T de mesure positive sur lequel

H(a(t), p(t), p" u(t)) < H(w(t), p(t), p, ur (1))

Soit ¢; un temps de Lebesgue de ce sous-ensemble. On a

BUT(E ) u(tn) < 56T (#(h), ),

avec u, € {2. Considérons alors le vecteur de variation

vy (1) = FE(L), ) = F@ (), ulty),

pour 71 = {t1,1,u1}. Selon Pindgalité ci-dessus, on a

p(t1)vx, () > 0,

d’oi1 une contradiction. La condition de maximisation (7.4) est prouvée.

Montrons les conditions de transversalité (7.7). 1l suffit de modifier les
arguments précédents, en montrant que 'on peut choisir un vecteur adjoint
vérifiant les conditions (7.7). On aurait pu le faire directement mais on préfere
ici séparer les arguments, par souci de lisibilité. Montrons donc ces conditions
en deux temps.

Tout d'abord, en supposant que A, seulement goit, une variété au point,
final, montrons la condition de transversalité au temps final. L’argument qui
suit est adapté si par exemple ’ensemble initial Afy est réduit & un poin.
Supposons que, localement au voisinage du point final 2:(T), la variété A, est
de codimension k, of est donnée sous forme implicite Ay = {& = 0}, ol & est
définie localement de B” dans RF. Posons alors

Bz, ) = (d(2), 2Y).

En reprenant le schéma de prenve préeédent, on pose
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G(yy--my) :rf)o/?(n],...,np).

L’application G est lipschitzienne et différentiable au sens du lemme 46 sur Rﬂ,
et G(0) = (0,C(T,u)). L’optimalité du contréle u implique que le point G(0)
appartient & la [rontiere de Pensemble G(R!), et donc, d’aprés le lemme 46,
G est strictement inclus dans RP+!, Or, Gjy = dD(F(T)) o F}. Si Pensemble
dd(Z(T)).K(T) était égal & B¥t! entier, alors il existerait un entier p, et des
perturbations m; = {l;,n;,u;}, 1 =1,...,p, telles que

dP(Z(T)).Cone{v,, (T) | i=1,...,p} = R".
D’aprés (7.12), on aurait alors
TR =R,

ce qui est faux. Par conséquent, le cone convexe d@(Z(T)).I(T) est stricte-
ment inclus dans R¥+1, Comme cet ensemble est convexe, il existe & -4 1 réels
ILyy .-y Mg, tels que, sion pose

le+1

Off’
pr = Z/J » 7)), (7.15)

=]

on a pri{T) < 0, pour tout vecteur de variation de KX (T). La suite de
la preuve est alors la méme que précédemment. La formule (7.15) conduit
immédiatement a Ja condition de transversalité p(T) LTy M.

Supposons maintenant, dans un deuxiéme temps, que Ay et M) sont des
variétés, et montrons les conditions de transversalité aux temps initial et final.
De nouveau, on modifie les arguments précédents, en faisant varier le point
initial. Pour p entier, on définit U'application F' = My x BE — R x B" par

F(:I’.(h /J R r”p) = iW(T)>

oll T, (t) est la solution du systéme augmenté (7.14), associée au controle u,
comme précédemment, et telle que #(0) = (z4,0). On pose ensuite

G(za, My 5Mp) = P o F(xo, s 17,

olt @ est définie ci-dessus. L’optimalité du controle u implique que le point
G(x(0),0) = (0,C(T,u)) appartient & la frontiere de Pensemble G(My x RY ).
Localement au voisinage du point 2(0), on peut supposer que My = IP”’
Alors, d’aprés le lemme 46, le cone convexe dG(x(0),0).(Tyo)My x RY) cst
strictement, inclus dans B! On en déduit, comme précédemment, que le
céne convexe

o

dd(z(T)). (Img

T

((0),0) + fl’(T))
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est strictement, inclus dans B*+1. On en déduit 'existence d'un vecteur (ligne)

pr de la forme
,|-1 1
)d)
=Y omly

tel que

8.”L'()

ir (Jm ((0),0) + f((T)) <.
Ainsi,d’unepart, on a ﬁTﬂ'(T ) < 0,etla preuve est la méme que précédemment.
Drautre part,

o

P
br 111‘1,(_)——(.’1:(0),()) <0,
C)IL‘U

et donc oF
IF

2(0),0) =
5 (@(0),0)
puisqu’on a un espace vectoriel. Pour tout xy € Mg, notons Z(f, xp) la tra-
jectoire du systéme augmenté (7.14) associée au contrdle optimal wu, partant
du point xq. Alors F7(z(0),0) = Z(T,x(0). Ainsi, le vecteur adjoint au temps
final vérifie

N~

PIT) o (T,(0)) = 0.

Jxy

Or, &(t,xq) vérific 'équation différentielle

Z:(?‘ x0) = fle(l,z), u(t)),
donc ) . N
c(?! gL (t,w0) = %(”7(1»1’:0) “(’))%(t,r(,),

d’ol clairement,
ax

d_ip([/) 3;1,“ (i I”) Oa

presque partout sur [0,T]. On en dédnit que

or

7(0) 5 (0,2(0)) =

i.e. 73(0)_LT_,-(U)A[(]

Montrons & présent que application ¢ — A (x(L), p(t), p”) est absolument
continue et de dérivée nulle presque partout sur [0,7]. Le controle u étant
borné, il existe un sous-ensemble compact U de R™, contenu dans (2, tel que

u{t) € U, pour tout { € [0,T]. Posous

m(x, p,p") = max H(x,p,p",v).
vel
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11 est, bien clair que
M (2(1), p(t), p°) = m(x(1), p(t), p")

presque partout sur [0, 7). Montrons qu’en fait cette dgalité est valable partout
sur [0, T]. D’une part, par construction M (2, p, p°) = m(z, p, p°). D’autre part,
la fonction & — M{x(2),p(t),p") est semi-continue inférienrement (comme
maximum de fonctions continues), done, pour tout ¢ € [0,T], et tout £ > 0,

on a
M ('7)(1/1 )1]3(['] ): pﬂ) < Aj(l([)’ P(f), TJU) -+ £

lorsque £y est suffisamment proche de ¢. Puisqu'on a 'égalité M (x(t), p(t), p%)
m(x(2), p(t), p) presque partout sur [0, 7, on en déduit que M (z(1), p(t), p%)
m(x(t),p(t),p") pour tout ¢ € [0,T], d’olr égalité.

Par ailleurs, f étant C' et I/ compact, on voit, facilement que I'application
1— m(x(t),p(t),p") est lipschitzienne sur [0, 7). Soit 7 un point de [0, 7] en
lequel les applications 1 + m(t) = m(x(t), p(f),p"), t — x(1), et t = p(t) sont
dérivables (presque tout point de [0,T] vérifie cette propriété). Pour ¢ > T,
on a

N

m(t) > Ha(t), p(t), 7", u(r)),
et, done, en écrivant,
m(t) = m(r) > H (@), p(e),p°,u(r)) = B (), p(7), ' u(r))
+ H(x(t), p(1), p°,u(r)) = H(x (1), p(1), p°, u(T)),
on en déduit que

m(t) —m(7)

m(7) = lim

l—T1 -7
> B2 o) ()8 () + S (), () 2 )i r) =

De méme, en raisonnant avec ! < 7, on prouve que 7i(7) < 0, et donc que
() = 0. Ainsi, la fonction m est absolument continue, de dérivée presque
partout nulle sur [0, T], donc constante sur [0, T]. 1l en est donc de méme pour
M (z(t),p(t),p").

Prouvons que, si le temps final n'est pas fixé, alors A (z(t),p(t),p") = 0
sur [0,7). En fait, on va se ramener au cas du temps final fixé par une
reparamétrisation du temps. Tout d’abord, notons que, dans le probleme ini-
tial, le temps final étant non fixé, la trajectoire optimale 7 est telle que Z(7T)
appartient & la frontiére de 'union U;1~_5<,,<T.;.5/1 (zp,t) des ensembles acces-
sibles; olt £ est un réel positif. Soit ¢ une fonction lisse et strictement crois-
sante de R dans R. Pour tout s € [0, (T)], posons t = ¢(s), §(s) = &(t),
w(s) = u(t), et v(s) = p(s). Alors,

§'(s) = v(s) [ (d(5), w(s)). (7.16)
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Considérons le systéme (7.16) comme un systéme controlé par (v,w), ol les
controles w(s) € B™ et v(s) € R vérifient les contraintes w(s) € (2 et
v(s) — 1] < 6, ot § = £/l;. Le contrdle optimal de référence correspond
a (v(s),w(s)) = (Lu(s)) (et w(s) = ). Notons ¢ la solution sur {0,7] du
systéme (7.16) correspondant & ce controle, telle que §(0) = #(0). Dans le
probleme initial, Z(T) appartient a la frontiere de 'umion des ensembles ac-
cessibles Ur—ccicrye Ay, £). On en déduit que le point G(T) appartient a la
[rontiére de Pensemble accessible depuis g en temps T pour le systéme de
contréle (7.16). On s’est ainsi ramené & un probleme de controle optimal A
temps fixé. D’aprés les arguments précédents, il existe, pour le systeme (7.16)
un vectewr adjoint A(s) = (A(s), A") vérifiant

L (a(s), 0(s))

Or, puisque (v(s),w(s)) = (1, u(s)), le vecteur adjoint A(s) concide avec le
vecteur p(s) construit précédemment. Par ailleurs, le Hamiltonien du systéme
(7.16) étant égal & vH (x,p,p", u), la condition de maximisation donne

1L.H(x(s), p(s), p%, u(s)) = max v (x(s), p(s),p", w),
we?, [v-1<8

pour prescue tout s € [0, 7]. En particulier,
H(a:(s),p(s), " n(8)) = vH(x(s), p(s), p°, u(s)),
pour tont v €]1 ~ 8,1+ 8], et par conséquent,
H(xz(s),p(s), 0", u(s)) = 0.
Par ailleurs, on sait déja que

H(ae(t), p(0), p", u(t)) = max H(x(t),p(t),p°, w)

presque partout sur [0, 7], et que le membre de droite est une fonction absol-
wment continue de 2. 11 est donc identiquement nul sur [0,7}, ce qui montre
(7.6).

7.1.3 Généralisations du principe du maximum

La prenve du principe du maximum présentée précédemment permel d’éiendre
le résultat a des situations plus générales.

Probléme de Mayer-Lagrange non autonome

Tout d’abord, considdrons le prableme de countréle optimal (dit de Mayer)
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a(t) = fla(t), u(t)), ming(x(T)),

ot 2(0) € My et 2(T) € M. Alors, avec les notations utilisées précédemment,
en considérant 'application qui & un élément (.1‘0,7‘/1,...,1)1,) € My x R;L
associe

(G('/U(]? M- )T/;>)1.(](F(:’;()) Hiyeeoy 771))5
on montre Vexistence d’un vecteur adjoint p(t) vérifiant les équations de
Hamilton, avec H(z,p,p", u) = (p, f(x,u)), et tel que

p(T) = p°Vg(x(T)) L Ty, et p(0) L Tog) Mo.

Ensuile, considérons le probleme de controle optimal non autonome

T
(t) = f{t,x(1),u(t)), min/ U, 2 (), n(t)),
Jo
ot 2(0) € My et x(T) € M;. On se raméne an cas autonome en posant
I = (t,z), el alors

#(1) = (J(@(0), u(t), 1),

avee un cout de la forme

o
/ FOGE), u(t))dt.
J0
En posant y = (p, p;), le Hamiltonien de ce nouvean systéme est
H(e,p,p%u) = (p, f(E,0)) +p + "1 (&, u),

lié au Hamiltonien initial par la velation H(&,p,p% u) = H (2, p,p" u) + pi.
[’application du principe du maximum conduit & la condition de maximisation
presque partout

(), 5(0), 9 u (1)) = N((@(0), B(5). "),

et M((&£(1), p(t),p%)) est constant sur [0,T]. Notons que M((#,p,p")) =
M, p,p") 4 pi.

Si de plus le temps final T est libre, alors M ((&(t), p(2),p")) = 0 sur
[0,T]. Par ailleurs, on a aussi la condition de transversalité p,(T") = 0, dol la
condition an temps final

M (T, p(T), p%) = 0.

Notons que, lorsque le systeme n’est pas autonome, la fonction AL (z(1), p(t), p*)
n'est pas constante sur [0, 7.

En mixant les deux arguments précédents, on pent énoncer la généralisation
suivante du principe du maximum.
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Théoreme 43. On considére le systéme de conlréle dans R*

x(t) = f(t, x(t),u(t)), (7.17)

o f : Rx B x B" — B" est de classe C'Y et o les contréles sont des
applications mesurables el bornées définies sur un intervalle [0,t,(u)] de BT
et a valevrs dans 2 C R™. Soient My et M| dewr sous-ensembles de R™. On
note U l'ensemble des contréles admissibles u doni les lrajecloires associées
relient un poinl inilial de My 6 un point final de A\ en temps L(u) < L.(u).
Par ailleurs on définit le coit d’un contréole u sur [0,1]

C’(l:,'u,):/ (s, 2(8), u(s))ds + g(t, (1))

ot fORXxR"xR" — Retg: RxR" — R sont C, el z(-) est la lrajecloire
solution de (7.17) associée au conirédle u.

On considére le probleme de controle oplitnal suivant : déterminer une
trajectoire reliant My a Ay el minimisant le coil. Le temps final peul éire
fizé ou non.

Si le controle u € U associé d la trajectoire x(-) est oplimal sur [0,T], alors
il existe une applicalion p(:) : [0,T] — R" x R absolument continue appelée
vecteur adjoinl, et un réel p’ <0, tels que le couple (p(-), p") est non irivial,
et tels que, pour presque toul t € 0,7,

. oOH

() = 5 — (b (1), p(t), p°, u(t)),

. OH 0

P(T) = ‘E—(f -’17([),])(1'/),']) 7“’([’))3
ot H{t,z,p,p" u) = (p, [(t, 2,0))+p° 0L, x,u) est le Hamiltonien du systéme,
et on a la condition de mazimisation presque partout sur [0,7)

H(t,2(t),pt),p°, u(i))—md\II(l x(0), p(L), p", ). (7.19)

(7.18)

Si de plus le temps final pour joindre lo cible Ay n'est pas fixé, on a la
condition au temps final T

(1 )(}

131;1\[%(7" 2(T),p(T),p",v) = —

o (Loe(T))- (7.20)

Si de plus My et My (ou juste Dun des devr ensembdles) sont des variéiés
de B™ ayant des espaces langents en x(0) € My et 2(T) € My, alors le vecteur
adjoint peut élre construit de manicre & vérifier les conditions de transversalité

dewr: extrémités (ou juste 'une des deux)
])(0) 1 {T:I:(U)AJD (721)
et
0Oy
p(T) - ) (T I(T)) L fra:(’l‘)ﬂ'?[l- (722)

Ox
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Remarque 23. Dans les conditions du théoréme, on a de plus pour presque
tout £ € [0, T

OH

=7 (), p(), " u(t)). (7.23)

& H (1,20, 00,0, 0(1)) =

En particulier si le systéme augmenté cst autonome, ie. si [ et f° ne
dépendent pas de ¢, alors A ne dépend pas de £, et on retrouve le fait que

vi € [0,T) mcdf\ﬂ( w(t), p(t), p°, v) = Cste.

Notons que cette égalité est alors valable partout sur [0,7] (en cflet cette
fonetion de { est lipschitzienne).

Conditions aux frontiéres mélangées

Considérons le probleme de controle optimal

T
() = f(z(t),u(l)), 11'1in/ T (1), u(t))dt,
Jo
avec les conditions frontieres mélangées
(2(0),2(T)) € N,
ol IV est une sous-variété de R" x R".

Pour se ramener a des conditions non mélangées, on introduit une nouvelle
variable y € R", et on considere le systeme auxiliaire

() =0,
(1) = f(z(t), u(t)).
Alors les conditions [rontiéres précédentes sont dquivalentes aux conditions
y(0) = x(0) e R", (y(T),=(T)) € N.
Le Hamiltonien de ce nonveau systeme est le méme que le Hamiltonien initial.
L’application du principe du maximum a ce probleme anxiliaire conduit a
IPexistence d'un vecteur adjoint (p(t), p,(#),p°), ont (x(1), p(2), p°, u(t)) vérifie

(7.3) et la condition de maximum (7.4). Par ailleurs, p,({) =0, et les
conditions de transversalité sur le vecteur adjoint donnent

pu(0) = =p0), (p,(T),p(T)) L Tyryw(ryN,
d’oit (=p(0), p(7")) L Tiwwy,e(ry)N- On a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 44. Dans les conditions du théoreme 42, avec les condilions
frontiéres (x(0),x(T)) € N, ot N est une sous-variélé de R x R", le vecteur
adjoint vérifie la condilion de lransversalilé

("))(0)17)(T)) L T(u:(U),:x:(T))JV‘
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Remarque 2. Un cas important de conditions mélangées est le cas des tra-
jectoires périodiques, i.e. 2:(0) = 2:(T) non fixé. Dang ce cas, la condition de
transversalité donne p(0) = p(T). Autrement dit, toute trajecioire optimale
périodique admel un relevement extrémal périodique.

Remarque 25. Lastuce de considérer une variable auxiliaire, déja utilisée
précédemment, permet d’obtenir de nombreuses généralisalions du principe du
maximum. Ici, le role de la variable élail de découpler les conditions fronticres,
et de réexprimer une condition initiale en une condition fnale.

Remarque 26. Pour conclure cetle section, notons qu'il existe des versions plus
générales du principe du maximum, pour des dynamiques non lisses ou hy-
brides (voir par exemple [23, 68, 69] et leurs références, voir aussi plus loin
dans cet ouvrage pour le principe du maximum avee contraintes sur I'éiat).

7.2 Principe du maximum avec contraintes sur ’état
7.2.1 Les travaux de Weierstrass (1879)

Cps < sow . . . o N
On consideére le probléme de minimiset un critére de la forme | t()l F(a,y,x,9)di,
ot ¢ = (x,y) € B2, avec une contrainte sur 'état, et en particulier dans le cas
Riemannien. On suppose donc que F' vérifie la condition d’lhomogénéité

Fla,y, ki, k) = EF (2, y,3,7), (7.24)

pour tout & > 0, et le cott ne dépend pas de la paramétrisation des courbes.
On suppose que les conditions intiales et finales sont fixées, g(to) = gq, q(t1)
=7

Formules préliminaires

Etablissons quelques formules. En dérivant (7.24) par rapport a kb et en
évaluant pour k = 1, on obtient

i Fy 4+ Fy = I, (7.25)

' F(xyy, &, 9)dt, il

oll F; ¢t Fy désignent les dérivées partielles. Posons J = [

vient

5 = / " (rat 4 F + (Fik Fyi) )

ly

soit en intégrant par parties

5 iy o d ; rly r d F ;
i T T l‘*i: dt -+ o, — —Fy | 1‘
' /' ( e ')E( ! /, ( '@ -’) "
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ol £ et 9 sont les variations. Comme elles sont indépendantes, on déduit de
6J =0 a lextrémum les équations d’Euler

d . d
- _Ei7 :0’ 11"/ —_——

dt Sodt
Ces deux équations ne sont pas indépendantes du fait de la relation (7.25).
En effet, en dérivant cette équation en x et y, il vient

F, =iF:, + !}1;‘1):175 jpy = j’F‘ity + ].]-F_;‘/!/, (7-26)

Fy = 0.

n
@

et en dérivant (7.25) en & et ¢, il vient

Fy = iFs; + Fi + 9Fe, Iy =3Fy + Fy +9F,

soil

0 =iaFgs + 5Ly, 0=l + 95, (7.27)
donc

Pow 0 _ T

Fye & Fyy
On pose

Fiy = —zykh, (7.28)
et on obtient

Fyy = i Fy et Fyg = 37 Fy, (7.29)

la fonction Fy étant définie dans le domaine ot (&,%) # 0. On obtient alors
d

]-;l:ft - ;I—"‘Fx = F:I.‘ - (:i:Ei.'.'l', + yEi'y =+ .’I‘F“ + ’.UFU/)‘
et avec (7.26) et (7.29), cela se simplifie en
. d . - .
Fy - (l—fF' = '.U(F[;u: - Ehy) - (-771’.&::1': + U]-’.'i:,f/)a
= )(Fye — Fiy) — 9(93 — &§) 1.
Posons

T = (-F'yr e ];‘:i',}/) =+ Fl (117.’] - !/7)
On obtient,
. d )
J':I: - ;ﬁ]d.‘i: = ?/T (730)
et de méme en changeant 2 cn y il vient
d
F,-—=F,=-1T. 7.31
vt 1 ( )

Avec la condition de régularité (i, 7) # 0, 'équation d’Euler équivaut a 7' = 0.
C’est I'équation d’Euler sous la forme de Weierstrass.
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Application au probléeme avec contraintes

On se donne un domaine D du plan, dont le bord est lisse. Soit & = (s),
§ = 1)(s) un arc frontiere joignant les points 2 et 3 avec s € [sa,83). En un
point (&,4) de l'arc frontiére, on construit un vecteur u de longueur u orienté
vers l'intérieur du domaine. Les coordonnées de 'extrémité sont

Soit £ > 0 el p(t) une fonction positive, nulle lorsque s = g2,y ct v =
ep(s). On a £ = n = 0 aux extrémités et la variation de J associée est

43 ]
= (5 3m)es (3 35) oo
v &g ¢l

et avec nos formules précédentes,

0] = —¢ / Tp(s)

soit la condition suivante.

Lemme 47. Dans le cas ou Uare frontiére est minimisant, on a la condilion
nécessaire T < 0, le long de DUare frontiére.

Si Fy > 0, le long de 'arc frontiere il vient

Foy — Fy o
LF—" < —(xy — ¥9). (7.32)
Fy

Introduisons la courbure pour la métricue usuelle

L dj-d (7.33)

(vEEE)

2 - 9
La relation (7.32) s’écrit,

Fm]'/ - Ei:y

Or unc extrémale pour le probleme non contraint, vérifie 7' = 0, soif

l'jm;y‘; - Ei:y _ (/”/ - 7’/) . _]_




172 7 Principe du maximum de Pontriaguine

Soit done P un point de arc frontiere et ¢ — (1) Pextrémale issue de P et
tangente a la [rontiere. Le membre de ganche de (7.34) est alors opposé —1/r
de la conrbure de lextrémale et 'on obtient la relation géométrique

> (7.35)

==
~ | —

Lemme 48. Une condition nécessaire d’optimalité est 1/r = 1/F ou 1/F est
lo. courbure de Uare frontiére en P et 1/v la courbure de Uextrémale langenie
en P a la frontiére.

Corollaire 19. §i IF = /a2 + > esl la métrique usuelle, Uarc frontiére est
optimal si le domaine de conlrainte est conveze, el non optimal sl est con-
cave.

Conditions de jonction

En introduisant d’autres variations on obtient des conditions nécessaires &
vérifier lors de entrée et de la sortie de l'arc frontiére 23. Traitons le cas de
Pentrée. Soient O un point a Pextérieur de la frontiere du domaine contraint

et 4 wun point d’entrée entre 2 et 3. On fait I'hypothése que le cott le long de
I'arc 024 est moindre (que le long de I'arc 04. Introduisons

o (1)1 (u( 02 pour t € [t1, 4] ;
o (Z(s),9(s)), Parc frontiére 24, s € [$2,82 + h], h > 0
o ~(s) + )/( s), Parc 04, s € [ty,12].

Utilisons la formule fondamentale du calcul des variations avec 'hypothése
que v esl extrémale,

6. = Jou = (Jo2 + Jaa)

o wan4-h
= / (F(y + v) = F(5))dt — / Fds
In Js

- []{ £+F};7’], _F(I/ ll -iz-,'.’j‘.))h

el &(ty) = n(ly) = 0 car extrémité 0 est fixée. En ls, la variation du point
est £ = zh, n = ih. Donc

8J = h (£F; + §jFy — F) = ~hE,
ol £ est la fonction de Weierstrass

E(w,y, &9, 2, 9) = F'(&,§,%,7) — (.’I.t[‘.}i,(.’lf, Y, @,9) + ;IL/E',(.’L‘, U, 1))
et ol I'on doit évaluer en

x=x(s2), y=1y(s2),
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et &, y dérivée de v au point d’entrée 2, et &, i dérivée de arc frontiere au

Y . k) 1 .
point, 2.

On fait un calcul identique sur un arc 052 oit 5 est un point d’entrée "a
gauche” de 2, et on obtient, finalement, la condition

E(xa, ya, B0, Y2, To, o) = 0.

Par ailleurs, par homogénéité on a

E(x,y, ki, ky, k7, ki) = kE(x, v, &, 19, %, ) vk, I > 0.

Introduisons alors

p= = gin 4,
p= = gin
et done

Ii

B(x,y,,7, %,9)

Le lemme suivant résulte de la premiere formule de la moyenne.
Lemme 49. Il existe 0* € |0, 0] tel que

E(x,y,cos6,sin 6, cos 8, sin (}) = (1~ cos(?) — ) Fy{x,y,cos 0", sin0*).

Définition 82. Le probléme est dit régulier sur Uovwvert U si pour lout v € U,
Fi{x,y,cosvy,siny) # 0.

Corollaire 20. Dans le cas régulier, la condition E = 0 donne 0 = 8, et done
wne jonction ou un départ d’un arc fronliére doil se faire de facon langentielle.
Conditions de réflexion

Considérons le cas oi1 la courbe minimisante 021 admet comme seul point,
en commun avec la frontiere le point 2 : 2(s2), y(s2). Alors les ares 02 ¢t 21
doivent élre extrémaux. Soit 3 un point de la fronticre associé a la variation

§=8y+ U, h>0.
La courbe 031 est une variation de 021 et la variation du coit est.

8J = (Joz + Jar) = (Ju2 + Jay)
= (Joa — (Jo2 + J23)) — (Ja3 — (Joa + Jar)).

IEn calculant avec la formule fondamentale, il vient
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0 =10 [E(~'1727 ;‘/2:]7';7 q;].j_’a 6‘2) - E(:I:Za 12,4 77; QJ:ﬁﬂs ﬁ?)} + O(h‘)‘.

ot (p3,43 ), (pF,aF) et (jia,G2) correspondent aux pentes associées respec-
tivement a 02, 21 et 23.

On fait le méme caleul avec un point 4 de la fronticre associée & s = s —h
et. Uon obtient la condition suivante.

Lemme 50. En un poind de réflexion avec la frontiére, la fonction de Weier-
slrass doit vérifier

B0, 42,03, 45 . 2, @) = E{wa, y2, 3, 45, P, G2),

ot (p3, a3 ), (P¥,qF) et (Pa, G2) sont les langentes respectives a Uare d’arrivée,
de dépurt et de lo frontiére au point de contlact.

Corollaire 21. On supposc que F = /3> -+ i* est la mélrique usuelle. Alors
en un point de contact avec la frontiére les droites extrémales doivenl avoir
des angles égaux avec lo tangenle a la frontiére.

Prewve. Le ealenl montre que Fy = 1 et Bz, y, cosf,sin 0, cos 0,sin ) = (1 —
cos(f — @)), soit la condition

cos(fy — 05) = cos(fy — 6F)

au point de contact. D’ol le résultat.

Conclusion

Des variations spéciales et des estimées élémentaires utilisant la formule
fondamentale du calcul des variations permettent d’obtenir des conditions
néeessaires d’optimalité géométriquement simples et de calculer les trajec-
toires optimales.

7.2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange et théoréme
de Kuhn-Tucker

Méthode des multiplicateurs de Lagrange
Rappelons la technicque des multiplicateurs de Lagrange (1788) en dimension
finie.

Théoréme 45. Soient U un ouvert de R™ et fo, f1,-.., fin, des fonclions
définies el CY sur U el a valeurs dans R. Notons L = Y")"_ prfr la fonction
de Lagrange on les p; sond les mulliplicatenrs de Lagrange. Alors si & esl une
solution locale du probléme min fy, 08 les contraintes f1 = ... = [, il existe

p={(po,P1y-..,Pm) non nul tel que j =0 en (Z,p)-
B
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2), supposons qu’ils sont linéairement,
y SUp 1

Preuve. Considérons les vecteurs 5 !
Ox

indépendants et montrous que # n’est. pas un minimum local. Notons

D(x) = (Jo(x) = fol@), [i(x),. .., [ ().

Comme les — (&) sonl indépendants, la matrice
.1:

0h . O,

5; .I.) P 0:17” (l)
a=| 1
3 fon A A fm "
5:()) duy (2)

est de rang (m + 1) et quitte & réordonner les indices, on peut supposer

ﬂfﬂ i) 9o 7)
é)fl?] R 0:17.,,,+| .
. . . # 0.

det : : :
0/‘777 a0 0.[”) o
du (@) O+ (2)

D’apres le théoréme des fonctions implicites, pour € > 0 assez petit, il existe
des points x1(z), ..., Zm1(g) tels que
Jo(x1(e)y - s Bmy1 (), Emaa, .., 30) — Jo(d) = ¢,

h (J:I (5)5 s 535771-|-1(E)1j171~¥-2; .- --,-f’n) =0,

=0,

fm(H"l(E)a R SRS | (5)11i7:r|+21 cee ;fi71n) = 0,

et 2;(g) — #;(g) quand £ — 0. Cela contredit le fait que & est un minimum

local.
o - o Ofi
Remarque 27. Si les vecteurs 5—-(:1:), i L,...,m, sont indépendants,
(3

alors py # 0.
Pour déterminer les n -+ (m + 1) inconnues, (,p), on a n + m équations

oL
;-

Ji=0,i=1,...m,
Elles sont homogenes en p. En normalisant une des composantes de p a 1,
on a donc un nombre égal d’inconnues et d’équations.

Le théoréme de Kuhn-Tucker démontré en 1951 exploite au maximum les

idées de Lagrange.
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Théoréme 46. Soit X un espuce vectoriel réel (non nécessmirement de di-
mension finie), A un sous-ensemble convere de X et [; +: X — R, i =
0,1,...,m, des fonctions converes. Considérons le probléme min [y, [; <0,
i=1,....,m, oux € A. 8i & est une solution du probléme, alors il existe des
multiplicateurs de Lagrange (py, p) lels que, si U'on définit le Lograngien par
L(:I::papfl) - Z;:;_n pl-‘f)r(f’:)‘

1. les conditions smivanies soient vérifices :
o) minge 4 L, B, po) = L(E, p, Po) (principe du minimwm) ;
b)pi=0,1=0,1,....m ;
c)pifi(8)=0,i=1,2,...,m.
2.8i po # 0, les conditions a),b) el c) sont suffisanles pour qu’un point
admissible soit solution du probléme.
3. Pour avoir py # 0, il suffit qu’il existe un poini & € A vérifiant la condition
de Slater fi(Z) <0, i=1,...,m, el on peut alors supposer py = 1.

Preuve. Soit & une solution. Sans nuire A la généralité, on peut supposcr
Jo(®) = 0. On iniroduit ensemble

C= {/1 = (l‘l'(]! v a/‘Lm) € R1”+] ] dv € A7 j() < [y, ff < /'l'i??.' = 1‘ e ,'I'I'l}.
L'ensemble C' a les propriétés suivantes :

e C #{car avec z = &, fo(&) = 0, fi(2) < 0. Donc p tel que g > 0 et
i > 0 appartient a C.
e 0¢ C,sinon il existe  tel que [o(Z) < 0 et f;(%) < 0, et cela contredit
Poptimalité de .
Puisque C est nn ensemble convexe de R™*! ef 0 ¢ C, on peut hii appli-
quer le théoreme de séparation, et il existe des nombres pg, ..., pym, non tous
nuls tels que

m
Zy),-/,z.,» =20, VpecC. (7.36)

=0
Montrons alors les assertions :

e P, =2 0,ip =1,...om:onavuaquep >0 7i=0..m¢€eC.En
pariiculier, soit € > O et (g,...,£,1,¢,...,¢€) le vecteur de C ol 1 est a la
ipéme place. On déduit de (7.36) que

Pig +SZJJ,- >0, Ve >0,

iFin

soit p;, = —¢€ Zi#in Pi, et comme ¢ est arbitraire, on a bien p;, = 0.
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o P, Ji(B)=0,i)=1,. en effet si f;, () = 0, le résultat est vrai. Sup-
posons que fi, (%) < (). A]Olb sid > 0, le vecteur (6,0,...,0, fi,(3),0,...,0),
ol fi, est ala (ip+1)eme place, est dans C. En utilisant (7.36), on obtient
done

&g '1”]3,’0,/','0(;%) >0, Vi >0,

80it Pi, i () = —0Pp, V6 > 0. On en déduit que p;, < 0. Or p;, = 0, done
ﬁin =0.
e principe du minimum : soit @ € A, alors par définition de C, pour tout

§ > 0, le point (fo(x) 46, fi(x), ..., fm{x)) € C, et d’apres (7.30),

1
Po(folx) + &) Zp, > 0.
i=]
On obtient donc
n
Dofolz) + Zp,/ (x) = —dpy, Vo > 0,

i=1

et comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient la condition

m

Zﬁ,-f,»(:zr) >0, Vr e A

i=0

Or fo(2) =0cl p; fi(2) = 0 pour i = L,...,m. Donc
m m
zﬁi‘f"(m) z0= Zﬁifi(.’i:)

=0 i=0

ct le résultat est prouvé.
Prouvous 'assertion 2). Si pg # 0 on peut supposer py = 1 et done

7

Jo(x) = folx) + > pifi(:

i=1
car fi{x) <O, i=1,...,m, et f =0, el avec a),

m

fo(@) = fo(@) + > pifi(d).

i=]

Enfin, d’aprés ¢), fo{x) = fo(d), dolt le résultat.

Montrons P'assertion 3). Supposons qu’il existe T tel que f;(T) < 0,7 =
1,...,m. Supposons néanmoins que py = 0. Alors comme les H; ne sont pas
tous nuls, on a



178 7 Principe du maximum de Pontriaguine

11, T

0+ Zf)ifi(-’f‘) <0=0+ Zyﬁ;_f,-(a‘:),

=] i=1
et le principe du minimum implique

m m

0+ pifi(x) 2 04 Y pifi(#),

i=I i=1

d’ott la contradiction.

Le théoréme de Kuhn-Tucker en dimension infinie
et des conditions nécessaires d’optimalité pour des systémes
avec contraintes sur ’état

L’objectif est de présenter des conditions nécessaires d’optimalité applicables
pour analyser le probleme de rentrée aimosphérique. Ces résultats sont ex-
traits de [39].

Préliminaires

Le probléme que I'on étudie est de minimiser @(x(T)) pour les trajectoires du
systente

#(t) = [z (), u(t)),

otz € R", z(0) = g, T cst fixé, v € R (controle scalaire), sous la contrainte
scalaire sur état

e(z(t) <0, L €[0,T].

Définition 83. On appelle arc frontiére un arc v, tel que c(7,(1)) =0, et on
note uy un contréle frontieére ussocié.

On fait les hypotheses suivantes :

1. f, ® el ¢ sont des applications lisses.
L’ensemble f des controles admissibles est 'ensemble des applications u
définies et continues par morceaux sur [0, 7).

2

Définition 84. L'ordre m de lo contrainte pour le systéme est le plus
grand entier tel que ¢ (x(1),u(t)), k = 1,...,m — 1 ne dépende pas ex-
plicitement de u.

3. Le long d’un arc frontiere, le controle est lisse. La. trajectoire et le controle
sont également lisses par morceaux sur [0, T7.
4. Le long d'un are frontiere, est vérifiée la condition générique

—4&” (1) # 0, te [0,T).
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Le théoreme de Kuhn-Tucker en dimension infinie
Dans cette section on considéere le probleme
minP(u), v e U,

sous la contrainte S(u) < 0, oi1 S est une application de U dans C°([0,T)), 0
désignant le vectour nul de cet espace.

Théoréme 47. On suppose que @ est une fonction numérique dérivable (au
sens de IFréchet) sur U, et S : U — CU([0,T)) est dérivable. Si u* € U min-
imise ® sous la contrainte S(u*) < 0, alors il existe vy = 0, * € CV([0,T])*
avee n* = 0 et croissani, tels que le Lagrangien

L =rg®(u) + (", S(u))
est slationnaire en u*. De plus
(n*. S(u*)) = 0.
Prenve. On introduit les ensembles suivants dans W = RxC?([0,T)) :
e A= {(r,z)|r = ddu*du), z = S*)+ S(u*,du) pour une variation
du € U} ol § désigne la dérivée de Fréchet.
e B=A{(rz)]|r<0, =<0}
Preuve. Les ensembles A et B sont convexes et Iut(B) # . Prouvons que
Anint(B) = 0. Supposons en eflet Ie contraire, il existe doncr <0 et z <0
tels que pour une variation du
r 2 db(ur,du), == Su*)+ 65 (u*, o).
On a alors
y =S+ 588w, bu) <0.
1l existe alors p > 0 tel que la boule B(y, p) soit contenue dans le cone N =
{z < 0} de C"([0,T})). Soit 0 < a < 1, alors ay est le centre de la spheére
ouverte de rayon ap contenue dans N. Or S(u*) <0, done (1 —a)S(v*) + oy
est aussi le centre d’une sphéere de rayon ay contenue dans N. Par ailleurs
(1—a)S(u)+ay = S(u*) 4+ adS(u*, du).
Or
S(u* + adu) = S(u™) + adS(uw*, du) + o(e).

Done pour « assez petit S(u* + adu) < 0.
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On montre de méme que pour a assez petit, P(u* + adu) < H(v*). D'ol la
contradiction car v* est optimal.

11 existe donc un hyperplan fermé H séparant A et B, ¢’est-a-dire qu'il
existe 1o, 7% eb § € R tels que

ror 4+ (z.9%) =4, ¥r,z € A,
ror + {z,n*) <5, Vr,5 € B.
Comme (0,0) € AN B onad=0. Donc
ror + (z,7") <0, Vr,z <0,
et donecry =20, 0* =20 (le. (z,9*) 20,Vz>0). Ona
rodd(u*, du) + (S(u*) + 6S(u™, du),n*) = 0, Yiu. (7.37)

En eflet sinon il existe du tel que le membre de gauche de (7.37) soit stricte-
ment négatil. Avec r = §@(u*, du) et = = S(u*) + §S(u*, du), (r,z) € A et
ror + (z,*) < 0. D’ol la contradiction.

En utilisant (7.37) avec du = 0, il vient,

(S*), ") = 0.
Or S(u*) < 0 et 7* = 0 donc on a anssi
(S(u"),n") <0,
soit 1a relation
(S(ur),n*) = 0.
Le relation (7.37) implique alors la condition de stationnarité
rodP(u*, du) + (85 (u*, du), n*) = 0.

En utilisant le théoreme de Riesz sur le dual de C°([0,T7), il existe une

fonction 1* & variation boruée telle que
A
(Su*),n*y = S(u*)dv*,
Jo

olt 'intégrale est prise au sens de Stieljés.

Par ailleurs

ror + <":a 7)*> g 0-. vrt < < Oa

ot 7 = 0 done (z,7%) < 0, pour tout = < 0, soit
T
(z, ") = / zdv* <0, Vz <0,
Jo

et donce dv* > 0 sur [0, 7], i.e. n* = 0.
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Applications des conditions précédentes au systéme

Une contrainte de la forme & = f(z,u) peut étre incluse dans le probléme
précédent: et le Lagrangien s’écrit
T T

p(f —&)dl + / e(x)dv™,

JO

L= 7‘()(]’((1)(1.')) + /

Ja

oil p est un vecteur ligne ef ol p, v* sont des fonctions & variations bornédes.

Chaque fonction a variations bornées peut étre écrite comme la somme d’une

fonction absolument, continue pour la mesure de Lebesgue, d’une fonction

saut et d’une fonction singuliére. En supposant, la partie singuliére nulle et en
intégrant par parties, on obtient

T o

L= (ro®(x(T)) + p(T)x(T)) + /0 (pfdt + xdp) + /U c(@)dv*

+ Y (p(tF) = p(ta))a(ts),

et en considérant des variations en x el en u, on obtient

- ob T ar de .,
oL = (7'05; — p(T)) da(T)+ ./U <))(,)—;)I(;d'(, +dp+ (5;[{)/ ) ox
A ‘
+ / pg,i(lt Su.
Jo T Ou

Cela conduit a choisir formellement p pour annuler les termes en dx et Pon
obtient

T o T 7 38
p( )—'()qu(l-( ))s (7.38)
et
af de

dp = —p=—dt — —dv*. 7.39

@ P Ox ox dv (7.39)
La condition de stationnarité donne

a [
])5'1}; =0 p.p.suar [0,7T]. (7.40)

Considérons la condition

T
/ e(z(1))dv*{t) = 0, (7.41)
Jo

ot x(f) est un arc optimal. Sans nuire & la généralité, on peut supposer que
2 est [ormé de 2 arcs intérieurs an domaine ct un arc frontiere, oit les temps
d’entrée et de sortie sont notés respectivement 1) et fa. Alors
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2 o T
/ cdy* + / cdv* + / cdv* =0
Jo Ji Jig

olt ¢ = 0 sur le bord et ¢ < 0 & intérieur. Par ailleurs do/* > 0. On en déduit
que v* est constant sur [0,11] et [to, T
Lemme 51. Sous nos conditions de régularité, on a, formellement, le long
d’un arc frontiére
di* p(t)w(l)
T (@)
= e,

ot )(t) est une fonction lisse.

Preuve. On a pf, = 0 et en dérivant formellement, il vient

d, . . .,
'('H(pju) = pfu +p.fu = 0’
oup=-—pf,— Lcm , soit
di
. ) dv*
T)fu - P./.’(:.[u - "Cﬁcm./n = 0.

Or ¢ = ¢, et si la contrainle est d’ordre 1 on a (¢) = ¢, f,, # 0 le long de
Parc frontiere. Sous nos hypolhéses, on a donc

dv p(l)u(t)

a (@),

Le cas d’ordre supérieur se traite de fagon similaire, d’oti le résultaf.

*
On peut donc poser 77 =

ot 1 est nulle & I'intérieur du domaine et
continue sur le bord.

Par ailleurs on peut calculer le saut lors de la jonction avec Parc frontiere
ou le départ de I'arc frontiére,

([p = pfm(l[? - (II/*C:m

el en 1y
(1’
p(ly) —pty) =— / dv*e,
Ji

= —(n(t}) = n(17))ex (1)
Posons (1)) = n(t7) —n(t7) = 0. 1 vient

/)(Fl!) :P([T) - V(’l)f\l(ll) (742)
On peuf aussi montrer la condition
p(t)f =p7) ] (7.43)

On a done montré les conditions nécessaires de [39).
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Théoréme 48. Les condilions nécessaires d’optimalilé sont
p=—pfe —nce, p(T) = Pu(T), plu =0,

ot n(t) est une fonction nulle sic < 0 et continue, posilive sur un arc fronliére.
De plus, on a les condilions de saul

p(t)y = p(t7) = v(ti)ex (L),

ot v(1;) = 0 lors de Uentrée ou la sortie avec Uare frontiére, ln fonclion pf
restant conlinue.

Remarque 28. 1. On a montré formellement les conditions. Le probleme tech-
nique, dans la pratique, est de justifier rigoureusement I'existence d’une
mesure dv* dont la composante singuliére est nulle.

2. On peut aussi montrer des conditions néeessaires analogues avee des con-
ditions finales imposées.

7.2.3 Le cas affine et le principe du maximum de Maurer
Préliminaires

Dans cette section on se propose de calculer un confrole u (1) scalaire et continu
par morceaux qui minimise un cofit de la forme

J(u) = P(x(T)),
sous les conditions

= fz,u) = X(2) +uY(z), (0) =xo, ¥(x(T)) =0,

avee une contrainte sur le controle |u(t)| < 1, une contrainte scalaire sur Pétat
e(x) < 0, eb oil tous les abjets sont supposés lisses. L'ordre de la contrainte est
le premier entier m tel que « apparaisse explicitement dans la m®™¢ dérivée.
Les contraintes

e=...=c"m =g
sont, dites secondaires, et on a
M () = a(x) + ub(x), b#0.

Soil 7, un arc frontiere non réduit & un point, et soit wy, le controle fronticre
associé

Up = —

Hypotheses. Soit t — ,(1), L € [0,T], un arc frontidre associé a uy,. On
introduit les hypotheéses suivantes :
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m~—1

e (C)) Le long de v, by, = Ly L¢™ ¢y, # 0 ot m est P'ordre de la con-
trainte.
(Ca) |up] < 1 sur [O,T], i.e. le controle frontigre est admissible.
(C3) lupl < 1 sur [0,7], ic. le contréle frontidre est admissible et non
saturant.

Formulation des conditions nécessaires

Supposons que ¢t — z(t), £ € [0,T], est une solution optimale lisse par

morceaux qui entre en contact avee la frontiere ¢ = 0 aux instants fa;-q,
i=1,...,M, et qui quitte la frontiére aux instants fq;, ¢ = 1,..., AL, Sup-

posons de plus que le long d’un arc frontiére les hypotheses (C1) et (Ca) sont
satisfaites en un point de contact ou de jonction. Introduisons le Hamiltonien

H{z,p,u,m) = (p, X + 1Y) + ne,

ol p est le vecteur adjoint et 7 le multiplicateur de Lagrange de la contrainte.
Les conditions nécessaires sont les suivantes.

1. 11 existe £ — #(t) et des réels 5, = 0, 7 € R", tels que le vecteur adjoint
vérifie

oxX Y dc
p=—p (— + ) —n== pop., (7.44)

T dq
OF ow o
p(T) = g 5 (2(T)) + 72 (2(T))- (7.45)

0]

. L’application { — n(t) est continue & Uintérieur d’un arc {routiére et vérifie
n(t)e(xs(t)) =0, Vi € [0,T7.

3. Lors d’un contact ou d’une jonction au lemps #; avec la frontiere on a

H(t5) = H(t7),
. _ de
p(t7) =p(t7) — )/;H—T(.7:('L;)), vi = 0.
4. Le controle optimal u(t) minimise presque parfout le Hamiltonien

H(z(),p(t),u(t),n(t)) = [111}21] H(x(),p(t),v,n(l)).

Application au probleme du temps minimal

Dans le probléeme du temps minimal, le ternps de transfert 7' n'est pas fixé.
On reparamé(rise les trajectoires sur [0,1] en posant s = ¢/T et z = T. Le
probleme est alors de minimiser 4(1) pour le systéme étendu
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dr o di dz
E.: = (/\ -+ 1y ) dﬁ =z, ﬁ; = {).

Les conditions de transversalité impliquent;
2 0pour s =1et p. =0 pour s = 0,1,

et le systeme adjoint se décompose en

do (0K, 0V oc
as P\ oz T o
dp, dp=
E = 0’ *ﬁs— = ——])(,\ + ud ) Pry

et de plus

M = min H = 0.

ul<1

En reparamétrisant par ¢ et en remplagant AL par Al/z on obtient le résultat
snivant.

Proposition 74. Les condilions nécessaires d’optimalite pour le probléme du
temps minimal sont

t=X+uY pop,

) OX { ay de

P = - -t U— ..,
¥ u e ’7() pp

Ox
ul{p, ¥y = 'n?m (P, X +uY)+p, =0 p.p., p#0.
o
Lors d’un contacl ou d’une jonclion avece la fronliére, on a
Jdc

p(tF) =p(t7) — v G Vi >0,

etp, 20,7=0,n=0, quand ¢ < 0 el 5 est C° sur le bord c = 0

Définition 85. Une extrémale est une solution des conditions nécessaires
précédenles. elle esl dite exceptionnelle si p, = 0. dans le cas non exceplion-
nelle, on peut normaliser p, 6 1/2. Une extrémale est dite bang-bang si elle cor-
respond & un coniréle continu par morccauz u(t) = —signe(p(t), Y (x(t))). Une
extrémale du probléme non coniraint est dile singuliére si (p(1). Y (x(}))) =
On note ®(t) = (p(1),Y(x(t))) ln Jonction de commuiation. La surfoce de
commutation est le liew ¥ formé des points ou le contréle oplimal est dis
conlinu.

Calcul des multiplicateurs

On peut calculer les multiplicateurs associés & la contrainte. On présente ces
condilions quand les ordres sont m = 1,2, le calcul étant lié & TI'action de
Palgébre de Lie engendrée par (X,Y7) agissant sur la fonction de contrainte ¢.
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Lemme 52. Supposons que lordre de la contrainte est m = 1.
1. Le long de la frontiére, on a

_ (X))
(Yoe)(x)

2. Supposons le conirdle discontinu lors du contact ou de Pentrée d’un arc
bang-bang ovee lo fronliére. Alors le multiplicaleur ussocié vérifie v; = 0,
le vecleur adjoinl restant continu.

Preuve. A Tintérieur de la frontidre, on a |uy| < 1, ef la condition de maximi-
sation de H impose @ = (p,Y") = 0. En dérivant, on obtient

0=d = (p, [V, X](z)) = n(Ye)(x),

et Ly ¢ # 0 car Parc [rontiere est d'ordre 1. D’ol1 1).

Prouvons 2). Posons o = Lycet b= Lyc. On a ¢ = a+ub. Soit Q le point
de contact d’un arc bang ¢t — (1) avec la frontiere an temps ;. Soit € > 0
petit. On a

c(z(t; — ) <0, cla(t; —e)) <O0.
En passant a la limite avec £ — 0, on obtient
(a+bu)(t7) = 0, (a+bu)(tF) = 0.
En faisant la différence, il vient
D)) (ulty) = u(th) = 0.
Supposons par exemple que b(z(t;)) > 0. Donc u(t]) - u(lf) > 0 car le
contréle est discontinu. D’apreés le principe du maximum on doit avoir

.’T)(l-ji) =P(t7) —vib(x(ty)),

et 'on en déduit v;b(z(¢;)) < 0. Par ailleurs on doit avoir v; 2 0. Donc
si v; > 0 on doit avoir b(z(t;)) < 0, ce qui contredit 'hypothése. Le cas
b(x(L;)) < 0 est semblable.
La discussion st similaire lors de la jonction avec un arc frontiere.
Lemme 53. Supposons que ordre de lo contrainle est m = 2.

1. Le long d’un arc frontiére, on a
(9 1Y, X, X)) + adp, [IV, XT, V()

(Iv, X.e)(z)

2. En un poini. de contact, d’entrée, ou de sorlie, on a

n=

P(tF) =D(7).
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3. En un poini d’entrée, on a

V= ——ﬂ)_“
AT e

et en un point de sortie,
P(t7)
([, X)e)(a(ti)

Preuve. Prouvons 1). Le long de la frontiere, on a ¢ = (p,Y) = 0, et en
dérivant, il vient

0= (]) = (p,[Y, X](2)),
0= = (p[[V, X], X)(x)) +uplp, [\, X],Y](2)) = n([}, X].)e().

Prouvons 2). On a

vi=—

D(tF) = B(t;) —vi(Ye) (),

et Y.e = 0. D’oli le résultat.
Prouvons 3). Lors de la jonction avec la frontiere on a

0 = (1) = (p(tF), [V, X](a(te)
= (p(t7) — l/ibé):—i’ ¥, X)(x(ti)))
= B(F) — il (Y, X]0)(w{1:))

el de méme en un point de sortie,

7.2.4 Classification locale des synthéses temps minimales
pour les problemes avec contraintes

L’objectifl de cette section est de présenter les technicues et des résultats par-
tiels de classification des synthéses optimales pour des systemes en dimension
2 et 3, avec contraintes sur I'état. Elles fournissent des conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité, & comparer avec les conditions néeessaires du principe
du maximum.

Préliminaires

On considére un probleine de la forme & = X(x) + vY (), |u| < 1, (0) = =z,
fixé et on note (1,0, u) la solution issue de zg en { = 0. Soit AT (zp)
I'ensemble des états accessibles en temps pebit, Uy asses petin®(t, To,w). Le
systeme étendu associé au probleme du temps minimal est le systeme

=N +uy, =1, 2°00)=1.
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Notons & = (x,a%) et A* (i) l'ensemble des états accessibles en temps pe-
tit pour le systéme étendu, avee Zg = (@0,0). On note B(&) sa frontiére,
qui contient & la fois les trajectoires Lemps minimales el temps maximales,
paramétrées par le principe du maximum. Soit 77 > 0, on note B(xy,T) les
ex(rémilés des trajectoires temps minimales & T fixé. Le lieu de coupure C'(xq)
est le lien des points 2y pour lesquels il existe deux frajectoires minimisantes
issues de z. Considérons le systéme avec la contrainte c(z) < 0, on définit
de fagon similaire les états accessibles, leurs fronticres et le lieu de coupure.
Ils sonf, notés avec 'indice b. Un programme de recherche important est de
calculer Cy(xg) et de stratifier By(qgp,T). On se limite ici & quelques cas en
dimension 2 ¢t 3, applicables & notre étude.

)

Le cas plan

Soit w = (x,%) € R% On note w = pdw la forme horloge définie sur le lieu des
points ot X et ¥ sont indépendants par w(X) = 1, w(Y') = 0. Les trajectoires
singuliéres sont, localisées sur le lieu

S ={wc R* | det(Y(w),[Y, X](w)) = 0},
et le controle singnlier est solution de
(9, 1Y, X1, X)) -+ s (p, [V X, V](w)) = 0.

La 2-forme dw s’annule précisément sur S.

Soil wy un point de la frontiere ¢ = 0, identifié & 0. Le probléme est de
déterminer le statut d’optimalité locale d’un arc frontiere ¢ — ~,(t) associé
a un controle uy, ef de calculer les synthéses optimales au voisinage de 0. La
premiere étape est de construire une forme normale en supposant la contrainte
d’ordre 1.

Lemme 54. Supposons que
1. X (wq), Y(un) soient indépendants ;
2. la contrainie soit d'ordre 1, c’est-d-dire Ye(wg) # 0.
Alors, en changeant si nécessaire u en —u, il existe un difféomorphisme
local préservant wy = 0 tel que le systéme contraint 8’écrive
& =1+ ya(w),
gy =bw)+u, y<O0.
Preuve. En utilisant un systeme de coordonnées locales préservant 0, on peut
identifier Y™ & Z% et 'arc frontiere v, a ¢+ (£,0). Le domaine admissible est

soit ¢ < 0, soit y = 0. En changeant si nécessaire # en —u, on peut I'identifier
ay<o0.
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Le cas générique A,
Faisons de plus les hypothéses suivantes :

1. ¥(0) et [X,Y](0) sont indépendants ;

2. P'arc fronticre est admisible el non saturant en 0.

Avec ces hypotheses, dans la forme normale on a a(0) # 0, |b(0)| < 1. Pour
analyser la synthése optimale au voisinage de 0, on pose ¢ = a(0), b = b(0),
el le modele local est

& =14 ay,
g=b+u, y<O0.
1

. da:
La forme horloge est w = X o dw = ——dr Ady.
1 ay (1 + ay)?

Synthéses locales

Considérons toul d’abord le cas non contraint. Si a > 0, dw > 0 et chaque
trajectoirc optimale est de la forme v, y_, une trajectoire de la forme y_v,
étant temps maximale, ol1 v, y_ désigne un arc v, associé & u = +1 suivi d’'un
arc y_ associé a u = —1. Sia < 0, dw < 0 et chaque trajectoire optimale est
de la forme v _v,, une trajectoire de la forme v,y _ étant temps maximale.

Pour le cas contraint, le méme raisonnement utilisant w montre que are
frontiére est lenips minimal si et seulement si o > 0. On a donc prouvé le
résultat suivant.

Proposition 75. Dans le cas Ay :

1. pour le probléme non conlraint : sia > 0 un arc v, vy_ esl lemps minimal
el un arc y_7v, est lemps maximal et inversement sia <40 ;

2. pour le probléme contraint, un arc fronliére est oplimal si el seulement si
a > 0 el dans ce cas une politique optimale est de la forme vy v, v_. 5
a < 0, chaque politique optimale est de la forme v _7v,.

Lien avec le principe du minimum,

(.1, X (w))
(Ve) o)
{(ps,py), on obtient n = —ap, et p, cst orienté avec la convention (p, X +
uY) 4+ p, =0, pp = 0. Done p, < 0 et signe(n) = signe(a), et la condition

nécessaire est violée si a < 0.

Le long de la frontiere, n = et {p,Y (w)) = 0. En notant p =
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Le cas singulier B,

Si Y el [X,Y] sont dépendants en 0, alors a(0) = 0. Supposons que le lien
S ={we R | det(Y{(w),[X,Y](w)) = 0} est une courbe simple. Avec nos
normalisations la pente de S en 0 est un invariant. En approchant S par une
droite les équations deviennent

Il

1+ y(ay + bx),
p=c+u, y<0

€

ot S est identifiée & 2ay + bz = 0. On suppose a # (. Considérons toul
d’abord le systéme sans contrainte et u € R. L’arc singulier peut élre temps
minimal ot temips maximal et les denx cas sont distingués par la condition de
Legendre-Clebsch :

e sia < 0 alors Varc singulier est temps minimal ;
e sia > 0 alors l'arc singulier est temps maximal.

Le controle singulier est solution de b(1 + y(ay + bx)) + 2a{c + ug) = 0
et sa valeur en 0 est w, = —c¢ — b/2a. La contrainte |us| < | impose donc la
condition |c¢+ b/2a| < 1. La forme horloge est

de 2ay - b

w=——--——,c¢t dw = ———'-d.’[‘* A d’l .
ay? + bay’ (ay? + bay)? Y

et signe{dw) = signe(2ay 4 bz). On suppose l'arc frontitre admissible cf, non
saturant, |¢/ < 1. On a trois situations 4 distinguer pour le probleme non con-
traint, correspondant au comportement des exirémales bang-bang, au voisi-
nage de la surface de commutation. £n dérvivant @ = (p, Y (w)), on a en effet

& = (p, [V, X](w)),
b = (p, [[Y, X], X](w)) + u(p, [[Y, X], Y](w)),
avec u = +1, u{t) = —signe(p, Y (w)), et p est orienié avec la convention

{p, X +uY) < 0. Les trois cas sont, :

o Cas hyperbolique : By <0,d_ >0 pour (p,¥) = (p,[V,X]) =00l &, et
P_ désignent les dérivées de @ avec u = +1 et u = —1 respectivement.
o Cas elliptique : ¢, >0, ¢ <0 pour (p,Y) = (p, [\, X]) = 0.

o Cas parabolique : @, et @_ ont le méme signe pour (p,Y) = Y, X)=0.

Dans le cas hyperbolique, I'are singulier est admissible, non saturant et
temps minimal et la synthése optimale est de la forme v, 7,74

Dans le cas elliptique 'arc singulier est admissible, non saturant ct la
synthese optimale est bang-bang avec au plus une commutation.

Dans le cas parabolique P'arc singulier n’est pas admissible et la synthese
optimale est bang-bang, avec au plus denx commutations.

On va analyser le cas confraint, en se limitant & la situation hyperbolique.
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Cas hyperbolique

a <0, |c+b/2al < 1,l¢| < Tebbs#0.Onadeuxcas b > 0et b < 0. Considérons
par exemple le premier cas. Pour le probleme contraint, on utilise la forme
horloge et I'on en déduit que Pare frontiére est optimal si 22 > 0 et non optimal
si 22 < 0. Dans ce cas une trajectoire joignant deux points de la frontiere est
de la forme _-,7v,. Chaque courbe optimale, au voisinage de 0, a au plus 3
commutations et la synthese optimale est de la forme v v, 7,74 -

Proposition 76. Sous nos hypothéses, dans le cus hyperbolique,

1.5t b > 0, un arc frontiére est oplimal si et seulemenl st x > 0, ¢l la
synthése optimale est de lo forme Yo7, %Y 5

2. 51 b < 0, un arc frontiére est oplimal si et seulement six < 0, ef la
synthése opltimale est de la forme yLv,Yv4-

Le cas de dimension 3

Supposons le systéme en dinmension 3 ef notons w = (x,y, =) les coordonnées.
Un premier résultat standard et important est, le suivant.

Proposition 77. Supposons que X, Y el [Y,X] soni indépendants en wy,
alors U'ensemble des élats accessibles AT (wy) en temps petit esl homéomorphe
@ un cone convezxe d’intérieur non vide et dont la frontiére est formée de
deuz surfoces, S1 el Su formées des extrémilés respectives d’ares de la forme
VY4 et yyv-. De plus chaque point de l'intérieur est accessible avee un arc
VY4V €bun are Yy vy

Pour construire la synthése optimale on doit analyser la fronticre de cel
ensemble d’état accessible, en considérant le systeme étendu. On considere
tout d’abord le cas non contraint. En dérivant la fonction de commutation
&(1) = (p(1), Y (w(t))), on obtient

(i)(f) = (p( )a[ ,4\'](10(1‘)))
(1) = (p(t), [V, X], X 4+ uY](w(t))),

et si (p, [[Y, X],Y](w)) ne s’annule pas on peut calculer le controle singulier
en résolvant @ = 0. On obtient

(p, [V, X1, X))
[V, X1, V()

Suppesons Y et [X,Y] indépendants. En utilisant 'homogénéité ct les re-
lations (p,Y) = (p.[Y,X]) = 0, on peut élininer p . Introduisons D
det(Y, [V, X], [V, X],Y]) et D' = del(Y,[Y, X],[[Y;X],X]). Le contrdle sin-
gulier est donné par D'(w) + u;D(w) = 0 et par chaque point générique
passe une dirvection singuliére. La condition de Legendre-Clebsch permet de
distinguer entre les directions rapides et lentes. On a deux cas dans le cas non
exceptionnel oit X, V et [X,Y] sont indépendants.

Uy = —
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e Cas1:siX, [[},X],Y] pointent dans des directions opposées par rapport
awt plan engendré par Y et [X, Y], alors Parc singulier est localement temps
minimal avec u € R.

e (Cas 2 : dans le cas coniraire, 'are singulier est localement temps maximal.

Prenons maintenant en compte la contrainte |u,| < 1. L'arc singulier
est strictement admissible si |ug| < 1, saturant si |ug) = 1 en up el non
admissible si |ug] > 1. On a ftrois cas génériques. Supposons X, ¥ el
[X, Y] indépendants ¢l p orienté ave la convention du principe du maximuim
{p, X +uY") < 0. Soil { un instant de commutation d’une extréimale bang-bang,
B(1) = (p(t), Y (w(1))) = 0. 1l est dit d’ordre 1 si H(1) = (p(t), [V, X](w(t))) # 0
et d’ordre 2 si $(1) = 0 mais D(1) = (p(t), [\, X], X + u¥(w())) # 0 pour
1 = 1. La classification des extrémales au voisinage d’un point d’ordre 2 est
similaire au cas plan ct on a 3 cas :

Cas parabolique : rﬁi ont le méme signe.
Cas elliptique : 5. > 0cl d_ <0.
e (Cas hyperbalique : @ <0et &_ > 0.

Dans les cas paraboligne et hyperbolique, la synthése locale est déduite en
utilisant la classification des extrémales et la condition de Legendre-Clebsch.

Proposition 78. ¢  Dans le cas hyperbolique, chaque politique oplimale est
de la forme v,.7, Y4

o Dans le cas parabolique, chaque politique oplimale esl bang-bang avec ou
plus deur commutations, une politique parmi v y_~v, el v_vy, y_ €élani
temps minimale el Uautre temps mazimale.

I’ensemble B(wy,T) décrivant la synthésce optimale en un temps T est
homéomorphe a un disque fermé, dont la frontitre est formée d’extrémités
d'arcy_~y, et v, y_ dont Pintérienr est donné par les extrémités des extrémales
de la proposition précédente.

Dans le cas elliptique la situation est plus complexe. Chaque politique
optimale est. bang-bang, avec au plus deux commutations, mais Uextrémalité
n'est pas suflisante pour construire la politique optimale car il existe un lieu
de coupure C(wg) lormé de points oh deux trajectoires v, y_v, el y_vy, v_
ayant. le méme temps se recoupent.

On va analyser le cas contraint. Si la contrainte est d’ordre 1, la situation
est semblable au cas plan. On va done considérer le cas d’ordre 2 et pour des
raisons de simplicité et d’application au probléme de rentrée atmosphérique,
on se restreint au cas parabolique.

Le cas paraboligue conlraint en dimension 3
Forme normale et synthése optimale

Dans le cas parabolique, X, Y et [X, Y] forment un repére et en introduisant.
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VX, X £Y]=asX +b.Y + o[V, X],

a4 ont le méme signe et la synthése optimale pour le probleme non confraint
ne dépend que de ce signe.

Si a4 <0, la politique temps minimale est v_~v,v_ et la politique temps
maximale est v, y_7, et inversement si a.. > 0. Pour construire la synthese
optimale, on peut utiliser un modele nilpotent ol les crochets de Lie de
longueur supérieure & 4 sont nuls. De plus la direction singuliere si elle ex-
iste ’est pas admissible et on peut donc la [aire disparaitre en supposant que
[¥,X],Y] = 0. On a alors ax = a et cela forme un modéle géométrique. On va
maintenant, construire une forme normale, en prenant en compte la contrainte
sur ’état. Elle est supposée d’ordre 2 et on suppose que les conditions C; et
Cy sont vérifiées : le long d’un arc frontiere v, [X,Y].c 5 0, et le controle
frontiere est admissible et non saturant.

Lemme 55. Sous nos hypothéses, un modéle local générique dans le cas
parabolique esl

@ =a;r+ayz,

=1+4byx+ byz,

Z=c+u+tcrr+coy+ez, jul <1,
ot ag > 0, la contrainte est x < 0 et Uare frontiére est idenlifi€ ¢y, 1t —

(0,1,0). Il est admissible el non saturant si|c| < 1. De plus a = agby—a by # 0
el aq = [1\’, }/].{,‘,.

Preuve. Décrivons les normalisations.

Normalisation 1. Puisque Y(0) # 0, on peut identifier localement Y & (i))_- Les
difféomorphismes locaux ¢ = (pq, @y, ©4) préservant 0 et ¥ vérifient —,;"Tl =
Dy D o o

B(P: =0ef %‘- = 1. La contrainte étant d’ordre 2, Y¢ = 0 au voisinage de 0,

et le champ Y est tangent & toutes les surfaces ¢ = a, a petit, donc g—t: = 0.

Normalisation 2. Puisque ¢ ne dépend pas de z, en utilisant un diﬂ‘éomm{alﬁmnc
local préservant 0 et Y, on peut identifier la contrainte & ¢ = x. Le systeme
se décompose en & = X {w), ¥ = Xa(w), 2 = Xa(w) +u et @ < 0. La con-
trainte ¢ = 0 est & = 0 ef par hypothese un arc frontiere v, est contenu dans
x =& = 0 el passe par 0. Dans le cas parabolique, 'approximation affine est
sufisante pour Panalyse et le modeéle géoméirigue est

T=azx+ asy +azz,
7= bo + byw -+ boy + b3z,
I=cop+cyx+coy+ gz + .

Normalisation 3. La normalisation finale concerne I’arc frontiére. Dans le plan
2 = 0, en faisant une transformation z = oy + z, on peut normaliser arc
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frontidre & £ = =z = 0. Avec un difféomorphisme i’ = (y) on pent identifier
7, & 1+— (0,1,0).

On en déduit la forme normale en changeant éventuellement « en —u, ce
qui a pour effet de permuter les arcs v, el y_

Cette forme normale est utile pour calculer la synthese optimale locale.

Théoreme 49. Considérons le probléme du lemps minimal pour un sysiéme
de la forme w = X (w) +uY (w), w € B?, jul < 1, avec la conirainte c(w) < 0.
Soil wy un point du bord ¢ = 0. Supposons que les hypolhéses suivanies soient
vérifices :

1. XY et [X,Y] sont indépendants en wy et [V, X],X£Y)(wwq) = a4+ X(wp)+
biY (wy) + cx]Y, X](wy) avec as. < 0.

2. Les contraintes sont d’ordre 2 et les hypothéses Cy el Cy sonl salisfailes
en wy.

Alors Varc frontiére passant par wg est localement lemps minimal si et
seulement si 'arc y_ possanl par wy est conlenu dans le domaine non admis-
sible ¢ > 0. Dans ce cas ln synthése temps oplimale avec arc frontiére esl de
la forme ’”—”/I'TMI’/—> on 71 sont des arcs tangents o la frontiére.

Preuve. Suppsons le systéme normalisé, alors wy = 0 et 'arc frontiere 7y,
est identifié & ¢ — (0,,0) et puisque ag > 0, les arcs associés & u = &1 et
tangents & 7, sont contenus dans le domaine ¢ < 0 81 v = —1 et le domaine
¢ 2 0 siw=+1. Soit. B un point de l'arc frontiere voisin de 0, B = (0, yg, 0).
Siw =1, les arcs associés issues de B sont approchés par

2(t) = ay(co + cayo + )i /2 + o(t?),
z(t) = {cq + caya + u)t + o(l).

Les projections dans le plan (z, z) des arcs y_v,v_ et y,v_7, joignant 0 &
B sont, des boucles notées ¥_ 75,y et y,7_7,.. Puisque ay > 0, les boucles
TV T el :,/+"y_'7+ sont respectivement contennes dans x < 0 et z > 0.
Revenons au systéme d'origine. L’arc y_v,v_ joignant 0 4 B est temps
minimal pour le systéme non contraint et ¢’il est contenu dans ¢ < 0, il est
optimal pour le probléeme contraint. A 'opposé on peut joindre 0 & B par un
arc v, 7.7, dans ¢ < 0, mais cet arc est temps maximal. Dans ce cas 'arc
frontiére est optimal. On en déduit alors aisément la syntheése optimale.

Lien avec le principe du mazimum. et inlerprélation géoméitrique

Supposons le systéme normalisé. Alors

(p [V, X], X 4w Y Y (w)) _ (» Y, X], X](w))
(¥, X]e(w) [¥, X]e(w)

et [V, X)(w) = —ay < 0. Par ailleurs par extrémalité (p, X) < 0. La condition
nécessaire 1) 2 0 impose ¢ > 0. Dans ce cas v, v_7v, est la politique optimale
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du plobleme non contraint. et elle esl, contenue dang ¢ > 0. Done la condition
> 0 est violée si a < 0 et c’est le cag olt Parc frontiére est non optimal.

Si on note B et By respectivement les points d’entrée et de sortie avec la
frontiére, les sauts vy el va sont caleulés avec les arcs joignant la frontiére et
quittant la [rontiere.

Pour caleuler la politique optimale joignant deux points P et @ de ¢ < 0,
on doit ajuster les commutations pour arriver sur la [rontiére et partir de
la frontiere avec la contrainte (p,Y") = 0. D'un poinl de vue pratique, pour
calculer 'arc [rontiere on doit & partir de P viser Ia frontiére, et an départ de la
frontiere viser J, en ajustant la commutation avant d’alieindre la frontiere et
en partant de la [rontiere. Cela permet de calculer précisément la trajectoire
optimale avec un algorithme de tir ont les parametres sont les instants de
commutation, le vecteur adjoint étant éliminé.

Connemion de deur contraintes d’ordre 2 dans le cas parabolique

Dans notre application au probleme de rentrée, on va devoir analyser le
ol Pon doit connecter deux contraintes d’ordre 2, dans le cas parabolique.

Proposition 79. Considérons un systémc = X+uY, |u) <1, w € R* avec
deuz contraintes distinctes, ¢i{w) <0, i = 1,2. On suppose que les hypothéses
du théoréme précédent sonl vérifiées. Supposons de plus que les arcs front'mub
sont oplimauz. Soit U fun voisinage wy contenand des ares frontiéres v} et v}
et supposons que l'arc y} traverse la frontiére ca Alors il existe un modéle
géométrique de la forme

T o= ayx+ ayz,
1 =1+bx+bsz,

3 ] S o
Z=c+u+dr+eny+cyz,

ot les arcs conlraints sont idenlifiés & c1(w) = 2, co(w) = w2 +cy, £ > 0
pelil. De plus la pol‘iiiqw optimale locale avcc are frontiére est de la forme

T /2 N $ g 1o op - [ -
e /{,7_'*,,,7 T, 4 ot Uare intermédiaire T est le seul are langent auwr deus
contraintes

Preuve. La preuve est aisée. On normalise le systéme au voisinage de la
premiére contrainte el on normalise ensuite ¢o. La situalion est claire car
géométriquement i existe un seul arc ! tangent aux deux contraintes et qui
forme un pont entre les [rontieres.

7.3 Notes et sources
Le principe du maximum classique a é6é prouvé par L. Pontriaguine, V. Boltian-

ski, R. Gambkrelidze, et E. Michtchenko, dans les années 50. Leur livre [G0]
contient une prenve compléte. L'approche utilisée est de construire un céne de
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perturbation, comme dans [4(], contrairement & 'approche utilisée par [38],
qui est plus lonctionnelle. La preuve présentée dans ce chapitre est principale-
ment inspirée de [1, 46]. Le lemme fondamental 46, qui cst un théoréeme de
point fixe, est tiré de [1].

Les {ravaux de Weierstrass présentés dans ce chapitre sont extraits de
louvrage de Bolza [6]. Pour les principes du maximum avec contraintes sur
I'état, voir le survey de [34]. Les conditions utilisées dans cette section sont
heuristiquement dues & Bryson et Ho [15] et prouvées formellement dans
larticle de Jacobson [39] pour le cas d’un systéme général. La version concer-
nant le cas afline est due & Maurer [49]. Pour un principe du maximum général
pour lequel la mesure sur le bord n'est pas déerite, voir [38]. L’approche dite
indirecte a é6é suggérée par Pontriaguine [60] ol la dérivée de la contrainte
est pénalisée. Des conditions nécessaires rigoureuses sont établies sous des
conditions de régularité et la mesure est alors non singuliere. Pour la classi-
fication des synthéses en petite dimension, voir [10] et pour le probléme avec
contraintes sur Pétat, voir [11].
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Le controle de Parc atmosphérique

Dans ce chapitre, on s'intéresse at probléme de controle optimal d’une navette
spatiale en phase de rentrée atmospliérique, oir le controéle est angle de gite, et
le cotit est le lux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est
de déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une eible donnée, de stabiliser
le systéme autour de cette trajectoire nominale, en tenant compte du fait que
I’engin est de plus soumis & des contraintes sur 'état. Ce probleme a été défini
et résolu dans une série d'articles [12, 11, 14], en tenant compte des conditions
limites du caliier des charges du CNES.

8.1 Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique

8.1.1 Présentation du projet

Ce projet a été posé par le CNES, et est motivé par Uimportance crois-
gante de la théoric du controle, et du contrdle optimal, dans les techniques
d’aérocapture :

e problemes de guidage, transferts d’orbites adroassistés,
développement de lanceurs de satellites récupérables (ol Penjen financier
est, trés impartant),

e probléemes de rentrée atmosphérique : ¢’est 'abjet du fameux projet Mars
Sample Return développé par le CNES, qui consiste 4 envoyer une navette
spatiale habitée vers la planéte Mars, dans le but de ramencr sur Terre
des échantillons marticns.

Le role de 'arc atmosphérique est

o de rédubre suffisamment 'énergic cindlique, par les forces de frottement
dans Patmosphére,
e d’amencr I'engin spatial d’nne position initiale précise a une cible donnée,
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e de plus, il faul prendre en compte certaines confraintes sur Pétat
confrainte sur le fux thermique (non destruction de la navette), sur
Paccélération normale (présence humaine dans la navette), et sur la pres-
sion dynamique (contrainte structurelle),

e enfin, on cherche de plus & minimiser un critére d’optimisation : le flux
thermique total de la navette, représentant un facteur d'usure.

Une trajectoire optimale étant ainsi déterminée, on peut également se
poser le probleme de stabiliser Ja navette antour de cette trajectoire, de fagon
4 prendre en comple de possibles perturbations.

Le controle est, 1a configuration aérodynamique de la navefte. La premiere
question qui se pose esi, la suivante : les forces aérodynamiques peuveni-elles
contribuer A [reiner la navetle de maniére adéquate 7 En fait si Ialtitude
est frop élevée (supérieure & 120 kun), alors la densité atmosphérique est trop
faible, et il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamicues
sufisammanent intenses. Au contraire, si I'altitude esi trop basse (moins
de 20 km), la densité atmosplhérique est trop grande, et le seul emploi des
forces aérodynamiques conduirait & un dépassement du seuil autorisé pour le
flux thermique ou la pression dynamique. En effet la renirée atmosphérique
s'effectue A des vitesses tres élevées. En revanche si I'altitude est comprise
entre 20 et 120 lun, on peut, trouver un compromis. C'est ce qu’on appelle la
phase almosphérique.

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un pla-
neur, les moteurs sont coupds : il 'y a pas de force de poussée. L’engin est done
goumis uniquenent a la gravité et aux forces aérodynamiques. Le controle esl,
Pangle de gite cinématique qui représente P’angle entre les ailes et un plan
perpendiculaire & la vitesse. Enfin, on choisit comme critéere d’optimisation le
flux thermique total de la navette.

La modélisation précise du probleme a été effectuée dans [14]. Nous la
rappelons maintenant.

8.1.2 Modélisation du probléme

Pour le probleme de rentrée, la planéte peut étre la Terre ou Mars pour le
programme d’exploration. Dans les deux cas les équations soni les mémes
saul pour les paramétres spécifiques & chaque planéte (rayon, masse, vitesse
de rotation, densité de I'atmosphere, etc). Dans nos calculs on va supposer
que la planéte est la Terre. Pour modéliser le probleme, on utilise les lois de
la mécanique classique, un modele de densité atmosphérique ct un modele
pour les forces s’exercant sur la navetbe, la force gravitationnelle et la force
aérodynamique qui se décompose en une composante dite de trainée el une
composante dite de portance. Le conlrdle est la gile cinématique (Pangle
d'attaque cst fixd).

On donne un modéle général tenant compte de la rotation (uniforme) de
la Terre autour le axe ' = NS, & vitesse angulaire de module 2. On note
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F = (e, e0,e3) un repére galiléen dont Vorigine est le centre O de la Terre,
Ry = (I, J, K) un repére d’origine O en rotation a la vitesse 2 antour de I'axe
IC, et T Vintersection avec le méridien de Greenwich.

Soit R le rayon de la Terre et & le centre de masse de la navette. On note
R} = (er,er,en) le repere associé aux coordonnées sphériques de G = (1,1, L),
7 2 R élant la distance OG, I 1a longitude et L la latitude, voir figure 8.1, (i).

. ey, e
i
K er

RV
A,

(i) (if)
Fig. 8.1.

Le systéme de coordonnées sphériques présente une singularité au poéle
Nord et au pole Sud. Pour éerire la dynamique sous forme plus simple on
introduit le repére mobile Ry = (4,4, &) dont lorigine est G de la maniere
suivante. Soit ¢ : £ — ({1),y(t), =(f)) la trajectoire de G mesurée dans le
repére Ry et v la vitesse relative v = &/ + 3.J + 2K, Pour définir 7 on pose :
v = |vi. Le vecteur 7 est un vecteur unilaire du plan (i,e,) perpendiculaire
a i el orienté par j.e, > 0. On pose k = i A j. La direction de la vitesse est
paraméfrisée dans le repére R] = (e, e, er) par deux angles, voir figure 8.1,
(ii) =
o la penle 7y, aussi appelée angle de vol, qui représente I'angle entre le plan

horizontal ef un plan contenant le vecteur vitesse,

e [Pazimut v, qui est 'angle entre la projection de v dans un plan horizontal

el le vecteur ep, voir Fig. 8.1.

L’équation fondamentale de la méeanique, qui est une équation diflérenticlle
du second ordre sur B3| se traduit par un systéme dans les coordonnées
(r,1, L,v;7,x).

Par ailleurs on fait les hypothéses suivantes, le tong de arc almosphérique :

Hypothese 1 : la navette est un planeur, c’est-a-dire que lo poussée de lo
novelte est nulle.
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Hypothése 2 : on suppose que la vitesse de Patmosphere est la vitesse de
la. Terre. La vitesse relative de la navette par rapport & la Terre est donc la
vitesse relative v.

8.1.3 Les forces

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :

e force de gravité : pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique et
que la force de gravilé est orientée selon e,.. Dans le repere Ra elle s'écrif; :

P = —myg(isiny + jcos ),
olL g = go/r".
e force aérodynamique : la force fluide due a Patmospheére est une force

T qui se décompose en :
une composante dite de trainée opposée a la vitesse de la {orme :

1 N
D :(apSCD‘U‘)?, (8.1)

— une force dite de portance perpendiculaire & v donnée par :

1 9, . :
L= ;pSC‘L'z.»‘(] €os (t+ ksinp), (8.2)
ol y est Pangle de gite cinédmatique, p = p(r) est la densité de

I'atmosphere, et C'p, Cf, sont respeclivement les coclficients de trainée
et de portance.

Hypotheése 3 : les coeflicients C'p el Cf, dépendent de Pangle d’attaque o
qui est I'angle entre axc du planeur et le vectenr vitesse. Clest a priori un
contréle mais on suppose que durant larc atmosphérique il est fixé.

Notre seul controle est donc l'angle de gite ;¢ dont eflet est double :
modifier Paltitude mais aussi tourner a droite ou a gauche.

On choisit pour la densité atmosphérique un modeéle exponentiel :

plr) = pee™, (8.3)

et: par ailleurs on supposc (ue

2

g(r) = 1[ . (8.4)

Le repere n’étant pas absolu, la navette est également soumise a la force
de Coriolis 2m £2 A g et & la force d’entrainement m 2 A (2 A q).
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8.1.4 Les équations du systéme

Tinalement, 'arc atmosphérigue est décrit par le systtme suivant :

dr )
T,i = 1817y
dv 18 5 5 . .
g =Y siny — 5P v~ 4 {21 cos L(sin y cos L — cos~ysin Lcos y)
dt m
In 1 1 5C,
2 =(:05fy(—g+ —Ll)—f- ~p veos 4+ 202 cos Lisin y
dt v

s T

+ 12 = cos L(cos y cos L -+ sin vy sin Lcos y
N (cos ] X) (8.5)

aL v
— = — COSYCOSY
dt r

dl  wcosysiny

dt. r cosL

dy 1 5C, v I v Lan L si
—_ = = sin p 4 —cosytan Lsiny
a2 Cos Y B ! X

o1 sin Leos Lisiny
+ 202(sin L — tany cos L cos x) + £2° IS £ COS LSm X

1 cosy

ol état est g = (r,v, 7,4, L, x) et le contrdle est Pangle de gite p.
Dans la suite on pose r = 1p + h, oli rp est le rayon de la Terre, et b est
Ialtitude de la navette.

8.1.5 Coordonnées Kepleriennes

En supposant la Terre fixe (i.e. 2 = 0) el que le systéme n’est soumis qn’a la
force de gravitation, les trajectoires ont les propriéiés suivantes :

Propriété 1 : Elles sont planes.
Propriété 2 : Si P'énergie est strictement négative, ce sont des ellipses dont le
centre de la Terre est un foyer. )

Ces propriélés sont la conséquence de I'existence d’'intégrales premieres qui
sont : '

e le moment cinétique A = max A &, on x est la position et & la vitesse, la
conservation du moment cinétique impliguant que le mouvement est dans
un plan normal & Af.
I’énergie totale £ = ﬂ’—’—— - &

o lintégrale de Laplace, due d ]a nature spécifique du potentiel, L = i A

M — gge,.
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Le monvement' Keplerien est done caractérisé par la normale au plan de
Pangle w du péricentre, la longuenr du grand axe el 'excentricité

Y r[ ’
de Pellipse, voir figure 8.2, (i).

La position du satellite sur Pellipse est caractérisée par un angle € que 'on
remplace en général par anomalie excentrique ¢, voir figure 8.2, (ii).

Pellipse Tendl

(& satellite Q

P péricenire arc de

cercle

Fig. 8.2 ¥ o)

On rappelle les relations

_ 90
2|E]’

[angle w caractérisant le péricentre est plus complexe & caleuler. Pour un
mouvement, général dans un champ central 'angle enfre deux passages par un
péricentre n’est pas en général constant et dans le probleme de KKepler on doit
pour le caractériser utiliser l'intégrale premiére de Laplace.

Notons rq = 1OGD| la position initiale, vy la vitesse initiale, ag lang]e

entre OCG et vg, soit C = ryvg sin oy, jo vecteur unité perpendiculaire a OPD
dans le plan du mouvement, et H le vecteur défini par P'égalité

vp = “‘E(Jo +H).

L’angle w est défini par la propriété que Pangle entre H et OP est égal & /2.
L’évolution sur la trajectoire elliptique est donnée par ’équation de Kepler

. 27
Y —esing = —7—;([ —p),

ol tp est Vinstant de passage au péricentre, et T = 27a’/?, /2% est la période

de révolution. Définissons
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p

T
= (p —esin ap)r)—”.

=N

Alors % = 1, et on obtieni la proposition suivanic.

Proposition 80. Dans les coordonnées g = (% a, e, w, 1/»), l’équation de

Kepler est linéaire, I = 5‘%

La dérive du systeme décrivant la navetie est done lindarisée dans un tel
systeme de coordonnées. On appelle ellipse osculetrice a une trajectoire du
systeme en un point ¢, Pellipse du systeme libre passant par ¢,. Le systeme de
coordonnées IKKeplerien est bien adapté pour étudier 'action de la trainde qui
est colindaire & v et le plan contenant Vellipse osculatrice est dans ce cas fixe
et coincide avec le plan osculateur contenant, la vitesse ct 'accélération. Par
conire la force de portance est perpendiculaire & v. Un choix de coordonnées
canoniques ponr étudier le systéme est délical.

8.1.6 Le probleme de contréle optimal

Le probleme est d’amener engin spatial d’une variété initiale Ay & une variété
finale Ay, olt le temps terminal ¢ est libre, et les conditions aux limites sont
données dans le tablean 8.1.

Conditions initiales Conditions finales
altitude (h) 119.82 km 15 lan
vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s
angle de vol (v)| —1.84 deg libre
latitude (L) 0 10.99 deg
longitude (I)  |libre ou fixée 4 116.59 deg|166.48 deg
azimmt {\) libre libre

Tableau 8.1. Conditions aux limites

La navette est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise a
trois contraintes :

e Conlrainte sur le flux thermigue
w= Cq\/ﬁl’a < (P”””:: (86)

o Contrainte sur ['accélération normale

,mar (

2
Tn = ’yn(]((“/)p” < n '

[va)
-~
~—

e Contrainte sur la pression dynamique

1
BPUZ < pmar. (88)
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Elles sont représentées sur la figure 8.3 dans le domaine de vol, en fonction
de 'accélération d = L gﬂpm el de v.
Le probleme de controle optimal est de minimiser le flux thermique total

ol )
C(p) = / Cy/pridi. (8.9)
JO

Remarque 29. Concernant ce critere d’optimisation, plusicurs choix sont en
fait possibles et les critéres 4 prendre en compte sont le facteur d'usnre
lié & D'intégrale du flux thermique et le confort de vol lié 4 l'intégrale de
l'accélération normale. On choisit le premier critére, le temps final #; étant
libre.

d

prcssmn

dynuquuc‘ decéléralion; notmale

flux thermifjue

Fig. 8.3. Contraintes sur Pétat, et stratégie de Harpold/Graves

8.1.7 Stratégie d’Harpold et Graves

Si on fait Papproximation @ ~ —d, le colQt peut étre éerit

g ) -_}

Clp) =K —dv, K >0,

Jeo f

et la stralégie optimale consiste alors & maximiser 'accélération d pendant
toute la durée du vol. Clest la politique décrite dans [33], qui réduit le probleme
a trouver une trajectoire suivant le bord du domaine d’états autorisés, dans
I'ordre suivant : {lux thermique maximal, puis accélération normale maximale,
puis pression dynamique maximale, voir Fig. 8.3.

Cependant cette méthode n'est pos oplimale pour notre critére, et notre
hut est tout d’abord de chercher une trajectoire optimale, puis de la stabiliser.

8.1.8 Données numériques

e Données générales :



8.1 Modélisation du probléme de rentrée atmosphérigne 205

Rayon de la Terre : rp» = 6378139 m.
Vitesse de rotation de la Terre : 2 = 7.292115853608596.107" rad.s™!.
Modele de gravité : g(r) = J—[: avee gg = 3.9800047.10" w572,

-2

e Modele de densité atmosphérigne :

\ L
p(r) = pyexp (* T(, — 7"1‘))

avec py = 1.225 kgan ™" et he = 7143 m.

o Modéle de vilesse du son 1 veen(r) = Z(l-,"l'i, avec
i=0
as = —1.880235969632204.107%*, a, = 6.074073670669046.10~'",
ay = —7.848681398343154.1078, a. = 5.070751841994340.107!,
ay = —1.637974278710277.10%, 0 = 2.116366606415128.10'2.
e Nombre de Mach : Mach{v,r) = v/vs0,{r).
e Données sur la navette :

Masse: m = 7169.602 kg.
Surface de référence : § = 15.05 n~.

. L, 15ChH
Coeflicient de {rainée : &k = 5 =
2 m
v . ] AS’C[
Coeflicient de portance : &' = Sw—“.
2 m

e Coefficients aérodynamiques :
Table de Cp(Mach, incidence)
0.0 10.00 15,00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg

0.00[0.231 0.231 0.269 0.326 0.40-L 0.500 0.613 0.738 0.868 0.UHAL 1.2.15
2.00[0.281 0.231 0.269 0.326 0,404 0.500 0.613 0.738 0.808 0.¢ 1.245
2.30]0.19D9 0,189 0.236 0.202 0.366 0.458 0.5606 0.688 0.818 R 1.220
2.06|0.159 0.159 0.195 0.248 0.318 0.10G 0.509 (0.628 0.757 2 1.019
3.95]0.133 0.133 0.3G9 0.220 0.288 0.373 0.475 0.502 0,721 7 0.990

A4.6210.135 (0.125 0.160 0.211 0,279 0.3063 0.465 0.581 0.710 0.816 0.981
10.00(0.105 0.105 0.1-18 (0.200 0.2 0.455 0.-458 0.570 0.70-1 0.838 0.968
20.00(0.101 0,101 0.1 .205 0. (.363 0.-1G7 0.580 0.714 0.846 0.970
30.00(0.101 0.101 0.14-1 0.208 0.278 0.367 0,472 0.581 0.719 0.849 0.972
50.0N[0.101 0.101 0.144 0.208 0. 0.367 0472 0.501 0.719 0.54% 0.D72
Mach

Table de Cr(Mach, incidence)

00[0.00 10,00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 -15.00 50.00 §
L00[0.000 0.185 0.201 0.304 0.-191 0.578 0.619 0.700 0.729 0.734 (
L0010.000 0.185 (.291 0.394 0.491 0.5 (.6-19 0.700 0.729 0.734
L3010.000 0,172 0.2069 0.363 0.454 0.4 0.60:4 0.657 0.689 0.898
L0610.000 D.151 0,238 0.322 0,104 0.4 0.510 0.603 0.639 0.655 0.649

2.05(0.000 0.139 0.215 0.292 0.370 0.4415 0.513 0.569 0.609 0.628 0.620

L4.62(0.000 0.133 0.206 0.281 0.358 0.-133 0.502 0.559 0.600 0.G20 0.018
10.00]0.000 0.103 0.184 0.259 0.337 0.-114 0.487 501 0.612 0.609
20.00(0.060 0.091 0.172 0,257 0.3306 0.-11G 0..190 .A9G 0,616 0.612
30.00[0.000 0.087 D169 0.258 0.338 0118 0.493 0. AHOR 0.61D 0.613
50.00[0.000 0.087 0.169 0.268 (.338 0.418 0.493 0.555 0.588 0.619 0.613
Nach

e Profil d’'incidence imposé : Si le nombre de Mach est plus grand que 10
alors Vincidence est égale & 40. Si le nombre de Mach est compris entre 2 cl

deg

1o

T
HE
8

210 K2
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10 alors l'incidence est une fonction linéaire du nombre de Mach, entre les
valenrs 12 et 40. Si le nombre de Mach est plus petit gque 2 alors Pincidence
est égale & 12 (voir figure 8.4).

incidence
40
///
//
//
e
//
12—
nombre de Mach
2 10

Fig. 8.4. Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach
¢ Contraintes sur I’élat :
Contrainte sur le flux thermique ¢ = C,/pv? < ™, ol
C,=1.705.107" S.1. et ™ = 717300 W.m™>.

Contrainte sur Pacedlération normale

5
) < i =20.34 m.s”2.
D

. . . 1, ax
Contrainte sur la pression dynamique P = FTAIN P = 25000 kPa.

e (Conditions initiale et terminale : voir tableau 8.1.
8.1.9 La notion de trajectoire équilibrée
Clest un concept. important dans la littérature spatiale que Uon peunt traduire

ainsi. Considérons Péquation d’évolution de la pente, o le terme en {2 est
néglipé,

dy g v 1 8Cy

— =cosy\—=+— H =p U COS JL.

dl, v 27 m
Le domaine de vol équilibré est 'ensemble des conditions initiales tel que
0 € [¥,=-1>Fu, =11) avec uy = cos 1. Avec cosy ~ 1 el en négligeant le terme

en % on obtient la condition

(voir figure 8.5).
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contrainte sur la pression dynamique

v..
474000 |

équilibre

contrainte sur le
{lux thermique

5 €

1000

Fig. 8.5.

Cette condition n’est pas toujours réalisée, en particulier en débul de tra-
jectoire, car il fant que la vitesse soit assez petite pour que la trajectoire soil,
elliptique: £ = }Emvg — I < 0. Par ailleurs le domaine de vol équilibré dépend
de la densité de Patmospheére (faible en début de trajectoire) et inversement
proportionnelle & la masse. Clest une condition de contrélabilité cruciale qui
signifie que la portance peut équilibrer le terme de gravilé.

On peut observer que pour g = kx la portance st contenue dans le plan
de ellipse osculatrice et le mouvement est plan.

8.1.10 Réduction du probléme, modéle simplifié en dimension trois
Remarquons que le systeme (8.5) déerivant I'arc atmosphiérique est de la forme

G=X(q) + w1 Y1(q) + u2Ya(q),

avee u; = cosp, us = sinp et ¢ = (r,v,y, L, ). Posons ¢ = (r,v,7) ct
¢ = (L, 1,x). Alors on peut décomposer le systéme de la manitre suivante :

g1 = Ji(g,w) + 0O(82), go = fa(q,ua).

Plus précisément, le premier sous-systeme, qui représente le mouvvement lon-
gitudinal de la navette, s'éerit
7= wvsin-y,
. “ a
D = —gsiny — kpv” + o(£2), (8.11)
g v
cosy (—~ 4 =) + & pouy + O(£2),
v

,-'>/

et le second sous-systeme, qui représente le mouvement latéral, est
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.
L =—cosycosy,
”

: weosysiny

/ )
r. cosL (8.12)
K pu v
= f ua + — cos v lan Lsiny + O{12),
cosy 7
avec 7
b= 15Cp 1 1.8C;,
T T T2 o

De plus, pour le controle de arc atmosphérique, le probleme majeur au cours
du vol est, de respecter la contrainte sur le Hux thermigue, et ceci requiert une
analyse fine du mouvement longitudinal de Pengin.

Ces remarques nous amenent, a construire un modele simplifié en dimension
3 du probleme de rentrée atmosphérique. En eflet, en négligeant la vitesse de
rotation de la planéte, ou bien en supposant la force de Coriolis constante, le
systeéme déerivant ’évolution de la navette se décompose en

G = filgi,u), G2 = fo(q,ua).
Dans les coordonnées ¢ = (v, v,7), ol le contréle est ©y = cos j1, el ot on
suppose la force de Coriolis constante, ce modele simplifié s’écrit

= vsin-y,
. . 2
0 = —gsiny — kpv, (8.13)
. g v
¥ =cosvy G_ + = 4 Epouy + 202,

v

olt le controle u; vérifie la contrainte |uy| < 1. Pour ce modele simplifié, on
ne prend en compte gque la contrainte sur le flux thermique

30 — C/'q \/ﬁ’l,’a < g‘:’m.u.;xz.

Dans la section suivante, nous analysons en détails ce sous-probleme.

8.2 Contréle optimal et stabilisation sur le modéle
simplifié en dimension trois

Dans cette section on résout, théoriquement puis numériquement le probleme
de controle optimal pour le systeme simplifié en dimension trois, d’abord en
ne tenant pas comple de la contrainte sur le flux thermique, puis en la. prenant
en compte.
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8.2.1 Le probléme sans contrainte

Rappels sur le principe du maximum

Rappelons un énoncé de ce théoréme fondamental adapté & notre probleme.

Théoréme 50. Considérons le systéme de conlrole dans B

() = flx(0),u(l)), (8.14)

ot f i BB — R” est de classe C' et o les contréles sont des applicalions
mesurables el bornées définies sur des intervalles |0, ((u)] de R™" el a valeurs
dans U C B™, Soient My el My deuz sous-ensembles de R". On nole U
Uensemble des contréles admissibles dont les lrajecloires associces relient un
poind initial de My a un point fincl de My . Pour un lel contréle on définit le
cotit

vt(u)
Cu) = / TP ((t), u(t))dt,
Jo
ot fO R x R — R est lisse el x(-) est la trajectoire solution de (8.14)

associée au contréle w (probléme de contrdle optimal a temps final non fixé).
Si le controle v € U est optimal sur {0,t.], alors il existe une applicalion

non triviale (p(+),p") : [0, £.] — B" x R absolument conlinue appelée vecteur
adjoint, o p° est une constanle négative ou nulle, telle que la trajecloire

oplimale & associée au conlréle v vérific presque partout sur [0,1,] le systéme

oOH

. oH
€= (117, P, ,p()) “‘)1 ]) = _()"— (-"EPe pUs “-)7 (8]5)
T

L = —
dp

oty H(z,p, p%,u) = (p, [(z,u)) + p°fO(x,u) est le Hamiltonien du systéme, el
on a la condilion de mazimisation presque pariout sur [0,1,]

T ((t), p), pu()) = M(x(t), p(t), p") (8.16)

ot M(z(t),p(1),p°) = max,ey H(x(L),p(), p", u). De plus on a, pour toul
te 0],

M(z(b), p(t), p®,u(t)) = 0. (8.17)

Si My el My (ou juste U'un des deux ensembles) sont des voriélés de R" ayant
des espaces longents en 2(0) € My et x(i.) € My, alors le vecteur adjoint peut
étre choisi de maniére @ salisfoire les conditions de transversalité aur dews
exlrémilés

])(U)_LT,,(())J‘](] el ])(1.¢)_|_TJ,(,‘ )J\l’[l .

Remarque 30. L'application du principe du maximum permel de ramener un
probleme de contrdle optimal & un probleme aux valeurs limites, qui se résoul
ensuite numériquement avec une méthode de tir (¢l [66]), ce que nous ferons
plus loin.
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Application au probléme de la navette

Le systéme simplifié (8.13) en dimension (rois peut: 8’éerire comme un systéme
de contréle affine mono-entrée

(1) = X(x(1)) +uw@)Y (), Jut)] <1, (8.18)

oz = (r,v,7), et

X=uv sin*ya — (gsiny + kpv?)—
"

)
Y =K pLD-‘—]

d " ( g I ’) o
% s — e — ] —
gy T o8 7

Le cont est le fux thermique Lotal

o g
C('u.):/ o dt,
Jo

avec i = Cy\/p(r)v®. On suppose de plus que g est constant.

Proposition 81. Toule lrajectoire oplimale est bang-bung, i.e. est une suc-
cession d'arcs associés au contréle u = £1.

Preuve. Dans notre cas le Hamiltonien s’éerit
H(z,p,p°,u) = (p, X () +uY (2)) + po(),

et la condition de maximisation implique que u = signe((p,Y")) si (p, ¥} # 0. 11
suffit donc de montrer que la fonction ¢ — (p(1), Y (x(1))), appelée fonction de
commaulalion, ne s'annule sur aucun sous-intervalle, le long d’une extrémale.
Supposous le contraire, i.e.

(p(1), Y (2(1))) = 0,
sur un intervalle 7. En dérivant deux fois par rapport & ¢ il vient
(p(0), [X, Y ](2(1))) = 0,
(p(t), [ X VI ((2))) + u() (p(0), VS [X, Y| ( (1)) = 0,

ol [,,.] est le crochet de Lie de champs de vecteurs. Par conséquent sur
Pintervalle I le vcctcm p(1) est orthogonal aux vecteurs Y (x(t)), [X, Y](x(}))
et [AL XL Y] (e(8)) + u(@®)[Y, [X,Y]](x(1)). Or on a le lemme suivant.

Lemme 56. Pour tout u tel que |u| < 1, on a

det (Y (), [X, ¥](2), [X,[X, Y])(x) + ulY, [X, ]](x) # 0.
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Preuve (Preuve du lemme.). Le calcul donne

. d
[X,Y]=v COS Y — g COS Y 35

R B
[V, [X, Y]] = vsin iy sy
et done [Y,[X,Y]] € Vect(Y,[.X,Y]). Par aillewrs, det (Y, [X,Y],[N,[X,Y])

n’est jamais nul dans le domaine de vol (ou1 cosn ;é 0).

Il g’ensuit que p(t) = 0 sur I. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement
nul le long de Pextrémale, ct par conséquent, pYo(x(2)) = 0 sur 1. Comme
w # 0, on en déduit p’ = 0. Donc le couple (p(-),p") est nul sur 7, ce qui est
exchi par le principe du maximum.

Le controle optimal () est donc bang-bang, i.e. ¢’est une suceession d’ares
1@ = 1. Nous avons le résultat suivant, qui découle d'une étude géométrigue
détaillée dans [11, 14].

Proposition 82. La trajectoire optimale salisfaisant les condilions initiale et
finale (voir tableaun 8.1) est constituée des deux ores conséeulifs u= —1 puis
u=+1.

Pour expliquer ce résultat suffit d’appliquer la proposition 78 du Chap. 7
qui décrit, la gynthése temps-minimale locale en dimension 3. Pour cela il
faut reparamétriser notre systeme par le flux, de maniere a se ramener a un
probleme de temps minimal.

On introduit un nouvean paramétrage s du systeme (8.18) en posant,

ds = p(q(t))dt. (8.19)
En notant ’ la dérivée par rapport a s, le systéme (8.18) s'éerit
o’ = X (x) +uz(q), Ju| < (8.20)

ot X =X,V =Y, et yp = L. Le probléeme de controle optimal équivaut
alors & un p!obleme de temps minimal. On établit le lemme suivant a 'aide
de Maple.

Lemme 57. Dans le domaine de vol ot cosy # 0, on a :

1. X, Y, [X,Y] sont linéairement indépenduants.
2, [ X, Y e m/ {s X, V] o
3. [X,[X, Y]] (x) )X () + b(z)Y () + e(x)[X, V])(2) avec a < 0.

Avec les résultats du Chap. 8, la proposition s’ensnit.
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Simulations numériques

La trajectoire optimale est donc de la forme y_+y,, olt y_ (resp. v ) représente
un arc solution du systeme (8.13) associé au contrdle u = —1 (resp. u = +1).
1T s’agit done de déterminer numériquement le temps de commutation 2., i.e.
le temps auquel le contrdle u(t) passe de la valear —1 a4 la valeur +1. Pour
cela, on peut procéder par dicholomie, de la maniére suivante. Etant donné
un temps de commutation £,., on intégre le systéme en (r,v,7), jusqu’a ce que
la vitesse » atteigne la valeur requise, soit 445 m/s. On eflectue alors une
dichotomie sur /. de maniére & ajuster Valtitude finale »(t;) = rp+-h(ly) 4 la
valeur souhaitée, soit 15 km.

Remargue 81. Tl s’agit d’un cas particulier de méthode de tir, gqui se rameéne
ici pour le probléme sinplifié 4 une dichotomie. Dans le cas général traité plus
loin, la mise en oeuvre d’'une méthode de tir (multiple) est nécessaire.

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures 8.6 et 8.7. On se rend
compte que cette stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le
flux thermique, et n’est donc pas adaptée au probléme. La prise en compte de
cette contrainte sur 1’état est donc bien indispensable.

x10* Allitude
15 T T T T T
10| b
S5 -
0 1 il ] L] ] 1 ]
o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Vilgssa
8000 T T T T T T T
6000 -
4000 -
2000 |- ~
0 1 ] |- i I L
0 200 400 G600 800 1000 1200 1400 1600
Angla da vol
0.4 T T T T T 0 T
0.2 ( -

0 ;_v“/\/\/\/\__\ -
-02r \ -
'0.4 i1 t I3 i { 1 i

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Fig. 8.6. Coordonnédes d’état pour le probleme sans contrainte
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15X 10% Flux thar migua (W/m?) Angle de gite (rad)
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Fig. 8.7. Flux thermique, et angle de gite (contrdle), pour le probleme sans
contrainte

8.2.2 Le probléme avec contrainte sur P'état
On tienf maintenant compte de la contrainte sur le flux thermique.

Lemme 58. En supposant que Cp et C'p, sont constanis, lo conlrainle sur le

Tux thermique est d’ovdre deuz, el Uhypothése C'y, & savoir “Y X e ne s'annule
q 1 1s

pas sur la fronticre” (voir Chap. 8), est salisfaile dans le domoeine de vol.

Dans la partie du domaine de vol ou l'arc frontiere est admissible et
non saturant (hypothése Cy), Parc y_ viole la contrainte au voisinage
de la frontiére. On déduit donc du théoréme 49 du Chap. 7 le résultat suivant.

Proposition 83. [12, 11] La irajectoive oplimale satisfaisand les conditions
> oanises es , rme ~ ~L AT e ¢ 5 e,
iniliale et finale requises est de la forme ~_~yiv,v5, ie. elle esl consliluée
des quatre arcs conséculifs : u= —1, u = 41, un arc fronliére correspondani
& un flur thermique maximal, puis u = +1.

Comme pour le probleme sans contrainte, an a trois temps de commutasion
a calculer numériquement :

e le temps de commutation 1) de —1 & -1,

e le temps de commutation #y de +1 a u,, ol u, est, 'expression du controle
permettant un fAnx thermique maximal,

e le temps de commutation i3 de u, & +1.

Calcul du contréle iso-flux u,

Le long d’un arc frontiere restant i flux thermique maximal, on doit avoir
Le long d front tant a flux tl i 1, doit i1

¢ = ™, Par dérivation, on obtient
1w 300
b= w(—=-—siny — — siny — 3kpv),
=l 2 hy 7T e S pv)

= A+ Bu,
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oi1 les coefficients A et B sont calculés a I'aide de Maple. Le long de larc
frontiere iso-Alux, on doit avoir

o(t) =™, @(t) = (1) =0,

d’ot1 Pon déduit,

L’expression obtenue pour wug(t) est
2 —~ B 3, - 2 A, -
Uy = ( gor2v? + Thpvtrisiny — 13t cos® v — 202rv? cos y
0 5 . A N 5
— 18gph,rv? cos® v — Gyih, + 12g5h, cos? v + 12gohrv*

— 12!2_(1011,,,,1'2‘1) cosy + G/.:Eh,;pg/r"' v‘l)
/(A:’rgvg/)(rzug + Ggoh) cos ).

Remarque 32. Les simulations & venir nous permettront de vérifier a posteri-
ori que ce controle u, est bien admissible, i.e. vérifie la contrainte |us| < 1,
pendant la phase iso-flux.

Simulations numériques

Le temps de commutation 1) est calculé de la maniére suivante. On intégre
le systeme (8.13) jusqu'a ce que ¢ = 0. On calcule alors ¢) par dichotomie
de fagon & ajuster ¢ & sa valeur maximale ™" en ce temps d’arrét. On
détermine ainsi mumnériquement le premier tenips de commutation t; = 153.5.
Le temps de sortie de la phase iso-fux est déterminé de maniere complétement
analogue. Finalement, on arrive aux résultats représentés sur les figures 8.8
et 8.9.

On a done ainsi déterminé numériquement une trajectoire optimale satis-
faisant les conditions aux limites souliaitées, et respectant la contrainte sur le
flux thermique.

Remargue 33. Pour le modéle non simplifié en dimension 6, ce n’est pas le
cas @ les contraintes sur le facteur de charge et sur la pression dynamique ne
sont, pas respectlées, et il faut envisager une phase iso-accélération normale,
voir section suivante.

8.2.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale

On se propose maintenant de stabiliser le systéme simplifié autour de la trajec-
toire construite dans le paragraphe précédent, de fagon a prendre en compte
d’éventuelles perturbations, dues aux errewrs de modéles, aux perturbations
atmosphériques, ete. Pour cela, on utilise la théorie linéaire-quadralique, qui
permet d’exprimer le contréle sous forme de boucle fermée, au voisinage de la
trajectoire nomimale, de facon a la rendre stable.
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Fig. 8.9. Flux thermique, el angle de gite (contréle), ponr le probleme avec
contrainte

Rappels sur ’équation de Riccati et sur les problémes
de régulateurs

Soit T' > 0 fixé, et soit x € R". Considérons le probleme LG de trouver unc
trajectoire solution de

{t) = A(t)a(t) + B(tyu(t), ©(0) = =x, (8.21)

minimisant le cott quadratique

—
I
&)

X~

T
Cr(u)y = 2(T)Qx(T) + A (e ()W ()2(t) + w()U(2)u(t)) dt,



216 8 Le controle de I'arc atmosphérique

oli, pour tout ¢ € [0,T], U(t) € M., (R) est symétrique définie positive, W (1) €
M, (R) est symétrique positive, et @ € M, (R) est une matrice symétrique
positive. On suppose que la dépendance en | de A, B, W el U est L sur
[0,T7]. Par ailleurs le coilt étant quadratique, lespace naturel des confirdles est
L2([0, T],R™).

La fonction valeur Sy au point z est fa borne inférieure des coiits powr le
probleme LQ. Autrement dit,

Sr(z) = inl{Cr(u) | 2,(0) =z}
On fait I'hypothése suivante sur U :
T T
Ja >0, Yu € L2([0,T],R™) / WU u(t)dl 2 « / u(tyu(l)dt.
Jo Jo

(8.23)

Par exemple cette hypothése est satisfaite si application ¢ — U(t) est con-
tinue sur [0,7] et T < +co, ou encore s'il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout 1 € [0,T] et pour tout vecteur v € R™ on ait wU{1)v = cho.

Théoréme 51. Sous 'hypothése (8.23), pour louwl x € R"™ il exisle une unique
Lrajectoire oplimale x associée au contrdle u pour le probléme (8.21), (8.22).
Le contréle optimal se mel sous forme de boucle fermée

u(t) = U) " B() E(t)x(t), (8.24)
ott E(t) € My(R) est solution sur [0,T] de "équation matricielle de Riccati

E(t) = W(t) = "A)E(t) — E(1)A(L) — E()B®U )™ ' B(1)E(t),

(8.25)
E(T) = -Q.
De plus pour lout t € [0,T) la mairice E(t) esl syméirique, el
Sr(x) = —'xE(0)x. (8.26)

Remarque 34. En particulier le théoréeme affirme que le contréle optimal u se
meb sous forme de boucle fermée

u(t) = K(t)a(t),

ot K(¢) = U()~1'B(t)E(t). Cette forme se préte bien aux problémes de
stabilisation, comme nous le verrons plus loin.

Remarque 35. 11 est clair d’aprés 'expression (8.26) du cout minimal que la
matrice E(0) est symétrique négative. Si la matrice @ est symétrique définie
positive, ou bien s pour tout ¢ € [0,7] la matrice W(t) est symétrique
définie positive, on montre que la matrice £(0) est de plus symétrique délinic
négative.
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Remarque 36. Pour Timplémentation numérique de 'équation de Riceati, on
utilise une représentation linéaire de cette équation de Riccali, voir par ex-
emple [43].

Appliquons maintenant la théorie LQ précédente au probleme du régulateur
d’état (on “probleme d’asservissement”, ou “probleme de poursuile”, en

anglais “tracking problem”). Considérons le systéme de controéle linéaire per-
turhé
i(t) = A(t)x(t) + B()u(lt) +r(t), =(0) = zp, (8.27)

et soit £(1) nne certaine trajectoire de B" sur [0,77], partant d'un point &, (et
qui n’est pas foreément solution du systeme (8.27)). Le but est de déterminer
un contréle tel que la trajectoire associée, solution de (8.27), suive le mieux
possible la trajectoire de référence £(f). La théorie LQ perinet d’établir le
résultat suivant.

Proposition 84. Soit £ une trajectoire de B"™ sur [0,T), et considérons le
S s b
probléme de poursuile pour le systéme de contréle

() = A@)a(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = xo,
ol 'on veul minimiser le coll
C(u) ="(2(T) - E(T))Q(r(T) — £(T))+
/n' " (e (0) = SOW () — €1 + WOT() .
Alors il existe un unique conlrole optimal, qui s’écril
w(t) = U~ B E() (1) — €(1) + U BHA(),
o E(t) € M, (R) et h(t) € R" sonl solutions sur [0,T] de

E=W ~'AE— EA— EBU™"'BE, E(T) = ~0Q,
h = —tAh — E(AE — & +7v) = EBU™V'Bh, I(T) = 0,

et de plus E(1) est symélrique. Par ailleurs le coiit minimal est alors égal a
— {(x(0) — £(0))B(0)(2(0) — £(0)) — 2'h(0)(x(0) ~ £(0))
T
- / (2'(_4@)5(1,) — E) + (NI + N BT (1) ’B(l,)h(t)) dt.
Jo

Remarque 37. Notons que le contréle optimal §'éerit bien sous forme de boucle
fermée

u(l) = K@) (a(l) — (1)) + H(1).
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Considérons maintenant le systéme de contréle non linéaire dans R”

E(t) = f(x(t), u(t)),

ol f:R" xR™ — R" est. C!, et les controles admissibles # sont & valeurs
dans 2 C BR™. Soit (z.(-),u.(-)) une trajectoire solution sur {0, 77, telle que

(e}
pour toul ¢ € [0,T] on ait u(¥) € £2.

Supposons maintenant que le systéme soit 1égerement perturbé, ou bien
que I'on parte d'une condition initiale proche de z.(0), et que 'on veuille suivre
le plus possible la trajectoire nominale x,(+). Posons alors y(+) = 2(-) — z.(*)
el v(-) = u(") — ue(-). Au premier ordre, y(-) est solution du systeme linéarisé

§(t) = A()y(t) + B(t)v(1),

ol a7 of
A = L), we), BO) = 2L, (1), w09)).

Ox ou
Le but est alors de rendre U'erreur y(+) la plus petite possible, ce qui nous ameéne
a considérer, pour ce systéme linéaire, un coit quadratique du type précédent,
oll les matrices de pondération Q, W, U sont & choisir en fonction des données
du probleme. 1l s'agit, au premier ordre, d'un probleme de poursuile avec
£ = z,.. En particulier on a h = 0 pour ce probléme.

C’est. cette stratégie que 'on adopte pour stabiliser la navetie vers sa
trajectoire de référence.

Application au probleme de stabilisation de la navette

Pour teuir compte de la contrainte sur le contréle, il faut d’abord modifier la
trajectoire nominale z.(-) obtenue précédemment de fagon i ce qu’elle respecte
la nouvelle contrainte sur le controle Ju.| < 1—¢, oll £ est un petit paramctre.
On choisit par exemple £¢ = 0.05. On trouve alors de nouveaux temps de
commutation, qui sont

l1 = 143.59, 1o = 272.05, {3 = 613.37.

Les simulaltions sont effectuées en prenant des conditions initiales proches,
niais différentes, de celles du tablean 8.1. Le choix des poids est important. On
obtient des poids adaptés par titonnements, et en tenant comple de ordre
respectif des variables du systéme. Ici on a pris

107% 0 0 10700 _
W=1| 0 1020, Q=] 0 00| et U=10*
0 0 10 0 00

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de @ force 'altitude
finale a étre proche de 'altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté
a la vitesse finale et a Pangle de vol final.

La trajectoire x(-) part d’un point x(0) différent de z,(0). On a pris les
données numériques suivantes :
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e ¢cart sur Paltitude initiale : 1500 m,
écart sur la vitesse initiale : 40 m/s,
e écart sur l'angle de vol initial : ~0.004 rad, soit —0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont: assez satisfaisants : Valtitude finale
obtenue est 15359 km, et la vitesse finale est 458 m/s. L'écart, par rapport aux
données souhaitées (altitude 15 km, vilesse 440 m/s) est donc assez faible.

Notons que I'écart sur I'angle de vol initial que nous avons pris ici est assez
important. Cefte pente initiale est en effet un parametre trés sensible dans
les équations : si & 'enirée de la phase atmaosphérique Pangle de vol est trop
faible, alors la navette va rebondir sur 'almosplére (phénoniéne hien connu,
dit de rebond), et si au conbraire il est trop important il sera impossible de
redresser 'engin, qui va s'écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La figure
8.10 représente I'écarl entre I’état nominal et Uélat réel, et la fimre 8.11
’écart entre le controle nominal et le controle réel (controle bouclé, ou controle
feedback). La figurc 8.12 représente I'état, et la figure 8.13 le flux thermique.
On constate que la contrainte sur le flux thermique est & peu pres respectée. On
peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.

écart d'allilude
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Fig. 8.10. Ecart entre I'état nominal et I'état réel
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écart sur le contréle
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Fig. 8.12. Etat avec le contréle feedback
8.3 Controle optimal du probléme complet

Dans cette section nous effectuons le contréle optimal de I'arc atmosphérique
du systéme complet (8.5), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur
Pétat : flux thermique, accélération normale, et pression dynamique.

8.3.1 Extrémales du probléme non contraint

Considérons tout d’abord le probleme sans contrainte sur I'état. Le Hamil-
tonien du systeme s'éerit
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Tig. 8.18. Flux thermique avec le contréle feedback

H(gq.p,u) = (p, X()) +u1 (0,Y1(0)) + ua (p. Y2(q)) + ",

olt w = (uy,ua), 41 = cosp, s = sing et p = (Pr,Pu, Py PL,PLPy) 086 e
vecteur adjoint.

En paramétrisant les trajectoires par ds = ¢(q)dl, on se raméne & un
probléme de temps minimal. Les controles vérifient la contrainte non con-
vexe u? +u3 = 1, que Von convexifie selon u7 + uZ < 1 de maniere 4 as-
surer Pexistence de solutions optimales. D’aprés le principe du maximum,
les contrdles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface £ : (p, V) =
(p,Ys) = 0, par

{(p, Y1) CoS Y P+
Uy = Cos p = — — = s
VY1) + (p,12)? /cos‘3 Yp:+pl
\ o (8.28)
(p,3) N

Uy = sinp = = — =
VB Y1) 4 (pY2)? \/(:ns2 vp: 4P}

Les extrémales correspondantes sont dites régufiéres, et celles qui sont. con-
tenues dans la surface X sont dites singuliéres.

Remarque 38. Supposons que 2 soil négligeable. Si on impose us = 0, on
obtient un systeme de controle affine mono-entrée étudié dont la projection
sur Pespace (r,v,7) a été étudiée dans la section précédente. Dans ce cas, la
force de poriance est tangente au plan de la trajectoire du systéme libre, et
Palgébre de Lie engendrée par X, Y7 cst de dimension < 4. Les relations

dy v ) dL. v
—= = —cosysinytan L, — = —cosycosy,
dil r dt r

conduisent a la réduction cruciale
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dx
(l 4

3% } , n
/ A S / tan L dL.
Jy) xS

En particulier Pévolution L — \(L) ne dépend pas du contréle.

= tan y tan L,

ct la relation

Caleul des extrémales singuliéres

Calculons les extrémales contenues dans la surface X, ie. lelles que p, =
py = 0. Elles se projettent sur les trajectoires singulieres du systéme affine
G = X{g) +uYi(q) + u2Ys(q). Les trajectoires singulieres (singularités de
Papplication entrée-sortie) étant feedback invariantes (voir [10]), on peut rem-
placer Y7 par le champ de vecteurs constant /9, et Ya par /9. Dans ce
cas, [Y1,Y2] = 0, et on peut considérer v el y comme des contrdles. Des calculs
formels sur les crochets de Lie conduisent au résultat suivant {(pour plus de
détails, voir [14]).
Lemme 59. Les irajectoires singuliéres du systéme bi-enirée ¢ = X(q) +
w1 Y1{q) + uaYs(q) vérifient x = kw, k € Z.

Les simulations numériques montrent, que celte sitnation n'arrive jamais,
en fait on verra que x({) €]0,7/2] dans le domaine de vol.
Calcul des extrémales réguliéres
Les controles extrémanx sont alors donnés par les formules (8.28). Le calcul
du systeme extrémal est compliqué en raison du nombre de termes, et a été

réalisé avec Maple. Le Hamiltonien est F = (p, X +u;Y7 + uaYs) + pPp on
0
p’ < 0.

dr -
— = psiny
di 7
T go sinq 9 5 . .
% = —ﬂ—n—/ —kpv® -+ %9 cos L (siny cos L — cosy sin L cosy)
dt e
dry
9 - (- i}@_ +2) cosy -+ k' pv cosp+ 262 cos L siny
dt rZy o
27y . .
+ cos L {cosy cos L + sin+y sin L cos y)

v
dL v
— = — (087 COSY
dt r ? A
dl v cosysiny
dt 1 coslL

dy k pw v
A jt+ —cosy tan L sin xy + 282 (sin L — tan~y cos L cosy)
dt cos 7y r

+ 2?

r sin L cos L sin
] COS ¥
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dp, go siny  kpuv? 9 ]
= P (2 e + n + £2° cos L (siny cos L
—cosy sin L cos \))

K pw

Jo 2

— Py ((2 %w - —,,) cosy — COS J1
rdp 2 s

9

+ — cos L (cosy cos L, + siny sin L cos \))
v
v U oSy siny
+pL— cosycosy +p 5 ————
r? % cosL
( Epv v can L i
—py | = ———sinpu — — cosy tan L sin v
Px h, cosy b= K X
4 2% sin L cos L sin ;.\j)

v Cos y
Cy/pv*
oYy
P9V
AT
dp, . g 1
o _ _ prsiny+2p, kpv—py ((% + =) cosy+ K pcosp
dt riy: or
2*r . COS 7 COS \
— —— cos L (cosy cos L + siny sin L cos ;\f)) —p,—=
2 "
cosy sin y
rcos L
Kp o cosy tan L siny  2°r sinL cos L sin v
— Py < 7/ sm 4+ ! X 5 - X')
cos 7y r v? cos
- 3pY Ca/p 02
dpy _ I 9 e 20 o T (ens ;
o =T Pr¥ COSY — Py { — 3 Co8Y + 27 cos L (cosy cos L
+siny sin L cos \))
v 2y :
— Py ((—-(—1,9- — =) sin7y + = cos L (—sin~y cos L
riv 7 v

+ cosy sin L cos ;\))
v SNy siny

v
+ pr,— siny cosx + pr—
r r  cosL

sin
- Py (L:' po :
’ cos-

. v .
DA o — — siny tan L sin y
Y r

o 221 sin L cos L siny sin~y
— 201+ tan”v) cos L cos v + = )
v o8> 7y
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d') 2] . . .
—lﬁé = —py ( — 2*r sin L (siny cos L — cos~y sin L cosy)
di
+ 2% 7 cos L (—sinwy sin L — cos y cos L cos \))
. . Pr
- p.,( — 20 smLsiny — sin L (cosy cos L
v
-+ siny sin L cos y)
2.,
+ cos L (—cosy sin L -+ siny cos L cos \))
v
t cosy sin \ sin L
-
r cos* L
- Py (3 cosy (1 + tan” L) sin y 4+ 2 2 (cos L + tan «y sin L cos y)
X\
4 2%r cos> Lsiny 227 sin® L sin X)
v Cos 7y v cosy
dp
P _
dt
dpy o . .
J])’—'\ = —p, 271 cosL cosy sin L sin y
dt

9

— D (2 £2 cos L cosy — cos L sin L sin -y sin x)
7y ] 1 COSY COS Y

+pL— cosysiny —py—————
T 7 cosL

v .
— Py (—— cosy tan L cosx + 22 tan~y cos L siny
xp

2?7 sinL cos L cos \
J'.
v Cos 7y

Remarque 39. L'analyse du flot extrémal, initialisée dans [14], est complexe.
Ceci est dil d'une part aux singularités méromorphes en p, = p, = 0,
d’autre part 4 Uexistence d’extrémales singulieres. Heureusement, dans notre
probléme, on n’a pas besoin de connaitre une classificalion des extrémales,
sar les conditions limites conduisent via les condibions de transversalité & des
simplifications et réduclions notalbles.

8.3.2 Construction d’une trajectoire quasi-optimale

On prend maintenant en compte les trois contraintes sur Uétat. Les sim-
ulations numériques montrent cue la contrainte sur le flux thermique con-
cerne les vitesses élevées, celle sur accélération normale concerne les vitesses
moyennes, et celle sur la pression dynamique concerne les basses vitesses.
Dong, si la trajectoire contient des arcs [rontieres, cela doit étre dans 'ordre
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guivant : flux thermique, accélération normale, pression dynamique. Par
ailleurs I'étude faite sur le systeéme simplifié en dimension trois montre qu’un
arc frontiére iso-flux est inévitable ; en fait cet arc représente le moment
stratégique du vol, et aussi le plus dangereux.

Début de la trajectoire
Pour construire le début de la trajectoire, faisons deux remarques préliminaires.

1. Observation numérique : la force de Coriolis. Selon les données numériques
du tableau 8.1, les valeurs initiale et finale »(0), ©(0), v(0), L(0), »(ty), v(t;),
L(ty), l(ty) sont fixées, et par ailleurs /(0) est libre ou fixée, et v(0), y(¢s),
x(ts) sont libres.

Numériquement on observe le phénomeéne suivant. Si (2 = 0, alors pour
tout controle p(t), la trajectoire associde partant de (r(0), v(0), v(0)) viole la
contrainte sur le flux thermique en un temps Ly tel que r(Ly) < vp 4 40000.

Par conséquent, la force de Coriolis ne peut pas étre négligée au débul de
la trajectoire. Elle est en fait utilisée pour permettre & la navette de joindre
un ar¢ frontiere iso-flux. Cela peut se comprendre en analysant I’équation

R v
i o= (—% + —) cosy+ Kpveosp+ F.+ F,,
L

oll
F.=20cos Lsiny

est la composante de Coriolis, et
a7 R .
F, = (2" - cos L(cosycos L + sinysin L cos y)
v

est la composante centripéte. Au début de la phase de renirée atmosphérique,
la force de portance est trés peu intense, et F,, compense le terme gravitation-
nel —g/v. En particulier, an début de la trajectoire il faut que F. + F. > 0.
Concrélement, la force de Coriolis aide la navette a se redresser de maniére a
respecter la contrainte sur Je flux thermique. Par ailleurs il est facile de voir
que F, est maximale lorsque L = 0 et y = /2. Ceci est confirmé par les simu-
lations numériques, qui montrent que les trajectoires respectant Ja contrainte
sur le flux thermique doivent étre telles que x(0) est proche de 7/2 (notons
par ailleurs que la donnée L(0) = 0 est imposée).

2. Une extrémale particuliére. Sans avoir a négliger {2, on observe que les
trajectoires telles que \(0) = +7/2 et L(0) = 0, assocides & un controle tel
que siny = 0, vérifient \(¢) = £7w/2 et L(t) = 0 pour tout ¢. En fait on
peut montrer que ces trajectoires sont des projections d’extrémales pour le
probléme (auxiliaire) de maximiser la longitude finale (voir [12}).

Ces deux remarques préliminaires montrent que, au débutl de la phase at-
mosphérique, on peut considérer avec une bonne approximation que la trajec-
toire se projette sur la trajectoire optimale du systéme simplifié en dimension
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trois, étudié 4 la section précédente. On est donc amené A choisir le controle
=7, puis g = 0, 'instant de commutation étant un parametre permettant
de régler I'entrée dans Iarc iso-flux.

Seconde partie de la trajectoire

En fait la rotation de la Terre n’est non-négligeable qu’au début de la trajec-
toire, mais a4 partir du moment o on a rejoint la phase iso-flux on constate
numériquement que les forces de Coriolis et centripéte sont négligeables par
rapport aux forces de frottement et de gravitation. On peut donc désormais
supposer que {2 = 0. L'avantage est que le sous-systeme longitudinal étudié
précédemment est. autonome.

Concernant, les contraintes sur Pétat, on vérifie numériquement que les
deux contraintes sur le flux thermigue et sur 'accélération normale sont ac-
tives, mais que si on cherche 4 saturer la contrainte sur la pression dynamique
alors le point final désiré n'est plus accessible. Ainsi, les conditions aux lim-
ites impliquent que la contrainte sur la pression dynamique n’est pas active
au cours vu vol.

Par ailleurs, d'apreés la proposition 79 du Chap. 7 on a le résultaf suivant.

Lemme 60. Considérons le systétme & = X +uY, ot w € B3 ef Ju| <1
décrivant le mouvement longiludinal soumis our deuwz contraintes c¢;(x) <
0,7 = 1,2, sur le flux thermique et accélération normale. Soit xy un point
lel que ¢y (xn) = ealag) = 0. Alors, dons un voisinage de xy, la politique op-
timale est de la forme ¥_ 7L 1w Y2 Yuee YoV =1 0 ¥ f1yzs Yace 0N des arcs
Jrontiéres, et *yf est le seul arc intermédiaire entre les deux contraintes, tan-
gent auz deur surfoces ¢y =0 ef ¢ca = 0.

A ce point de I'étude, il faut distinguer deux problemes, car dans les con-
ditions limites la longitude initiale peul étre fixée ou non.

Probleme 1 : longitude initiale libre

Dans ce cas, la longitude !/ n’apparaissant pas dans le second membre du
systéme, on se raméne a4 un systéeme de dimension 5. Le lemme précédent,
décrit. 1a politique optimale locale du sous-systéme cinématique (mouvement
longitudinal) pour des conditions aux limites fizées sur (v, v,~). L’angle final
7(ts) étant libre, on en déduit (condition de transversalité) p,(f;) = 0, et
il faut retirer unc commutation dans la politique précédente. Autrement dit,
la politique optimale locale est dans ce cas de la forme 'y_",'g;fyf,“m”/ffym‘.cf}‘{.
Ceci est en fait valable pour le systeme entier puisque d'aprés la remarque
38, le paramétre \(0) (proche de w/2) permet d’ajuster la valeur finale L{ ;)
de la latitude. De plus ce résultat est global, car on vérifie numériquement
que celte extrémale ainsi construite est la seule & satisfaire les conditions aux
limites désirées.
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8.3 Contréle optimal du probleme complet
Probléeme 2 : longitude initicle fixée

Remarquons tout d’abord que, dans le probleme 1, on obtient humériquement
I(ts) — 1{0) = 40 deg. Pour le probleme 2 on la longitude initiale esl imposée,
cette différence doit étre de l'ordre de 50 deg. Par conséquent la stratégie
consiste, par rapport au probleme précédent, & augnenter la longitude initiale
dont Vévolution est décrite par

V COS Y SN\

roocoskL
avec L proche de 0. On peut alors vérifier que I(#) est forcément, pour ces
conditions aux limites, une (onction strictement croissante (cela est di au fait

que x(t) €]0,7/2[ au cours du vol). On peut donc reparaméiriser le systéme
par la longitude :

dr tan~y cos L
P—

dl sin oy

@ = —kpr v cos L _greos Ltan-y
di " cosy siny v8in y
dL cos L

dl - tan y

f—ll = —A,—p,’— CQSL sin g -+ sin L

dl cos” 7y siny

On a de plus déja remarqué que si sin g = 0 alors tan ytan LdL = dy. Par
conséquent on s'est ramené au probleme d’atteindre de maniere optimale le
point (#{Iy),v{ly), L{l;)), out I est fixé. Comme précédemment, x(0) permct
de régler L(l;). Un arc final v_ est donc requis pour atteindre le point termi-
nal.

Par ailleurs numériquement on constate que dans ce cas la contrainte sur
Paccélération normale n’est plus active. On en déduii que dans ce cas la poli-
tique optimale est, donnée, en approximation, par 7;}117 f,,,:,,’,/Iﬁ,'_.

Résumons ces résultats dans une proposition.

Proposition 85. La trajecloire optimale de arc atmosphérique satisfaisant
les conditions aux limites du lableay 8.1 esl, en approzimation, de lo forme :

Y_VaY fnm:’Y_ﬂ‘,wc’Y.;T. pour le probléme 1 (longitude initiale libre),
® YY1V Y+~ pour le probléme 2 (longitude initiale fivée),
ol v, (Tesp. y_) est un arc associé au contréle yp =0 (resp. pp=7), et v,
(1esp. V,00) €80 un arc frontiére pour la conlrainte swr le flux thermique (resp.
sur Daccélération normale), voir figures 8.14 el 8.15.

Ce résultat est une approximation qui consiste a écrire sin p =~ 0 en dehors
des arcs frontieres. Or, une simulation numérique du flot extrémal complet
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Fig. 8.14. Trajecloire quasi-optimale du probleme 1
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Fig. 8.15. Trajectoire quasi-optimale du probléme 2

montre que cette approximation est trées bonne, car |p,/p,| reste trés petit
(de I'ordre de 10™3) sauf pendant des temps tres courts (lorque p., s’annule).

L’expression des controles frontieres est calculée, comme dans la section
précédente, a I'aide de Maple (pour le détail des caleuls, voir [12]). Les sim-
ulations numériques sont eflectuées dans le chapitre suivant, a 'aide d’une

méthode de tir multiple.

8.4 Notes et sources

Pour le modéle, voir [24]. Les résultats de nos recherches sont présentés dans

(14, 11, 12].
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Méthodes numériques en controle optimal

9.1 Introduction

Le but de ce chapilre ecst de présenter des méthodes nwmériques indirectes
en contréle optimal, utilisées dans nos études pour calculer numéricuement
les solutions optimales. Par opposition aux méthodes directes, qui consistent
a diserétiser totalement le probleme de contrdle optimal el se raménent & un
probléeme d’oplimisation non linéaive avec contruintes, les méthodes indirectes
sont fondées sur le principe du maximum, et néeessitent, une étude théorique
préalable, & savoir une analyse géoméirique préliminaire du flol extrémal.
L’application du principe du maximum réduit le probleme a un probléme
aux valewrs limites, que on résout mumériguement avee une méthode de tir
(fondée sur une méthode de Newton).

Etant donné le contexte de cel ouvrage, on se limite aux méthodes indi-
rectes. Lobjectifl est de fournir des algorithmes facilement implémentables, qui
permettent de calculer des trajectoires oplimales pour la topologie C, sous
des conditions génériques, qui intégrent le caleul des extrémales solutions du
principe du maximum ct la vérificalion des conditions suffisantes d’optimalité
du second ordre.

L'organisation de ce chapitre est la suivante.

Nous rappelons tout d'abord une version générale du principe du maxi-
murn, puis expliquons le principe de 1a mdthode de tir simple ¢t de tir multiple.
Ces méthodes sont illustrées par deux applications non triviales : le Lransfert
orbital, et le probléme de renfrée atinosphérique. Nous expliquons ensuite la
méthode de continmation, essentielle lors de la mise en ocuvre de la méthode
de tir.

La section suivante est consacrée aux méthodes du second ordre. le
principe du maximum donne en eflet une condition nécessaire d’optimalité
du premier ordre, mais réciproquement la projection d’ime extrémale n'est
pas nécessairement optimale. Nous rappelons la {héorie des points conjugués,
et, donnons des algorithmes de calculs.
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9.2 Méthodes du premier ordre : tir simple, tir multiple
9.2.1 Préliminaires

Rappelons le principe du maximum, le temps final étant libre.

Principe du mazimum sans conireinte sur l'élat

Considérons le systeme de controle dans R

i(t) = Fla(t),u(D)), (9.1)

ou f: R" x B™ —s R"” cst lisse et o les controles sont des applications
mesurables el bornées définies sur des intervalles [0,t(u)] de R et & valeurs
dans U c R™. Soient Afy el A} deux sous-ensembles de R™. On note U
Iensemble des controles admissibles dont les trajectoires associées relient un
point initial de Ay & un point final de My. Pour un tel contréle on définit le
cotl

il (1e)
C(u) = /0 S (), u(t))di,

ot f¥:R" xR — R est C! et x(-) est la trajectoire solution de (9.1)
associée au controle « (probleme de contréle optimal 4 temps final non fixé).

Si le controle w € U est optimal sur [0,%,], alors il existe une application
non triviale (p(+), p*) : [0,2.] — R” x R absolument continue appelée vecteur
adjoint, ol p" est une constante négative on nulle, telle que la trajectoire
optimale x associée au controle u vérifie presque partout sur [0, t.] le systeme

oOH

P R PR o D

&= 5})—(.1.,7.),1) S, P= —%(Ab,p,p Vi), (9.2)
ott H(z,p,p",u) = (p, f(z,u)) -+ p" [O(x,u) est le Hamiltonien du systeme, et
on a la condition de maximisation presque partout sw [0, {4]

H(a(t), p(), »°, u(t)) = M(a(1), p(1), 7°), (9.3)

oit M(x(l),p(t),p®) = max,ey H(z(l),p(t),p",v). De plus on a pour touf
i €10,t]

M (x(1), p(t),p) = 0. (9.4)
Si My et Ay (ou juste I'un des deux ensembles) sont des sous-variétés réguliéres
de R" ayant des cspaces tangents en x(0) € My el 2(f.) € My, alors le vecteur
adjoint peut étre choisi de maniere a satisfaire les conditions de {ransversalité
aux deux extrémités

))(D)_LTJ,(O)AJO et 73(1/*)_J_T:,,(,,')1\;[].

Définition 86. On appelle cztrémale un quadruplet (x(-), p(-),p*, u(-)) solu-

tion de (9.2) et (9.8). Si de plus les conditions de iransversalilé sonl
satisfailes, on dit que Uextrémaole est une BC-exirémale.
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Principe du mazimum avec contraintes sur 1’élal

Considérons le cas plus général ou il existe des contraintes sur 1'étal de la
forme ¢;(x) < 0,7 = 1,...,k et oit les ¢; : R® — R sonl lisses. Alors le
vecteur adjoint p(+) n'est pas nécessairement continu, et p(-) est solution de
Iéquation intégrale

. LOH o [ Be
p(t) = p(ls) + /’ —5;(11’, - ; /{ E;(l/l.,-,

on les y; sont des mesures positives ou nulles dont le support est contenu dans

{t € [0,4.] } ci(x()) = O}

9.2.2 Méthode de tir simple

Le principe du maximum doune une condition nécessaire d’optimalité ct af-
firme que toute trajectoire optimale est la projection d'une extrémale. Si 'on
est capable, 4 partir de la condition de maximum, d’exprimer le contréle
extrémal en fonction de (x(1),p(1)), alors le systéme extrémal est un systéme
différentiel de la forme 2(t) = F(L, 2(t)), ot z(¢) = (2(t), p(1)), et les condiiions
initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous la forme
R(z(0), z(1+)) = 0. Finalement, on obtient le probléme auz veleurs limiles

R(2(0),2(t.)) = 0. (9.5)

Remarque 40. Dans le cas non confraint, ce probleme est bien posé car le
nombre d’éeuations est égal au nombre d’inconnues. En revanche, dans le cas
contrainl, il existe une indétermination due a I'existence d’une mesure. Par
ailleurs, si le temps fnal est libre, annulation du Hamiltonien fournit une
équation supplémentaire.

Définition 87. Notons z(t, zp) la solution du probléme de Cauchy
£(f) = F(t, z(1)), 2(0) = 2,
et définissons la fonction de tir
G(tw, 20) = R(z0, 2(ts, 2p)). (9.6)
Le probléenie (9.5) aux valeurs limites est alors équivalent &
G(le,zn0) = 0,

Le. il S'agit de délerminer un zéro de la fonction de lir G.
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton.
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Remargue 41. Si la condition de maximisation {9.3) permetl de déterminer
localement le contréle comme une fonction u(z,p) lisse, alors la fonction de
tir G est lisse, ce qui assure la validité de la méthode. De plus, pour appliquer
une méthode de Newton il faut que G soit localement une immersion, ce qui
est lié & Dexistence de temps conjugués, voir plus loin.

Remarque 42. Rappelons brievement le principe des méthodes de Newton. I
s'agit de résoudre numériquement G(z) =0, ot G : B? — B? esh une fonction
de classe C'. L’idée de base est la suivante. Si zj est proche d’un zéro = de G,
alors

0=C(z) = G{zg) + dG{z) (2 — zx) + oz — zp).

On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence
-~ —_ - o -1 vy
Zepr = 21— (dG(zp)) ™ .G ),

un point initial z, € R? étant chaisi, et on espére que z; converge vers le zéro
. Ceci suppose donc le calcul de I'inverse de la matrice jacobienne de G, ce
qui doit élre évité numériquement. 11 s’agit, alors, a chaque ¢tape, de résoudre
I’équation

G(:;,) -+ (lG(Zk).d/,. =0,

ol dy est appelé direction de descenie, et on pose zpy1 = z1 -+ df.

Si la fonction est de classe C?, 'algorithme de Newton converge, et la
convergence est quadratique, voir par exemple {66]. 11 existe de nombreuses
variantes de la méthode Newton : méthode de descente, de guasi-Newton,
de Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode permel, en général,
une détermination tres précise d’un zéro. Son inconvénient principal est la
petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il fant
que le point initial zy soit sufisamment proche de la solution recherchée =.
Ceci suppose donce que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable une
idée approximalive de la valeur de z.

Du point de vue du confréle optimal, cela signifie que, pour appliquer
une mwéthode de tir, il faut avoir une idée @ priovi de la trajectoire optimale
cherchée. Ceci peul sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner
une approximation, méme grossiere, de cette trajectoire optimale. Il §’agit la
en Lout cas d’'une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont tres
précises mais requiérent 1ne connaissance a priori (plus ou moins grossiére)
de la trajectoire optimale cherchée.

9.2.3 Méthode de tir multiple

Dans le cas du controle optimal, le systéme extrémal, qui est Hamiltonien,
esl toujours instable, ce qui peut créer des problemes numériques dans
Iapplication de la méthode de tir simple si le temps d’intégration est grand.
Ceci justifie Pintroduction de la méthode de tir multiple.
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Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe
Pintervalle [0,15] en N intervalles [£;,%i41], et se donne comme inconnues les
valeurs z(1;) au débul de chague sous-intervalle. 1} faut prendre en compte
des conditions de recollement en chaque temps t; (conditions de continnité).
L’intérét est d'améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classique
pour Palgorithme de tir multiple est [G6].

De maniere plus précise, considérons un probléeme de confrole optimal
général. L’application du principe du maximwn réduit le probleme a4 un
probléme aux valeurs limites du type

Fo(l,z(1) si tg <L <ty
A ([Z(f)) si 1y <1<y

)= FLa) =< (9.7)
Fy(l,z(t)) si 1, <t <t

oit z = (x,p) € R* (pest le vecteur adjoint), et 1, .o, ..., 14 € [la, 1] pcuvent
gtre des temps de commaulalion; dans le cas ol le probléme inclut des con-
traintes sur U'état, ils peuvent étre des temps de jonction avec un arc [rontiere,
ou bien des lemps de contact avec la frontiere. On a de plus des conditions de
continuité sur 1'état et le vecteur adjoint aux points de commutation. Dans
le cas de contraintes sur I'état, on a des conditions de saut sur le vecteur
adjoint, et des conditions sur la contrainte ¢ en des poinls de jonction ou de
contact, voir & ce sujet [39, 49, 15, 51, 11, 12]. De plus on a des conditions
aux limites sur Pétat, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur
le Hamiltonien si le temps final est libre.

Remarque 45. A priori le temps final 1, est inconnu. Par ailleurs dans Ia
méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit étre fixé ; on
le détermine lorsque ¢’est possible par une analyse géomdétrique du probleme.

La méthode de tir multiple consiste a subdiviser 'intervalle [ty, (] en N
sous-intervalles, la valeur de z(!) au début de chaque sous-intervalle étant
inconnue. Plus précisément, soit Ly < o1 < -+ < g} < t; une subdivision
firzée de Uintervalle Lo, 2]. En tout point o; la fouction = est continue. On
peut considérer o; comme un point de commutation fixe, en lequel on a

On définit maintenant les neuds

{T],...,T,,,} = {[.(),if}U{Ul,A..,(Tfﬂ}U{i],...,/.,;}. (9.8)

Finalement on est conduit au probléme aux voaleurs limites
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Fy(t,z(¢)) siT) <1<
Fy(t 2(t)  sita<i<my

(9.9)
Frooa(tz(1) sitp,- <t < 1)
e Vie{2,...,m—1} »i(7;,3(r7),2(r))) =0
L 7'm(7-mz :(Tl )a Z(Tm)) =0

ol Ty = 1y est fixé, 7,, = ¢y, et les 7; représentent les conditions intérieures
ou limites précédentes.

Remarque 44. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre
de noeuds. C'est 1a en effet le principe de la méthode de tir multiple, par
opposition & la méthode de tir simple ol les erreurs par rapport & la condition
initiale évoluent exponentiellernent en fonction de ¢;-tg, voir [66]. Bien siir
dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans
la méthode de tir simple, mais éventuellement l'intégration du systéme (9.7)
peut se paralléliser.

Posons =z = =z(77), et soit =(t,7,-1,2],) la solution du probleme de
Cauchy
(1) = F(h (1), =(rj-1) = z],.
On a

) = 2065 7y )

Les conditions intérieures et frontieres s’éerivent

Vie{2,...,m =1} ri(7y,5(77, 71,27 ),55) =0, 0.10

e + (9.10)
IIII(THM ~1 7~"( msTm—1, “m—1 )) =)

Posons maintenant,

Z = (;il'7 T, Z‘j,%’r'lv ceey 5;:'1_1)T7T)—1)T € RQ"AH)(T”—])
(ou z € B?). Alors les conditions (9.10) sont vérifides si
7'111(71111 Zijra Z(Tm, T m—;ls ‘-‘1—‘;_,_] ))

71(7’3,~(Tn y Ty 2y ),~2 )

Tim—1 (Trnm’f(‘ ;,._ -T17)—..y~':7_‘7)v "’m—l)

On s’est done ramené a déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de
points de commutation et de points de la subdivision. L’équation G = 0 peut
alors étre résolue itérativement par unc méthode de type Newton.
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9.2.4 Quelques remarques

Si la dynamique du systéme de controle est compliquée, le caleul du systeme
extrémal, notamment des équations adjointes, peut étre effectué avec un logi-
ciel de calcul formel comme Maple, et donc ne pose pas de probleme partic-
ulier.

Les méthodes indirectes fournigsent une extréme précision numérique. De
plus, la méthode de tir multiple est, par construction, parallélisable, et son
implémentation peut donc étre envisagée sur un réseau d'ordinateurs montés
en parallele.

En revanche,

e les méthodes indircctes caleulent les contréles optimaux sous forme de
boucle onverte ;

e clles sont fondées sur le principe du maximum qui est une condition
nécessaire d’optimalité seulement, et donce il faut étre capable de vérifier
a posteriori Poptimalité de la trajectoire calculée ;

e la structure des commutations doil, étre conmue a 'avance (par exemple
par une étude géométrique du probleme). De méme, il n'est pas facile
d’introduire des contraintes sur 1'état.

e Deuxiemement, il fant étre capable de deviner de bonnes conditions ini-
tiales pour P'état et le vectenr adjoint, pour espérer faire converger la
méthode de tir. En effel le domaine de convergence de la méthode de
Newton peut étre assez petit en fonction du probleme de contrdle optimal.

Il faut étre capable de vérifier, a posteriori, que T'on a bien obtenu la
trajectoire optimale. Les méthodes indirectes sont fondées sur le principe du
maximum qui donne une condition nécessaire d’optimalité locale. Une fois
ces trajectoires déterminées, la théorie des points conjugués (voir plus loin)
permet d’établir qu'une extrémale est localement optimale avant son premier
temps conjugué. Lioptimalité globale est beaucoup plus difficile & établir en
général, et sur des exemples spéeifigues on établit numériquement.

Pour pallier Pinconvénient majeur des méthodes indirectes, & savoir la
sensibilité extréme par rapport & la condition initiale, on proposc plusieurs
solutions.

Une premiére solution raisonnable consiste a combiner les deux approches :
méthodes directes el indirectes. Quand on aborde un probleme de contréle op-
timal; on peut d’abord essayer de metire en oenvre une méthode directe. On
peut ainsi espérer obtenir une idée assez précise de la structure des commu-
tations, ainsi qu'une bonne approximation de la trajectoire optimale, et du
vecteur adjoint associé. Si on sonhaite plus de précision numérique, on met
alors on oeuvre une méthode de tir, en espérant que le résultat fourni par
la méthode directe donne une approximation suffisante de la trajectoire opti-
male cherchée, fournissant ainsi un point de départ appartenant an domaine
de convergence de la méthode de tir. En combinant ainsi les deux approches
(méthodes directes puis indirectes), on peut hénéficier de 'excellente précision
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numéricque fournie par la méthode de tir tout en réduisant considérablement
le désavantage di a la petitesse de son domaine de convergence.

En appliquant d’abord une méthode directe, on peut obienir une approx-
mmation de I'état adjoint. En effet, on a vu qu'une méthode directe consiste
a résoudre numériquement un probleéme de programmation non linéaire avec
contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange associés au Lagrangien de ce
probléme de programmation non linéaire donnent une approximation de I'état
adjoint (on a déja v que le vecteur adjoint n’est rien d’autre qu'un multipli-
cateur de Lagrange). A ce sujet, voir [15, 70, 28].

Une deuxieme solution consiste a utiliser une méthode d’homotopie (on
méthode de continuation).

9.2.5 Méthode de continuation
Le principe de la méthode

1l s’agit de construire une famille de probléemes de contréle optimal (7:'0')a€[0.l]
dépendant d’un paramétre « € [0, 1], olt le probléeme initial correspond a Py.
Ou doit s’arranger pour que le probleme Py soit plus simple a résoudre que Py.
Une telle famille ne peut étre construite que si ’'on possede une bonne intuition
et une bonne connaissance de la physique du probléme. Par la méthode de tir,
chaque probleme de contréle optimal P, se ramene a la détermination d’un
zéro d'une fonction. On obtient donc une famille & un paramétre d’équations
non linéaires

Gu(Z)=0, c€0,1].

Supposons avoir résolu munériquement le probleme P5, et considérons une
subdivision 0 = ag < o) < -++ < ap = 1 dle l'intervalle [0, 1]. La solution de Py
peut alors élre utilisée comme point de départ de la méthode de tir appliquée
au probleme P, ,_,. Puis, par une procédure inductive finie, la solution du
probleme P, ., constitue une condilion initiale pour appliquer la méthode de
Lir au probleme P,,. Bien entendu il faut choisir judicieusement la subdivision
(a;), ct éventuellement Ja raffiner.

Pour faciliter Iintuition, il est important que le parametre a soit un
parametre naturel du probleme. Par exemple si le probleme de contréle opti-
mal comporte une contrainte forte sur 'état, du type c(zr) < 1, une méthade
d’homotopie pent consister a relaxer cette contrainte, en résolvant d'abord des
problémes ol ¢(x) < A, avec A > 0 grand. Cela revient donc 4 résoudre une
série de problemes de controle aptimal ot 'on introduit petit a petit la con-
trainte sur ’état. Mathiématiquement, pour pouvoir espérer la convergence de
la méthode cn passant d’un pas & un autre, il faut que la chaine de probléemes
de controéle optimal introduite dépende contintiment du paramétre a.

On peut géndraliser cette approche par homotopie :

e chaque probleme P, peul lui-méme étre résolu par homotopie, i.e. par la
résolution de sous-probléemes (ce peut ére le cas si par exemple le probleme
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de controle optimal initial compartie plusieurs contraintes sur 1'état forte-
ment actives) ;

e la classe de problemes considérés peutl dépendre de plusieurs parametres.
dans ce cas il fant choisir un chemin dans I'espace des parameétres, reliant
le probleme initial au probleme plus simple & résoudre.

Validité de la méthode
La justification de la méthode repose sur le résultat suivans, voir [71].

Théoréme 52. Soil B la boule unité de R, el soit F' : B — B unc ap-
plication de classe C*. Pour o € B et A € [0,1], on pose p,(\x) =
Mx — F(x)) + (1 — N — a). Supposons que pour chaque point fize de F,
la malrice Jacobienne de lapplicalion & v x — F(x) esl non singuliére. Alors
pour presque tout poinl a appartenant o Uintérieur de B, Vensemble des zéros
de p, consiste en un nombre fini de courbes C*, disjointes et de longueur finie,
de la forme :

M~

. une courbe Jermée de [0,1] x B ;
un. arc d'exirémités appartenant ¢ {1} x B ;
. une courbe joignant (0,a) & (1,Z), on & € B est un point fire de F (voir

figure 9.1).

(0, a)
/\
()
0 K

7

e o

(1,7)

A

1

Fig. 9.1.

L’algorithme consiste donc & suivre la courbe de zéros de p,,, en appliquant
une méthode de Newton. Une approche plus fine consiste & paramétrer la
courbe des zéros par la longueur d'are, s — p,(A(s), p(s)), ce qui revient &
résoudre le probleme de Cauchy
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L pu(N(s),2(9) = 0, (0) = 0, A(0) =0,

avec A(s)? + i(s)? = 1.

La difficulié de Tutilisation de cette méthode est lide a la complexité du
licu des zéros en [onction du point initial a. Une analyse préliminaire du fot
extrémal du probleme de contréle optimal est donc nécessaire pour estimer
cette complexité.

Description algorithmique
Considérons la [amille de problemes P, a € [0, 1],

(Py) ¥ = f(z,y,0), r(y(a),yb),o)=0.

Le probléme consiste & déterminer la solution y(a,z), pour a = 1, en sup-
posant que la solution pour o = 0 soit simple 4 déterminer.
Considérons une subdivision de I'intervalle [0, 1]

=g <a; < -<a,=1,
et notons y(a;, ) la solution obtenue pour chaque «;. Au rang 7, la solution

y(ay, @) sert de donnée initiale dans la méthode de Newton pour déterminer
au rang 4 + 1 la solution y(aj4y, x) (voir figure 9.2).

Méthode

Donnée initiale | ————— | Résultat numérique
de Newton

yo(x) - T y(aa, T)

y(aq, x) y(a,x)

’U(Cln—‘z,-’lf) !](C\’,,_I,JI:)

WA

ylap-r,2) | ————— | ylag,x)
Fig. 9.2.

Finalement, y(a,, ) constitue la solution désirée, du probléme de départ.

Remarque 45. Pour que la méthode fonctionne, il [aut que les pas de la sub-
division a1 — a; soient assez petits.
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Remarque 40. L'introduction de parametres artificiels, sans rapport avee la
physique du probleme, du type

Sy y,a) =af(z,y) + (1 - a)g(z,y),

ol f(x,y) est la dynamique du systéme de départ, et g{a, y) est une dynamique
“gimple” choisie au hasard, ne marche pas en général, voir [26] pour plus de
défails et d’autres conmmentaires.

9.2.6 Application au probléme du transfert orbital plan

On reprend ici les notations du Chap. 6. On se restreint aux extrémales
d’ordre 0, évitant ainsi la J7-singularité (néanmoins, une méthode a pas
adaptatifs permet de gérer ce probléeme). Les extrémales sont douc solutions
d’un champ lisse Hy. Daus ce probleme de transfert; orbital plan, Putilisation
d’une méthode de tir simple, couplée a une méthode de continuation, s'avere
plus judicieuse qu’une méthode de tir mmltiple. Pratiquement, le parameétre
physique de coutinuation est la poussée maximale F, ., dont le champ Hy
dépend de fagon lisse d'apres le principe du maximum. L'homotopie choisie
permet d'initialiser [acilement 1'étal adjoint & Pinstant initial, Fapplication
Fiaz v p(0, Fiuga) étant suffisarmment réguliere. En revanche, elle ne per-
met pas cette initialisalion & d’éventuels autres instants de tir ; en cfet
lorsque F,,q, diminue, le temps final £ augmente. Cela justifie la pertinence
de T'utilisation du tir simple. La méthode de continuation consiste & suivre
la solution optimale, d’une grande valeur de Fyq., jusqu’a une petite valeur,
correspondant & une poussée faible : par exemple, on passe de 60 N 4 0.3 N,
sachant que dans le cas d'une poussée forte (60 N), la méthode de tir simple
converge sans difficulté.
Numeériquement, on constate (voir [16]) que

L Finar =~ C Csle.

Cette information supplémentaire permet, dans application de la méthode
de continuation, de rester sur la branche du lieu des zéros qui condnit a la
solution optimale.

Notons que le choix des coordonnges est crucial. Tei, on travaille avec les
coordonndes orbitales, qui permettent de séparer les variables lenfes de la
variable rapide [.

Les données initiales et terminales sont

PO =11.625km P/ = 42165 km
0 = .75 el =0
) =0 e =0
nY = 0.0612 o= o0
h) = h,{ = 0
=0 11 libre

mP = 1500 kg p® = 5.1658620912 10° m?h2
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L’état et les contrdles obtenus pour les poussées successives
Fipee = 060, 9, 0.5, 0.3,

sont représentés sur les figures 9.3, 9.4, 9.5, et 9.6, voir aussi [16].

x 10
20
4
o - 10
2 /
0 0
0 5 10 o 5 10
1 : 0.2 .
o 0 —\\ = 01
—‘ 0 ¥__\
0 5 10 [} 5 10
05 ! 0.02 -
Mop :m 0
B — e -0.02
0 5 10 (i 5 10
1500 T — — T T t T
E 14001 g
1300 | I R I— | I L I i I L I— 1
2 4 6 8 10 12 14
1000 T T — S — —T —
-0 \/"""_——‘_-'-’
-1DDDL [ [— — [ | S & B N
2 4 6 8 10 12 14
1000 — T : — : r —
S50 \/
._1000 1 4 1 1{ “ L ]
o 2 4 6 B 10 2 14
5cmr 7 — T e T T T
:& D =y
_500 L3 ) I3 3 1 o
0 2 4 5 8 10 12 14

Fig. 9.3. Poussée de 60 N

Algorithme

Ci-dessons, on déerit. un algorithme pour les simulations numériques. La pro-
grammaltion peut étre effectuée avec un logiciel de calcul numérique comine
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x 10
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> 20
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o 0 = 0\\
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Fig. 9.4, Poussée de 9 N

Mallad qui conticnt de nombreuses routines standards. Par exemple, on peut
utiliser la routine d’intégration numérique d’équations différenticlles ordinaires
odel13.m, qui met en ceuvre la méthode d’Adams-Moulton (méthode multi-
pas & ordre variable). Par ailleurs, une routine implémentant la. méthode de
Newton est fsolve.m. Enfin, le systeme extrémal peut étre calculé a I'aide d’un
logiciel de calcul formel comme Maple.

% Initialisation des variables :
mY = 1500; p® = 5.1658620912¢9;
% Initialisation des conditions initiales et finales :
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Fig. 9.5. Poussée de 0.5 N

PV = 11.625¢6; ¢! = 0.75; €3 = 0; h{ =0.0612; h] =0; I’ =0;
% Initialisation de la poussée A 60 N :
Foaz = 60;
% Initialisation du vecteur adjoint p(0) an temps 0 :
po=[111111);

Y% Méthode d’homolopie : on diminue petit & pelit la valeur de Fy,,,, ¢
While F),, > 0.3

Finor = Foax — step;

% Tnitialisation de f; :
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x 10
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Fig. 9.6. Poussée de 0.3 N

tf = C'/an;v:;
% Calcul du nouveau pyg, correspondant & K., et tel
% que les conditions finales soien!, vérifiées :
[po, 7] = Newton(F, [po,15]);
% En cas d’échec, diminuer la valeur du pas :
If echec
step = step/2
Floe = Fipox + step;
end
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end

% Définition de la fonction #' dont on cherche un zéro :
function y = F(po,1y)
% Intégration numérique du systéme extrémal,
% avec une routine ode :
1,2, p] = ode(systemeextremal,[0,1f], [x0,p0]);
% Conditions finales souhaitées,
% et annulation du Hamiltonien an temps final :
y=| P/ —42.165e6
of
e
h.{
hé
Hamiltonien(ty) |;

% Définition de la fonction systemeextremal :
function zdot = systemeextremal(t, z)
% Implémentation du systéme extrémal.

% Définition de la fonction ode :

function [t, z] = ode(systemediff, [0, T), zo)

% Implémentation d’ime méthode numérique d’intégration du
% systeme différentie] sysiemediff sur I'intervalle de temps

% [0,T), avec la condition initiale z(0) = z.

% Définition de la lonction Newton :

function z = Newton([, zo)

% Implémentation d'une méthode de Newton, déterminant un
% zéro de la fonction f, en partant de la condition initiale zq.

Remarque 47. On a utilisé une méthode de tir simple car le temps de transfert
est, assez court. 11 n'y a pas de phénomene d’instabilité exponentielle.

En revanche, sur exemple suivant (renfrée atmosphérique), le systeme
est raide. Par exemple, la densité atmosphérique passe de 10712 en début de
vol & 1 en fin de vol. 11 y a donc, lors de lintégration numérique, de fortes
instabilités exponentielles. Pour les compenser, 'emploi d'une méthode de tir
multiple est inévitable.

9.2.7 Application au probléme de rentrée atmosphérique

On se replace dans le contexte du Chap. 8, et on distingue entre les deux
problémes : longitude initiale libre, et longitude initiale fixde.
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Probléme 1: longitude initiale libre

Les temps de commutation et les valeurs initiales de la longitude et de 'azimut
sont calculés avec la méthode de tir multiple. Plus précisément :

Le premier temps de commutation, de y_ & v, , permet d’ajuster 'entrée
dans la phase iso-flux, qui est caractérisée par ¢ = ", @ = .

Le trotsieme temps de commutation, de -y, & 7, est utilisé pour régler
Pentrée dans la phase iso-accéleration normale.

Le cinquiéme temps de commutation, de v,.. a 7., permet d’ajuster la
vitesse finale v(1y).

L’azimut initial x(0) sert & régler la latitude finale L{l ;).

Par ailleurs le temps final est déterminé par 'aliitude finale.

Les résultats nnmériques sont représentés sur les figures 9.7 et 9.8.

¢ Altitude (m) Vitesse (Vs Angle da vol (rad
1p X10 (m) 8000 (mvs) 005 g {rad)
b 6000 ¢
8 -0.05]
-0.1
6 4000
-0.15
4
2000 -032]
2 -025
0 0 -03
0 500 1000 O 500 000 0 500 1000
Latilude (rat Longitude Azimut
025 (rad) 59 gitude (rad) s (rad)
28
02
27 15
0.15 26 ;
01 25
- 24 05
005 23
0 22 0
o 500 1000 0 500 1000 O 500 1000

Fig. 9.7. Coordonnées d'état pour le probleme 1

Probleme 2: longitude initiale fixée

Les temps de commutation et la valeur initiale de I'azimut sont calculés avec
la méthode de tir multiple. Plus précisément, :

Le premier temps de commutation, de y_ & 7,, permet d’ajuster Ventrée
dans la phase iso-flux.

Le troisieme temps de commutation, de g, & v, perniet de régler la
vitesse finale v(ts).

Le quatrieme temps de conumutation, de v, & y_, est ufilisé pour régler
la longitude finale {({y).
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Fig. 9.8. Angle de gite {contréle), el contraintes sur I’état, pour le probléeme 1

Fig. 9.9. Coordonnées d’éial pour le probleme 2

L’azimul initial x(0) permet d’ajuster la latitude finale L(1 ;).

Les résultats mumériques sont sur les figures 9.9 et 9.10.
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Fig. 9.10. Angle de pite (controle) et contraintes sur 1'état pour le probléme 2

9.3 Méthodes du second ordre : théorie des points
conjugués

9.3.1 Rappels sur les variétés Lagrangiennes - Equation de Jacobi

Définition 88. Soil (N,w) une variéié sympleclique de dimension 2n. Une
sous-variélé réguliere L de N esl dile isotrope si son espace langeni en ltoul
point est isolrope, i.e. lo restriction de w(x) & T L x T, L est nulle, pour tout
x € L. 87 de plus L esl de dimension n, alors L est dite Lagrangienne.

FExemple canonique

Soient (z,p) des coordonnées de Darboux sur N = R¥". Soit S : & ~— S(x)
une fonction lisse sur R", et soit

1={(ro=E) 1ven),

Alors L est une sous-varieté Lagrangienne de N. En effet,

1L

a8 L 9%s
Z(lp,-/\d:z:i zZ(]()” Adr; = Z —J;—(—)l—'dle\(lz, = 0.

=1 i=1 ij=1
Plus généralement, on a

Proposition 86. Soil L une variélé Lagrangienne de dimension n. Alors il

exisie des coordonnées canoniques (x,p) ct une fonction lisse S(xy,pr), ot

I'={1,....,m}, IT={m-+1,...,n}, telles que L est définie par les équations
oS as

D] = ——, T = ———.
pr f):L'] ! ()}.’U
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Définition 89. La fonclion S s’appelle la fonclion génératrice associée o L.

eIMINE . Soit L une variété Lagrangienne, el ¢ un difféomorphisme sym-
Le e 61. Soit L té Lagrang , el 1if / Y
plectiqgue. Alors w(L) esl une sous-variélé Lagrangienne. En particulier, si
est un champ de vecteurs Hamillonien, de groupe local & un paramélre
H esl f il 1 Hamill , de groupe local P /
@, = exp(tH), alors (localement) Ly = @, (L) est une variélé Lagrangienne.

A partir de maintenant, on suppose que N = T*M, ol M est unc variété
lisse de dimension n.

Définition 90. Si L est une sous-variété Lagrangienne de T*M, el si 7 :
(¢,p) = q désigne la projecltion canonique, un vecteur tangend non Irivial v
de L esl dit verlical si dm(v) = 0. On appelle caustique Uensemble des points
= au-dessus desquels il exisic au moins un chamyp verlical.

Les exemples suivants montrent 'importance de la notion de variélé
Lagrangicnne en théorie du controle optimal.

Erxemple 8. Soit xy € M. La fibre Ly = T, M est une variété Lagrangienne
linéaire de T™A{ dont tous les vecteurs tangents sont verticaux.

Plus généralement, soit, My nne sous-variété réguliere de A, Alors, 'ensemble
Mg des éléments (z,p) de T*M vérifiant 2 € My et p L Ty M est une
sous-variété Lagrangiennc de T* M.

Définition 91. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien lisse sur T*M, el
soit z(1) = (x(1), p(t)) une trajectoire de H définie sur [0,T). L’équalion aux
varialions ST

. é

0z(t) = F(:('/:))(Sz(i,)
s’appelle Uéquation de Jacobi. On appelle champ de Jacobi J(1) = (5z(L), dp(L))
une solulion non triviale de I'équation de Jacobi. Il est dit vertical a Pinstand
L siSx(t) = 0. Un temps 1, esl dil. conjugué s'il exisle un chomp de Jacobi
verlical aux instants O el L, ; le point (1) est alors dit conjugué a (0).

Définition 92. Pour loul (xn,pq) € T* M, on nole

:({s :lfu,P(I) = (-'L.(["a o, ]3(1)-,'[)('ta Lo, pD))

la lrajectoire de Y partant du point (xo,pe) aw lemps t = 0. On définit
lapplication exponenlielle par

exp,, (t,po) = 2(t, 20, po)-

Proposition 87. Sowent 2 € M, Ly = T; M, et L Uirnage de Ly par le
groupe local & un paramétre exp(tH). Alors Ly est une sous-variélé Lagrangi-
enne de T M, donl Uespace tangenl esl engendré par les champs de Jacobi par-
tant de Lg, el x(t.) est un poinl conjugué a xy st e seulemeni si Uapplicalion
exp,, (te,-) n'esl pas unc immersion au point py.
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La preuve de la proposition résulte facilement de I'interprétation géométrique
de I'équation aux variations.
Une généralisation dn concept de point conjugué est la suivante.
Définition 93. Soit Al, une sous-variété réquliere de A, et

Mt = {(2,p) | 2 € My, p L T ).

On dit que T est un lemps focal, el que q(T') esl un point Jocal, sl existe un
champ de Jacobi J(t) = (dx(t),dp(1)) lel que 5x(0) =0 et J(T) esl tongent
a Mi-.

9.3.2 Méthodes de calcul des temps conjugués
Test de verticalité

Soit z(t) = (z(t),p(t)) une trajectoire de H de rélérence, et 10 = x(0). Con-
sidérons une base (e1,...,e,) de Ty A, et notons Ji(l) = ( ), dpi(L)),
i=1,...,n, les champs de Jacobi (onespmlddnib vérifiant 51 i(0) = 0 et
dpi(0) = e;. Alors le temps 1. est conjugué si et seulement si le rang de

dr(z(te))(J1(le)y .oy In(be)) = (By (L), -y 02y (L)

est strictement inférieur a n.

Pour tester un point focal, on procéde similairement, mais il faut intégrer
le systéme variationnel en remontant le temps & partir de la variété terminale.
Plus précisément, soit z(t) = (2(¢),p(t)) une trajectoire de H de référence,
définie sur [-T,0], et soit zg = x(0). Considérons une base ([f1,...,[») de
To,p0) Mit, et notons Ji(t) = (8a;(t),6pi(t)), i = 1,...,n, les (_lld.Illph de
Jacobi correspondants, définis sur [~7,0], vérifiant J;(0) = f;. Alors le temps
[ cst focal si el seulement si le rang de

dr(z(=1:)) (J1(=te), oy T (=) = (81 (=le), . ., 0 (—1e))

est strictement, inféricur 4 n.

Equation de Riccati

L’équation aux variations est un systeme linéaire de dimension 2n, de la forme
Z(1) = A(1)Z(1), ot Z est le vecteur colonne (§z, 8p), et la matrice A(1) est
Hamiltonienne. On définit la résolvante ®(t) du systéine par 6(1) = A(L)b(1),
&(0) = Id. En décomposant

o (B0 Ba(1)
b(t) = (rpﬁ(t) fﬁd(t)) ‘
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Pexistence d’un champ de Jacobi vérifiant d2(0) = dz(t,) = 0 équivaut & la
condition
rang Py (t.) < n.

En introduisant les coordonnées projectives R(t) = @.(t)Pa ()", le test
précédent équivant donc a ||[R()|| — +oo lorsque ¢t — t.. Cela revient &
considérer 1'écuation de Riccati. En effet, considérons un systéeme linéaire

matriciel du type
i (v = (50 50) (58

olt X (1) est un bloc n x k, et Y () est une matrice & x & inversible. Alors
W(t) = X ()Y (1)~ est solution de I'équation de type Riccati

W (1) = A(t) + W) B(t) + C()W (1) + W () D)W (1),

I’équation présentant des symétries dans le cadre Hamiltonien.

9.3.3 Temps conjugués en controle optimal

Le concept géométrique de point conjugué introduit précédemment est outil
de base pour obtenir des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité
du second ordre pour des problemes de contréle optimal.

Probléme linéaire-quadratique

Soit T > 0 fixé, et solent 2, x, € R". Considérons le probleme 1.QQ de trouver
unc trajecloire solution du systéeme linéaire autonome contrélable

(L) = Ax(l) + Bu(t), z(0) = zg, 2(T) = a1, (9.12)

minimigant le cout gquadraticue

T
Cr(u) = / (‘c()Wa(t) + fu(t)Ou(t)) dt, (9.13)

JO

ot U € M,, (R) est symétrique définie positive, et W € M, (R) est symétrique.
D’apres le principe du maximum, le coniréle extrémal est donné par

u(t) = U™ B'p(1),
on le vecteur adjoint p(t) satisfait
p(t) = —p(H)A + 'z(1)W.

Le résultat suivant est standard.
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Proposition 88. Les solutions du principe du maozimum sont oplimales avant
lewr premier temps conjugué, donné par Ualgorithme précédend.

Ezemple 9. Considérons le systeme de controle & = u, 2(0) = 0, et le colt
quadratique
T
Cr(u) = / (u(t)? — z(t)?)dL.
Jo

Le Hamiltonien est H = pyu — L(u? — 27), et le controle extrémal $’écrit
u = p,. Le premier temps conjugué pour la trajectoire (1) = 0, correspondant
au controle v = 0, est L. = 7.

Cas sous-Riemannien

Dans cette section, on montre comument appliquer la théorie des points con-
1 I

jugués vue précédemment au cas sous-Riemannien, modulo une réduction

standard. Considérons donc le probleme de controle optimal

m T, m
o= Zu,-fi(az), mJn/ (Z‘U.?)l/z(]i,

=1 S0 iy

le coiit représentant la longueur d'une courbe tangente a la distribution D =
Veet(f1,..., [m), les champs f; étant choisis orthonormés et fixant ainsi la
métrique. La longueur /(z(+)) = ]OJ(Z:'L_] u3)!/2dt de la courbe 2(-) ne dépend
pas de la paramétrisation. Le probleme rentre dans la catégorie des problemes
paramétriques du caleul des variations. On peut réduire le probleme en fixant
la paramétrisation. Un choix est d'imposer S 0, u7 = 1, et alors [(z(.)) =
7. Le probléme est alors de minimiser le temps. On procéde iei autrement.
D’apres le principe d(jvl\f[;mperl'.uis, minimiser la longueur revient & minimiser
Pénergie E(x(-)) = [01 S, uidi, le probleme étant alors & temps fixé 7. Le
principe du maximum dans le cas normal consiste & introduire le Hamiltonien
H = (p, 0L uifi(x)) = 3 31, u?. La condition de maximisation a g
conduit & u; = {p, fi{x)). Le Hamiltonien réduit dans le cas normal séerit

done
m

.] m 1
- : 3 o f( )2
H,.= 5 E up =5 E {p, fi(x))".
~ =1 =1
Le controle est linéaire en p, et en changeant p en Ap, on obfient la trajec-
toire reparamétrisée. On peut done normaliser les trajectoires sur le nivean
d'énergic H, = 1/2. Les trajectoires extrémales sont solutions de
aH,

T = p= -

op '

OH,
ox

. (9.14)

L’algorithme des points conjugués déerit précédemment s’applique. Notons
Ji(8) = (82;(L), 0pi (L)) le champ de Jacobi vérifiant d2;(0) = 0 et §p;(0) = ¢;.
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ol (&;)1<igna est la base canonique de R”. Un temps conjugué correspond alors
a Pannulation du déterminant

D(1) = det(dz (t),...,dz,(1)).
Réduction du calcul

On réduit dans le cas paramétrique le caleul, en observant que les extrémales
solutions de (9.14) vérifient les relations d’homogénéité

x(t, kg, Apo) = x(At,zo, po), P, 2o, Apa) = Ap(At, zo, Po)-

Un des champs de Jacobi est alors trivial. Plus précisément, en considérant;
une courbe dans la fibre a(g) = (o, (1 + €)pa), si J(t) désigne le champ de
Jacobi associé, alors dw(.J(1)) est colinéaire & (7).

L’algorithme de calcul des temps conjugués se réduit alors a tester le rang
de (8z1(1),...,0x,-1(1)), ot Ji(t) = (8x:(t), 8p; (1)) est le champ de Jacobi tel
que 6z;(0) = 0, et dp; (0) L po.

En fixant H,. = 1/2; on voit que le domaine de I'application exponentielle,
définie par

exp,, (£, po) = x(t, 20, o),

est lo cylindre B x 8§71 x R"~™. Le temps £, est conjugué si et seulement, si
7, . M = Y aerd o H al
Papplication exp, (1., -) n'est pas une immersion en (i, po).

Lien avec Uoptimaolité

Rappelons qu'une extrémale z(t) = (x(t),p(!)) solution de (9.14) est dite
stricte sur [0, 7] si la trajectoire z(-) n’admet qu'un seul relevement, extrémal,
a scalaire prés, sur [0,T]. Le résultai suivant résulte de Uinterprétation du
probleme sous-Riemannien comme un probléme de temps miniinal, et de la
section suivante.

Proposition 89. Soit z(1) = (x(1),p(t)) une exirémale stricte sur tout in-
tervalle solution de (9.14). La trajectoire :(-) est localement (au sens de la
topologie L™ sur le contréle) optimale jusqu’au premier lemps conjugué.

Ezemple 10. Considérons le cas dit de Martinet, avec n = 3, m = 2, et

o o )
fl—'T; Jo= =

Pz’ dy’

Les simulations sont faites le long de I'extrémale partant du point
x(0) = y(0) = z(0) =0, p,(0) = —0.9, p,(0) =0.19, p-(0) = 100.

Sur la figure 9.11 sont représentés, d'une part, la projection sur le plan (zy) de
la trajectoire associée (c’est un élastique d’Euler), d'autre par, le déterminant,
des champs de Jacobi, qui s’annule a ¢, = 1.112 environ.
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05 Projeclion de Ia trajectoire 10 Déterminant
. T - r -

0.4r
0.3}

0.2r

(

Fig. 9.11. Déterminant, cas de Martinet

Probléme du temps minimal
Considérons le probléme du temps minimal pour le systeme de controle
a(t) = fx(1), u(t)), x(0) = xq, ‘ (9.15)

oit f:R" xR™ — R" est une application lisse, zg € R", et u(t) € R™ (cas
sans contrainte sur le contréle).

Tout contrdle v temps minimal sur [0, 7] est alors singulier, Le. ¢’est une
singularité de Papplication entrée-sortie Er en temps 7. D'apres le principe
du maximum, la trajectoire x(-) est projection d’une extrémale (z(-).p(-)),
solution des équations

» aH“ D, ), P aH(l D, 1)
r= T, p.u), p=———T, P,
dp Pt gz
. O
C(,)—(I:,y),u) =0
ot

H(x.pu) = (p, f(, ).

D’aprés la condition de maximisation,on peut supposer que FI (z:(t), p{t), u(t)) =
0 le long de 'extrémale.
Dans cette section, on fait les hypotheses suivantes.
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Huypothéses

—

- H(x(l),p(1),u(t)) # 0 le long de lextrémale.
. La Hessienne

o

O°H
Oul ('E» Ps ”‘)

est définie négative (lypothése de Legendre stricte).
3. La singularité cst de codimension un sur toul sous-intervalle (hypothése
de régularité forte, cf [62]).

Lapplication du théoréme des fonetions implicites conduit alors 4 définir
plusieurs familles de contrdles extrémanx w(z, p), chacun d’eux étant utilisés
pour construire une partie de la synthése optimale, dans une direction donnée.
C’est Vaspect microlocal. Ainsi, localement, on caleule u(l) = u{x(l), p(t}). On
définit alors (localement) le Hamillonien réduit

H.(x,p) = H(x,p,u(x,p)).

Toute extrémale vérifie

g Ol OH
€= 0]) Typ)y Pp= 81‘ T;P)s

soit, en notant z = (z,p),

(1) = H,(2(1)). (9.16)

Faisons Pobservation suivante.
Lemme 62. Le coniréle u(x,p) est homogéne en p de degré 0, i.e.

u{x, Ap) = u{z, p),
el les solutions du systéme réduil vérifient la condition dhomogénéité
x(t, 20, Apo) = x(l, 20, p0), Pt xa, Apa) = Ap(L, Ty, pu)-
Définition 94. On définil ’application exponentielle par
exp,, (1, po) = x(t, 20, po),

ot (x(l, xp,pa), p(t, xo, pa)) est la solution du sysiéme (9.16) partant du poind
(zp,po) ent=0.

Précisons le domaine de cette application. Toul d’abord, le temps / varie
dans Bt (du moins, tant que la solution est bien définie). Ensuite, le vecteur
adjoint initial py est défini a scalaire multiplicatif pres, sachant que 'on sup-
pose H,.(xy, pp) # 0. On peut donc supposer que pg € S"~'. Finalement,
‘RY < SV {po | Hy(z0,p0) # 0) — B,

&£ °

exp

La contribution [ondamentale de [2, 13, 62] est la suivante.
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Théoréme 53. Sous les hypothéses précédentes, la trajectoire x(-) esl locale-
ment (au sens de la lopologie L™ sur le contrédle) temps minimale jusqu’au
premier temps conjugue t,..

Preuve. La preuve de ce théoréme repose sur le fait suivant que 'on va mon-
trer : 'application exponentielle n’est pas immersive au temps { si et seulement
81 la dérivée seconde intrinseque @, de Papplication entrée-sortie le long de
Pextrémale (z(-),p(-}, u(-)} admet un noyau non trivial, on @, est définie par

Q{(ﬁ”) _[}( ) d IL!(U)H((_I A {u)xkerdZ(u) ((su (SU;) - r)p( ) J)L( )

et ol 81(-), dax(-) sont solutions de

Siw = ot == (@, u)6, @ —|— (7 w)ou,
X
v O v LT ) D 6
dox = E];(.’L,?l,)[sf_).L + Ew(.x,,u).(é]a,,(slm) Erw —— (&, u).(12,bu)
10°f
EW(AL, w).(du, du),

avec 612(0) = d22(0) = 0. En effet, si la forme quadratique @, est définie
positive, alors on peut montrer, par des arguments du type lemime de Morse,
que la trajectoire z(-) cst localement isolée en topologie L™ (voir [2]).

Montrons donc cette correspondance. On rappelle {out d’abord les no-
tations. La trajectoire () est la projection de l'extrémale de référence
(@(-),p(+), u(-)) solution de

o 0.0, 50) = =2 (). p(0),

#(t) =

ot Hy.(x,p) = H(z,p,u(z,p)), et u(x,p) est solution de

of

_0_/,7(”’"7)’ u(x,p)) =0. (9.17)
En particulier, on a les formules
D2 F, o°H
du - 5)1:5{4 du — Opdu (9 J.g)
g, BRH g, 9°H " .
2 Ju~ 81) Tur

Rappelons anssi que exp,,, (t,po) = (2, xq, po), et que

dexp
t")pu

To (f,p()) ()])[) = 57( )

on (8z(l), dp(t)) est solution du systéme variationnel
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. 0% H. P H, -
dr = ———(x,p).dx + (‘ —(z,p).6p, d2(0) =0,
dxdp op? (9.19)
a*H, 9 H, o
dp = 5 (z,p).0x — T2op (xz,p).dp, Op(0) = dpp.

Calculons les coeflicients du systéme variationnel. Par dérivation, en tenant
compte des formules (9.17) et (9.18), on obtient

2
o DTH \”
O0“H, dpdu
L
a[) du?
9 9 0*H 9 H
0°H, _ 0°-H dpdu Oa:0u

Dy Ardn | O°H
Ordp  Oxdp s

o o* i\~
BZH,. _ O~H (drﬂu)
du? — Oa 92H

Donc le systeme variationnel (9.19) s’écrit

a 2
&l 9t H (‘zr(u
5,1 _ | Ipdu dxdu Sa — dpdu

07H o | Py
Ou= Ou®
. 5 , (9.20)
. O°H , a°H 91
6p (’)‘]ff (01‘01“) 5 ( ()2H Opdu DO ) 5]7
D = — —_—— &r — it G .
2 o2 A O0°H
Ox il dxop s

avec 62(0) = 0 et dp(0) = dpy.
D’autre part, soit M (s), matrice n x n, la solution du probléme de Cauchy

N(s) = 9L (afs) uts)) M (s), M(O)= 1.
Alors,
dE(v).0u = §1x(t) = M(1) /0’ M (8)"B(s)du(s)ds,
et
2 B, () (511, 5u) = 2653(1)
wMm/ M(s)" (72f (812, 818) + 2- 93'1.(5,.7:,5@ (0.21)

N2

of
+ 525 (6u,6u) ) ds

Soit P(s) la solution du probléme de Cauchy

ST T P
P= P@:I: pr?:):g'(éﬂ’) p@:vc')u

.(-, {S’U.), P(O) = 6})0,
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Lemmme 63. On a

Qi(du) = / d (i{f) (z(5), p(8), u(8)).(S1:2(s), P(s), du(s)) du(s) ds.

Prewve (Preuve du lemme). Par définition de P, on a

2y o 0] 8
ok {0y, d12) + 2 2 rom (612, 0u) = ( P—1T B )611—i~pd -

En remplacant dans (9.21) et en intégrant par parties, on obtient

8y, 6u).

p(0).d> By (). (5u, du)

o Df a2 a9/
— > 2 ,
= —P(1).5,x(f) + /n (].audu—i—p.a . Sy du) + po—5 T {du, 511)(/5)

Or, d’une part, quand on se restreint a ker dEy (u), on a §1x(t) = dEy(u).0u =
0. D’autre part, ‘{))g = pdf(l w), done

oHy 0 f of (')l’f
d(m) *p'(?:l;f)ud T du dp + p. Ou?

et on en déduit la formule du lemme.

On est maintenant en mesure de prouver le théoréme.

Tout. d’abord, si dexp, (lc,py) n'est pas immersive, alors il existe une
solution (8x:(-),0p(+)) du systéme variationnel telle que 62(/.) = 0. Un calcul
facile montre alors que

OH
d (E) (z,p,u).(0z,dp, 6u) =

ol du = ‘)”6L + 5 Ju bp et done, @y, a un noyau non trivial.
Rccu)loquemcnl, si 2, a un noyau non trivial, alors

OH
d (a—u) (x,p,u).(6y2, P, du) =

On en déduit que

0 H 0 H
AxOu o dpdu 1
e O~ g
Ju? an?

Su = —

et en remplagant dans les équations différentielles de §,2 et P, on obtient que le
couple (§,2, P) vérifie le méme probléme de Cauchy que le couple (§, §p). On
en déduit que dx = §zy, et, en particulier, dx(l,) = d12:(L.) = dE;, (u).6u = 0.
Par conséquent, dexp,. (t.,pp) nest pas immersive. Le théoreéme est prouvé.

Iy
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Tests de caleul des temps conjugués
On a trois tests équivalents.

e Test 1. On se restreint & I'espace vectoriel de dimension n — 1 des champs
de Jacobi J;(1) = (8z;(¢), 6p:i (1)), i = 1,...,n— 1, verticaux cn 0, vérifiant

(po, 6pi(0)) = 0. (9.22)

11 s'agit donc de calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants, et de déterminer a4 quel instant le rang

rang da(Jy(t),...,dp—1(1)) = rang (8z1(L),...,0x,— (1)),

esl inférieur ou égal a n — 2.

e Test 2. Une autre possibilité est de calculer numériquement les champs de
Jacobi J;(1) = (dz;:(t),0pi (L)), i = 1,...,n, correspondant aux conditions
initiales 0p; (0) = e, 2 = 1,...,n, ol (e;)1gign Leprésente la base canonique
de R”, et calculer le rang

rang(dx (L), . .., 8z, (1)),

celui-ci devant étre égal & n — 1 en dehors d’'un temps conjugué, et étant
inférieur ou égal & n — 2 en un temps conjugué.

e Test 3. Par ailleurs, la dérivée de 'application exponentielle par rap-
port & { est égale & la dynamique f du systeme. Pour tester les temips
conjugués, on peut donc également prendre une base (§p1,...,0p,-1)
vérifiant (9.22), calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants J;(1) = (dz:(L),6pi(t)), ¢ = 1,...,n — 1, et tester Pannulation du
determinant,

det(d29(2), ..., 0wy (), f(2 (), u(z{t), p())).

En effet, par hypothese le Hamiltonien est non nul le long de Pextrémale,
et done (1) est transverse a da(Jy(t),..., Ju—1(1)).

Commeniaives sur Uimplémentation numdérique

Llalgorithme précédent est trés simple & programmer : il suffit d’intégrer
numériquement une équation différenticlle (de trés nombreuses méthodes ef-
ficaces existent), puis de tester la nullité d’un déterminant, ou une chute de
rang. Pour calculer numériquement un déterminant ou un rang, de maniére
eflicace, il faut bien entendu passer par une décomposition LU, QR, ou SVD
de la matrice. La méthode la plus pratique pour calculer la chute de rang étant
la, décomposition SVD de la matrice (décomposition aux valeurs singuliéres),
le rang, chutant lorsque la derniére valeur singuliére s’anuule. Ces algorithmes
d’intégration numérique et de décomposition sont standards el sont intégrés
a des logiciels de calcul munérique comme Matlad.
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Par ailleurs, pour tester la nullité du déterminant, on peut se contenter
de programmer une simple dichotomie. Mais cela suppose que la solution
numérique de 'équation aux variations soit suflisamment lisse. Fn [ait, si le
systeme esi raide la solution peut numériquement se présenter sous forme
de fonction constante par morceaux, auquel cas la procédure de dichotomie
peut; échouer. On peut alors affiner la méthode de discrétisation de 'égnation
différentielle, en prenant par exemple un pas plis petit. Mais cela s’avere
cotteux et peu cfficace. Une meilleurc solution consiste & interpoler les points
de la solution discrétizée (méthode de collocation), ce qui consiste & lisser
la solution. La encore, de telles routines sont standards (voir Matlab), par
exemple [63] a développé une formule de collocation dont le polynéme fournit
une approximation C' de la solution, précise A l'ordre 4 sur Pintervalle en
question.

Cela a été implémenté dans le logiciel COTCOT (Conditions of Order
Two and COnjugate Times), disponible sur le web! (voir aussi le rapport
technigue [8]), dont le fichier principal est une routine matlab, colcol.m. Le
calcul du systeme adjoint s’effectue par différentiation automatique, a Paide
du software Adifor, disponible sur internet. Le code Foriran définissant le
Hamiltonien est généré de maniere automatique, et des fichiers mezr sont
créés pour Matlab. L'intégration numérique des équations différentielles cf
la solution du probléme de tir associé sont effectués avec des codes standards
Netlib, interfacés avec Matlab. Plus précisément, la rouline Matlab utilisée
pour implémenter la méthode de Newton est hybrd.m, qui fait appel an code
Fortran hybrd.f de Netlib. Cette routine, lournie dans le package COTCOT,
est. beaucoup plus fiable ef robuste que les rouiines lournies dans la Toolbox
optim de Mallab.

Un exemple canonique
Considérons le systeme de contrdle dans R
n

. . E 2
t=u, y=1—-u"+u",

et la condition initiale #(0) = y(0) = 0. Le Hamiltonien est H = p,u+p,(1 —
u? + z7), et le contréle extrémal s’éerit u = p,/2p,. On calenle facilement

sin 24
exp(t, \) :()\sini,l:——/\2 ]:) ),

E

et & I'aide de ce calcul explicite on trouve que le premier temps conjugué pour
la trajecioire (x(t) = 0,y(¢) = 1), correspondant au controle v = 0, est L, = .

Une simulation numérique permet de vérifier ceci. La figure 9.12 représente
la quantité det(dxq (1), d22(2), f), ont f est la dynamique du systeme. On ob-
serve bien que cette quantité s’annule pour la premiéere fois en & = 7.

! tip://www.n7.fr/apo/cotcot.zip
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1.5

T 2 3 4 5 & 7 B § 10
Fig. 9.12. det(dx1(t), dxa(t), )

9.3.4 Application au probléme du transfert orbital

Dans le repére orthoradial, on a

1
= Fy(x)+ — (ur Fo(@) + tor For () + 1o Fe()) (9.23)
= —=d|ul. (9.24)

Le Hamiltonien de ce systéme s’écrit
) 1 1 1
H = (p, Fy(x) + —u Fr(2) + — 1o For () + —ucFo(x)) — Sppm|ul,
m m m

ol |u] € umae. Daprés le Chap. 6, en dehors des [7-singularités le controle
temps minimal s’éerit

&

2k

o @ = ({p, F-(2)), (p, o (2)), {p, Fe(x))). On en déduit que m(l) = mgy -
tlynaxt, et on doit done tester un point conjugué pour le systéme (9.23).

U= Umay

Commentaires

Dun point de vue numérique, le systéme extrémal est ecalculé, comme powr le
probleme de rentrée atmosphérique, a 'aide de Maple, ou par différentiation
automatique dans laroutine COTCOT présente précédemment. Pour déterminer
la trajectoire optimale, on utilise une méthode de tir simple. On teste ensuite son
optimalité avec un calcul de temps conjugué.

On utilise les données numériques du Chap. 6. Pour une poussée max-
imale de 3 N, le temps minimal de transfert est d’environ 12 jours, ce qui
correspond a environ 15 orbites autour de la Terre. Sur la figure 9.13, on a
pris le temps final comme unité. On prolonge les extrémales sur 3.5 fois le
temps minimal. Le premier temps conjugué apparait environ a 3 fois le temps
minimal, et le deuxiéme & environ 3.5 fois le temps minimal.
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% w o

Fig. 9.13. Translert orbital

9.3.5 Temps conjugués pour des systémes de contrdle affines
Préliminaires

Dans cette section, an consideére le probleme du temps minimal pour le systeme
de controle affine mono-entrée

a(t) = Fo((t)) +u(t)Fi(x(), (9.25)

o Fy et #y sont des champs de vecteurs lisses sur R", et u(t) € R. Toute
trajectoire (-) termps minimale est singuliére, i.e. son controle associé u(-) est
une singularité de 'application entrée-sortie.

On fait les hypotheses suivantes.

(Hp) La trajectoire 2(-) est lisse et injective.
Pour simplifier la présentation, on peut supposer que v = 0.

(Hy) L'ensemble {ad* Fy. Fy(x(1)), k € N} est de codimension un.



262 9 Méthodes numeériques en contrdle optimal

Cette hypothése implique que la singularité de Papplication enfrée-sortie
est de codimension un, ou encore que le premier c¢one de Pontryagin K (1) =
Im dE,(u) est le sous-espace de codimension un

IC(t) = Vect {ad* Fy.Fy(x(1)), k € N},

ol ad FU-FI = [E),Fll.
Le vecteur adjoint p(+) associé est unique a scalaire prés. On peut lorienter
en utilisant la condition H > 0 du principe du maximum.

(Ha) ad*Fy.Fy(x(1)) ¢ K(1) le long de la trajectoire.
On introduit les relevements Hamiltoniens associés aux champs Fj et £,
Ho(z,p) = {p, Fo(x)), H\(z,p) = (p, Fi{x)).
Avec ces notations, et sous les hypothéses précédentes, 'extrémale est associée

au controle
_{{#y, Ho}, HoH, p)
{{H:, Ho}, Hi }(z,p)’

u(z,p) =
vérifie les contraintes
Hy = {Hy, H1} =0,
et est solution de ) i
L aH oH

o= ) ==

op’ P= =5

H(,p) = Ho(x,p) + ulw, p) Hi (2, p).

Définition 95. 1. 51 Hy >0 :
a) si {{H),Hp}, H } >0, on dit que la trajectoire est hyperbolique ;
b) si {{H, Ho}, H1} <0, on dil que la trojectoire est elliptique.
2. 5i Hy =0, on dit que la lrajecloire est exceplionnelle.

Transformation iniégrale
(Hj3) La champ Fj est transverse a la trajectoire 2(-) de rélérence.
Dans un voisinage tubulaire de x(-), on identifie le champ Iy &

7]
)= —.
oz,
Localement, le systéme se décompose en

&= [(F ), (

Ty = g(Z, ) + u, (9.

S ()
~N <
—

ouT = (21, .,%n—1).
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Définition 96. La transformalion intégrale consisle & prendre comime nou-
vean. coplréle le conlrole v = x,,. On considére alors le systéme réduit (9.26),
qui §'écril

T = [(Z,v).

Le Hamiltonien de ce systéme est

H(E,p,v)y = (B, f(7,0)).

Lemme 64. Le triplel (z,p,u) est une exlrémale du sysiéme (9.25) si et
senlement si (T,0,x,) est une extrémale du systéme vréduil (9.26). De plus,

00H _ 0OH
o du Oy’

o & oH _ O*H
Ou O1* du dad

En particulier, la condition de Legendre stricte pour le systéme réduil équivaul
a la condition dite de Legendre-Clebsch pour le systéme affine initiol.

Faisons 'hypothese technique supplémentaire suivante.

(Hy4) Pour tout ¢ € [0,T], les n — 1 premiers vecteurs ad” Fy. Fy (2(1)),
k=20,...,n— 2, sont linéairement indépendants le long de la trajec-
toire de référence. Dans le cas exceptionnel ot Fp(x(t)) € K (¢), on
suppose de plus que

Fy(x(1)) ¢ Vect {(I-dk.Fg.Fl (x()), h=0,...,n -3}
On rappelle le résultat suivant de [13].

Théoréme 54. Sous les hypothéses précédenles, la irajectoire singuliére de
référence x(-), définie sur [0,T), esi lemps minimale dans les cas hyperbolique
el exceptionnel, el temps mazimale dans le cas elliplique, jusqu’d un premier
temps 1. dil lemps conjuqué, parmi toules les lrajectoires du sysléme con-
tenues dans un voisinage lubulaire de z(-).

L’enjeu est maintenant de donner des algorithmes de calcul des temps
conjugués.

Algorithmes dans les cas elliptique et hyperbolique

o Test 1. En utilisant la transformation intégrale, on se ramene au cadre de
Ja Secf. 9.3.3. On considere le systéeme extrémal réduit

gH .  OH

= P= -,
ap 1 ar

€r=
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et on note Jy(1),...,Jn_a(t) les n — 2 champs de Jacobi verticaux en 0,
§p(0) vérifiant (6/}( ) p{0)}y = 0. 11 s’agit alors de calculer numériquement
Pinstant auquel le rang

rang (17'7(]1 )., .f,,_g(l,))
est inféricur ou égal 4 n — 3.

Remaorque 48. Le test n'a de sens que pour n > 3. Powr n = 2, il n’y a pas
de temps conjugué sous les hypotheses précédentes.

e Test 2. Ce deuxieme lest est intrinseque et n'utilise pas la transformation
intégrale. On considére les champs de Jacobi solutions de I'équation aux
variations associée au systéme initial (9.25) et des contraintes linéarisées

(]"]] = d{ff(}, ]]]} = 0,

dp(0) vérifiant (8p(0), p(0)) = 0, et 6x(0) € RF(2(0)). Autrement dit, on
considére une base (821(0),...,8x,{(0),dp1(0),...,dp,(0)) satislaisant

{0pi(0), p(0)) =0,

(0pi(0), F7(x(0))) + (pi(0), dF1(2(0)).0z;(0)) =0,

(0pi(0), [Fo, F1}(x(0))) + (pi(0), d[Fo, F1](2(0)).62:(0)) = 0,

dx:(0) € REY (2(0)),
on calcule les n — 2 champs de Jacobi associés, et on détermine a quel
ingtant le rang

rang (de(Ji (1), ..., Jy-a(d)), Fi(z(t)))

=rang (8z,(1),...,0za—0(1), 1 (2(1)))

est, inlérieur ou égal a n — 2.

Puisque le champ Fy est transverse au cone de Poutryagin le long de la
trajectoire, ceci est équivalent a tester anmulation du déterminant

det(dn{Jy(t), ..., Jn=2(1)), Fi(x(2)), Fo(z(2))).

Algorithme dans le cas exceptionnel

On considere la restriction des extrémales singuliéres sur le niveau d’énergie
Hy = 0. Le fest, présenté sans passer par la transformation intégrale, est le
suivant. On considere les n — 3 champs de Jacobi solutions de I'équation aux
variations associée au systéme initial (9.25) et des contraintes lindarisées

d]?[l = (]{]{[), II]} = (“rTI-U = 0,

dp(0) vérifiant, (6p(0),p(0)) = 0, et dx(0) € RF;(x(0)), et on détermine
numériquement a quel instant le rang
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rang (dn(Jy(t), ..., Jo—a(D)), Fi(x(D)). Fo(x(1)))

est inférieur ou égal a n — 2.

Puisque le champ ad* . Fy est transverse au cone de Pontryagin le long
de la trajectoire, ceci est équivalent a tester 'annulation du délerminant

det(dm(Jy(1), ..., Ju_a(t)), Fi(x(1)), Fo(z(t)), ad” Fy iy (a(1))).

Remaorque 49. Le lest n’a de sens que si n > 4. Pour n = 3, sous les hypothéses
précédentes, il 1’y a pas de temps conjugué.
Application au controéle d’attitude

On rappelle que les équations d’Euler sont

.Q] = a2 + byu,

O = a2 05 ++ bau, {9.28)
Q4 = ay 2 2o + byu,
ol
Iy — Iy Iy-1 I =11
ay = , Qo = . ag = ,
! n " L I3

voir Chap. 5. On applique P'algorithme de calcul des temps conjugués in-
trinseque vu en Sect. 9.3.5, avec les données suivantes :

Ii=3 T.=2 Iy=1,
et
’)1 :2, l)'_) = 1, I);} =1,

On effectue le test avee les données mitiales
2, =0.05, 2, =0.05, 24=1.

La trajectoire associée est hyperbolique, et on obtient un premicr temps con-
jugué & 1.37 environ, qui correspond a annulation de la norme de Punique
champ de Jacobi, voir figure 9.14.

Les équations complétes du controle dattitude consistent & ajouter aux
équations d'Euler les équations

R(t) = S(L())R(t), (9.29)

ol
0 12y —fX
S)y= |- 0
s ~0, 0
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Trajectoire
Norme du champ de Jacobf
15, 12f
1.4 ! 10
1.2 BN
] S 8r
il
1 6
0.9
0.8 4
0.5
3
. al.
. . : =55 /\
2 -t 08 24 0% U5 f 15 H 35 3

Fig. 9.14. Résultats numériques sur les équations d’Euler

La matrice R(t) est une matrice de rotation dans B3, représentée par un
élément de Y.

Pour le calcul des temps conjugués, on choisit ici la méthode de trans-
formation intégrale décrite a la Sect. 9.3.5. Le champ Fy étant constant,
il s’agit juste d’'un changement linéaire de coordonnées. Plus précisément, by
étant différent de 0, on réalise la transformation intégrale en prenant comme
nouvean controle v = w3, el on définit les nouvelles coordonnées

b1 b
2y, Y = (29 — = (4.
by H Y 27 by 3

Le sysleme réduit esi de la forme

R(1) = S(x(t), y(1), v(t)) R(?),

o(t) = fi(x(L), u(l), v(t)),

(&) = Ja(x (1), y(t), v(£)),
ou fi et fs sont quadratiques.

Pour les simulations numériques, les données initiales sur Pétat (qui est un
élément de B sont

R(0) = Id, 2(0) = 0.05, »(0) = 0.05.

T = -

Cas hyperbolique
Si on choisit le vectenr adjoint initial
p0y=(11111111111),

on esk dans le cas hyperbolique. Pour calculer le rang de la matrice, on
utilise une décomposition aux valeurs singulieres (SVD). On consiate qu’en
dehors d’un temps conjugué le rang de cette matrice est égal a 4. La figure
9.15 représente les valeurs singulieéres 2, 3 et 4, le premier temps conjugué
correspondant & Paunulation de la quatricme valeur singnliere. On obtient
11 = 285.729 environ.
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X 10 Deuxieme valeur singuligre
15 T Tt T T E—
1r .
0.5 -
0 1 1 L Il
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x107 Troisieme valeur singuliére
T L
R1d N
2 .
1] -
0 —————Nl/ -
50 100 150 250 300
x 107" Quatrieme valeur smguherc
4 1
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2r "
1+ i
. ‘ N
o 50 100 150 300

Fig. 9.15. Résultats numdériques sur les équations du contréle d’attitude, cas
hyperbolique

X107 Deuxiéme valeur singullere

0 . 1
0 50 100 150
) Troisiéme valeur singuliére
x 10
2 ; T
1F i
0 » S /
] 50 100 150

Fig. 9.16. Résultats numériques sur les équations du contréle d’attitude, cas
exceptionnel
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Cas exceplionnel
Si on choisil le vecteur adjoint initial
p{0) = (11 0.99355412876393 11111111),

on est dans le cas exceptionnel. Pour calculer le rang de la matrice, on utilise
de méme une décomposition aux valeurs singuliéres (SVD). En dehors d’'un
temps conjugué le rang de cette matrice est égal 4 3. La figure 9.16 représente
les valeurs singulieres 2 et 3, le premier temps conjugné correspondant. a 'an-
nulation de la troisieme valeur singuliére. On obtient ¢;,, = 108.1318 environ.
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condition de Slater, 176
condition de transversalité, 20, 155, 167
condition de twist isoénergétlique, 48
condition de Weierstrass-Erdmann, 140
condition du rang, 104
conditions de jonction, 172
conditions de réflexion, 173
conditions de saut, 183
configuration centrale, 68
constante de Jacobi, 72
continualion

d’'un équilibre, 80

d'nne trajectoire infégrale périodique,

80

contréle isofhux, 213
contréle singulier, 19
contrainte d’ordre m, 178
coordonnée cyclique, 28
coordonnées canoniques de Darboux, 13
coordonnées de Jacobi, 70
crochet de Lie, 13, 103
crochet de Poisson, 13

décomposition de Saari, 96
décomposition Lagrangienne, 7
décomposition polaire, 7
dérivée de Lie, 103

dérivée faible, 86

dérivée seconde intrinseque, 255
difiérentiation extéricure, 11
direction caractéristique, 23
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distribution, 103
distribution involutive, 103
domaine de Poincaré, 43
domaine de Siegel, 43
domaine elliptique, 124

énergie cinétique, 17

ensemble des étais accessibles, 18

cnsemble des états recalables, 104

ensemble des points accessibles, 104

épigraphe, 87

équations aux variations, 45

équation d’Euler, 108

¢quation d'Euler (forme de Weierstrass),
170

équation d’Euler-Lagrange, 15

équation d’Euler-Lagrange sur I 187

équation d'Hamilton-Jacobi, 17

équation de Riccati, 249

équation de Hamiilton, 16

équation de Jacobi, 248

équation de Liapunov, 39

équation fondameniale de la
lindarisation, 42

équipotentielle d’Buler, 95

cspace des configurations, 17

espace isotrope, 7

espace Lagrangien, 7

espace H', 86

état d’équilibre régulier, 80

excentricité, 63

exposants caractéristicues, 45

extrémale, 20, 155, 185

extrémale anormale, 155

extrémale stricte, 252

extrémale anormale, 20

cxtrémale bang-bang, 185

extrémale d’ordre 0, 139

extrémale exceptionnelle, 139

extrémale normale, 20, 155

extrémale singulicre, 185

fux thermique, 203

fonction de commutation, 185
fonetion de Hamilton, 13
fonction de Liapunov, 37
fonction de Liapunov stricte, 37
fonction de tir, 231

fonction de Weierstrass, 172

fonctionnelle coercive, 88
[onctions génératrices, 23
force aérodynamique de portance, 198
force aérodynamique de trainée, 198
force d’entrainement, 72
force de Cariolis, 72
forme
de Liouville, 12
exacle, 11
extérieure, 3
fermée, 11
multilinéaire, 3
forme herloge, 188
forme normale de Birkhoff, 44
formule fondamentale du calcul des
variations, 15

gite cindmatique, 198

globalement agymptotiquement stable,
37

groupe de Klein, 97

groupe local 4 un parametre, 103

groupe symplectique,

herpolhodie, 112
hypothése de Gordon, 91

identité de Lagrange-Jacobi, 55

inégalité de Sundman, 55

instable, 36

intégrale complate, 30

intégrale de Jacobi, 72

intégrale elliptique, 112

intégrale premiere, 14

imvariant intégral de Hilbert-Poincard-
Cartan, 18

involution, 27

isomorphisme symplectique, 5

Iepler (équation), G4
Kepler (denxieme loi), 60
Kepler (troisieme loi), 63

Lagrangien, 15

Lagrangien d’un systéme mécanique, 17
lieu de coupure, 188

Lionville intégrable, 36

matrice compacte, 6
malrice de monodromie, 45



matrice des cosinus directeurs, 108

méthode de continuation, 236

méthode de tir multiple, 232

méthode de tir simple, 231

méthode de variation des constantes de
Lagrange, 126

méthode directe en calcul des variations,
85

méthode du repere mabile, 108

méthodes mumériques indirectes, 229

modele nilpotent, 140

moment cinétique du solide, 108

moment d’inertie, 55

moments d’inertie principaux, 108

mouvement d'Euler-Poinsot, 111

mouvement dans un champ central, 59

mouvement de Kepler, 59

mouvement latéral, 207

mouvement longitudinal, 207

mouvement quasi-périodique, 36

multiplicateurs de Lagrange, 174

w-orthogonal, 7
orbite en huit, 92
ordre de la résonance, 41

péricentre, 61

palhodie, 112

parametres équinoxiaux, 125
paramaires orbitaux, 125
paramaire, 63

m-singularifé, 140

poini, w-limite, 134

point conjugné, 248

point, focal, 249

points conjugués, 148

points de libration, 73

points focaux, 148
polysysteme, 103

polysystéme équivalent, 106
polysysteme contrélable, 104
polysystéme faiblement controlable, 104
position d'équilibre hyperbolique, 38
potentiel, 17

potentiel eflectif, 61

potentiel fort, 89

premier refour de Poincard, 46
pression dynamique, 203
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principe du maximum d’ordre supérieur,
117

principe du maximum de Maurer, 183

principe dn maximum de Pontriaguine,

154
probléme sous-Riecmannien avec dérive,
139

probleme circulaire restreint, 71
probleme des petits dénominateurs, 43
produit extérieur, 3

produil iniérieur, 4

produit tensoriel, 3

quaternion pur, 110
qualernions, 110

régularisation de Levi-Cevita, 74
relevement symplectique, 9
repere radial/orthoradial, 126
repére tangenliel/normal, 126
repére principal d’inertie, 108
représentation de Poinsot, 112
résonarnce, 41

résonance : cas Hamiltonien, 44
revétement universel, 110
rotations uniformes, 113

saburé, 106
semi-continue inférieurement, 87
solutions

d’Euler, 66

de Lagrange, 66
sous-espace symplectique, 7
gous-variélé isotrope, 247
sous-varictéd Lagrangienne, 247
specire de type (C,v), 43
stabilité au sens de Poisson, 49
stable au sens de Liapunov, 36
stratégic d’Harpold el Graves, 204
structure symplectique linéaire, 4
structurellement stable, 10
snite minimisanie, 85
surface de commutation, 139, 185
symcétrie de systeme mécanique, 28
symplectomorphisme, 12
systome, 18
systeme affine, 105
systeme controlable, 104
systeéme localement contrélable, 104
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systeéme mdcanique, 17
systeme symétrique, 105

technique d’dlargissement, 106
temps conjugué, 148, 248
temps conjugué, cas affine, 261
temps focal, 249
théoric planétaire de Lagrange, 127
théoreme

d'Tuler (sur SO(3)), 110

d'Euler-Moulton, 70

d'instabilité de Liapunov, 40

de Birkhoff, 44

de Chow, 105

de Darboux, 13

de Floquet, 45

de Hartman-Grobman, 40

de Hop{-Rinow, 115

de KAM, 48

de Kuhn-Tucker, 174

de Lagrange-Dirichlet, 40

de LaSalle, 134

de Liapunov 1, 37

de Liapunov 2, 37

de Liapunov 3, 43

de Liapunov-Poincaré, 81

de linéarisation de Paincaré, 41, 43

de Liouville, 33

de Nagano-Sussman, 107

de Noether, 28

de Poincaré Dulac, 42

de Poinsot, 112

de récurrcnce de Poincaré, 50

de Riesz, 180

de Siegel, 43

de stabilité d’Arneld, 49

de Sundman, 78

de Tchetaev, 39

PMP faible, 20
trajectoire équilibrée, 206
frajectoire exirémale, 139
trajectoire périadique elliptique, 47
trajectoire périodique hyperbolique, 47
trajectoire périodique parabolique, 47
trajectoire périodique réguliere, 80
trajectoire singuliere, 19
trajectoires optimales, 139
trajectoires pseudo-périodiques, 93
transformation de Legendre, 16
transformation symplectique & poids, 25
transformations libres, 23

variété symplectique, 12
variables action-angle, 36
veclteur tangent vertical, 248
vecteur vitesse angulaire, 108
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