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Préface 

L'origine de ce livre est double. D'une part, il s'appuie sur deux projets de 
recherche sur le contrôle véhicules spatiaux. Le premier étudié dans les années 
80, sur le problème du contrôle cl'al;tit,ude d'un satellite rigide, on collabora
tion a.vec l'ESA et dont l'object.if était; d'appliquer les techtüques du contrôle 
dit géométrique. Le second projet, avec le CNES, concerne le ca1eul des tra
jectoires de rentrée atmosphérique de la navette spa.tiale. Ces travaux ont, 
donné lieu à des développements méthodologiques en théorie cles systèmes 
qu'il nous a paru intéressant d'intégrer dans une série de cours de DEA en
seignés à d(:!s étudiants en mathéJnatiques et en physique à l'université de 
Dijon, en parallèle avec un cours plus classique sur les systèmes dyna.miques 
et la mécanique céleste. En effet; la. connexion est évidente. D'U1H::~ part paree 
que la partie contrôle utilise de façon fine des propriétés cles équations de la 
mécanique spatiale que sont les équaUons d'Euler ou les équations de Kepler, 
et les coordonnées issues de la. mécanique céleste pour modéliser les systèmes. 
D'autre part les techniques dites variationnelles du calcul des variations tra
ditionnel sont développées en théorie des systèmes sous le nom de contrôle 
optimal et jouent un rôle important ell mécanique céleste dans l(~ programme 
de montrer l'existence de trajectoires périodiques. Par ailleurs d(~s ollt;iJs COI11-

nnm5 à la théorie du contrôle ct ~l, la mécanique céleste sont la géomét;rie 
symplectique et l'étude des équations différentielles Harniltoniennes. Enfin il 
ne faut pas cacher CJu'une des ambitions de cet ouvrage est", de rassembler des 
lecLeurs intéressés de deux communautés scientifiques disjointes plus pour des 
raisons culturelles que scientifiques, J'une issue des sciences de nIlgénieur et 
l'autre cles mathématiques. 

La premi(~re partie du livre est une introduction à la mécanique célesi,e, 
non t!xhaustive car le sujet pst encyclopédique. Notre présenta.tion est ori
entée vers les applica.tions en mécanique spatiale. Néanmoins) une de ses 
ambitions est) ft. notre modeste niveau, de réactualiser les travaux excep
tionnels de Poincaré en mécanique céleste [58L qui sont aussi à l'origine 
du développement; moderne des systf~mes dynamiques, et de compléter cer
tains ouvra.ges déjà. anciens comme CCliX dt~ l\!Ioser, Siegel [G~ll ou de Stern-
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berg [65]. Ces livres orientés par ailleurs vers le KAlvI étant assez techniques 
mat.hématiquement. L'organisaLlon de la partie mécanique céleste est la suiv
ante. Le prernier ehapitre est une introduction il, la géométrie symplectique et 
alL>:: propriétés des syst;f~rnes Hamiltoniens qui s'appuie sur l'excellent ouvrage 
de Meyer eL Hall [53). Le sc:~cond chapitre es!, consacré il l'étllde des pro
priétés des syst;(~mes d'ynmniqlles HamH\'oniens : intégrabilité et stabilité. On 
y présente le théorème de Liollville et; on fait une introductioll descriptive an 
KA~T avant, de conchn'c par le théorème de PoinCElré-Hopf sur les propriétés de 
récurrence des trajectoires dans le cadre borné. On introduit, dans le chapitre 
3, le problÈm18 des N corps. Vu sa eomplexité, on connait très peu de solu
tions excepté le cas dl1 problÈmle des 2 corps ou problème de Kepler, et: l(~ 

problème des :3 corps, si on se limite au problème dît circulaire restreint. Ce 
chapitre ~onl;ienL aussi une inr,roducLion ft un probl(~me clef de la mécanique 
céleste: les collisions. Le chapitre 4 cst; consacré au progranullc de reeherche 
des trajectoires périodiques. On présente deux méthodes toutes deux issues 
des travaux de Poincaré. La première est la technique dite de continuation 
fondée sur le théorème des fonctions implicites. Cett;e méthode bieu que sim
ple est en fait une technique des perturbations très importante pour calculer 
des (,rajectoires périodiques dans le problème des 3 corps restrE!int, qui peut 
s'interpréter comme une perturbation du problème de Kepler. La scconde 
méthode plus sophistiquée est la mét;hode direde du calcul des variations qui 
est appliquée ici pour calculer des trajectoires périodiques pour les systèmes 
Hami1toniens. Cette technique est; en plein développement aduellement et; a 
permis de calculer de nouvelles trajedoires périodiques claus le problème de 
N corps) notamment le Imit, de Chenciner (~t lvIontgomery (20). 

La seconde partie de ce livre concerne le contrôle des véhicules spatialDc. 
On restreint notre présenta.tion à. trois problèmes: le contrôle de l'attitude ou 
orientation du sate1lite, le problème de transfert orbital) avec ou sans rendez
vous et enfin le problème du contrôle de l'arc atmosphérique. Le premier 
chapitre de la seconde partie est consacré au problème de contrôle d'att,itude. 
Il contient une introduction aux méthodes dites géométriques pour étudier 
la. contrôlabilité des s~rst;èrnes non linéaires. Ces techniques appliquées au 
contrôle d'atl;itude permet;l;ent d'analyser complètement la contrôlabilité de 
tels systèmes en utilisant les propriétés de récurrence du système libre (Jes 
équations (l'Euler-Poinsot) déduites du théorème de Poînearé-Hopf. Le sec
ond chapitre est consacré au problème de transfert d'orbite. Le système libre 
est décrit en premiÈu'c approximation par les équations de Kepler. On a. choisi 
de présenter le problème dans le cadre d'un projet en eau]'::.; de développement 
avec des mot.eurs il palIssée faible. Ce type de système nécessite des lois de 
commande adaptées. lJne approche standard par la technique de stabilisation 
est rappelée. On analyse ensuite le problème du temps minimal qui est ici un 
problème crucial car le temps de transfert il. une orbite géostationnaire est 
long, de Pordrc de 150 jours. Par ailleurs pour ce type de système, le contrôle 
n'agit pas quand le sate1lit:e rentre dans la zone d'ombre: e'est le problème 
des éclipses qui doit ètrc pris en compte dans le calcul de la loi opimale, la 
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trajectoire étant réfractée en passant de la zone éclairée h la zone d\)mbre. 
Les lois de la réfraction sont la cons6quence du principe du maxirnurn avec 
contraintes, un chapitre entier est consacré fI présenter ce principe. La téÎche 
est ardue car il s'agit d\ll1o extension non triviale du principe du l'lHL"'dmum 

standard. n est; par ailleurs utilisé el; développé dans un chapitre de cet ou
vrage, eonsacré an contrôle de l'arc aLulOsphérique. Dans ce cas la. navette se 
comporte comme un planeur (la poussée étant coupée), volanl, ii haute vitesse 
(de l'ordre de 8000 mis en début de trajeetoire), SOUIl11S h des forces flllid(~s 
dans l'atlnosphère, une force de [l'oUernent appelée traînée el, une force de 
porta.nce qui permet de conl,rôler la navette. Lt.~ problème est complexe car il 
y il des contraintes actives sur J1éüü : une contrainte sur le flux thermlque et 
une conLraillte sur l'aecélération normale. Pour ce t.ype de syst.f~me un crit,i,:·re 
il. minimiser dans le calcul de trajectoires pst le faeteur d'usure de la JH1Vf:~I·,te, 
modélisé par l'intégrale du flux thermique. Enlln, un chapitre est. consacré 
aux méthodes numériques dites indirectes en contrôle optimal, introduisant. 
aussi la théorie des points conjugués et. des algorithmes d'implément.ation 
numérique. 

Avertisselnent aux lecteurs. La première parUe de l'ouvrage, consacrée 
à la mécanique céleste, est moUvée par FinLrocluet.ion des concepts et. outils 
nécessaires da.ns la seconde partie. Ln seconde pmtie, sur la. mécanique spa
tiale, est une présentation didactique el, sbnplifiée des résultats obtenus dans 
nos t.ravaux en contrôle d'attitude, transf{~rt; orbital, et rentrée atmosphérique. 
Pour une analyse plus cornplète, le lectenr inl,éressé est invité 11 consulter nos 
arl.ick~s. 

Remercielnents. Les auteurs remerdent Il. Roussarie et tL-B. Caillau. 

Dijon, Orsay, 
mai 2005 

Bernanl BOf/'lwnl 
Ludovic F{wlmuf[J 
Bm:Jl/a'{/.uc! Ti'éla} 
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Mécallique céleste 



1 

GéOlnétrie sYlnplectique et transforlnations 
calloniques 

Vobjectif de ce chapitre est d'introduire les outils de géométrie symplectique 
qui seront utilisés dans cct; ouvrage. Par ailleurs, on établit; le lien de la 
géométrie symplectique avec le calcul des variations classique. On fait une 
présentation du principe du maxÎnmlll de Pontriaguine dans sa. forme faible. 
Ce principe permet. d'éta.blir une formulation llamiItonienne directe pour cal
culer les extrémales d 'un prob](~rne de mhümisation. 

1.1 Rappels d'algèbre extérieure et géolnétrie 
sylnplectique linéaire 

Dan:; cette section, les espaces vectoriels sont, de dimension finie sur if{ = iR: 
on C. 

Définition 1. Soù:nt E et F dC'll~l; esprJccs veclo'f'ids, n : pp IK une forme 
1Tl'l1lUMnéa.ire de degré p, ef, Il, : E F une application hné(L'll'c. L li'117age 
récip'J'Oqu.e de Œ pa:!' Il. est la. .fonne h*(J: : (.1;1, .. " :l:p) f---lo ü'(h(:c]), ... , 11(;':17))' 

Définition 2. On dU que a esl, une fonne e:z;[,é'1'iCUTC d(~ degré JJ si ct cs/, 
une formc multiUnénire de degré p antisymétrique. L'ensemble des j'o'f'1nes 
e:ttéTieuTcs de degré p 8'/1.7' E C$t noU AP(E). C'e"t un espace vectoriel de 
dhnensùm O!~-

Définition 3. Si D'est une fOT'lne m:u.ltiliné(üTe de degré p el f3 une forme 
mu,l/:ilinéa:i'I'c de dcg1'é q, on d~fini/, le produit, /,enso'J'icl pmI' 

où, x = (.T l, ... ,:1~J!' ;1:1}+1, ..• ,:1.:]I+(})' 

Si a E /lP(E) el. (3 E AlI(E), on d~{7:'nü le prodnil e;d,érienl' par 

(0' /\ /1)(:z:) = ~~ I:ê(a)O:(:l;a(J)'" '1:va(II))/3(:l:a(P-I-1)l"" ,T t7(p-Hl)) 
p.l]. t7 



Ll 1 Géométrie symplectique et transformations canoniques 

mi:r (:1:], ... ,~r]Jl;z;p-I-]," .,{Cp_j_q), (j es l, une pC1'77luta.tioT/. 8u:r f1cn8crnble des 
indices et E(a)sa signature; (0: 1\;3) CBt une lO1'me c;l;lérieul'c de degré]J + '1. 

Proposition 1. Soit (ed 1 1 

Alor's une base de J1P{E) est 
une base de E, et soit ) 1 ::;;1::;;11 sa base d'nate. 

/\ ... /\ ei)l::;;il<i:.l< . .,<i1,::;;II' 

Définition 4. Soienl Ct une forme e;-rtél'ie1/.1'e de degnf p > 1 el:,; 'lm élérnenl 
de E. Le produit, i1Jt.rf'ricu.'{' de 0: pa:!' :z; est, la fm'me de degré p - 1 donnée 1){L1' 

1.2 Forlnes extérieures de degré 2 et géolnétrie 
sylnplectique linéaire 

Définition 5. Sail E un C8pace vecioriel sur IP~ de dünension 2'11. On appelle 
struci,'llTe symp/.ecl.ique linéaire ,c;'ILT E, la donnée d ''U1W JO'l'1ne e:ûé'rienre W de 

2 et non dégénÉrée, i.e. (W(:D, y) = 0 'VU) =? (:1: = 0). 

E{l:emple 1, On note ( 1 1 le produit scalaire sur 1 (-c, y) = 1:1:!J, où :1: et '!J 

son1; idenWlés à des vecteurs colonnes. Notons J la matrice (_f~n là') oil 1" 
est la. ma.trice identité d'ordre n et posons w(J;,y) .11}I. Si (cd est la base 
canonique de lR2

/1, on a les relaUons suivantes: 

• W(CilCH'lI) = 1, W(cH-11,ed -l, l!( i!( n. 
• W(Cilej) = 0 sinon. 

Proposition 2. Soit (E, w) une 8lrneh17'c sym.plcct'iquc Unéairc! où B est un 
espacc vf:dm'ù:l dc dimension 2n. Alors il t:;âste une base (ej) de E dUe de 
Dm'boux ou ca.noni'1ue telle que W(Ci,Ci+n) = 1, w(ci+n,cd = -l, 1 ~ 'i!(n 
et 0 sinon. 

PrmJ:l)(:'. On donne juste une indication de prc~uve, par récurrence sur la di
mension de E. 

• Soient el, e2 deux vecteurs de E tel que W{Cl' (2) = l et notons F l'espace 
1Rc2. 

• Soient G Pensemble des vecl,eurs;,; tels que w(cI, :1:) = w(e:.!l ;1:) = O. Connue 
west non dégénérée, G est l'intersection de deux hyperplans el; E FœG. 

• On applique l'hypothèse de récurrence. 

Remarque .1. (Lien avec le produit extérieur) Le résultat, précédent; que 
l'on peut trouver une base (cd de E telle que W slécrivc 

W e~ /\ e; + ... + 

On observe alors que wlI I\n fOl!'W est une forme extérieure de degré 2n non 
nulle; c'est une forme volume. . 
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Le résultat slliwln1; résurne les caractérisations des espaces sylnplecl;jqU(~s 
linéaires. 

Proposition 3. Soient E un espace 'lJcdoriel réel de dimen.8'iorJ 2n et, w une 
forme e.7:lériem'e de degré 2. Alo1'B les QBscrlions SUiVl1.'IÛCS 80'llt équiva.lentes : 

1. (E, w) esl '/1.11. espa.ce symplectique. 
2. w ll An foisW C8t une JOTTne '/Jolu.'I7/.C. 
3. L 'o,ppNccLf,ion J; f-:. i(:r)w est un isorrwTphiswe de E 8U,1' E*. 

1.3 Groupe syulplectique 

Définition 6. Soient, (El, Wl ), (B2l W2) dc'/J.:V espaccs symplccliqucs de dinwn
sion 2'17 ct f 'Un 'isom,O'T]J!lism,c lillél1:iTC de E j sur' 011 dit que f es/. Sy'lll

pleciiquc sil ponr tous :1:, y E Bl' 

L'ensemble des "isomor'ph'Îsmes symplecl.iqucs f01"meu.n groupe (ju.c {'011 Ji(J 

ident.ifi:er. 

1.3.1 Représentation du groupe 

On choisit sur El et E2 des bases de Darboux. Ce choix permet d'identifier 
(Ebwd et. (E2lw2) à (lR~211,W) où west la forme w(:rdJ) = 1:1;./1). Sail, 8la 
matrice carrée d'ordre 2n. représentant f dans les bases de Darboux, on a alors 

w(S:r;,8y) = f:z:'SJSU = W(:l~l u) = ';z:Jy, 

pour tous :1:, y. On obtient la relatioH 

/SJ8 J (1.] ) 

L'ensemble des matrices S ainsi définies forme le groupe symplectique réel 
noté Sp(n,R). 

E:J:unple 2. Sp(l, llt) coïncide avec SL(2, 
déterminant 1. 

le groupe des matrkes 2 x 2 de 

1.3.2 Groupe symplectique et chmnps de vecteurs I-Ianliltoniens 
linéaires 

Proposition 4. On (1 les ]J'rD]l'T'fêtés suivnn lcs. 

1. Le grou.pe S]J('I1,R) es!. un BUH,'; groupe fermé du groupe /inérû1'c GL(2n, IR) 
d'urdre 2n, c lest donc un BOUS groupe de Lie. 
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2. Il es/' conne:l:C el. loulc m.aLrice sympleci'iquc c81. dc dét,c1'rn'lnœnt 1, c'e8t ri, 

dire que Sp{n, R) est inclus dnns le groupe 8L(2n, Wi). 

Preuve. Prouvons que toute lnal:rice symplectique est de déterminant 1. En 
Ut.iliS~lllt; la relation tS.1 S =.1 pour 5' E Sp(n., IR), on en déduit que (det(S) f =1 
et. donc que det(S) = ±l. Pour montrer que det(S) l, il suffit d'observer 
que par définition S préserve la 2-forme w = 2:::::1 d:rî 1\ da:i+7J CL clone la. 
forme volume wr1 = I\n foi5W proportionnelle à la. forme d;r 1 1\ ... 1\ d:l:21l • 

Proposition 5. SoU 8 une ma.trice symplectiqu.e. En décomposa.nt 8 en blocs 
n x n, 

(A 13) 
S= CD 1 

on (l les Tda.tions 

Définition 7. On note sp(n , IR) ['al.qèbn:. de Lie dc Sp(n, 

s]J(n,lR) ={ If 1 exp tFT E Sp{n,lPi.)}. 

Un ca.lcul facile donne 

tHJ+.1H=O, (1.2) 

ct cn décomposant If cn blocs n x n, Il = (~ ~} on obtient les condit;ions 

sur les blocs 

D'A, 'B=B, '0=0. 

Proposition 6. L'algèbre de Lie de Sp{n, IR) e,ljl l'e:n,,5cmble 

A,13,c:nxn} 
B, C: syrn.ét,rù}'I1.cs . 

S0118-gTO'UjJC cO'Inpa.ct ma:r;ima1 

Une matrice A est dite compacte si exp tA est une matrice orthogonale. Le 
groupe unitaire est par déHnition Ven) = {V E GL(n, C) 1 VU In} oil 
V est la matrice conjuguée de V. Son algèbre de Lie est. n(n), ensemble des 
Jna1.rices II complexes (rordre 'H. telles que lJf + lf = O. On idenUlîe U(n) à un 

sous groupe de Sp(n, IR) avec l'isomorphisme li : U = JI + iB H (~~3~)' 
Son Îlnage contenue dans 80(2n), groupe des matrices orthogonales directes 
forme UI1 sous groupe compact. maximal de 8])(11" IR). On vérifie aisément que 
risomorphisme dérivée dO coïncide avec f) et l'algèbre de Lie 1l,(n) est donc 
ainsi identifiée à une sous algi~bre de Lie compacte ma .. :drna le do sp(n,lR.). On 
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a la déeomposHion polaire eorreHpondante de S])('11 , IR) ct de SOIl algèbre de 
Lie: toute matrice S E Sp(Pl JR.) s'éeriL PO olt P est une matrice symplectique 
définie positive et 0 est une matrice symplectiquc orthogonale, c'est à dire 
un élément de U(TI). En termes d'algèbre de Lie, tout élérnent de .5])(1/., IR) 
s'écrit fT S + U, où .5' et U sont deux matrices de sp(n,IP~) respectivement 
symétrique et antisymétrique. 

Définition 8. Un champ de 'UccleUT.'i Ha:rnillonien l'inéaù'c est Tep'I'é.5C1lf,é par' 

'Une équation de la forme ~;; (1-) = A(t):z:(t), :r(O E IR2
n et AU) E sp('I1, ffi:.). 

Le cas œu.tonorne est le ca!] où la l1Ulb'ice AU) est n'TIc mfûrice co '/7.8 lrm te. En 
posant:r = (:1:1,:];2) el, en inl.rodu'llw,'//,t le Hamilton:ien HU,:r) kt;DS(t.):I:, 
l'éqlla,t,ion 13 !éc'I"ii -

(
:i: 1) (0 In) (aH /ô:r:,) 
:i:2 = -In 0 DH/ôJ:2' 

ei, le vecteur t(ôH /Ô:l:l, ôH/D:t:2) es/le g'radient V;rll. 

1.3.3 Notions d'algèbre linéaire sYlnplectique 

Définition 9. Soit, (E)w) 'Lm espace s;lJmplectiqne hnéO/ire. On peut, ùlcnNfieT 
E à lfli.::!'11 et, w(:1:, y) ri. I:r.]y. Dell~z; '/Jedeur8:Z: et y so'nt dUs orthogO'f/CW:l; (pour w) 
si w(~r, y) 0 el de'u.:l; sous-cspaces de P, G sont o'l'lIwgonav.:1: si w( F) G) = O. 
Si F est un S o us-c."qJa cc , son espace ort./wgonal est noté . Par som'17W 
(Hrec/,e de dC'/1:J; sons-espaces P, G notée Pl.G, on. enl,etui 'lt'ne somme directe 
F EB G avec w(F, G) = O. Un espace est dil ù;otrope s'i w( P, F) = O. Un 
espace isotrope de dimeru;'ion ma.7:'ÏTna.le T1. cs/, d#. Lagrangien. Un SOU8-espace 

FeE tel que wlFx F est non dégénéTéc est dit slImplediq'llc. Soil LI j dcu:l: 
espaces Lagrangiens. On d'it flue E ndTnel une décorn]Josil,ion Lagrangienne si 
E = LI L2 • 

Propriétés spectrales 

Proposition 7. 1. Soienl l:l E sp('1l, lR~) cl /\ u.ne valeur ]J1'Opre de JI. Alors 
- /\) X el, -X sont. (J.'USf,n: de.9 llale'll:rs propres. 

2. Si S E Sp(n, l~) et si .\ une 'Im.lem' p'ropre de 5' ~ alO1's /\ -1 est nlle valcHr 
pmp're de 8, 

Preuve (a.ssed,ion 1). Soit .fT E sp(n, JR:) et soil, p(/\) = det(H - /\l) son 
polynôme célractéristique. Alors p(.\) = clet(YFIJ - Al) = det(.1t.J-I.1 +>".1.1) = 
clet( J) det(I:T + /\l) dct(.1) = de 1, (I:I + Al) p( -,,\). Donc si /\ f~st; valeur propre 
il en est de même de -/\. Comme H est réelle alors X et -X son(; aussi valcurs 
propres. 

Lemme 1. Si /\ et Il sont, deua; va./eu'!'s propres de Il E ::;])('11" t,clics l)'/LC 

/\ + P. :f 0 et s'i :t el, 11 sont des 'vec/'eur8 propres associés alors W(:D, y) D. 
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Preuve. On étend W sur ([211 à Paide de la formule W(:D, y) = f':rJy oilles coor
données :r,!J sont réelles ou complexes. Par hypothèse WU!;1;, y) w(,\x l y) = 
ÀW(J\ y) cl; w(:r, Hy) = w(:r, /-l,Y) pW(;D t li). De plus, comme ,H E sp('f1, JR;.), 
w(I-I:r, y) -w(l', Hy). On en déduit: la relation (À -/- JI )w(:r, y) ° et 
W(.7:) y) = () si À -/- Il -# O. 

Définition 10. SoU (E,w) '/In espa.ce 8ymplediqne de dimension 2'(1. Fixons 
:z: E E. Alors -i(:v) : 11 f-; w(x, y) CHt une forme linéaiTe et l'apIJl'icaiion J; f-; 

W (:r l .) CBt 1J.'IU~ bi:jeclion rie E da.ns E" notée i. Soit li' '/l,n HOUS espace de 
dim,en8'iol1 p ct nol,o'ns po = {f E E* 1 f(:D) 0, '11,1: E Pl. C'est 'It,n 80'118-
espace de d'ÎTnensùJ'f1. 2n p. 

Preuve. Par déIinÎtlon on n. 

pl. {:r E E 1 w(:z:, y) = 0, Vu E P} 

= {:v E E 1 'i(:r)(y) = D, Vu E F'} 

= {:t: E E 1 i(:r) E FO}, 

et 'Î. est. lIne bijection. Donc dim [i'..l = dim FO = 2n p el, dim 
=2n. 

Lenune 3, Bi fi) = P.lG alors F el G sont. Byrnplediques. 

+dimF 

PrC'/1.ïJC. Par définiLiol1 E FœG' et w(F, G) = O. Supposons que F ne soit pas 
symplect.ique. En conséquence il existe J; E F, 11011 nul et tel que WCE l F) = O. 
Puisque E = F' G et w(F, G) = 0, on en déduit que w(:r;, E) 0, ce qui est 
impossible car west non dégénérée. 

LmUlue 4. Si F c/:;t ,c;ymplecl:ique rûoTs pJ... est sY'l/1plecliqne et E = 

LenIme 5. Si L l es/. Lagrangien alors U e::t:isf.e lin c01nplém,cntaiTC LagHm~fJicn L 2. 

PTClwe. Une construction possible de L'}. consiste il identifier w à sa forme de 
Darboux et; de prendre L'1 = .J LI' 

Ce complémentaire 11 'est pas unique. Par exemple, dans JR2, deux droites 
dis(',inctes quelconques forment une telle décomposition. 

Lemme 6. Soient E = L, une décom]JosUionLagmngic11'fW, et (el,." 1 en) 
une basc de LI. Il e:l;isle une unique base (Il, ... , In) de telle que la famille 
(CIl' .. 1 e'III.ft,·· . 1 In) sou symplcctiqlw. 

Preuve. Pour Ù.J E L'l, introduisons les formes 1inéaires ijji(W) w(Cj, w), 'i 
1, ... ,n. M.onLrons que ces formes sont indépEmdantes. Supposons qu'il existp 
des scalaires CI'I! ... l (l'n, tels que I:~~l nir])i = o. Alors, w(I:;~1 Cl:ieil w) 0, 

pour tout 'W E L'j. Or, E = LI ct w( L l, LI) = 0, donc W(I:i:l Cl:iei, E) = 0, 
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et donc ai = 0, pour i = 1\ ... , n. Les formes 'i 1, ... 1 ri, forment. 
donc Ulle base de L'2, de base duale notée (PIl ... l Fn). Par définition, on 
a (pdFj) = !Yi) oil bU est le symbole de Kronecker. Par construdiol1 , on a 
rl\(Fj ) = w(ei~Fj), d'où l'assertion. 

Lelnme 7. SoU E LI (fl L 2 une décomposition Lagrœngienne de E et 
x = (:Dl, :L'2) les coordonnées c01'Tespondanf,c8. Alo'rs tont isomorphisme :1:1 = 
!P(~\""1) 8e relève en Il:n ùmm011û1.'Îsnw symplecf:ique qui sc 'T'epTésente dans de,,, 
coordonnée.<i ca:/w'n'iqlles paT la tmll,sfonnation. 'fl1.o.l:ricielle 

La. I,mnsfo1'1na.f,ion ainsi définic notée ,s'appelle le relèvement symplect/lque 
de !p. Un champ de vectC'/1rs HŒ1llûlonien, linéa.ire qui la.isse LI el L2 invariant", 

se "":p,-ésen te d,ms des coo'{'{lonnée", de Dm-bou_?: ]1(1'" une mafri cc (~ _ ~A) -

Application: forme canonique d'un chanlP HaIniltonien linéaire 

Supposons que H soit une matrice inversible de sp(n, lR) avec des valeurs 
propres distinctes. On range les valeurs propres PH trois groupes : 

• les valeurs propres réelles: (.r\k! -/\JI') , 
• les valeurs propres imaginaires: (iPln -illk) l 
e. les valeurs propres complexes : 1.l1,~ = "'\1; + ·iJlJ.~ avec Àk ::/= 0, -1)/,:, V/.; , -Ti" .. 

En utilisant nos résultats précédents on peut décomposer l'espace en une 
somme directe d'espaces symplectiques orthogonaux, et dans chacun de ces 
espaces, H s'écrit dans une bfL'ic de Darboux sous la forme d'un bloc: 

• , 1 (À 0) cas ree: 0 _ À ' 

• ras imaginaire : (~il g) ou (~ ~f), 

• cas complexe: (~ -~A) avccA = (~~~). 
Rema.rque 2. Dans je cas imaginaire, il y a deux formes normales car les ma

trices (~l ~) et e ~I) ne sont pM symplectiqucmenl; équivalentes car elles 

sont semblables via un isomorphisme qui doit renverser j'orientation. 

Ce résultat se généralise sans diHiculté pour construire une forme de Jor
dan réelle qui respecte la strudure symplectique. n faut remplacer les espaces 
propres par les espaces propres généralisés. Il y a aussi une théorie semblable 
pour une matrice symplectique que l'on obtient essentiellement en exp onen
tiant, en prenant garde que exp n'est pas un difféomorphisme et en tenant 
compte cles réAexions. 
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1.3.4 Stabilité et stabilité structurelle 

Une application importante cIe notre étude est la question de stabilil;é des 
champs de vecteurs Hamiltoniens linéaires qui sera étudiée en détails dans le 
Chap. 2 (voir ce ehapitre pour les définitions de stabilité). 

Proposition 8. So'it. :i: = .lb: un champ de vectetLTS Ha:miUonien Unéaù'c de 
JR;2n, à coefficients consfa:nl,s. AlorB 

• l JOT'ilJine n'est .jama.is tls])1npfotiquenwnt si,a.ble ; 
• l'origine est, si,able si et se71lem,enl si les 1)ale1ln; propres de .4 sm1./, fmagi

nai'l'cs pU:l'es el A e,cd dialJorllLl'isable sur C. 

Prcuve. Cette proposition l'ésl.llLe de la théoril~ de Liapunov. Il suffit de prou
ver la prernière assertion. Si A admet une valeur propre À à partie réelle stricte
ment alors -À est a.ussi une valeur propre à partie réelle strictement 
positive, et l'origine est par conséquent instab1e. 

Définition 11. Soit, il E sp( 11 , ffiL). On dit que A est, s/'rucf:urdlement ",table 
s!'il e:risle ~ > 0 telle que l'origine sO'it stable pm!'/' 1,000d système .1.; = A';1: (J:vec 

A' E 8]1(n, IR), lA A'I ~ ~! où 1 . 1 est, une nonne '/18'IJ,elle 811,1' le.., m,attiees. 

Critère de stabilité structurelle 

Soit II le Hamj]j,onien quadratique associé à A (voir définition 8). Alors si le 
Hamiltonien If est défini positif ou négatif, le système est clairement sl;ruc
turellcment stable. En effet la propriété 1-I > 0 ou II < 0 est structurellement 
stable f~t II représente Pénergie du système qui est; conservée. 

Théorème 1. Soû A une m,atr'iœ d.e 8p(n, lR) diagonaIisn.ble SU,T C ef. u(A) 
l'ensemble des '/J(].lell1'.'; ]J1'OJ1TCS supposée.,; iwag'iuœiTes pUl'es. Notons 

..L ... ..LEp la décom]JosiJ;ion de l'espace associée 0.11.;1; couple,'; de valeurs pro
pres {±ial; 1 k 1, ... ,p} dist:inctes, 1-1 le IJŒmillon'ien de A et Il,,. la resl'l'ic
fion de Il à E,.~. Alors A es/, sl,1'/J,ci,ul'ellement sfablc .si el, sculement si chaq'/l,e 
J01'Tnr: (j'luHlraliq'lLe H". est soit défir/iic posüive 8o'Îl d~firl/ie négaUve. 

Prelwc. La preuve est une généralisation de l'exemple suivant dans IR4 . Con
sidérons les deux Hamiltonjcns 

1 ((., '·.1) 
Hl = 2 Pl +CJï + 

1 (( ry ~) (q ~)) 2 PÏ + fJï - ]12 + q;;. . 

Les valeurs propres son\; ±'i et sont doubles. Le système représente un couple 
d'oscillateurs harmoniques. Dans le premier cas H J > 0 et le système esl; 
structurellement stable. Dans le second elLS on peut dés\;a.biliser le système 
en perturbant H 2 avec un terme cie la, forme êql f}2 pour obtenir un spectre 
complexe. 
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Corollaire 1. Soil A '1/.11, élément de sp('n. lR~) et, on .'Iltpp08e que les va.leurs 
]JTOp'f'C.'i de A 80nt 'Î'fnayina:iTcs p'IJ:res et. l,oules disf.inde8. Alo'/'s il cs/, st;ruc
t.u:rcllem.ent. stable. De plns B'Ï A' esl, assez 'IJoisù, de dc A l-'adhén:fl ce du groupe 
li '/1,n 1JCL1'a.mèl.Tc {expiA' 1 t. E ]Pl.} est U'(J tore Tll de Sp('fI, 

RC'l1wrqu.e S. Le résultat précédent. est particulii:>rement important-, pour c01n
prendre les propriétés des champs de veel,eurs HarnHtoniens. Dans le cas 
linéaire, les champs de vecteurs dont l'adhérence forme un sous-groupe com
pact de Sp(n, IR!) sont génériquement stabJes. Donc dans le cadre Hamilt.onien 
linéaire, il y ft beaucoup de champs dits compacts dont, les trajectoires sont 
bornées. En particulier c'est une justification heuristique du KAîvI où les 
tores invariants sont préservés en général el. cela rend aussi le program l'ne 
de Poincaré de rocherclw de trajectoires périodiques tr(~s rai son nr.tble. 

1.4 Variétés synlplectiques et champs de vecteurs 
Hal11iltol1iel1s 

1.4.1 Notations et définitions 

On utilise les notations suivantes: 

• l\J: variété lisse ( COCJ ou CW). 
• TAI: fibré tangent: UTr/A/. 
• T* Ar : fibré co(;angent : UTI; AI. 
• V(AJ): ensemble des champs de vecteurs lisses. 
e "lOt!): l'espace des l-formes lisses. 

En termes de coordonnées locales) pour Cf E Al, un champ de vedeurs 

X E V (A1) s'ôcrit LXi nU eL une I-formp ()' E J\ 1 (Jîf) slécrll: L n:;dr]î. Si 
uqi 

on Ilote E TqA! la fibn\ alors E* = r,; 1\1 est l'espace dual et l'on peut 
faire du calcul extérieur sur chaque fibre. On introduit. ensuite Popérateur de 
différent.iation d. 

Définition 12. L 'opém,teu,r de di:llërcnUalion c:r,USrieuTf: ri es!' UT/. opénûcl/'r 
l-i'/léœh'c SUT l'espace dC8 p-/o'l'1ncs défini 1)(1'1' la, Tetat'Îon s'uivauie. Soien'/' 
fIl' .. ,fp et,!J des fon,cli.ons l'iBSe.'l lW,]' Al. On pose 

L'opém,tcu:r cl transforme une forme de degré. p en 'UI/,C fO'l"me de degré]J + 1. 
Une f017nc [t es/. d'Île fermée .'Ii do: = 0 el e:t;(u~te B 'il e:lyi8t,f~ une fO'l'rne (3 t,elle 
que a = d/3. 



12 l. Géornél,ric symplectique eL transformations canoniques 

Définition 13. Soicn t, cp : J'II -;. 11l une f1pplù:al'ion Usse ct Q = r.p( q). Soit 
dcp 8(1 di17ér'cnliellc et Œ une p-fo1'1ne. Son image réc'ipmfjuc est, définù; par' 

(ip"-n)(/vj, ... ,vjJ) ŒQ(dy ('lJl1"" l'p)), 

où VI", , VII 80nt des vecte:I1.1'S tangents en q. En termes de coonJonnécs 10-
mies, .'ii 

O;Q = L(Ji1 ... il'(Q)dQi 1 /\ ••• /\dQil" 

on (J 

(ip"'n)q = Lfri""ÎI'(if'(q))dIPi, /\ .,. !\dIPi1,1 

où Qi IPi(q) el, o'n développe dcpi\ /\ ... /\ dipifl' 

Définition ILl. o.n (}ppelle 'lJ(JI'i6té sy1n]11ect.iqu.c un couple CAl, w) ld que 

1, lU est '1J'fI,C 1Ja'tiélé l'isBc dc dùnension 2'11; 
2. w esf. une. 2-Jorme l'isse su.1' J\] telle que 

a.) \lq E 1\1, W q ( '1') C.'i't 110'11. dégénérée, 
iJ) W e8l fc:rmée : dw = O. 

E:rcmple 3. L'espacf~ lPt1n. avec sa structure symplectique linéaire canonique 
L;~1 dPi /\ dG;-

E:1:emple 4. L'espace cotangent. Ti. _AI d'une variété .Al est rl1unÎ d'une 1-1'orme 
iutril1sèquc 0: dite forme de Liouville et (T* lU, de\') est: muni d'une structure 
sym p leetiq Lle eanoniq ue. 
Construction de (L Soient q des coordonllées locales sur 111 cl, 1 (p, q) les 
coordonnées induites sur T'Jll. Un vodeur tangent X il, T* J\1 en l s'écrit 

Il (D D ) X=L Çi7)+'11i-;:! . 
;=1 [Pi (J(ji 

Notons n : (P, q) I-io q la projedîoll canonique sur la ba.se 01, dll : T(T*.A1) ~ 
Tl11 sa diffén!lll,ielle. On a 

Il D 
dll(X) = L'Ilia.' 

;=1 (/1 

On définit la forme de Liouville de üH;on intrinsèque en posa.nt 

o:(X) = l(dJJ(X)). (1.3) 

Notre calcul donne 

ü(X) 

La l'orme de Liouvi11e f{'écrit clone en coordonnées locales 0: = pdq (la somme 
étant Olnise) et; on a do' dp /\ dg. 

Définition 15. Soü OU, w) une vllriété syrnplecliquc. Un cIilTéoTnol'phis'1ue if' 
Cl:;/. un sll'mpledollw1'phL5me ,<; i r.p * w w. 
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1.4.2 Coordonnées de Darboux 

Théorènle 2. Soit (Al! w) une 'va.7'iéJé symplect:i(j1Œ. A 101'8 en I,Ollt point. de ki 
il c:l;isle '/lU slJsI,ème de coordo'TIn(!es locales (p~ (j) te! q'lIe la, 2-forme s '6cl'i'IJC 
w = dPi A CÙli. Ccs coo1'lIO'fl'néc8 sonl, d'ites canon:iques OH de f)a:rb0'l1:1:. 

Preuue. Pour]a preuve de ce résultat standard, voir par exemple [:)1]. 

Remarque -1. Dans des coordonnées de Darboux, un symplectomorphisrne rp 
est caractérisé par la propriété drp E Sp('TI, Wn en Lout point. 

Définition 16. Soil (AI, w) une 'l}(J,Tiété symplectique. A I,mûc Jonet.ion H : 

1\J -- R, on aSHOCù: 1/.n charnp de vectenl'S not.é Ii (m pos(],'ni (w) = -dl]. 

Le champ H est dU Hmnillol1:i.en ct Il es/' la Jonction de Hmnilt01L Plus 
généralement, 'Il'II, champ Ha:m'iUo'1lien 11011 C:UÜ01!On/C est. déj7:n:i 7)(/.l' (w) 
-r};r;H(t,,:t)J pOIl:r iont t,. 

Calcul dans des coordonnées de Darboux 

On a w = dp A dq et fi s'écrit Xl .~ + 
IJ]J 

() Si Y - Y () 1 Y () est-iJq' l.. - 1 (J,; T 2 th) '."" un 

champ de vecteurs, Par définition jl vient 

'iTi(w)(Y) = w(IJ, Y) = -dIJ(J.'~). 

S. (,r "~) ( 0 111) (1'1) __ 
Olt, Al ./\.2 -1" 0 Y2 (

DH éJII) (Yi) ',' . . -;;) -D' v l el; un ldenhful1lt JI 
op q 12 

vient 

Dil DH 
.. "'"'1 = - oq ~ 

Dans des eoordonnées canoniques (p, q), les trajeeLoires de JI sont sohlt1011S 
des équations de Hamilton 

DH DIJ 
li = - ,ri = -. 

Dp 

Définitio1117. Soient, J\,Y E 1/(1\1). Le C1'Ochet de Lie est. calcnlé (Jllec la 
cO'IIvc'ntion [X, YJ = y) ..... - Xl' 1 sod! en coordorméc8 locales, 

[X, Y] (q) D{)'r~Y (q)Y(q) DY (q)X(q). 
q 

Le crochet, de Poi8son de de:U:l: fo'nct,iol1s Il], Il':!. est. d~/ini par' {H 1, fJ2 } 
-+ 

dlI] (J12) , el, en coo1'rlonnées c:ano'n:irj11,eS (p, q), 
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Prop'riété 1. L Le crochet est, IR-bilinéaire ct antisymétrique. 
2. {PC, H} F{C, Il} + G{F, Il}. 
3. Identité de .Jacobi 

{{F, C}, H} + {{ C, If}, P} + {{Il, Fl, C} O. 

4. ,C] {P, ci. 
Proposition 9. L !ensemble des cha:mp8 de Vedeu.1'.'i 1Ja.'milloniens de V(Ji) 
j'o'I'117.ent nn.e .'-jOUIH1.lgèbre de Lie (de dùnensÎon infinie) notée X(Af). 

Définition 18. SoU 11 1/.'11. charnp de vecteurs HamiltoTl.'ien el, June foncf.ion 
SUT J11. On dif, que f esi IJ.ne ùdégmle pn:.mièTc si f est, con.stante le long des 
lm}eeioù'cs de 1-1. 

Leuune 8. f est une 'intégrale première s,i, et, ,r;e'ulenl.enl, si {I, II} ({{( fi) =0. 
BI1 particulier ponr '/ITI système }Jam:iUonien (œuf,onom,e) If eHt 'Une intégrale 
prl:~rnièrc. 

1.4.3 Relèveluent sYluplectîque 

Soit J.11 llne variété et T>t kt le fibré cotangent muni de sa structure symplec
UqllC canonique. Soit cp : J11 --;. j11 lIn difféomorphisme sur 111. On relève cp 
de façon eallOllique en un di1Iéomorphisnw sympledique noté cP sur T* 111 tel 
que il a ïjJ cp OÜ Il est la. projE~ctjOn canonique. En coordonnées canoniques, 
Q = ip(q) so relève en 

Q 
'Dr.p-l 

cp(q), P = ---;)qP' 

Ce relèvement généralise Je cas linéaire (q) (A 0 ) (Q) p 0 IA~l p' 

Un champ de vecteurs X sur lU se relève en champ Hamiltonicn H x) la. 
fOl1ction fIx étant définie par Hx = (]'(X) = (Pl..fY) avec o· pdq forme de 
Liouville. 

1.5 GéOlllétrie sYlllplectique et calcul des variations 

La géOlnétrie syrnplecLique a été développée à la suite du calcul cles variations 
ct; en e::iL un outil fondamental Nous monl;rons ce lien à partir du calc.ul des 
varia tions dassiques, puis nous introd uisons le contrôle optimal géométrique 
avec le prÎndpo du meUdnnlln, qui se fonnule direct.enlent clans le eadn~ Hamil
tonien. 
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1.5.1 Formule fondamentale 

Définition 19. On 1/,Wi8C les 'TwüJ.tions "uivonl,es : 

• C: famille des cou/T'hes lisse.s t I---io q(t,) E !R{" avec /, E [tn,/,J]. On consùlèTc 
le problème de mhrimùwl,io'JI, SUT C de la IO'ndionnellc 

l 'l 
q)(q(-)) L(t" q(t), i](I,))dt, 

• lu 

où L e/;1, une foncUon lisse appelée le Lagrangien. 
• On inhmll1:il l'espace I,emps (t., q) E lR~ x IR1' • Sur cel, espace les e:drémUés 

de no1,re com'be (l, '1(1,)) sonl, notées Po (iOl fJo), PI = (1,11 fJl). La rMst,anee 
ent.re dC'll,:1: cO'll:rhes q, 0* cst prise an sens de la t.opolollie Cl , 

p(q, q*) = IIUL"C III - (tl + max Irj - rj*1 + d(Pn, J~n + d(Pj, pn· 
No,tons que les eOHerbes ne sont. pas dé./inies sur le mênlc ùûeruullc el, D'II 

les étend de façon au moins C 2 • 

• Soif, 'l'une co'm'be de T'~re1'ence d'c:I:t.rémüés (to, (Jo), (tl, fJl) et. soU '7 une 
courbe vois'Ïrl,e quelconque li 'e:r:f,rérrl/ités (t,o+(5tc), qo+8qo), (1:1 +8l l , 'II +8(1)' 
Alo'!'!) h(t) 70) - '1(1:) cst, la 'lJ{J'ria/.Îon de la courbe de 1'~réreTlce. 

Proposition 10 (FOrIllUle fondrunentale). La.foncl1onnelle ip est dérivable 
au scns de Préche!. pOli:/' la Cl -topologie cl, S(1 dérivée de F''f'(~chel, en "'1 est 
donnée par 

, /.'J'l (DL r1 aL) 1 1 [DL '\] /] [( P_
f

= ----. u.t+ - (Il} + L 
• In aq dt, Or) Ir' c)ri h /(j ]

/1 DL . -;:-:-q) ât 
üq 1_' 

1 /0 

où l'on note [u)~ u(b) 'U(a). 

PTenvc. Voir [29]. 

Corollaire 2. 8i 1' est un c:J:t'l'em:wrn de P évalué HU:/' les courbo; à e:rf,1'énrd,És 
fi:cées (tc},(jo), U"CJd. alm'.<;""/ cs/, solution de, l'équation dBulcl'-L(/,yrange 

DL d aL 
----=0. 
Bq dl, Bej 

(.1 A) 

1.5.2 Conditions de transversalité 

On peut déduire de la fornmlc fondmnenLale d'autres conditions nécessairps si 
1' est un minimuJll de (P, avec d'antres conditions a.ux lhnites. L'exemple suiv
ant traité en dimension] se généraHse aisément en dimension n. Il constitue 
un exemple irnport,ant dans l(1S applications et en géométrie. Considérons le 
cas où l'extrémité gauche des courbes Fh = (lo, flo) est ast.reinte il rester sur 
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une courbe d'équation (j = 'P(t) ct: que l'on cherche à minimiser la fondion
neUe p, Une courbe minimisante doit; ètre minimisante il extrémités fixées 
et doit donc vérifier l'équation (rEnIer-Lagrange, De plus l'extrémité droite 
étant fixée: on a 

A rJi(-) () DL r ( aL ,) .\ .!...J.iP = 0 "f - P 'Y "" -,.-, oqo + L - -.-. q u{;fJ. 
âq Dq 

Comme q 'PU) à l'extrémité gauche, on H. 8r/f} 0(l-o)6to. En relnpla~~anl, 
et, en utilisant que Mo est arbitraire, la condition de minimisation donne la 
condition dite de transversalité 

D.L , (L aL ,) () 
-a'~+ --:-).lJ q {q 

cn 1 l.o. 

BœmlJle 5. Traitons Je cas L = JI + rj2 psI, la longueur. Alors 

et, l'on obtient la condition supplémentaire 

:1 + lÎ0 = 0, 

qui expr1rne que les de1DC ved(J,urs (l,rj) ct (l,cp) sont orthogonmLx, 

1.5.3 Equations de Ifamilton 

Les coordonnées (q, ri) sont les coordonnées de Pespace tangent: et le La
grangien L esl; défini sur cet espace, L'équabon d'Euler-Lagrange s'interprète 
COlnme une équat.ion de Hami1Lon. La transforrnation de Legendre consiste fi 

introduire la variable duale]J = [â?~' Faisons l'hYPol,hèse que 'P : (q, ri) f----+ (q, ïJ) 
q 

est un difféomorphisme et int.roduisons aJors le Hamiltonien 

On a a.lors 

(
DL DL, DL ) 

lifT pd(j + i]dp -:-, dq + ~dq + ~dt 
( q ùl) ut, 

aIl aII aH 
""7jdq + -a-dp + --::-) dl,. 
(A] .p fi; 

Soil. (~ll identifiant 
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. aH DL 
q = -,.-.-, 

âp Dq 

âH 
- Dq' (1.5) 

OL . , . d 
et en utilisant l'équation d1Euler-Lagrangc avee p = -,-. , ("es(-, il (hre -p 

al]' dt 
DL ., OH ~ DH D [)J-[ () 
-8 ,on obtient p = ~. Le charnp dp vecteurs H=-;:;--z;- -;--) -8 psf, la 

q uq OjJU(j cqp 
formc Hamiltonienne correspondant ft l'équation d'Euler-Lagra.ngc, Tl étant 
une fonction sur le fi bré cotangcn t. 

Définition 20. On appelle 8!Jstbne '/nécanique un I,/'iplet. (JU, T, U) où lU cs/' 
une v(J.'I'iél.é appelée espace des con.fi.qumtio1/.s, Test. 'I/,'ne JOTJ.cl.ion .'111'1' TJl1 x R J 

fO'l'Tne quadrrûi(}1J.e d~finic lJosil'tve en (j Teprésen1.a.n t l' éTl elTlie ci'l7é/:i que e.t, U 
est, une Jonclion d~fiTlie po,';iUve .'1//1' 111 qui.9 )(Jppelle le pot.ent,iel. Le Ll1grangien 
assoc'ié cs/' L = T - U. 

Lemme 9. Soi/. (111, T, U) un sysièm.e 7nécaTâqne) où 

avec aij (J,ji en cooT(lonTl.ées !ocale.9. Alors ln trŒTlsfoT'mal,iou de Legendre 

DL 
'P = EN hull/il un. dilTéo'lfl.or7Jhis17u-;J cl, fT = 1Jcj L T + U. Les équa/,j0'T78 

d'E'I11er-Log'/'a'llflC sont éfj'u.ùwlen/,c8 au:r. équations d'Hll'rnillon. 

1.5.4 Equation d'lImnilton-Jacobi 

Définition 21. Sail, Î' une sol1ûio'll, des équations ri Bulcr-Lagrrmge associée 
a:1l La!Jmng'icn L, d'e:&trérn;ilés Po = Un~qo) el, Pl = (t.l,qd. l./adion le long 
de 'Y es/. la foncl'icm 8(Po, Pd = J~ L(t , q, (j)rü. 

Proposition 11. On sU]Jpose que }Jou,), tout couple (PCIl P,) 'il cl:isl,c u'IIe 
u:/l.'ique fwlul:Îo1!. des équotiOllB r1 'Euler-Lagrmlfjc, cl 'e:J:i.1'énûtés Po et PI el, on 
Ja.U 1 !hypothèse q'lle 1 Jadirm est. lÙ:ise, F'i:wns Po el. notons Et l'applicotion 
p 1-;' 8(Pn, P). Alor", Et est. soLaUon de l'équalion d'Jj(J1TIm,on-Jacobi 

DS ( as) -,-- +11 /.,'1,!) = 0 
Ut uq 

où fI e,':rl. le H a:rr/'illm;.ù:.n. 

Prcu'lJ(:. La tranformation de Legendre étant supposée dôf1nie, en utilisant: la 
formule fondamentale et le formalisme HamitJonicn, on peut; écrire 

/

'/1 (DL d aL). []"l iJ.rJj",-, -,.- + -, -,.-. IIdl + o· J) l 

• 1" âq (l rJq li 
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ail la ] -forme [\' pdg-.l-Idt est appelée invudant intég'l'al de Hilbe'l'l-Poinca7'é
Gartan. Le terme intégré est nul si on l'évalue le lOJlg d'une trajectoire solution 
d'EulE1r-Lagrange el; si l'extrémité gauche est fixée, on en en déduit la relation 

dB = pdq - Ji dl. Avec ds = ~: (11, + -::;-dq. Par identification, il "ient 
(A üq 

fis 
1J - J7 - Dq' al - - :L, 

cc qui tennine la preuve. 

1.5.5 Le principe du maxinlulll de Pontriaguine dans sa version 
faible 

L'objectif de œUe section est de faire une première introduction au principe du 
Illaxinnun de Pontriaguine, présenté id clans sa version faible (sans contrainte 
sur le contrôle) pour obtenir une formulation directe des conditions nécessaires 
de minirnisa1,ion sous forme lIamiH:onienne, sans utiliser la transformation 
de Legendre, en général non définie. Une autre extension de nos résultats 
précédents est ùe considérer des courbes non lisses. Le principe du maximum 
général sera présenté dans le Cha}). 7. 

Définition 22. On appelle ,9yslèm,e de ID:.'I une. é(]uaÎ'ion de /a forme dq (1:) = 
dt 

.r (q( t) 1 'Il (i) ), où f est lisse cf, le conJrôle 1/, (t,) est, une. appNcat:ion mesurable 
bornée d~fil1ic sur u.n eru;crnble [0, TL T > 0 cf, à va.!euT's dans ~m _ No
tons q(t, fJo, 'lJ.) la. sohûion is.'iUC en f = 0 de gu et d~fi:n.'ie 811.1' nn sous inte'r
'/Jalle J C [0) T]. J11unissons l'ensernble des cont1'ôles de /0, norme L'X\ lui 
sup/E!D,Tll'u(t,)1 el c011sirlémns l'application e;J;!'Térnilé E : 'u,(-) f-+ g(T,{/O,'U) 
où qo et T sonl suppoHés fixés. L'ensemble des él,o.t8 access'ibles à T fi;I:é est 
A(qn, T) = Uu admisiblc q(T, (]o, '/J,) et A(q()) = UT>n A(q(), T) esl, l'ensemble des 
61,01.'1 accessibles. 

Le résultat suivant est standard on théorie des systèmes. 

Proposition 12. 80ü 't/, u.n contrôle de 1'(Hô'cnce d~fini S'Ill' [D, Tl el tcl (j'Ile /a 
Imjecl,oirc associée soU définù:; sur [0, T]. L !applicat'Îon e,r.fnhTl'ité est C=,. el 
sa dérivée de lï'réchcl en ru CHf 

.1' 

E:I(v) = 1 (p(T)p-l(S)8(,<;)v(s)ds, 
./0 

mi (1) e8t la malrice fondamentale solutioTl de d) = Ap, p(O) = III avec AU) = 
DI Df 
-;:;-(q(t),'lJ.(t,)) et BU) = '((qULu.(t;))· 
uq du 
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PTe'I/''Oe. Indiquons les arguments de la preuve. 
Supposons d'abord que l'application E soit dérivable et calculons sa dérivée. 
Soit u + 8u. le contrôle appliqué al! Du est une variation Loc, et () la réponse 
associée issue de (](O) fin. Si 011 défini!; 8q = fj lJ, on a 8fj(D) = 0 et on 
obtient 

dl' (Dq) = li - q = f(q + 8f], u + 811,) - .f(lJ, 'u) ( ,t 
ar tlf 

= -:--). (q, u)8q + -;i-(q, u.)()'lI + o(âq,8u). 
c q üU, 

On peut, écrire 8q = th q + 8'1.'1 + ... , où â l q est. linéaire en 8u, 8'}.lJ est quadra
tique, etc. En identifiant on obtiout en partieulier 

On intègre cc système linéaire avee Ô'l q(O) = 0 et. on déduit la l'ormule 
annoncée. 

On peut montrer la dérivabilHé avec Pargumellt. suivant. Soient 'II., 1} E L= 
ot: ".\ E JR.. On considère l'appncat.ion /\ t---+ q(l', lJo, li + I\V). En utilisant le 
théorème de difrén:~ntiat.ion des solutions par rapport à un paramètre ... \, on 
obtient que la. dérivée dired,ionnel1t~ ou de Gâteaux est donnée pal' 

,T 

Ej( ... \) = 1 w(1')w- 1(s)B(s)Av(.s)ds. 
Jo 

Ponr montrer que c'est la dérivée de Fréchet il reste <1. prouver la continuité 
par rapport. à u. Cela résult.e de la propriété suivante: si Un converge vers IJ, 

dans Loc, alors les trajectoires correspondantes f]n convergent vers fi au sens 
de la topologie uniforme, d'apl'f.1S Pinégalité de Gronwall. 

Définition 23. S'oif, '/1.(.) un conf:rôle d~fini 8111' [a, TJ cl, lel (jue la tTojec{où'c 
associée soi!, définie sur' [0 , Tl. On dit, que '1J, ef, la I.r(ljecf.ot'l'f:' sont singuliers si 
'li. est un poin.t singulier dl; l1appl'ical'ion c:1:I:rém:ité, c "csl cl dirc "i ln dérivée de 
Préchet n'esl ]Jns 1111rject'Îvc en '11. 

Proposition 13. Le contrôle 'l/, et, III i'lYJjecloire aS8oC'Îéc sont. sinflUlic'I'8 Sil'/' 

[0, TJ 8 'il c:l:isie une appz.ica,tion p : l ---;. ]p~1l.\ {O} a.fJf,Wlu,ment continue lellc que 
le t:riplet, (q,p, n) est ,'Jo/.'Ut'Îon p'l'e!:if}/l.C partout des él}'uaUons 

aH . 
-, p= Dp , 

OI-1 aIT 
-,,,-, -=0. oq Du ' 

OÙ If(q,p, 'Il) = (p,.f(q, 'li)) es!' le Hll1Tl.'iltonicn .. 

Preuve. Puisque 1e fang de E' n'est pas égal à 17., il exist,p p E ]Rn\ {Cl} tel 
que (p~8!q(T)) O. Posons ])(8) = pW(T)ip-l(8). Alors ]) -p(s)A(s) et 
peT) = p. Par ailleurs la condition 
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(p, fT p(T)p- 1(s)B(s)6u(s)) = 0 
Jo 

pour 1,out 6'//, E LOO implique (p(8), B(.5)) = 0 presque partout. Cela équivaut 
à nos relatJons. 

Définition 24. Consùlé1'O'ns le IJroblème de min'irnise1' J~' fO(q, u)dt pm'mi 

j,mûes les cou'rbes 8oluf:ions de q = J(q, 'U). Le système fL'U[JmcnU ij = /W, u) 
e8t le s]/8tème (j = J(q,'U), il' = fO(q,'Il.), qO(O) = 0 où i] (q,qO). 

Théorème 3 (Pontriaguine). Si u(·) minimise .h~' JO(q, u)dt P(T,1'11Û toules 
les courbes sohû;io'lls de ci = f(q,1J.) vérijùmf, les conflit'ions q(O) E 111o, q(T) E 

Jvh J T > 0 fi:d, D'll Jl10 , Ah sont des SO'lJ.8 '1J(J,1'iétés de Rn. Alon, il e:âsie 
fj (p,]JO): 1. -+ ]R'fl +! \ {O} al).'wlumenl conf:in:He kll}'ue le8 é([nat'lons .'1'UÙ!fJ,ntes 
,'wient 'Ué1~ifiées presque partout : 

. OH. aH aH 
i] = Dj)' P = - Di]' au = 0 1 

ancc HU],}), u) = (P, l(i], li.)) (p, J(q, 'u,))+poj'°(q, u). De plus Po e.<;t cons/,ant 
et TJ{:!.'lti litTe normalisé à Po = 0 o'u, -1. A '/I,X e:clrémUés le 'Uccte'uT p(.) vér'ifi:e 
les conditions de imnsve1'salilé : p(O) e,st orthogonal à T(JuAIo el. p(T) est 
01'UWHOnal à Tql l1h . 

Preuve. Considérons le problème de minimisation à extrémités fixées qo ct 
f]1. Si u est; optimal alors pour le système augmenté ij(T, i]o, u) appartient 
à la frontière de l'ensemble des étaLs accessibles en un temps T. Notons Ë 
l'application exLrérnité associée au système augrnenté. Si 'U, n'est pas un point, 
singulier alors l'application extrémité est ouverte et cela contredit la propriété 
que i](T, iio, u) soit sur la frontière. Ainsi si 'Il est opt,imal alors 1/. est; singulier. 
En appliquant. la proposition 13, il existe 13 (p, Po) tel que le triplet (if, j), 'Lt) 
soil; solut,ion des équations 

. aH. ail aH 
r}=-;:-:::-, 1) -- -=0 

dp 8(}' 8u . 

En particulier Po = 0 el, comme fi est continue, on en déduit que Po est 
constant. Comme les équations sont linéaires en j>, on peut donc normaliser 
Po à 0 ou -]. 

Les eondHions de transversalité se prouvtH'lt aisément et dans l€~ cadre 
Hamiltonien le vedeur 1) slinterprète aux extrémités comme un vedeur or
thogonal aux variétés 1110 et 1\1 J • 

Définition 25. Une tmjedoi'f'e (, 1---'- q( t) solution des équations précédentes 
8 'appelle une e:d,rénwle. Elle est (j'lJ,(J,ZUiée de normale si Po =1= 0 et cl '(J,rwTma.lr~ 
si Po = O. Le vecteur]J est le 'l1ec(,em' adjohû et il s'appelle le HamiUonien. 

Rerna.7'f]u,e 5. Le cas anormal correspond à, la situation 011 ]e Hamiltonien ne 
dépend pas du coltL C\:sl, une situation dégénérée, et; dans ce CH.';; le cont.rôle 
est déjà un point singulier de l'application extrémité. 
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1.5.6 Transformations canoniques 

Transformations canoniques et champs de vecteurs Hamiltoniens 

Proposition 14. Soil Jj (l, :1:) 11.'11 c/uI'Inp rie 'vecteurs rie R2
11 muni de sa 

structure canonique et. i; = .]v;IJl l'équoJion d'UrércnUellc nssociée. Soi/, 
tp :;1: 1---7 LYU, :r) un clw,ngc7nenl de coordonnées symplec/:ique. Alors l'irnage 

de .Ii pa.r'-P es/, un charnp de vedeur' GU,:1:) Ha:rniUonù:'1l : .Y = .IvG, où 
le Ilam:iUonien G est, la, som/me dc fJ el, cl 'une foncUon RU) qui s'appelle 
le Teste el, qui est, nulle si le clwngcrnenl. de coordonnéc", esi, a,ut,01wmc! et. 
i!(t.~ X) = H(t , :z:). 

Preuve. En dérivant, il vient 

.. Y(t, .T) 
DX . aAY ax 'aH DX 
n-(t,.T):r+ 71(1:,;7:) = -::;-.I-;} +-;:). 
ox ut OI uX oi, 

La premier terme H~écrit 

a)( 'DH 
-,,-.I-,-
ch; D.T 

D.X: t (aIl DX) -J' --
D:r ax 8.1: 

et eomme le changement de coordonnées es!; symplectique, on a 

fJX~ J fax 
aa; t ü;r 

J. 

En notant Îl(t"X) le Hamiltonien défini par iJU,X) H(l,;z:), le premier 
terme s)écrit alors vxH. Par la. suite on ut.ilise la même notation pour Il 
et H. La proposit.ion es!' donc prouvée si la changement de coordonnées est 
autonome. Dans le cas général, le reste est défini par la relation 

L'existence du reste résulte du lemnw de Poincaré. En effet en mulUplian(, 
l')y 

il. gauche les deux membres par J, on mont.re qu'H üul1, que J (a~ (t,l X) soit, un 

gradient et donc que la ,Jacobienne soit symétrique (Poincaré). Cette propriété 
découle du fait que le ehangernent de coordonnées est Hymplectique. 

Transformations canoniques et fonctions génératrices 

Notre étude est locale et on se place sur lH:21l muni de sa structure symplectique 
canonique définie par w = dp 1\ dq. Soit Q = Q(p, q) et]") P(p, q) un 
cha.ngement de eoorclonnées. Il est symplectique si d]) 1\ dq = dP /\ rlQ, ccUe 
condition s'écrivant 

rl( qdp QdP) O. 
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La I-formc al = qdp - QdP doit clOllC être fermée) ce qui êquivn.nt sur Jœ2n il, 
la condit.ion d'être exaete. Supposons de plus que les variables (11, P) forment 
un système de coordonnées. Puisque (T, est exacte 1 il existe donc une fonction 
S, (p, P) telle que 

as '1S 
(Tl = dS] = DpI cl]) + ~; dP = qrlP - QdP, 

ct-. en identiJiant il vient 

Bq a'l s} 
On observe que si la Hessienne DP = DP{}p est non singulière, il résulte 

du tlléorènle des fonctions implieites que localement l'applieat,ion q i-l' Pest. 
bijective et (p, P) forment IUl système de coordonnées loeales. On a. donc 
prouvé le résultat suiva.nL. 

D'JS 
Proposition 15. Soit S1 (p, P) une fonction lisse lelle que !:) - '-lI soit, non 8'in

(lPOp 

'

" 'l 1 l' as, Q as) 1'[·" l 1 gu ,u:n~. il ,01'8 ,('..5 re ,a,twns q = -,- el, = - -,.- ce, l:msscnt, oca ,ement n'li 
{}p oP 

cI),O,ngernent de coordonnées sym,plect.iqlles. 

Remarque 6'. La I-forme al est fermée si E~t seulement sl ]\me des [ormes 
suivantes est fermée: 

a:! = (T, + d(QP) qdp + PdQ, 

a:1 pdq - PdQ, 

(T4 pdq + QdP. 

Donc la proposition ]5 esl; aussi valide en remplaçant (7) par une des formes 
(T2, (Ta, 17'1 et avec lps hypothèses suivantes: 

• ,. . . . ".'. éJ/3::. f.J/32 
SI (p, Q) sont des coordOllllees, poser a2 = rl82 (p, Q) et q = [jp l P = OQ 

;P/3., . ~ '"-
et apDP dOl t. etre non smgulwre. 

• Si (qJJ) sont des coordonnées, poser (73 = d8~i(q, Q) et p DS:! P = 
Dq 1 

aS:l EP.S:I " .., 
a" Q et -a ,. ") dOIt eLre non smguhere. 

, qÜ(t: 

• Si (q, P) sont des coordonnées) poser (T,1 = dSt(q, P) el, p = ~)S4 , P 
( q 

02S1 • ~ '"-
et '.) ')F dOIt; etrc non sll1gulwl'c. oqc J 

as, 
DP 
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Définition 26. Les fondions CT i s'appelle les Ionc!:;,on8 gènénûT'ices de la. 
lmnsfo'l'TnaJ;io'{/, syrnplediquc correspondanle. Les f,'I'r},nsfoTTnal,ion,t; associées à 
CT;j = ]Jilq - PdQ sont di/,es lib'f'cs. 

Ea;ernple 6. La I-fonne CT4 est beaucoup utilisée en mécanique et correspond 
au relèvement; sympleetique du difféOl110rphisme donné par Q = tp(q). La. 

IDtp 
fond ion génératrice est S, (q, P) = t<p( fi) P el. p est défini par p = -D" P. 

fj 
On peut par eX:!:~l11ple Dppliquer ce calenl au passage en coordonnées po-

laires. On pose (j = (r,O), Q = (:l: = rcosO,lJ = .,-sinO), Les variables 
cluaJes sont notées p = (Pr,]J(i) et P = (p:r.,]J)J) et la foneUoll génératrice 
est SI = ]1:I:'{' cos f) + Py'f' sin () et 

aS'1 . 
PT' = -;:;- = ]);/: eos 0 + PIf SIll Ol ur . 

DS.J • 
]Jo = De = -]JJ)' sm () + Pu cos O. 

Transformations canoniques et invariant intégral 
de Hilbert-Poil1caré-Cartan 

Ou identifie T* Af à lPPl1, et on sc place dans J'espace tel1lps T* AI x JP2 ~ m:211 + 1. 

Soien!; (Pl q) les coordonnées canoniques, el, soit H(p, '1, i,) un I-Iamiltonien. 
L'invariant intégral cIe Hilbert-Poincaré-CarLan est 

n' = pdq - J-J(p, qJ)di. (J .6) 

Pmp1'iété Jonrla:menla.le 

On observe que dO' rip 1\ dg - dIII\ dt est une 2-l'o1'me sur l'espace JR.211+1 de 
dimension impaire. Elle possède dOlIC un noyau. Ainsi il existe une direction X 
dito caractéristique cléI:inie par dCl'(~\,.) = O. On peut caleuler ceUe direcl;ion. 
On a en erret 

ail 1Jp , 111] désignent les dérivées part;jellE~s de 11 par rapport aux variables p 
D D 0 

et fJ. Dans la base -8 ' -8 ' ::1 la 2-ronne esl. donc représentée par la mntrice 
P fJ ut, 

Cdte matriee es\; de rang 2n car d]) /\ dq est non dégénérée et SOIl noyau est 
engendré par 

a a D 
X = - H if Dp + Hp Dg + âl' 
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qui engendre donc aussi la direction caractéristique de CI'. Les {;raject;oiT(~s de 
.X paramétrées par T vérifient les équations 

rip = _}1 dq lU 
IlJ' - = J-Ip , -1 = 1, 

(fT dT [',7 

et en paramétrant par t, on retrouve les éqllaliions de Hamilton 

dp aH dg aH 
dl. = - aq' dt, = ap' 

Proposition 16. Les projeclions des tnldecto'il'es d,u champ cD.'mclérisliqlJ,(; de 
la, ] -,{{W111 e c01'res]Jondanl, ri l'invaT'imll intégml de Hilbert,-PoincrL1'é- CaTt,a.n 
sont sotUÜOTl8 de;:; équations de Harnilton. 

Tra:n8jO'rrn(J tio'ns ca.'nonirpu;8 liln'cs 

Le champ de vecteurs caractéristique est un invariant et soit P, Q, T un 
changement. de coordonnées préservant la dérivée extérieure de la I-forme cor
respondant à. l'invariant intégral de Hilbert,-Poincaré-Cartan. On pent donc 
écrire 

LI: = pdq IltU = PdQ -1(dT + clS, 

oit S est une fonction. Comme (j2 5' = 0 la direction caractéristique du nlt~mbre 
de droite est celle de ]a 1-1'orme PdQ - J(rlT et les équations de Hamilton 
s'écrivent 

rIP al( dQ aJ( 
dT = - DQ' dT = DP' 

Si la transformation préserve le temps on Cl T = /, et l'on obtient les équations 

âl( . al( 
Dq' Q = DP' 

Plaçons-nous dans le cas dît libre où l'on peuL choisir (q, Q) comme coor
données. La fonction 8 vérifie 

,as DB as 
riS = -a.. dq + êlr) dQ -1- -;:;-rH (pdq - PdQ) + (J( Jl)dt, 

q {JI...: (A 

e1. par identification il vient 

p 
D8 
- p
aq' -

DS as 
-;;-:-, H =!( - -a . 
(jQ t 

La transformation symplediquc est caractérisée par une fonction génôratrîce 
')S 

S(l), Q, l,), et ]a formule Il ]( - ~ donne la correction lL apporter au 
al, 

ôs 
Hamj]t,onien dans le eas non autonome. Le terme -ô correspond au reste 

, l, 
défini dans ]a proposition 15, calculé ici a.vec la fonction génératrice de la. 
transformation canonique libre. 
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Transformation canonique à poids 

Un des aspects importants de la mécanique céleste est la théorie asymptotique 
de recherche des solutions. Cela nécessite d'élargir le cadre des transformations 
symplectiques en utilisant des poids. 

Définition 27. Soit 'P :;r 1-0. ..l'CU, 'lm di.lléo'l''/rw'f'ph:isme dc ~2Tl. On dU 
. . . . lax DX 

que'P est 'IL'ne i'1'ansfm'mal.wn symplecl'I,qu.e dc ]Jouls ê # 0 8"· J = ê-
D 
J~, 

:D u:r 

Le calcul cfTeetué dans la preuve de la proposition 15 donne le résultai, 
suivant. 

Proposition 17. Si '{J est, un diJ.l'éomoTphismc ri jJo'ids ê et .1; est, soiul,ion des 
équ,ntio1l8 de fJa:rnilloTI, (J,ssociée8 cl, H alor's 

.Y = EJvxH(t,)[) + JvxR(t.,X), 

où R est le Teste. En pa.l'l'ic1J,l'ieT si la transj'orrnai'ion efii {J,'ulrJnmllc! le ,'jl/st,ème 

cst nn 81Jst,èTne Hamiltonien mJ.1,onome el, on CL HI = EH. 

1.6 Notes et sources 

Les résultats généraux sur la géométrie symplectique eL les champs Hamil
toniens proviennent de [3], [31] et [531. La forme normale de type Jordan 
d'un champ de vecteurs HamiUonien est due il \Villiamson (72) (voir [22] pOlir 
une présentation plus moderne). Pour une introduction générale au caleul des 
variations, voir [29] ct pour le principe du lluL'{imurn faible voir par exclnple 
[10], et aussi l'arLicle [30] pour une présentat;ion heuristique du principe du 
l11êL-x:lumm. 
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Qllelques propriétés des équatioIls 
différelltielles Halniltoniell11es : intégrabilité 
et stabilité 

L'objectif de ce chapitre es\; de présc:!rü,er les propriétés d'intégrabilit.é el. de 
st.abilité des équations différent.ielles Hamiltoniennes. 

La propriété d'int,égrabilité repose sur Pexistence (['intégrales premières~ 
et, permet, dans Pa,nalysc d'un système Hamiltonien et en particulier d'un 
système extrémal, de réduire la dimension du système. Elll! est liée au concept 
de variété Lagrangienne et à la résolution de l'équation d'I-IamiH.on-Jacobi. 

La seconde partie du chapitre est conscrée au problè~me de stabilité. On 
présente œabord les résultats de stabilité classiques de Liapunov, ut;i\isant 
soit la méthode directe fondée sur les fOllct.ions de Liapunov ~ soit la méthode 
indirecte fondée sur la linéarisat.ion cxadc. Ces t.echniques sont importantes 
pour le contrôle des sysl;c->,mes non linéaires. 

On discute ensuite la stabilit6 des systèmes Hamiltoniens. On fait en pa.r
ticulier une présentation tri.;s descripUve du KAJ\! qui permet de montrer le 
théorème de stabilité d'Arnold, 11no présentation plus complète de ce théorème 
très import.ant mais difficile sortant cl II ca.dre de cet ollvrag(:;. 

En conclusion, on présent.e k~ théorème de récurrence de Poincaré, qui a 
de nombreuses applications pour la contrôlabilité des systèmes mécaniql\(:~s~ 
en parlknlier pour ]e contrôle cl' attitudo ou le transfert orbi tal. 

2.1 Intégrabilité 

Définition 28. Sod (.1\1, w) une '/Ja/riéf,é .'illmplectique rJ f1 1 h dC'œJ: fO'l1dùms 
lÙ;8e8. On dil. qu.e /1, h. sont en 'involu/.ion si {fi, h} = o. 

2.1.1 Le théorème de redresselnent symplectique 

Théorènle 4. Soil Ji (:r) 'U17, c!w:rnp de vcdeurs (lù;/3c) IlamiUonicn de lR~2Tl 
m'Un:i de sa 8trucl://:re sym.plecl.'iquc cO;!loniqu(!. ou 'lJo'ù:,fnagc d'Il point :z:o 'idenl'i;{7:é 
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-' 

ri, 0, On suppose que ;l:O es" 'Un point régulier, i. e., 11 (:I:o) ::f- O. Il e:J:isle des co-
onlonnées symplectiques 1: (ù~finic8 (l'li, voisinage de 0 telles que le J1àrnillon'Îen 
s'écrive J[(:I:) =:l:n+b les équations du 'l1Wll'lJem,ent se réduisant à. 

Preuve, La preuve résulte du théorème de redressement des champs de 
vecteurs au voisinage des points réguliers et de la propriété suivante : le 

--+ 
groupe loeal à un paramètre 'PI, associé à H induilï des difféomorphismes 
symplectiques. 

Corollaire 3. A u voisinage d '1.1.1] point régulier '/Ln 8"slème H œmillorâen ad
rnet TI. inJ;ég'/'(},I(~s pr'emièTes en involufion. 

2.1.2 Le théorème de Noether 

Définition 29. So'iJ, (1\1, T, U) un slIstèrne méco'T1:ique llulonome, T l'énr.rgie 
cinétiqu.e donnée en coordonnées locales par T ~ E [J,i,i(q)(hqj, U la fonction 
polentielle et L = T - U le Lagrangien associé S'W' T 111. l'la la t,m.n",] orma-
. aL. . 

t'tOn de Legendre ]J = -8' , on obüenl S'lL1' le col.angent m'llT/,'t de sa strllctll:re 
'q 

canonique, le Ilamiltonien (l.,;'soôé H(Pl q) = T -1- U. Soit X un champ de 
vecteu7'1i complet, .5111' 1\1, i.p 1 = exp lX le groupe à un ]Jam:mèl,re associé el 

/. le r'elèvcm.ent s]/mplcci;iquc. On di/, que 'PI est 'Une sllmét7'ie d'li. s]/stèm.c 
mécan:ique si Ir 0 TP /. = H. 

Théorème 5. Si 'Pt. est une Sllméb''ie, le Hamiltonien Hx = (P, X) est une 
inUgmle ]J7'cm'ièTe (lu système. 

Preuve, En dérivant llo/ = Il, on obtient la condition {H, Ifx} O. 

E:vemple 7. Considérons dans IR:.:J 
J le Lagrangien L = ~m.(â~2+l?+z2)-U(.1:, 1)), 

le potentiel ne dépendant pas de z. On en déduit-que li" = (p, X) avec 

X :_ est une lntégrale première, soit p=. En fait le Hamilt;onien II = T + U 

ne dép~nd pHS explicitement de z. 

Définition 30. Soit 1-1 un champ de '1J(~cle'/lrs Ham:iUoT/:i.en cl, (q, p) des COOT

donnée.':! de Dœrbo1lJ:. Si If ne dépend 1)0./3 e:nplic'itemcn /, de q 1) on di/, que ql 
est, li.ne cooTdonnée. c:lJcliquc. 

Proposition 18. Soit Tl un cha.mp de 'IH:.cieu:rs Ha:miltmâen de lFf:l H et ql 
une coordonnée cycliqlLC. a.lors III cs/' '1J.1W hltégm.le jJTc1niè,'c el en not,ant 
(J = (Q'21'" ,qnL 1) = (]J'l,'" ,Pli) et il = H(j}, (1, c)! Pl = c, a.lors (i],]}) sont 
.'iolu./.ions de l'équation de Ha.m:Won 

. ail. Dil 
ij = Dl)' fj = - Di] l 

dépenda.nt (lu. pa:ram.èt1'c C = ]JI ' 
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Preuve. Comme qi est i""\fI·l1r.11r.J le système se décompose:: ml 

(Îl 
DH 

jJ l - DpI = 

DJl 
ij = Di) jj = 

D'où le résultat et (jl (t) 

DH 
0 

DIl 

(DH 
q(O) + frl ~d8. 

.Il VPl 

C'est l'outil de base pour intégrer les systèmes Hamiltoniens1 à partir de 
cordonnées cycliques, 

Corollaire 4. 8'1 Tl = 2 et Il p088ède une coo'rdonnée cyclique q], le ;ly!:ltèrnc 

en (J2) fJ'J. c81 de dÙnCn8ÙJ'Il 1 et .., 'ùt,/,èg'l'c à, l1a,ùle de 11intégralc iT (p2, f}2) = c', 

2.1.3 La méthode d'intégration de Jacobi 

Le principe 

Le principe de .Jacobi d'jyrtégrer sur Jft21l les équation (rHamiHon rj 
DH 
-ü' , 

jJ 

. üH 1 . S"l' l l' l' Q 11 lJ = - f}q est e SUIvant. 1 eXISte ( es caon on11ees symp eetIques ,te cs 

que le Harniltonicn Il (]J~ q) !(( Q) ne dépende pHS de P, alors les équations 
du mouvement s'écrivent 

. . fJJ( 
Q = 0, P = ()(J' 

On en déduit que 

DJ( 
Q(t) = Q(O), P(l) = /, DQ + P(D). 

, IQ(O) 
(2.1 ) 

En utjlisant la. proposition dIPrchons localement la transfolTnation sym-
p]eetique définie par nne fonction génératrke S( (f, Q) a,"isocîée à la I-forme 
(J'a = pclq - Pr/Q, soit donc la relation 

;:)s~ il S-' 
u p=~ 

]J = Dq) (JQ 

La cOllditionH(}), q) .l\"(Q) donne l'équation de Hamilton-Jacobi 

(
')S' ) 

Il ~)q l fJ = J((Q) 

où 1(( Q) = h constant, avec p 

On a le résull;at suivant. 

oS' 
-D (fI,Q). 

fi 

(2.2) 



30 2 Quelques propriétés des équations différentielles Hamiltoniennes 

Proposition 19. Si on a une SOll1ho'll- 8(q, Q) de l'équation de l-JamûtoTl
EPS 

Jacobi déJJ(:;ndant de n-pm·(J.'/TI.èlrcs Qi et, telle que det, rI D ) =1= 0, alO1's les 
c q Ct 

, . 1 }:r '1 . D fi . equabon.c; UJ. HLm'!. ,l,on q = jJ 
DH 

,r; 'hdègTcnl. e:l:plicitem.ent, lw'r 
Of[ 

q'/1.a.dmf:lJ:n;8. Les JoncUons Q(p, (}) d~rinie8 pm' p 

lJ'l'em.ière8 r]1J, TTUJ'l/,'lIcm.cn1. 

DS, ., 
(q, Q) sont TI- rnteg7'll.les 

Calcul d'une intégrale complète 

Dans Jo. pratique, on peut. calculer une solution dépendallt de 11 pararnf:~t.res 

(solution dite complète), dans le cas où Jléquation est à variables séparables, 
L'algorithme est. le suivant. Si l'équation a la forme 

on cherche la solution SOllS la [orme 

O (
dSI) l' 'cl ,. d 1 {' 11 pose tp -l-' fJl = Cl ct. on (Olt 1'eS011 re une eqllatIOn e a orme 
Cfll 

(
DS' DS' ) 

f]J2 -;--) l""~' (}2,··· 1 fjn, Cl = 0, 
( q2 (J(}n 

la fonction .5'1 étant solution d'une équation difl'érentîelle d'ordre un. On 
réitère le processus avec W'l si on veut séparer (P2,Q2) des aut.res variables 
et ainsi de suite. Cela comluit à intégrer réquaLion par quadra.Lurcs. 

Exenlple d'application 

Considérons da ilS le systfmw mécanique défini par le Lagrangien 

1 . '1 .') • ') 

L = "2m(:l:- + 1F + .:;-) - U(J:,?I, z). 

Le passage en coordonnées sphériques s'écrit tp : (:r. Yl'::) 1-. (r, 0, tp) que l'on 
relève cn nn difféomorphisme symplectique 

Le Hamil tonien s l écri t-. 

11 
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Considérons l1n champ de potentiel de la formc"' 

b(O) 
U(I',O)=n{r)+-.) . 

7'-

Ici tp est une coordonnée cyclique et P';J est 11ne in\'égralt~ premibre, L'équat.ioll 
crIlamilton-Jacobi (2.2) s'écrit 

1 (D8)'2 - +(1.('/')+ 
2'01, (JI' 

1 [ ( ~~1~') '2 + 2mb( 0)] + _, _.)1---;;:-- (~S) 2 = li. 
{Jo 2nl'l'- 0 otp 

où h est l'énergie. La méthode de séparation des variables s'appHque. Comme 
tp est cyclique1 OJI cherche une solution de la forme 

et en séparant les variables, il vient 

(
dS\)2 p'2 

dO
- + 2mb(fJ) + ~ {3 

8111- 0 
') 

1 (dS I ) - () fj /_ - -- +(1.1'+--.)=1. 
2'1/1 Û1' 2m:r-

oit ]J'Pl /3, h sont dos constantes. 

(2.:3) 

En choisissant les branches positives ponr le radical, on obtient clone la 
solution 

Peptp + .l p'2 l /3 - 2mb(O) - ~dO + 
sm- fJ . 

/3 
f3 

2'111(11, - (/(1')) - ~dl', 
T-

Les intégrales prerniÈlres identifiées dans la procédure sont le Hamiltonien H, 
Pep impulsion associée à la. variable cyeliqne r.p et:. une intégrale pl'ernière cadlée 
donnée par 

') P~ 
Pô + 2mb(O) + -'-')-" = 

sm- () 

2.1.4 Un théorèrne d'intégrabilité dans le cas linéaire 
non autonolne 

Théorèlne 6. Consùléron . ., '/lnc équation rJijf'érenl:iclie :i;(t) = .11(1,):1:(1) d(]n;; 
Iff:!lI, linéaire el, Hmnillonienne. SoU (:tt(l)"" ,:t:n(t)) lJ.11 'lI-uplel de ;;Ol71-

tion8 indépendantes C'II 'Î'lJ,'IJOluMon. il lm'B, [l'Il ensemble campI el, de 2'11 solul"ions 
indé:pcndaT/tc8 penl ê11'C co/culé PlL',. quadratures. 

Prc'll.'vc. Notons LU) la matrice 2/J. x TI dont les colonnes sont les soJn
tions ;r:! (t), ... l :1: II U). La famille L(I,) rc~présente une famille à nu paramètre 
d'espaces Lagrangiens. On a done les n~latÎons 
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L AL, 'LJD O. 

Puisque les solutions sont indépendantes, la ma.trice ILL est inversible. Con
sidérons la ma.trice 211 x 'fi. définie par LI .J L( ILL) - 1. A lors, l L' J El = 0 
et fLJL' = -l, et donc la nmtrice P = (Dl L') est une matrice symplectique 
d'inverse 

p-l 

Avec le changement de coordoIlnées ,7; = PU)]), on obtient l'équa,i;îon Hamil
tonienne 

Û P-l(AP - /»]1. 

En utilisant l'fkriture j; = .lb: = .J~~; = .lB, 011 1-1 = ~ l:r8(1,):r est le Hamil
tonien associé, dans les coordonnées symplectiques li féquation s'écrit, en 
décomposant en blocs d'ordre n, 

et en décomposant ]J = 'Cu, v) E ]Rn X jR'Il, on obtient l'équation Hamiltonienne 

ù=o, 
V -'L'(SL' + .lL')u, 

qlle l'on peut; intégrer (l,vee une quadrature. 

2.1.5 Le théorèlne d'intégrabilité de Liouville 

Vobjeetif de cette section est de présenter le théorème de Liouville sur 
l'intégra\,Îon des systèmes Hamiltoniens. On donne une esquisse de preuve, 
voir [:17] pour la preuve complète. 

L'eXell1ple du champ central 

Considérons un système rnécanique du plan (j = (qll fJ2), la position de ln 
j' l cl . . 'j' T 1 ( .') ,r,) l" . . 't' t pal'I,lell e e mHsse UllI ;e, = '2 qI + fJ'i energlO cme aque e, supposons que 

le potentiel est, central, U U('l') oÙ ". = Jqr + fJ5 est la distance à l'origine. 
SaiL P = (Pl ~]J2) le vee(,eur dual. Le Hamiltonien est 

H(p, q) = 2 + U(r). 

Le système possède dmlx int.égrales prmnières : l'énergie H et la longueur 
du moment dnéLiqne, AI fJIP2 - f}2Pl. Pour analyser le mouvement on 
introduit les coordonnées polaires (l', ()) et les variables dllalE~s sont; 
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]J," 
r 

Po q\]J2 (}3Pl ! 

1 ') ]JO) . 
H = 2(jJ~ -1- '1'2 + U(T), 

lIi = Po. 

F'ixons une valeur c (h, 'ln) de l'énergie et de la longueur du l'noment 
cinétique pour que le mouvement soit borné. Les trajectoires évoluent sur un 
tore T 2 , Il = 11. el, 1\1 'ln et on a 

• p(J = rn et OU) est Pangle sur un cercle. 
e (1', p,.) parcourt un cercle donné par H h. 

Sur chaque surface de niveau de T'l, on peut choisir des angles (cp l' CP2) tel 
que le mouvement s'écrive 

Oil les fréquences w] (c) et W2(C} ne dépendent qlle de c. Cet exemple est un 
cas particulier du théorème de Liouville. 

Le théorème de Liouville 

Soit (AI, w) une variété symplectique de dimension 2'71 et un champ 
de vecteurs Hamiltonien, Supposons qu'il existe 11 fonctions en involution 
Ill, ... ,II,1 ! c'est-à-dire, {Il,:, Il:j} = O. Considérons la surface de niveau 
h = (hl! ... ) hn ) définie par 1\111 {:I; 111 1 Hl?:) = hi, 'i = 1, ... 1 n} et 
supposons que les n-fonnes dl!; soient indépendantes en chaque point de J'h. 

1. Si Ah est compacte et, connexe, elle est diH~éomorphe il. un tore Til de 
dimension 11 1 {( t.p JI' •• 1 t.p,I) mod 21ï}. 

2. Le champ il] définit sur chaque tore Ah lm mouvement d'équations 
d'Pi 
dl, 

wi(h) où les fréquences ne dépendent que du niveau h. 

3. On peut choisir au voisinage de chaque tore des coordonnées symplccUques 
(I) 'P) telles que le mouvement s'écrive j = 0 et CPi wi(h). 

4. Le rnouvement est·, intégrable par quadratures. 

Pr'c'Iwe. On donne les étapes cie la pr(~llve. 

LemUle 10. l1h est une so'us variété de dhnension 11 .. 

Lmnme 11. 8UT une lmr:faœ lIh les 'fi, champs de vectcuTS 1). , , , 

sont tangc11Js, linéai'f(~'lTI,ent ùuléperulants ct commut.ent rle1J1; ri, de.ll:l;, i. c. 

[H\l Hj] O. 

Preuve. Par construction les Ij j sont tangents, indépendants et {Ifi , H,i} = O. 
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Lemlne 12. la 2-forme w eBt nullc sm' J11I1, el J1h est donc une sous-va.riété 
Lagmngien'll,e de J11. 

P1'f!.uve. Les n champs Il; engendnmt l'espace tangent, de l1h et, 

dIfi(Tf j ) {Tfi , H:j} = O. 

Rernarque géométrique. Considérons JR:!lI muni de sa struetllre canonique 

( 
D5'(Q)) dp 1\ rlq et soit 5' une fonction q f--io S (q). Notons L le graphe q j 1) -n-' 

(jfj 

Alors 

(
D8(q) ) 

rlp 1\ dqlL = ri -,:- 1\ dqlL 
()q 

a:!s 
car si i =1- j. Done la restriction de la forme de Darboux 

aqji)qi 
de Lest nune et L est une variété Lagrangienne. Cet exelnple sc 

r-.'","',"',UL"~. et toute variété Lagrangienne admet localement une représentation 
Un point important du théorème de Liouville est. de représenter 

localemont une surface de niveau eonune un graphe associé à une ronct,ion 
génératrice. Vautre point, cIef est le suivant. 

Lelnme 13. La 'V(J,riété Ah est dijjëommphc à. 7/,71, t,on:: Tl!. 

----" 

Prcuve (ùuücai'jon de jJreuve). Notons exp sH i le groupe à un paramètre 

associé à i cL pour i, = (t,]" .. ,tll ) E.!RI!, posons 

9' exp l'n H 1l o ... a exp!.] 1. 

L'applieation rlf. agit sur Ah. Pour .To E Ah, posons y(t) = 9/,(;r:o)· 

Comme les If i, H" cOllunutenL, exp li Hi 0 exp f,j Hj = exp t j Il j a exp ti Il i et Eh 
définit une action du gronpe abélien !Rn {(I.], .. , , ('nn sur l1h. 

Considérons le stabilisateur de :1;0 donné pal' 

C\'st un sous-groupe de ll~n qui ne dépend pas du pohIt, ~Z;O. On montre que 
ce sous-groupe est de la forme 

Il { ~ m'iei 1 mi E Z } , 

où les Ci sont des vedeurs de RI!. On identifie JHIl au quotient JP{n / H" 
Tl; X , Comme Ah est compacte, on a nécessairement 11 ft;. 
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Loca1c~rnent~ ]a construction revient à. redresser tous les champs les 
coordonnées d\m point. de l'orbite {D, (:l;n)} étant le temps le long des courbes 

~ () If" 11'' 1 intégrales. Dans ces coordonnées, J-f 1 l' ..1f~S Tcquenees Wi ( U 1; woreme (0 
( t 1 

Liouville repré~senLent la pentE! de Hl par rapport aux veeteurs ei définissant-, 
Ii. Pour acllE~ver la preuve, un point illlportant est de construire le système 
de coordonnées symplectiques du poillt 3), cette construction prouvant que le 
syst(~me est intégrable par quadratures. 

Construction des coordonnées sYlnplectiques. Dans les coordon nées 
{l!J, ... l ,CPJ 1 •• , 'PrJ déduites dl's inl:égrales prtmlif~res et de la. eonstruc
tion du tore T1/ l les équations du mouvement sléerivent 

dH i = O. d'Pi (1 ) Wi ). 1 

dl 'dL 

mais les variables (FI, 'P) ne sont pas en général symplecLiqtws. 1v10nll'01I8 corn
ment construjn~ des coordonnées de Darboux (I, cp) telles que le mouvpmerlt 
soit de la fonne 

dl 
dt, 

cl'P () 0, -_}- = W I 1 

ül. 

la consl,ruct.lon étant, valable au voisinage de chaque tore TH ~Lssoeié il Ah. 
Faisons la construction avec Af IPi.2, W = dp 1\ dq. 

On cherche donc 1 t.elle que la tra.nsformation (JJ, q) I--i' (I, cp) soi 1, symplec
tique, la coordonnée f ne dépendant que de h. 

En utilisant la spdion 1.5.6, on se ramÈme au calcul d'une fonction 
générat.rice S(I, q) vérifiant 

fiS' = pdq + 'PdI, (2,4 ) 

la fondion /3 étant assodét~ il la forme cr.1 

15. On Il donc les relations 
pdq + QdP dans la proposition 

(2.5) 

La surface de niveau J'h TI est définie pa.r une valeur H = h dn 
Hamiltonien et I ne dépend que de h. Or, d/3I J =d(: pdq, et donc 

En parcourant une fois le tore Ah 1 on obtient Paccrojssemen{, 

iJ.S(I) = j' pdq 
.'J'Mit 
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la dernière égalité relevant du théorème de Stokes et, l'intégnI1e étant l'aire ./1 
balayée. Par construction, cp est J'angle paramétrant Ah" et done 

et ce résul\;at rw dépend pas du niveau d~énergie h. D'aprés (2.4), on il <p = ~~, 
cc qui impliquc 27i = .1<p = (;~ .1S(I). D'où la relation 

.18 A 1 f' J = - = - = - } pdq. 
27r 27r 27r . 

La construction est identique clans le cas général. Sur chaque surface 1\1", 
on définit les coordonnées Ii en posant 

(2.6) 

où les 1 Î sont des chamins fermés sur le tore Ah 1 parcourus une fois et non 
homotopes, deux chemins homotopes définissant la même coordonnée car ldh 

est Lagrangienne ct la restriction de dp A dq à I1J" est nulle car la surface 
J\:h est définie par un niveau I= constante où lcs Ii son(; indépendants. Notre 
preuve montre qll(:~ J s'obtient par quadratures. Il en est de même pour le 
calcul des angles !Pi qui paramétrisent les tores voisins de AJ". 

Définition 31. Un clwmp flmn'ilto'l1'ien qu:i vé1"i:{ie les conditions J)récédentes 
est dit L'lou'ville intégrable. Les 'llOJ'iables (I, !p) s'appellent les variables acl'ion
angle, et le mmwcment de la forme 

dl = O. drp w(I) 
dt 'dt 

est dU f]lU1..5i-périodique. 

2.2 Stabilité des états d'équilibre lnéthode directe 
de Liapunov 

Définition 32. Soit :v = X(:c) l1ne équat:i.on difj'él'entîclle de ]R11! où X est 
l'isse, 071 dit que :1;* cst un état, d'équilibre si X(:r*) = O. Notons ;I;(t, ::co) la 
sO!-l1lioll ù,sl1,e en (, = 0 de .T{)_ On dit IjU ''ll:rJ éta.I, d'équilib1'e C!:Jt stable {lU sens 
de Liapunov s'i 

Si :1:;- n'est pas stable, OT1, dil que l'é/,at cl 'équililn'c est, instable. Si ;r"" es/' stable, 
son bassin d'aUmdi01I est 
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Si D(a.:*) e..,t, un voisina..9c de ;r;'" 011 dit que :r'" cst, oJ:ilJmpfDUquenlcnl sto.1Jle. 
Si D(:t") = :!Rn. on dit, que :1;'" (;81 .910balemenl osymp-lol'iquemc'I1i s/,able. 

Définition 33. Soit U 'lI:fI. vo'iS'l7W!Jc ouvert, de a:* et V : U -+- IR une fonction 
l'isse SUT U. Si t 1-1 :r( t) est une /'Tojedoù'c, nol,ons 

cl ' 
- 11 (:r ( t ) ) dl' (;7: ( /. ) ) ( X {.1: ( t )) = L x V ( ;t ( f, ) ) 
rU 

D'IL Lx 17 est la. dérivée de Lie. On dit qne l'est une fonction de LÙL]J'll'nov si 

1. \1(:z:*) = 0 et 17(;r) > 0 si :1; E U\{:r"}, 
2. \1 ~ 0 da.ns U. 

Si de plus 11 < () dans [/\ {:r*}, 0'/1. dit. que 'V est, une fond/ion de LùqJ1/'/l.o'U 
stricte. 

Théorèlne 7. S''il e:rù;te une Joncliion de Liapunov V alo'!','; rétat d'équilibre 
est stable. Si. de plus \1 es/' strider l'étal rl léquiNbn; C.'it asympf,oUqucrHcnt. 
sl,able. 

Preuve. La preuve est standard (voir par exemple (37)). 

Théorème 8. Soû :i~ = f1;,; un .susl,ème linéaire S'If/' iR~n, el soi[ a( il) = 
{A 1 j ••• , }.1I} le 81JccI;rc de A, chaque valeur pro]J're éla:nl co'mpléc a,'uec sa TflUl

UJ)licilé. 

1. L 10dgùze est ylobolemenl, u,sym,piot'iqucTnent stable ,'j,/ el, seulement, si 
Re Ai < D, pour i 1, ... , 'IL 

2. L 'oT'ig'ine es/' stable si et seulemen,1, .';i 

a.) Re /\ ~ 0, pOU'T' 'Î. l, ... 1 11 • 

11) Pour chaque '/Jalc'IJT propr'e Ai telle CJII,e Re Ai = 0, le.'i 'J!oes de Jordan 
a.ssociés 8V.r C 80'IÛ cl 'o'l'd'l'e U11. 

Prenve. On donne les détails de la preuve fondée slIr la COTlstrudion d'une 
réduite de .Jordan réelle pOUl' A et qui permet construhe mH:~ fonction de 
Liapunov sLride sous l'hypothèse quo les éléments du spectre de il sont à 
partie l'éel1es strictement négatives. 

La construction de la réduite de Jordan est la suivante. Tl existe une 
décomposition de Pespaee 

IR,ll - Et), .. 

'1' + ,<; p, chaque espace étant invariant. par A el; A est sernblable à, une 
matrice (Nag{.h l' •• l .Ill} oil les .Ji sont des blocs do .Jordan réels de la l'orme 
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[
,\ . 
1 . 

o :1 

[ 
(l:i ~i] 

-(3 i Oi [
"JO] 
() l 

le spoctre de il ét.ant. formé des racines rédIes '\i, 'Î l, ... , r, et, des ra.cines 
conjuguées (ai + i/3;1 ni iPi), i = 1, ... ,8, et c~11 ost: semblable ~\, la, matrice 
dilJ.[J{ c,J, t,. , ., e.ll"}. 

Observons par aillenrs qlH! dans les blocs d(:~ .Jorda.n on peut remplacer les 
coefficient.s 1 par un nombre non nul arbitrairement, pl:tit,. Par exemple pour 
chaque bloc d'ordre ,,' associé> il la valeur propre réen(~ A on remplace la. base 

C2 C;! 
{el: ... , CJ..} par la base {e \ , -, --;:j", ••• }. 

:: C" ..... 

Soit E ainsi fixé ct, consîclér:'oll; le produit scalaire noté C '}5: où les vecteurs 
de la bast~ sont orthonormés. En notant AI la matrice fit~l1lblablc à il associée 
on a 

AI 8 + JV(E) 

où 8 E~S(; la partie diagona1isable sur C, 

( 
0'\ [ l'Ts 

cl/al] /\1,"" '\111 (\:1"" l -/3
11 

), 
et JV(E) ......,. 0 lorsque E ......,. O. 

La mise SOlIS forme de .Jordan de la matrice A conduit à décomposer 
J'espace JH:.fl (~Jl trois espaces: 

• : l'espace associé anx valeurs propres ayant UllD partie réelle strictement 
négal',ive ; 

• E'II: l'espace associé HlL"\: valeurs propres a'yant une partie réelle strictement 
posjUve ; 

li : l'espace associé aux valeurs propres a,yanl'. une partie réelle nulle. 

Si E(~ = {a} la position tréquilibrc ost hyperboliq1le. Si Eu = {a}, 
(,outes les valeurs propres sont à partie réelle strictement négative. lvIontrolls 
que l'origine est miymptotiquemellt stable. Soit \1(:r) = (:l:, :1:)E, alors 

1> = (8:z:, ;1:)E: + O(E) () 

pour e: assez petit et 17 est une Fonction de Liapunov stricte. Lt~ même calcul 
conduit:. il. prouver la stabilité sous les hypothèses a) et. b). 

Un calcul dired de m()Iltn~ que si Ulle clos valeurs propres est à partie 
réelle strietmnenL positive où il. partie réelle nulle avee un bloc de Jordan 
d'ordre strictement supérieur ~I 1 j l'origine n'est pas fitabl<:-;. Enfin dans le cas 
1), le calcul de e-·\I montre que le domaine cl 'aUraction de l'origine est 
tant lRIl. 
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Une autre rnéthodp pOUl" construire une fonction de Lia.punov clans le cas 
linéaire esL la suivante. 

Définition 34. Soif, :i; = A:/: '1J.11 ."yslhnc linéaire cl, 11 (:r) ':1:8:1; nne fOr/ne 
q'IUl,draUque D'Il S e8i 'l/.uelnaJrice syrnü/'ique. Alors l~' = 1:i:8:r+l:cS:i: = 1:r(IAS + 
SA);1:. Si U = 1,1:5:r C8t 'U'IIe fO'l'nIC quadmiiquc donnée, la 'J'eclwrchr:: d'u'lIe 
1000"rne qu(ulnûùj'1J.e F l;fS:I~ lelle que li" = U conduit à 'f'és()udn~ l'éqlUJ,lùm 

de Liapunov 

fA8+SA=S. 

Théorème 9. Sail A 11,71t; malrice donl, le spectre est, à pn:rt.ic réelle slrlcfe
rnent néfJatùJc. Alors, pOIPI' ioule nUI,f,rice sym,étrique 5 < O. il c;r:isle une 

IJ'lIique 'rnatl'ù~e 8!Iméf,rifJuc 5' > 0 solufion (ft:; l'éq1J.(lf,ion de Liapu'/lo/J. 

Preuve. On pose 

ct 

= _ [eH/ASeSA.] += + rf-"O e!./ASc.<;AAds 
11 ./0 

en intégrant par parties. Le tcrme intégr6 sp réduit, à S ear pour tout t -+ +00, 
eUl o. 

Théorènle 10. Bo'it. le .'iy.'dèrne j; = X(:l:) de iR" d :z;" 1/.n état. d'éq1J.il,jbre 

idenl~fié à 0 el X(:e) = lb: + R(J:) où R,(J:) = o(l:rl). Si le spectre de A est ri. 
Jw:rtic réelle sl:'riclerncnt négat.i-lIe, alors l'origine (;81, (J,symplotiqnem.enl sf,ahle. 

Preuve. La preuve qui est, élémentaire conduit aussÎ il. construire une estÎJna
tion du dornaine d'attraetion. Comme le spect.re du linéarisé est, à part.ie réelle 
strictement négative, il cxiste done lIne fonne quadratique li > () telle que 
DV ,. . av 
-D. .Ar < 0 pour ;1; f. O. On en dechuL que 11 -::}(A:r + R(:D)) < 0 sur un 

x DX 
voisinage de 0 car R(:E) = 0(1:1:1). 

Pour étudier J'instabilité des ét,(j 1:1.; cl 'équilibres des systèmes non linéaires, 
on utilise le critère suivant (théorème de Tehetaev). 

Proposition 20. SoU :1:1- ·un étal d'équiNbrc de :Î: ..-\(:1:) ùicnti;fù3 ri, O. Sup
posons (jn!.j[ e;r;isle é > (} et '/ln ouvert con'l7c:1:e 1[1 inclus dans la boule de 'l'Oyon 
Br:; centrée en 0 el de rayon E: el une .ronel/ion lisse V al/aut les ]J'I'O]JTiélé,'i sn'Î.'l.l
unie.s. TI e;àsf,e li: el une fonction 0. conl:Îu,IJ.c. siridc'IIu:.nl, cToisso:nte et. nu1le 
cu' () lel que 
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1.0 < V(:1:) ~ k .. V:c E !JI. 
2. 17(:1:) ~ a(li(:r)), V.T E 1jJ. 

3. V:c E P1'(r{l n B"J) 1I(:r) = O. 
-{_ L'"orifJl'll.c 0 est da.ns Fi'Uv). 

illo'!'s :z;* = 0 cs/' instable, 

Preuve. Soit, 'Il quelconque asse?, peUt et :l:U tel que I:rol ~ '1} et .ro E !JI. 
ivlont.rons que la trajectoire :r(t) issue de :co quitte la boule pour un t ~ O. 
Supposons que :t(t) E (J" Vi ~ O. Alors \7(:t:(t,)) ~ 0 et F(:r(t.)) V(:1:{)). Donc 

k ~ V(:l:(t,)) = V(:r;o) + /,t· 17(:r:(r))di 
.1) 

/

,1 

~ V{;ro) + a(V(:D(i)))dT 
.(J 

~ F(:ro) + ta(V(:ro)), 

Le.) k - li(:l:O) ~ ü1.(l/'"{:fo)) et cette inégalité devient fausse pour" assez 
grand. Donc la solution quitte le domaine !P. Elle ne pe11t le faire en traversa1Jt 
Fl'(l]! n B:;:) car il raudrait que V s'annnl(-~ d'après 3), ce qni est impossible C"U' 

\7 ~ O. Donc la soluUon quitte Es, 

Cc critf)re permet de prouver le théorème d'instabilité cie Liapunov, 

Théorème 11. SoU,;c = .f1.T+R(~r) où R(;l;) = o(l;cl). Si le sJJcctn; de il admet 
une valeur' ])1'Opre à paTf:':c réelle stridemcnl pos'iti1Jc, alo1's le point d'équilib'l'c 
o es/' 'Ï1i.8ta,blc. 

Pn;'lJ.vc (indication). A partir du liystème linéarisé) on peut décomposer 
J'espace ]PL II en deux sous-espacos .E t E'2 oü El = l'espace instable as
socié aux valeurs propres à ]J,utie réelle strieternent positive et E'2, = EB Ee 
est l'espace élssoeié aux valeurs propn~s à. partie réelle négaLive ou nulle. Si 
Ee = {OL le résultat est une conséquence du théorème cie Hartman-Grobman 
car le système est CO-équivalent à son linéarisé qui est stable. Sinon iJ faut 
appliquer la proposition 20 et eonst],llil'(.:~ un secf;eur !P voisinage conique d'une 
direction 'U oil le système quitte un voisinage de l'origine. 

2.3 Le théorèlne de Lagrange-Dirichlet 

Théorème 12. Soit. (1ll, T, U) un 8N.';J,c~m,c mécnniquc. S'l f!énc1'!)ie pol.en1.ielle 
ndl1u.d nn 'mhâmn1n relll/:if 8l'l'ict en q" alors (q*, rt = 0) est nne posiUon 
d'équ'ilibrc s[,nble. 

Preu.ve. Notre ét;uclc est loeale et on peut. supposer Ai = IP~lI, q*' O~ \1(0) = O. 
Le HamiHonien II T + U est une intégrale première et, Pénergie cinétique 
T = ~ 2: (1,;j(q)(Îi(j) est une forme quadratique défhlie positive, Puisque \1 
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possède un minimum relatif striet en D, il existe (J tel que q 7'= 0, Iql < p et 
V(q) D. Soit 1:, 0 < 1: < fJ et posant; 

on a. /1 > 0 et Féncrgie 1-1 est llul1e en D. Choisissons C]o, cio a .. ":isez petits de 
sorte que If(qol rio) < II.. Alors la trajectoire q(tL ciU) issue de qu, cio vérifie C11 

vertu de la conservation de l'énergie I-I(q(I) , ci(t,)) < Pl Vt. Il en résulte que 
pout tout i, Iq(t;)1 < 1:. En effet si Iq(t)1 aU,eint E, on aurait F(q(t)) fI et 
donc T(q(t:) , ci(t;)) < 0 ce qui est impm.lHible. 

2.4 FarInes nOl'lnales de Poincaré-Dulac 

Définition 35. Sail il une matrice calTée d'ordre 'nI à coefficients cornple:1:Cs, 
et soi(, a(A) = {..\11" .,./\n} .'Ion spectre. On suppose q'lle A est diagorwlù;a,!Jle. 
On dU (j'U ''il li a résonance s'il e;z:isl,e une rdoüon de la jorme 

Tl 

..\8 (n~l ,\) = L rnir\ 
i=] 

0'11, m (rllI, ... , nIT!), m,.~ ~ O. E~~=o rn./; ): 2. Le nornbre Irnl '1T1 k 

8 'appelle l 'm'd're de la résonance. 

On va prouver le résultat suivant dù à Poincaré. 

Théorème 13. SoU X(:z:) .lb; + ... un c1wrnp de vecl.ell'f"S jOl'md de. C 1l
• 

Si les valeurs ]J1'Op'f"CS de la. mal'rice de il ne sont pas Téso'lw:rr/,es J l'équal.ion 
~C X (~z:) se m.mène pa.?' un change'ment fO'l'mei de vQ'f'iafJ/e8 :D = li + ... 
à 1 "équation linéaiTe Ji AU (les ])o'i'l1l"ç dr~ sl/'!;pension désignaTI.t des séries 
formelles ci 'onln,- !wpérieul' sl,T'icl.em.ent à 1). 

La linéarisation formelle résulte d\me série de lemmes. 

Lemme 14. Soif, h(y) 'UT/. pollJ11.ôme vec/,oriel d'or'dT{; T ): 2 (donc 1i(0) 
Il'(0) 0). Le chanfJem.enl, de variahles ;/: = y-\- h(y) transforme li = Ayen 

l'éfJual'ion.t A~r + '11(;7;) + '" où 'O(:r) = ?hJh - A/I.(.1;) el, les points de 
Da; 

suspension sont des termes d' o'f"dre sl·riclemc'//.t supé7'iclKr à r, 

Preuve. On a 

:i: (1 + ~;;) Ü = (1 + ~~ ) fly 

( 1 + ~1I) A(:r 11.(:1;) + .. ,) 
oy 

(
âh ) A:r + 8;1; (:7;)fb: - ilh{:r) + ... 
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Définition 36. Bn niilù;a:nl, la '/wlaLion 

adA(h) [ 1 1 
Dh( D(A:r:) ( 

11., i:r = ;t;)A:r - -;:)-11 :r) 
û:L: 

]J0·1/.1' I.e crochet, de Lic~ D'li. l1JJpelle équaf.ion frJ'ndœmcnl,ale (de la. linéarisa.tion) 
l'éqna./Jon arlA( Il) v, 0'11, 11 esl un champ de vcetell:1'8 dO'll'né el h la fonction 
'in co '11 'f/.·/I e. 

LCllllne 15. 8njJ]JosO'ns que A esl, réd'/J'Ït ri, sa forme d'iafJona.le diag( /\! , ... , Ali) 
dans la. !Ja8c Cl, ... , Cri ùleul/ifiée à la base co:noniq'l1c de C n

, les vecteurs 
élant, 'représentés jJa:r des colonnes. NOt01/.8 :r/11 le 1nonôm.e ;rt1 ... :J:~;lfi. Alors 
l 'opérat.eur ariA C.'il diagona.l sn1' l'ensc'Inble des sé1"ies formelles et, ses vecteu7'S 

pmpres sont le,<; 'Humômes vcdo1'Ïcls ;1;111 Cs, les vale'll1's p7'01J'1'e8 a880ôée8 étau/, 
dOT/nées pŒI' rJ(lA(a;lr/ e,,) = [(In, À) - À .... ]J;·/llc". 

Preuve. Un calcul facile donne le rèmltaL 

Lellllue 16. Consùlérons l'équa.tion :1: = A:J; + v(~z;L avec cleg(v) ~ 2. On 
suppose qu.e le .9pectre de A est sans ré8o'/Ul.nee d 'ord·te 'inféric'lJ.1' on égal cl. 
k. Alo1's un cha.ngerncnt de va.riables :1; = y + 17,([1) lm,nsfol'me l'équa.tion en 
li Ji!J + v(y) avec deg(v) > k. 

Pn:'II:/Je. A étant dagonalisablo; on procède par récurrence on supposant 
l'équation réduite il la formo :i: = A:z: + 'Ur (:r; ) + ... Oltu). est homogène de 
degré T < k et; les points de suspension désignant des termes d'ordre stricte
ment supérieur fi l'. Résolvons l'équation adA(h).) = 'Or dans la classe des 
polynômes homogènes de degré 1\ En l'absenee de résonanco d'ordre 1', ariA 
est inversible craprès le lemme 15 et on peut calculer explicitement h J<, d'ail 
le résultat. 

En l'a.bsence de monôme de résonance, ce résultat donne l'a.lgorithme pour 
réduire formellement l'équation ;i; = A;]; + ... en un système 1inéaire. Cela 
prouve donc 10 théorème de Poincaré. 

On peut aussi traitor ]0 cas des résonances et obtenir le résultat suivant 
de Poincal'é-Dulac. 

Proposition 21. On suppose, .Ji dÙlg07/.alisa.!Jle. A lOT'8 l '(~q'lJ,ali.on ;i; /lz: + ... 
.'w 'lYl.rnèl1e fonnellem,enJ, à 'l.l'n.e équalion. Û Ay + w(u) où ions les monômes 
de la série formelle 8011,[ Té/:iOnunl,s. 

Ces résult.ats étallt Cormels1 on dOIlne des critères de convergence. 

Définition 37. On cr)11,sù!èTc des cha.mps de vecteurs analyl:iques SUT lP.~ O'/J, C 
ùlent;Uiés loca./emenl à des séries cnUèrc8 convergentes. Le ]J1'Oblèm.e que l'on 
eOllsùlè1'c est, de réduire un cha:m.p (l.'/l,O,lJjliqnc j' = X(J;) .11:[;+ ... à sa pm'tic 
linéœin~ Ù = Ayen utilisant n'Il ge1'1/1C de fonction analytiq/l.e :1.: = y + h(y). 
Bn résolvant l'équufion jimda7nent(}.!e (ulA(h) v da.ns la classe des cha:mps 
polyn01ni(J,'I1.1: luml.().fjènes, on o/J{";cnl 
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{wec 
·Unl ,.'! 

Si l'on est p'rDchc li 'une l'ésona'll,ce, on a ('In, .\) 

le p'l'oblè'rne des petits dénominalew's. 
f"V O. Ce pToblèm.e !3 'appelle 

1. Le specl,re de a(A) = {"\1,' .. ,An} appfL'rUenl. n'IL dOTnaine de Poincllré si 
l'enveloppe convc:t:e dcs 11 valeurs propres .r\i E îe 1/.C cO'IItienl, ]Jas O. Dans 
le cas contra.ire. 0'/1 dU que le .,;!)('.c!,re esl dans le donw.i'//,e tir; Siegel. 

2, Le 8]Jcctre A = (/\1, ... , .. ..\11) cst. t.ype (C, IJ) si 

C 
lA'! - ('l'n, À)! ~ -! -1 ' 

nl lJ 

avec C > 0, 'ITI = (n1.1,"" m.]1), 11Î/{ ~ 0, l'In! = 

On formule sans démonstration les théori;mes de Poincaré-Siegel. 

Théorème 14. Soit :i; = A:1; + ... u.n chll'mp de vecteu1'S fl'Iwlyl,üj'Il.c. Si les 
va.lc'U'/'s p'I'O]J'rc.s de .4 appa.rUennenl (J.U dOn/aine de Poinca.ré d, ne 8011.f, ]JUS 

ré.'w'lumtc.'i alors on tiTléa1'i,'w le champ avec un germe de di.lJéon/(J,/,plf;smc 
Q,nalyt.iquc. 

Corollaire 5. Soif,a(A) = {/\I, ... , An} le s}Jccl.rc de A ct on SUpp08C que pou.'!' 
tO'ld 'i, Re /\i < O. On suppose égalemenl que l'on e..':i/, dan",; le ca.s non résonant. 
Alors i~ = jb; -1- . .. peut êl1'C linéa.l'is(~ pœr un germe de dUJéorr1017Jh:i,'i,11l C 

u'I1.alytiqne. En particulier [!o'rigine {;8t (J,8ympl,oliqnemenl .'itcIble. 

Théorème 15. Soit. i: A:L: -1- ' .. 'lIn champ de vect.eu1'S a1/all/tiquc. Si les 
'UalenrB P1'O]lI'CS de A sonl, de type (C, JJ) alors cc c1w'Inp pC'IÛ i'-(,l'C linéa:risé IJll'l' 

1171 C germe de dijJ'éo'/r/O'fTJhisme analul:iquc. 

2.5 ForUle norlnale d'un systèule Hamiltonien 
au voisinage d'un équilibre 

La construction de fornws normales formelles développée par Poinearé-Dulac 
s'applique aussi dans le cadre l1amiHonien. 

Proposition 22. ConsÙJérm/,.'; 11'1/. 8ysfème fImnillo'll:iC'II Jj de lR:lI. qui possède 
1me posilio'lI (réqiJ,ihbl'e en. (J, H élan!. une série formelle de '(J forme ]-J (:1:) 
Li~~ JJ i (:,;), où. les J-I j 80111, des polynihne8 homogènes de der/l'cS 'Î -1- 2, JIn = 
~t;rJf;r~ B synu[l;l'iquc et 11 .lB es/.la 'rrw,I,Tù:e flamilfO'lI.ienne du linéariBé 

e'n O. On suppose que A est (üago'/l,al'isable. A 10'1'8 il e:r:iste un chr1.11gem enl, de 
coordonnées surnplecliqui:'5 formel ;D r.p(lJ) q'u'i f,m.nsforrne le !-[am'ilteJ'll'ÎcTI en 

1:,.. (y) Li~7: JIt (u). H/t = Ho où ICH Jft 80111. rie.'! polynômes hmnogènc8 de 
degré 'Î + 2 tels que {Hj\ .fIn} O. 
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Preuve. Un changement de coordonnées symplectiques ;n = y + h(y) jnduiL 
l'équation fonclamen tale 

sur les Hamil torlÎons. La condition {IIi, 110} 0 décrit les monômes résonants 
oit ariA s'allllulp, 

Définition 38. Cons'idémns un HmT/ûtonicn quadratique de ]F..2n de la forme 

ml les Wi l'ont des ll'équencc8 positi'/Jc,'j O'li négative.5, 01/ d'Îl fju. ''il eJ;ù,ie '/J,ne 
résonance rl'onlTc 1( " ''il e:ristc des e'nf.ù~1·s k j non tons nuls I.els que 

11 1J 

i=1 i=J 

Définition 39. On ll]Jpelle forme normale de 13ü'khofJ de rleg'l'é s, pO//'1' un 
11am:w'onienH, unpotynôme de degré [s/2] en les variables1t = (P?+Qf)/2. 

Théorèlne 16. Soit 11 '/111. 11a:nl'il/,onien de ]R211 (LU voisùlagc de. la position 
([!équilib1'e en 0, fI = 110 (:1') + o(lxI2 ) où, Ho est quadnû:ique et s()'U W'Î les 
fréquences associées à Ho. S'il n'e:âlile aucune l'clnNon de Tésonance d'or'(b'c 
inférieur 011 égale. à s, alO1's il ca;iste une (,ransfO'f"llw.tion syrnpleclique telle 
que 

H(P, q) 11.,(P, Q) + R 

D'li, est 801M3 for'me n01"lnale de Birldw.lT et. le tcnne. l'é8Ùl'uel est d 'onire 
sirù:lerfl.cnl, s1tpériclIT li, s. 

Rcmm'qllc 7. S'il n'existe pas de résonance, la forme normale formelle conduit 
il un système Liouville intégrable. En effet en posant 

10 Hamiltonien réduit ne s'exprime qu~en fonction de la coordonnée action h, 
Le mouvement confiné aux T'1I, l (Il, ' , . 1 f n ) = etc, est quasi-périodique 

l f" aH E '1' l'" Il 1 f' et (e fc:>quences Wi ~,! n partleu 1er, ongllîc esl; 6ta) e pour a orme 
()Ii 

normale, La réduction est en générale divergente cL on ne pent en général 
rien conclure sur la stabilité de l'origine par cette technique. En rt'vanehe le 
théorème de Lagrange-Dirichlet s'applique si FT > 0 en debors de O. 
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2.6 Introduction à la théorie du KAM et à la stabilité 
des systèlnes Halniltoniens 

2.6.1 Théorie de Floquet - Le cas Hml1iltonien 

Définition 40. On considère une équal:ion di:fférelll:iellc li8,'iC dans ID~I", :i: = 
X(:c). Soit 1;(1,) une so/aMoTl, périodique '/Ion lriviale de pé'iode m:inirnll.le 

T. L ~éq'/JQ,lion a/ll:1; va.ria/:ions le lo'ng de 1; (t) cst l'équoLion dilJ'ér'cnûcl Tc T-

pé'rior1it)'uc Ù = 11(1)v Oli A(1,) = ~;1; (~(l)). On note qj(l)la 'l1/,(J'/'rice fo'//,danwn-
v:r 

l,ale soluUon de dJ = A1j avec d>(O) = 1, La ma.l,l'ice p(T) 8 'appelle III 'liwJrice 
de 'monodro711,'ie de la .'iolnl/ion J)(!riodique ç(t,) et, SC8 vllieu'!'!; p7'Op1't.~S s'appellent 
le" c;J;posaul.s caral,érisliqtles, 

Le résultat suivant est dù il Floquet,. 

Théorème 17. Soil, 'U.'ne équal:io'fl iinéai're T -périodique â: A(I,)a:(l). AloTS 
tOlde 'matrice fondamentale rJ>(t) s1écrU p(t) = Q(t,)exptB où QU) es/' T
pÉ1'iorlique cf, B est, 'Il:ne maJrice c01/,.'r/,anle. 

Preuve, Comme AU) est T-périodique, ID matrice j, H P(l + 'l') est aussi une 
solution de l'équation 1l10tricielle et donc il existe une matrice C constante, 
inversible telle que 

lP(t. + 'T) = ~p(t)C, 

et si 1>(0) = Il on a C = dj(T). Comme (J>(T) est inversible, son speet.re ne 
contient pas 0 el; il existe donc une matrice B en général eomplexc:~ I;pl1e que 
C expt,B. 

Posons Q(t) = (/>(0 exp -Hr Alors 

Q(t + T) = pU + T) exp -(l + T)B 

(p(t) expU3 exp -(t + T)B 

= Q(/,) 

et QU) es!; périodique de période T, Par ailleurs en dérivant on a QPQ 
QB. Considérons l'équation ;i; .lb; et posons :1;(t) = QU)y(t). On obt.ient. 
Ù = By, oil B es!' une rnatrice constante. 

Re'/narque 8. La matrice B est en général complexe. On montre que l'on peul, 
choisir B l'éeUe si p(T) n~a pas de valeurs propres négatives réelles. Sinon on 
peul, remplacer T par 2T eL (P(2T) tfJ(T)çp(T) vérifie cette condition, 

Celle théorie de Floquet est aussi valable dans le cadre Hamiltonien. 

Proposition 23. Soient :i: = 1-1 (;z;) un champ 1l1l,miUo'l1:ien Kljsc de IR::!n f el, 

1;(t) une solution T-pédodiquc, film's réq1l,at:ion (W.J: voria,l;toTUi il = H(t)v c"l 
un système Ho:miUonien. La matrice fonda:rneni,ale (P(I,) aS.'j(Jcü~e à çP(O) l 
est de la forH1.e P(t) = QU) exptB où Q(t,) est, symplecUquc. T-pé-f'iodiq7U: el 
B C8t HamiUorl'Ïen. Les lluLtriccs QU) et, B peuvent êl,re cho'isie.s réelles (j'll:iUe. 
à 'remplacer T pal' 2T, 
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2.6.2 Application prelnier retour de Poincaré - le cas Hamiltonien 

LeJnme 17. SoU, !.pl = exp lX le groupe local li. '1/.17. 7)(J,(,(1:rnèln: de :i: = X(:I;) cf, 

E,(I.) une $o!u!,iO'fl, T-périodiql1.c i8S'UC de . Alor.') eslu1J, TJoirû fi:z:e de E.T ct 

ln 'malrice rie 1nonoc!TCnnie co'i."ncùle œ/lec 

Corollaire 6. Les solutions périodiques d'Il système ;i: ./Y (:1:) ne sont .1mTul'is 
ù;olécs el, + l est 'Un e:z:pOlwni caradé'l'isliqnc. 

Preuve. Soil; E,(t) la solution périodique issue de (0 eL eOllsidérons la courbe 
f1(ê) = Sa dérivée en ê 0 est; ~(O) et la dérivée de la courbe 
;3(e) lPT(O'(=:-)) rpT(T + ê) est ",(T) = ~(O). Donc 1 est valeur propre 

[)lPT 
de {h~ (rp(O)), de vecteur propre ",(0). 

Corollaire 7. Sail â: = E(;r) un s!Jstèmr: IJamiUonien de ]p(!1l. Alors la ma
I,Tiœ demonodmmie cst .9J]Tnplediq'U.c cl, + 1 est au m,O'in.~· de rn'll.,ll'iplicité 2. 

Pour éliminer cette dégérescel1(x~, Poincaré a introduit l'application de pre
mier retour. 

Définition 41. 8o'il. E,U) une .')o!nl:/on T-périodiquc el, ùlent;ifio'll8 ((0) li. O. 
Soif E 'Un hYPc1]Jla7l., im,'Il8IJCr8C il ~(O). L'applicai.ion premieT .,.eto'l/.1' de 
Poincaré P d~finie (J,'/J, 'Voisinage de () el qui associe li, :1: E E la pH;m:ière 
inl,erscciùm de 1o lmjedo'i1'f; 'is/we en t = 0 de :r, avec l'hyperplan E. 

Dans le cas I-Iamilt:onien~ on introduit LIlle a.pplication de Poincaré sym

plectique. Soit :i; = I-i(a:) , un :-:;ystème Halniltonien de et f.(l) une ~o
lut,ion périodique issue ml/..= 0 de ~o identifié à. O. D'aprés le théorèrne de 
redrcs~el1lel1t symplectiqlle, il existe au voisinage de a des coordonnées sym
plectiques telle::; que le système s'écrive :h 1 et le Hamiltonien soit identifié 
il H (:1;) = ;/:2. Soit l'întersect.ion de l'hyperplan E = {:t l = a} avec un 
niveau d'énergie :D2 e. Les coordonnées {:/:;l,"" :C271} sont canoniques et 
l'on a lt~ résultat suivant, 

Proposition 24. Dans le cas Ha.177:iltonicl1, si les e:l:[Jo.'i(1'f/l.s caractérù;iiques 
soni {l, 1, '\:h ... ,À:!n} alD'T'.'i {,.\;j, ... ,.\211) sonl le8 élé:rnenis de rappl'icaliÎ.rw 
de Poinc(},'ré 'l'esl:reinlc à 17o! celle applica.tio n, de Pninc(J.'f'é 'reste !lllrnplecUqne. 

Preuve. La pnmve résulte (PUll calcul. I\JonLrons sons des conditions de 
régul8riLé eOI11IlH:mt construire ]a restriction symplectique de J'application cle 
Poincaré de fa(;on géomét.rique. 

Au voisina_ge de la trajectoire périodique de référence, il existe un système 
de coordonnées symplectiques (p, q), (I, cp) où (p,lI) sont des coordonnées sym
plecUques sur m(Hrr-l) et (1, sont des variables action-angle, cp étant l'angle 
assoeié à la traject.oire de référence. Le Hamiltonien s'écrit II(q,]J,!.p, 1") eL 1(' 
::irsLèmlC se décOlnpose en 
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a/-J Dlf 
ij = -a 1 cp = -:--)[ l p [ 

ôH· aH 
7j = - Dq , J = - 1 

l . . , '1-' }:T '0 f"' 1'1 l ' ] , 1" D 1-1 -l ) cs t;ra.)cctOlrcs ven Iant '1 1,. Il <-ut 'wpot lCSC (C J'cgt! alto T ( et 

en résolvant Il(qiPllPl 1) Il. ft raide du théorème des fonctions on 
obtient une rclat,ion 1 = L(qlPl <p, h). En Hxant Il on obtient done le::; relations 

aIl aH aL DIl 
-+--=() 
Dr] DI Dq 1 

, 
T 

811 DL o. (2.7) 

A . DH -l () t '1 . . 1 . vee IP = DI T ,on peu, paramel,rer es traject;OIrcs par <p et, on 0 )t;H'nt 

les équations 

dg 

rllP 

8Il/fJp dp aII/Df} 
= DH/Dr d<p - DR/Dl l 

qui s'écrivent compte tenu de la relation (2.7) 

dq DL ,dp 
-1 = ---:;-(q, P,!.p, h), -J 
up UjJ op 

ct représentcnt, Il. étant un systènw Hamiltonien 27f-périodiqlle. La re-
striction symplectique de l'application de Poincaré est l'application 

Pli : (q(O),p(O)) r-t (q(27f),P(2iT)) 

définie en intégrant le restreint snr [D, 27f]. 

Définition 42. L'application restreinte à Eo B Joppclle l'application de 
,Poincœré ù;oéner:qétiqlU:. 

2.6.3 Le cas de dÎlllension 4 ; application à la stabilit.é 

Définition 43. Sail :i; Il(;r) '/1,11. chmnp HŒ!Tl'ill.onù',n lisse de 1Ft'I. ((1) 'une 
i301'll.tion T -pé:riorNque su?' un n:i'l!wn ri 'énc'/:qie Il = 11 ct Ph l'applical.ion de 
Poinca.ré isoénergé/:ique, Iden/:ijhr/!'s ~(O) li 0, (IlOT.'; PIl(U) = S'u, + o(lul) où 
'/1, E JR2 et. 5' es/' 8!J777plecMlJILe. Nolons {/\l p.) lcs '/w}cu:rs pmpres de S'. 017 dit 
qu.e 10, /,mjecl.oirc pédodiqll.c ~ es/' hyperbolùj1w si .\ Il, sont nicllc.'i distinci.e.s. 
J)(J,Tabolique si /\ = p, el ellipl.ùj1w si X JI =1 .1\. 

Application à la stabilité. COlllsidérons lm syst(~nH'. Hamiltonien de 

:i: = Fi (:z:), Il = Ifn(:};) -1- o(I;r;12) 011 la partie quadrat,ique Ho es(, sous la forme 

') 

l~ ') ') 
JIn = 9. L.,; wi(Pi -1- qi), 

""' Î=I 
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WIW2 '=f. 0) le système linéarisé étant un couple d'oscillateur de fréquenees 
respeetives WJ l W2· Si Wl 1 W2 ont le même signe, la stabilité de l'origine résulte 
du t;héori:~me dEl Lagrange-Dirichlet;. 

Pour étudier la stabilité on procède de la manière suivante. Considérons 
le système linéarisé. Les trajectoires sont pseudo-périodiques et définissent 
ulle fanülle dc tores T 2 invariants. Chaque trajectoire étant soit périodique si 
WJ/W2 est rationnel, soit densc dans le tore si WJ/W2 cst irrationnel. Fixons 
dans ]c plan (P21 q2) = 0 UllC Lrajecl:oirc périodique t:U) et considérons 
J'application de Poincaré isoénergétiquc associée. La trajectoire t:(l) génère 
un poillt fixe elliptique pour l'application de Poincaré et les tores invariants 
définissent dans le plan UIle ramille de tourbes invariantes. Les itérés succes
sifs de points sur ces eourbes sont soit périodiques si Wt/W3 est rationnel, soit 
denses dans le cas irrationnel. 

Pour prouver la stabilité de l'origine, il suffit de remarquer que si le système 

non linéaire, :Î; H(:/:), possède sur chaque niveau d'énergie des I;ores invari~ 
ants assez proehes de 0, chaque trajectoire voisine de 0 no pouva.nt jamais 
quiLLer uno courbe limitôc par 2 tores invariants concentriques. Vexistence de 
tores invariants résulte de théorèmes de type KA:rvI. 

2.6.4 Théorèlne KAl\II isoéllergétique 

Considérons un système Hamiltonien de JR:,t perturbation d'nn système Liou
ville intégrable Il H()(I) + gH'J (I, 1,0) où (I,ip) sont des variables action
angle. Pour g = 0 le système se réduit à (p = w(I), j = 0 où w(J) = 

(WI (I), W2(I)) est le vodeur des fréquences. Supposons w} i= 0 et considérons 
l'application de Poincaré isoénergétique associée il. la. section <Pl = 0 

avec 

Sur chaque surface de niveau, chaque tore J c.<;te est invariant et i.{J2 tourne 
de À( T) sous l'action de A. On introduit la. condition de régularité suivante. 

Hypothèse (dite de (,mis], isoénergétique) On suppose :;~, i=- 0 sur H" = h. 

Cette condition gara.ntit que sur chaque surface de ni,reau le rapport de 
fréquences varie en fonction cie l'action. 

Théorème 18. Si la condition de twisl, isoénerrJéf:ique est vé1'diée a.lm·s si g 

csl. assez pe.tit, l'applicaUon de PoincaT'é 'isoénc1'f]éi'ique dll 8yst.ème pertu:rhé 
7)(J8.'i(~de 'Un en8cmblc de courbes JC1ïnéc8 hnHl.l'irmJes cO'fTesponda.nt à des tores 
ÙW(lrùm,i,s 0'1.1, le 17w1l.vcrnenl Teste (j'1l,(J.si-périorlùJue. 
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2.6.5 Théorème de stabilité d'Arnold 

Théorèlne 19. CO'f1sidémns un 81Jsl,ème Hami!t,onien de IPt l (J.U VOlS'ill(Jgc ci 'nn 
point s'ing'lllie1' où. le spcd'J'c est 'ima!rirw:i'1'C pur, le J-1œmiUonù::T/, él(J.nt, no'rmaUsé 
Belon B'il'khojJ 

avec 

1. JI a;n.alytiquc, H~ O(2N + l)! 
- , '. ' .' }J~ + q~ 

2, II'11.:, 1 ( k ( N hOT/1.ogene de dcgre 2k en les acl10flS 1 Î = 1 2 1, 

3. = w]Il - W',!J']l W}W2 > 0, 
.4. 112 ne divise pas tous le.'; Jl". 

Alors l'origine est stable . .De plns, a:rbit,'{'œ;rem,enl pn~s de 0, il c:l;ù;i,e des 
tores invo,l'ianls où le mouvement est (juo'/fi-pé1'iodùj1LC. 

2.7 Le théorèlue de récurrence de Poincaré 

Définition 4.::1. Soil X un cl!a:rnp de Vede'llTS lù,se sm' une v(],'riéf,é J1J. (Jlldl.c 

à 'I11/Il11iplier"j'{ pat' unc fonction ]wsüivc,. on 7)e'/1.l, S'l1.p]JoseT que X cs/. co'mplet. 
Un point rn E AI c,5/, (l'it ,/Jos'itivc'fncnf (Tesp. négative:ment) sfable au sens de 
Poisson si pOUT t,out voisinalJe O'IJvcrt de Hl el, ]Jou,'r tout T ~ 0, il e:âsfe 1 ~ T 
(resjJ. 1 ( t.el que ({Jt. ('I"n.) EU) où, ({Jt est le lJroupe fi, un pa.ramèl:re de 
,,\. On dit que 111. c!;f Poùuwn _.,table !ii rn est pOBitivemenl, el, négativement 
Poisson sl,able. 

Définition 45. Boit w mw fO'f'Tn.e volu:m.e el, )[ un chmnp de '/lecteurs, On dit 
que .X est, consc1'vat'iJ si 'PI * w W où ({Jt = exp LY est, le f]TOupe local cl un 
pam,rnètre de .K, 

Lemlue 18. ldenti:fion.51ocalcmenl, w à la f01'1ne. V(:t)lh 11\ ... I\rh'/I où F > o. 

L
n D 

./110'/'.'; noce _y = . "Yi '.) on (J 
1=1 O:1;i 

Preuve. En dérivanl, la. condition ({JI :1: W = w, on obtient, Lxw = {} où Lxw est 
la dérivée de Lie de w. 

Remarque [J. Si F = 1 on obtient la condition divX = O. Da.ns k~ cas génôra], 

, l . . l' 1 (h; '\~() 1 on })tmt reparamctrer 8S traJectOIres SD lltlOl1S (C -1 .... \.:1: en posant ct = 
LI, 

Vdr et l'on obtient la condition di'/JVX = O. 
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Proposition 25. Nol.OIIB fi. la. m,C;.'iurc induite par w .Y'm' [es boréliens de il!, Hi 
.. ){ laisse hHW1'ùlnt, w, 1)0'/1,'" l,oui ensemble me8u:m,ble A, alo1's 0'//, a. p,(lPf(A)) 
p.( A). 

Proposition 26. Soit X un challlP de 'uecte:m','j cO'lnpld cl conservat,U S1/.1' 11/. 
Soif, Rune 1'égion de l'espace ùwarianl,e pO'/lT les lmjecfo11 'es. On suppose que 
la. mcs'll1'C de R es/' finie, Soit A c R, p(A) = ,/11, > O. A10'('.'; on pent trouver 
des 1,r:m.p8l positij:c; cl. 'Iléga.t,~t:", Ill;;? 1 t,els que p.(A nipf(A)) > 0, 

Preuve. 011 eonsid(~re los ensembles ipf(A) pour t ouUer positif ou négatif ct. 
noLons Ali = lP,J.A), TI E la suite associée. Par invariance on a 

p(AIl)=p.(A) m. 

Soient A,o, AI, ... 1 A,.: tels que les intersections de ces ensembles deux il 
deux soient, de lllosure lllllle l a lors on a 

p,(An U ,AI U ... u Ad brl. 

C (lJ) 1 Jl(R) '1 . l 0 . . 1 omnw p, 1, < -1-00, pour l,: ;;? --, 1 eXIste ( OIlC < 1. < .1 te que 
m 

p.(A; nA,;) > 0, 

Soit donc {,(An n (An)) > O. Cela prouve l'assertion pour tout; l positif. 
On prouve la mèrne assert;ion pour l négatif. On remarque aussi que ron peut 
chojsir 1"1 arbitrairement grancl. 

Théorème 20. 80û X 'lin chCl'rnp consc't"unUI cornplet, SUT 111 , Rune r'cgwn 
ÙWl1.Tùmte lUYlJ,1' J'Y à base dénombrable et de mcsu.re Jin'ie. AfoTs rH'csquc t,ons 
lcs poinls 111 de R sonl. sta.bles au sens de POiS8OTI" 

Preuve. Soit A mesurable et /J,(.A) = m > D. Considérons la suite 

±2, ... 

On déHnit; 

+= 
Am = n Al, A02 = Ao n . .:b, ... : An= = ..1 0 \ U ..110 .;, 

;=1 

el. 

+= 
./412 A! nA21 AJa Al nAa""IAI= Al\ U Al,i,'" 

;=2 

On va montrer que p( .Il () = ) O. Par constrllctlon on a 
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et p(Aooo) = P,(Aloo) = ... p(Anx) car ... \ est conservatif. Par ailleurs: 
les ensernbles Aiex:., 'i = 0, Ij' " l +00 sont deux à deux dlsjoints. Vhypothôse 
jI.(Aoex:.) l > contredit ]0. condition p(R) < +00. 

SoH un une base dénornbrable de voisinages dE' R et const,l'uisons pour 
chaque un l'ensemble correspondant UNoo' Soit 

On a donc p(~) = O. Soit Hl E R\t;,. Par const,rucl:.ion pour chaque voisinage U" 
de m, il exist.e un entier p ;;;: 1 tel que rH E IP/I(U"). Soit donc IP_p(nl) EU". 
Cela prouve que Hl, est négativement Poisson stable. 

Ou fait la même construction avec la suite A III '11 = 0) -1 \ ... et: on 
obUellt Iinal(~ment que presque tous les points sont sta.bles an sens de Poisson. 

Définition 46. On dU, que X es/' 'Un champ de veclc'll,'rs Poisson sll1ble .. fi 
p'resque tous les po'in!s Bont sl,a.bles lUI sens de Poisson. 

2.8 Notes et sources 

Pour la méthode d ' intégration de :Jacobi et des exemples d'applications 
voir (3], [L14]. Pour une preuve du théorème de .Liouville, voir [47]. Notre 
présentation de la stabilité de .Liapunov utilise les références de [61] et [37]. 
Pour le calcul cles formes normales cIe Poincaré-Dulac voir [4] et [5:~J dans lc cas 
Hamiltonien. Notre introduction à la I,héorie de Floquet ct il. l'application de 
Poincaré suit . Enfin pour une discussion de la théorie du KATvI, voir [64], 
[51, le théorème cIe stabilité d'Arnold éta.nt prouvé dans [53]. Pour le théorônw 
de récurrenee de Poincaré, voir [58], la référence classique (50] tont,cnant des 
développemenl.s de ce théorèmc. 



3 

Il1troductioll au problèlne des N corps les cas 
N - 2 et N == 3 

L'objectif de ce chapitre est de faire une introduction très élémentaire au 
problème des 2 et 3 corps. 

3.1 Introduction au problème des N corps 

On eonsidère un système mécanique formé de N particules de masse Tni, 

i = 1, ... , N, dans un référenUel Galiléen identifié à. ]R:I où les seules [orees 
sont données par leurs altradions mutuelles. Soit qi le vecteur position de 
la 'ième particule assirnîlée à. un point matériel. Les équations du mouvement 
sont alors 

m·iqi 

N 
G'fll(rnj(fJj -qi) 

!ch - fJi I:J 
:1=1 

oll U est le potentiel du système, 

U= L 
l~i<.i~N 

L'équation (3.1) s'écrit de façon concise 

l\Iij 
ôU 

où Al est la matrice diag(ml)"') mN) ct fJ = (Ql, ... , fJN) E ]R:~N. 

E T 1" . . 't' d ' 1 ",N .') t L ~n notant _ 'energlC ClI1e ;lqne II systeme '2 wî=l ni.i(li e; 

Lagrangien, (3.1) correspond à l'équation d'Euler-Lagnmge 

cl ôL 
(li, 

âL 
0, 

(3.1) 

T U le 
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et les trajectoires minimisent localmnent J'action 

S(q(-)) = ./L(q,Q)r1L 

La transformation de Legendre s'écrit Pi = rn/li et ]e Hamiltonü~n associé 

N Ip1l2 + U. au syst.ème est II = T + U "'" .L ... ·ï:=l 'JIn; 

Le système (3.1) SOlIS forme de Hamilton est 

. Pi aH 
qi = - = --, 

71h api 
N 

. '"' GWi'lHj aH 
Pi = L. !fJl' - (J,·'I:I = - -a, , 

1.=1 .1 qi 

où l'on note p = (Pl, ... ,PN). 

3.2 Les intégrales preluières classiques 

Le problème des lV corps est un système de GN équations du premier ordre 
qui admet 10 intégrales premières triviales. 

3.2.1 Conservat;ion de l'impulsion 

Notons P = L~l ]Ji rîmpulsioll totale du système et C le centre d'inertie du 
, 'fi . ,,\"",N '171iQi, "N 1 systerne de 1111 par C = 0;-1 -- ou m 0;-1 mi est la masse tota e. 

- ln -

Lmlllue 19. L'impulsion P esl une intégrale pr'c'rnièr'e et le cenl/te d'inertie 
cs/. en translation uniforme. 

Freuve. P = 0 car la force totale agissant~ sur le syst(7me est nul1p, l'attraction 
de la particule i sur la particule .i étant opposée à celle de j sur i. On Cil 

déduit. que :s~ Im'iet = 0 et C est en translation uniforme. 

11 en résulte une normalisation standard uWisée en mécanique céleste qui 
consiste à choisir C connue origine du référentiel Galiléen, ce qui revient. à 
imposer 

N N 

~ TnjC}i = Ol L rnj(jj 0, 
i=l i=l 

le systèmc:~ restant à intégrer est alors d'ordre 6(N -1). 
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3.2.2 Conservation du marnent cinétique 

Notons A = 2:-::1 qi A Pi le moment cinétique total du système. 

Lemme 20. Le UCc/,CllT mmnent cinéUque est conservé. 

Pre'U.'ve. On a 
N N 

ii = I: qi A]Ji + L qi A Pi 
/,=1 i=1 

N N () ~. " ~ T qi A qj - 'Ii 
LfJiAmifJi+ L Gmjm'j 1 . 1':1 
i=1 i,:i=l fJi-rJj . 

et un calcul trivîal montre que Ji = o. 

3.2.3 Conservation de l'énergie cinétique, identité de Lagrange 
et inégalité de Sundman 

Le Hamiltonien est H 2:::1 k'm;id+U(fJ). Introd1lisons]e moment d'inertie 

1 = ~ Ef:,nlifJT qui mesure la~ taille du sysCèrne planétaire. 

Lemme 21. Le Ha,'milton:ien csl, une. inl,égnûe TJTenl,Ù~re cf, FI 
constante. 

Lelnnle 22. Le sysf,èTnc vé7'ifie l'idellLilé de Lagm,nge-Jacob'i 

Ï = 2T + U = 211. - U) 

el B'i l' éne'l:qie h est positi.ve D'LI, nu.lle, Ï es l, sf,riclemc71 t, p081 l'il 

Preuve. On a. 1 ~ 2:-::1 rnilJf, et en dérivant, deux fois, il vien!; 

l 
N .') N DU I: miqi - L rnifJi-;:)'. 

i=l i=1 (/Ch 

Or U est hornogène de degré -1 et d'après Pidentit;é d'Euler 

Soit Ï = 2T + U, et II. T + U implique i = 2h U. 

Il. én eTYJ'i e 

Le potentiel étant une fonction à valeurs négatives, si h ): 0 alors Ï > o. 

Lemme 23. Le sy8/.èm,e vb'Hie l'ü/(§galité de Surulm,o,1I 

.42 ~ 4I(Ï - 11.). 
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Preuve. On a 

N 

A = 2: m,,(ji 1\ rhl 
i=l 

donc 

N 

lAI ( 2: m,ï!(ji 1\ tid· 
i=l 

Or Iqi 1\ (ii! = IqdltilllsÎnOd oil Oi est l'angle entre qi et ti;. II vient, donc 

d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevant, au carré on obtient 

A 2 ~ 21.2T. 

L'identité de Lagrange-Jacobi, T = Ï - h, conduit alors à l'inégalité de Sund
man. 

3.3 HOlll0généité et théorèlne de Viriel 

Considérons de manière générale un système mécanique formé de N points 

matériels qi de masse 'lnl 1 T = ~ 2:;:1 m'itit l'énergie cinétique, U(q) le po
tentiel et L = T - U le Lagrangién. 

LelTIlTIe 24. On suppose U homogène de degré h: E Z. Si q(t) e.9t solut;ion de 
l'éqlJa/,ion d'Euler-Lagrange, aloTs Q(T) = aq(t) avec T = 0:1-1.:/21, est (Lussi 
solution de l Jéq1.lation d'E'l1,lc'T'-Lagmngc. 

Preuve. Les solutions de l'équation d1Euler-Lagrange ne sont pas affectées 
si Pon multiplie le Lagrangien par une constante non nulle. Supposons U 
homogène de degré k, U(o:q) = o:/"·U(q). Soil, q(l;) une solution de l'équation 
d'Euler-Lagrange. Posons Q = Cl'q et T = p/" Alors 

adq = dQ, (3dl = dT, 

et 

dQ adq 
dT = ïJ (U· 

L'énergie cinétique est done transformée en 
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N ., 'J N ') 
1 (dQi )- In- (dq;)-L711'i -- = --;;; L'll1i -
2 dT 213- dt 

i=1 i=1 

et l'énergie potentielle vérifie 

Si n k = 0'2/rP', soit j3 = o,l-k/2, le Lagrangien est multiplié par O"i et Q(T) 
est; aussi solution. Le résultat est donc prouvé. 

Corollaire 8. Si qU) cst une tradecf,o'i1'c pé-Îodique de période l du ]J'f'Oblème 
des N corps alors la cou7"be homothétique Q O'q eilt aussi 'Une lrajecioi'rc 

(~t' 1 • l' d ~. d T T pcnouque ,e peno e avec-
l, 

Preuve. D'après le lemme précédent, on ft Q = [tq et f3l T avec /3 nI-k/2 

oil !.: = -1. Donc Tlt = j3 = 0'::1/2 avec n = Qlq. 

Pour toute fonction lisse t 1--+ f(t), on note 

.f 

sa moyenne. 

"lim A fT f(!:)d1: 
l ---1-00 1. .Jo 

Théorème 21. On suppose le potentiel homogène de degré k. Soit t -;. q(t) 
une 8017û;ion des équations d'Euler-Lagrange t,elle que la j,mjecloire et sa 
vitesse soient bornées. A lOTS on a la relation 

2T = U, 

où. T el Ü sont lcs moyennes l'espe.ct'i'il(~S de l'énergie cinéUquc et du potentiel. 

Prc'u'lIe. Si f(t) est la dérivée F(t) d'une fonction F(l) bornée, sa valeur 
moyenne est 

_ 1 [,T . F(T) - F(O) 
f = lim -T F(/;)(H = "lim T 

T-+= .0 1-+00 
o. 

S· (t) t .. b ". l '1 DT l ' l q , es; une tra.JectOlre ornee a VItesse )ornee a ors ]J = -D. est )ornee et 
q 

donc p.q est bornée. D'après Je résultaI; précédent, 

( ~T).(}) = o. 
dt 

On a par ailleurs 
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( ri ) 2T p.cj dl '{J.q - fu]. 

On en déduit 

= -(p.q). 

Avec Ji = au '1 . . ,1 Vlent -q.]J = DU . U l ' 1 d '1 et SI est 1omogene (e egre 1~ 

au 
q-, '\:U. 

Dq 

On en déduit la relation = kU. 

Corol1aire 9. Consùléron8 le ]Jl'Oblèm.e dC.9 N COT]J8 ,. supposons que le 'lTio'/t
vernc'nt, est, à pos'iMon el, VUC8SC bm'nées. AloT,'; néccsso,iTcrnerû l'éneTyie tot,ale 
Il. est, négrûi'/Je ou T}.'U,lle. 

PTC'If/Ue. On a li; -] ct 2T et 2T = -[J, Avec H = h = T + U, on obtient 
Il = T + [r -T. Comme T :) 0, T:) 0, on obtient la condition Il ~ O. 

3.4 Le problèl11e de deux corps 

Considérons le ea ... ..:; N = 2. Les équations du mouvement sont 

mi(Ù = _{Jau l i = 1,2, 
f]i 

olt le potentiel est U Gml'fH2 i 
-1 l' (one ql q2 

G'Hl·fmAq2 qx) 
I(]I f]21:1 

(3.:3) 

On peuL réduire le problème Cil un problème de Kepler pa.r deux procédures: 
la réducLion du mouvement à un mouvement relatif ou la réduction dans un 
référentiel lié au cenCre de masse. 

3.4.1 Réduction au ll10uvelnent relatif 

En cHvÎsanL la premil~re équation de (3.3) par 'mil la seeonde par ln':!; en les 
soustrayant ct. en notant f] = ql - (j2 la position relative, on obtient l'équation 

ij 
f] 

-11.~) lI, G(lnl -1- n12)' (3..4) 
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3.4.2 Réduction dans un référentiel lié au centre de nlasse 

En choisissant le centre de masse C comme origine des coordonnées, on a la 
relation 71l1qI + 1n2q2 0, et le système (3.3) s'écrlt 

'{nI ql 
(3.5) 

où 717, = (ml +m2) est la masse totale. En utilisant la relaLÎoIl1nlljl +n12lj2 = 0, 
une seule des delLx équations peut être conservée et la première équation 
s'écrit;l avec q fil, 

q= Gm.~ 
- 11'1,2 • 

Introduisons la définition suivante. 

Définition 47. On appelle mmwcrnent de Kepler' le 'InO'ILvernenl ri 'une ])(LTf:-ic

ule q de masse m. dans un cha.mp de potentiel U . Le mo'Uvemell t, est. 

donc gouverné pm' l' éqludion 

q= 

Nos deux rédudions du problème des deux corps conduisent donc à un 
mouvement de Kepler. 

Proposition 27. Dans un référentiel Galiléen dont l'origine est le cenb'e de 
masse, chacune des parl/jeules décTit un 7Houve17wrd, de K eplcr avec fi. 

G1n~Tn-2 lJO'll:" la, p'rem'lr:'Te 'masse el, J1 Gm{m-2 pOUl' la. seconde où 
m· = m'l + 111.2 est la. nw.sse tot,ale. 

3.5 Mouvelnent dans un chalnp central 

Définition 48. On a,ppelle mmwernenl dans un cha.1II]) cen/.r(J./~ le 11J.O'lwemenl 
d'une paTticnle q de ma,sse unilé donné lJar une éq'll(J.Uon de la forme q 
_1i(1 1) DU, 1 .., 1 [1 f.J.) q e.1' - Dq 011. Cr e.c;f, ·e ncclcu1' '/J,m,tmre pm'lee pa.,. .C '('(l,uorl. vedell:l', 

éta.nt le potentiel qu:i ne dépend que e la, d'islnnce Iql. 
Lemme 25. Le T/'W'rrI,enl dnél:ique A q 1\ q est constant. 

Corollaire 10. 1. Le mou:lJcTnenl. est ,1:i'u:r 'Une d'l'Oüe s'i el seulement si q(O) 
el (j(O) sont colinéa,in!..'iJ le moment C'inét:iquc A élan!. '/1ul. 

2. Si..A i- 0, Le mouvement est darl.."le plan 1i:r:e R{f/(O), q(O)}, pC'l7Jendiculai'l't: 
àA. 

On va étudier le mouvement dans le second cas et on peut supposer que 
le mouvement est plan, i.e. fi E JR:.2. 



60 3 Introduction au problème des N corps j les cas N = 2 et N = 3 

3.5.1 La loi des aires 

OIl se place dans le plan du mouvement. Soient (1'10) les coordonnées polaires. 
q = l'en'/' Iql, et soit. Co tel que (cr,eo) forment un repère. Alors rj = 
1"er + rén ér = Ôef} et A = q /\ (j = r 2 iJer /\ Co' Conuue lAI est constant, on 
obtient. le résultat suivant. 

Proposition 28. Pour un mo'U'vement cent/rai, lAI = T 2 iJ est une consf:ante. 

En ÎnLroclujsant la vitesse aréolaire v lim ~8 olt LiS est Paire balayée 
~/.->O I...l'l 

l 1 l. 'JO' L' , ] . cl par e rayon vecteur, a ors 'U = ;;1'- " a. VJtesse a1'eo aIre est onc constante, 

Cette propriété est la loi des ah~s ou seconde loi de Kepler. 

Corollaire 11. Si le mouvement c,çl cÙ'c1ûairc, 1:. c. Iql c"t constant, alm','; iJ 
est, const,a:rd,c et le mouvement est ci1'Cv.laire '1.lT//ijorme. 

3.5.2 Intégration des équations 

Le Lagrangien associé au système s'écrit en coordonnées polaires 

l.') ')·2 
-(1'~ + 1'-0 ) - Uer). 
2 

Introduisons les variables duales 

âL 8L 'J' 
PI' = -. = '1\ po = -, = 1'~(). 

âr ae 
Alors (1',0, P7·,]JO) forment un système de coordonnées symplectiques, et les 
c1elDC intégrales premières 

1 (,) p~) 
If = '2 P; + 1'2 + U ( T), 

lAI = POl 

sont en involut;ion pour le crochet de Poisson. En appliquant le théorème de 
Liouville, on obtient le résultat suivant, 

Proposition 29. Le s;t}slènw est Liouville intégrable et lcs trajectoires _9011J 

soit périodiques) soit denses dans 'Un tOT'C T 2
• 

On construit géométriquement ces trajectoires de la façon suivante. En 
coordonnées polaires le Hamiltonien s!écrit 

11(1',0) 1(,C! '>0,2) U() 1 - .,.- + ,,.- + r = 1.. 
2 

Avec '1'2b = 0.0, il vient 
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(
1 ') aô) Ii= -1~-+-<) -I-U(r)=h. 
2 2'1'-

.., 

La quantité Ut; no ( )' Il 1 . 1 fI~ '1' -') + U '1' s'appe e e potentIe e ectl. 
2,.-

Proposition 30. L'évol'll.Uon l I--i- rU) cst celle d'un ,r;y,r;tèrne cl. Url deg'ré de 
libc'rté, de Tnasse unüé, dans u.n chnmp de potentiel e.tl'cci'lf Ue , 

L'intégration est standard ct utilise la conservation de l'énergie 1-1 h. 

L ' . d' "l'b d' . 0 BUc 0 L es posItIons 'cqm 1 re sont onnees par l' = , ü. - = .. e lTIOUVemcn!; 
r 

est confiné dans Uc;(l') ( h et s'analyse en traçant le graphe de Uc (1'). Soit h 
un niveau d'énergie tel qu'lme composante connexe de Ue.('I') ~ h soit formée 
par un intervalle compact, l'min ( r ( 1'max. Alors t !-+ r(/..) oscille cie façon 
périodique entre 'l'min (péricentre) el; r nlil1l:(apocentre) et se calcule en intégrant 
l'équation 

(3.6) 

L'évolution de () s'obtient via la loi des 

dB an 

et la variation d'angle entre un péricentre et un apocentre consécutifs est; 

(3.7) 

Si on nomme if> = 2LJ.O la période séparant deux passages consécutifs par le 
péricentre, on peut extraire dmLx cas : 

1. cp = 21i'1n/n~ 011 111 et 11 sont delLx entiers. Dans ce cas le mouvement est 
périodjque. 

2, cp f:. 21i'1n/n. Dans ce cas la trajectoire est dense dans la couronne 
[1'TnÎllll'max] du plan (T,O). 

Remar'Q'lte JO, Les trajectoires bornées ne sont pas tmll,es périodiques, en 
général, ft j'exception de deux cas (théorème de Bertrand) 

• 
• 

: U('r) = -f.!', fi > O . 
l' 

Oscillateur linéaire : U ('l') /1,']'2, J.l > O . 

Dans le cas du problème de Kepler cette propriété résulte de j'homogénéité 
d'ordre -1 qui conduit à J'existence (rUne intégrale première supplémentaire 
découverte par Laplace, l'intégration direcLe conduisant il. des coniques. 
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3.6 Le problème de I(epler 

Lp potentiel est de la forme Uer) = -/1 et le potentiel effectif est. Uf,(T) 
r 

- p ao J"' d J. ]." l ' - + -')' ..J examen II grap le montre que eH tra.1ectOlreH )orrwcs corre-
l' 21'-

spondent il. h < O. 
Une [aç,011 classique d'intégrer les trajectoires consiste î1.utiliser les formules 

de Binet. On écri t 

ri 
dl: 

dO li O,{) cl 
eW' 

d'après la loi cles aires. Donc 

dl' 
di; 

Posons IJ. 

donne 
La conservaUon de Pénergie cinétique et du 11l0lnent cinétique 

et conduit à l'équation 

'J 

1) (CIU,) - ':1 ') au dO + °0'11- 2(h-U(u.)), 

soit 

( d'U.) 
2 

+ 
dO 

Pour intégrer coUe équation on peuL sc ramener en dérivant; et en simplifiant 
à. l'oscillaJ.eur linéaire 

soit écrire l'équation sous la forme 

Cett.e équat.ion se ram~me par translation il ]'équat,ion 

dont la solution est :D(O) = acos(w(O - (Jo)). En identifiant. les conHta.ntes on 
obi",ient alors 
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1 
I//,= _ 

'f' 

2h(J,o ) ] + -')- cos(O - f)f)) . 
p-

Introduisons respectivement le pannnètrc ct; Pexcentrieité 

2/wo 
1+-.)-. 

p-

Proposition 31. Les lmjecloiTcs du ]JTOblème de Kepler .soni des CmlÙj1leS 

cl 'équations 

1 l-I-e 
= 

'1' l' 

a7Jec e = 0 dans le cas du cercle, 0 < e < 1 dans le ca8 de l'cll'ilJSC, e = ] 
dans le cas de IŒ parabole et e > l dans le cas de 1 Jhl/Pcrbole. Cc 'J'é.'J'I/.lt,ai 
contient la loi de K eJ)ler dan.':! le problème de.r; planète8, celles-ci 
décrivant rle.r; dont le soleil occupe un .foye'l', le cenlre de ma.r;se étant. 
aPP'1'O:t:imali'uemenl le soleil. 

3.6.1 Le cas elliptique 

L'angle 00 s'appelle l'anomalie. 011 peut choisir les axes pour que On = 0 

l" . 1 l' ]1' . J 'j P et equatlO11 (e 'c. J])se s'ceri) '1' = . 
1 + ecos.f 

est l'un des foyers. 

L'ellipse peul, être reprôsentée en coordonnées cartésiennes, l'origine Q' étant 
le milieu du [FI, P2] où Fl = 0, F'.!, son!', les foyers. On note c la 
distance 00', (J. la longueur du demi grand axe et l) la du demi petit 
axe. Alors 

b 
c 

e= -. 
11 

La troÎsiôme loi de Kepler s'énonce ainsi. 

(a.8) 

Proposition 32. L(1, pédode de l'évolnlùm eHl T 27iaaj '2 I /.-l j :2 el TIC (Ü~pC'nd 
pas de l'e;J;cenf,l'Ù.:ité. 

Preuve. Soit S l'aire balayée par le rayon vect.eur PH UIle période alors S = aire 
de l'ellipse 7rlIb. D'après la loi des aires, 

dS 1.)· 1 
- = -'1'-() ~(/,Ol 
dl, 2 ~ 

clone S *aoT. I)loü le résultat en utilisant les relations entre ]es paramÈ:~tres 
géornétrjql~es et les intégrales premières. 
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3.6.2 Le vocabulaire de la mécanique céleste 

Considérons le mouvement sur une ellipse de foyer a centre d'attraction, de 
centre D', un des tL"ŒS du plan étant 00'. L'angle .f repérant un point sur 
l'ellipse s'appelle l'anomalie vraie. Notons P le péricentre, le cercle de centre 
D'et tangent aux extrémités du grand a..xe s'apelle ]e cercle apsiclal. Soit Q 
un point de l'ellipse d'angle O. La perpendiculaire au grand 1:1 ... '(8 pa.ssanli par Q 
coupe le cercle apsidal en un point 8 et l'angle i.p = ms s'appelle Panomalie 
excentrique. 

3.6.3 Equation de Kepler 

Soit :1: l'abscisse de Q et S et VQl :lJs leurs ordonnées respectives. L'ellipse 
b b 

résulte d'une transformation affine du cercle apsîclal et YQ = -;lJs avec - = 
a a. 

On en déduit l'équation paramétrique de l'e}]jpse 

'1' = a(l e cos .f). 

En comparant l'aire décrite par les rayons vecteurs OQ et 08 et en H.xant 
le t.emps de pm;;sage au périgée en l = 0, on obtient; l'équation de Kepler 

. 27rt, 
esmip= -. 

T 
(3.10) 

Introduisons la coordonnée 

(3.11) 

On a. il 1. En d'autres termes, ranarnolie excentrique permet, de redresser 
géométriquement le champ de Kepler. 

Proposition 33. Au voisinage d'une 07'büe dUplique, l'équation de Kepler 
eHl1'edTessée en ,1:1 = 1) j 0 D'lI, l csl1J,n vccteur de ~5 dont les composantes 
sont cinq intég1·a.les pr'e1n:iè7'cs 'indépendantes. 

3.7 Introduction au problèlne des 3 corps 

Le prob1è~me des 2 corps est intégrable mais on sait depuis Poincaré qne ce 
n'est pa .. .::: le cas pour N ~ 3, d'où l'intérêt de la recherche de trajectoires 
particulières: états d'équilibre ou trajectoires périodiques. Le problème d~s 
JV corps est sans éta.\' d~équilibre, En revanche il existe des trajectoires remar
quables. Par exemple pour le problème des 2 corps, si le moment cinétique 
est nul, les deux corps évolmmt sur une droite et ces trajectoires particulières 
conduisent. à une collision. Dans le problème des 3 corps, les 3 m<:lsses pou
vent être vues comme les sommets d'un triangle qui évoluo au cours du temps 
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et. il existe des trajectoires particulières décrites par Euler et Lagrange. Le 
cas d'Euler est la situation ail les 3 masses restent alignées sur une droite en 
rotation uniforme autour du centre de masse C. Le cas de La.grang(~ est la. 
situation oil les::> masses forment un triangle équila.téral, en rotation uniforme 
autour de C. On va présenter ces résultats en respectant l'analyse d'Eulc~r! 
de Lagrange, puis on généralisera au problème des IV corps en introduisant le 
concept de configuration centrale et le point de vue variationnel. 

3.8 Les travaux d'Euler, Lagrange dans le problèllle 
des 3 corps 

Considérons les équations du problème des 3 corps, 

.. Cm'lm2 ( ) Gml rn;~ ( ) 
mlql = q2 qi + 13 q~! qI, 

1:~ 

Gm'2ml ( Gm?m'I 
::1 qI q2) + .. :; . (q:l - q2), 

1"12 '1 2:.1 

.. Gm'31nl Grna m '> 
rn'3q:; = (qI - q3) + '3 - (q2 - q:~), 

'1'2:1 

(3.12) 

où 7'i.1 = Iqi q.i 1 représente la distance mutuelle, et où le centre de masse C 
est choisi comme origine des coordonnées, ce qui impose la. relation 

ml ql + m'21J2 + m';3q:~ = o. 

Cherchons des solutions planes. Si (X, !i, z) sont les coordonnées de q! on 
peut imposer que le plan soit z = O. Notons (Xl,:, YJ.~, 0) les coordonnées des 
points ql,~ de masse rn,J~l k = 1,2,3. Nos équations (3,12) se réduisent à 

.: _ G~ m'j(J:j - Xl,:) 
J./.;- ~ '1'3 ' 

j#/'~ j/" 

:" - G L mj CU} - ?lIJ , .. - 1 ') 3 
y/,~ - T 3' h, - ,"""', • 

7' -
j#h :]I.~ 

Cherchons des solutions telles que les masses rn,h~ soient en rotation uniforme. 
Pour cela, introduisons dans le plan un système de coordonnées ((, '1]) qui 
tourne à vitesse angulaire consta,nte w. Dans ces coordonnées, les masses ml.' 

étant donc fixes, on Il 

:tk = (k coswt - 1Jk sinwl, Y/~ = (" Sillwt + '17J.~ coswl, 

et en repodant dans les équations, on obtient 

(k - 2wi]/,~ - w2(1.~ G L ~j ((.1 - (,J, 
j=;fl,: :Jk 
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En introduisant le nombre complexe ZI,~ = (/ .. + hl/,., le système slêcrit 

ZI,: + 2'iwiJ.- (3.13) 

avec TjJ.; = - 2h~ 1. 
Les états d'équilibre vérifie z" 

d'équations 
o et sont done solutions du système 

avec /\ = . POSOllS PI = /\1'.;:1\ P2 = /\"'ï:;l, P:! = A'/'ïdJ
• La première et la 

troisième équation s'écrivent alors 

(1 - 7n2P:1 rn:CIP:JZl + 1n2PaZ2 + 'm~iP2z;:I = 0 

m'IP2 z} + m2Pl z'!. + (1- UJ.1P2. - Tn'1PI )Z;l 0 
(3.14) 

el, l'autre équation est remplacée par la, relation fixant lf~ cent.re de masse à. 0, 

H1121 +rn2Z2 + m:JZ~l O. 

Il convient de distinguer 2 cas. 
Cas 1. Les trois points ZJ.. ne SOllt pa . .;; alignés. On en déduit, que Pl = P'2 
P:I = 1/rn où 111 est la masse \;otale. Les trois points sont alors 'lUX sonnne(;s 
d\m triangle équilatéral de côté (Gmw-2)1/:.I. Ce côté ne dépendant que de 
la masse totale, le centre du triangle ne coïncide pas en général a.vec le centre 
de masse. Ces sollltüms sont dues à Lagrange. 
Cas 2. Les trois points sont alignés sur une droite et forment les solutions 
cPEuler que l'on va déterminer. 

Supposons que les points Zl, =2, et 2:1 sont alignés sur une droite L, qui 
contient donc le centre de rnasse. On peut, supposer que L est l'axe des <: e(; 
l'on ordonne les masses pour que (] < (2 < (;1' On a donc 1'12 = ("! - (Il 
1'1:1 = (] - (l ~ '/'2:1 = (1 - et les équations se réduisent fi, 

avec 'fiL} (1 + m'2(2 + Tll'3(3 O. Posons lJ.. (2 - (}l (:1 - = np et (1 - (1 = 
0,(1 + p). Après quelques calculs on constate que P est solution de 

111'2 + '/11:3(1 Tl72 + 111':J(1 p)-2 
'l'n, (1 + p)-2 + m2P-'1' 

et (), est donné par 

1 0 
a'(rn2 -1- m'3(1 + p)) = .>.:m(m'2 + rn:~(1 + p)--). 
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Le problème est clone de calculer p solution du polynôme de clegrô 5 

(m2 + rnaH-(2rn2 + 3m~dp + (:3rn:l +11I'2)p2 - (31H] + TrI'2)/' 

- (3nl'1 + 2m'2)p·l - (r11.1 + 11I'2)/') O. 

Ce polynfnne admet une seule racine posit.ive. Comme il y a trois possibilit.és 
pour ordonner les masses, cela donne les Lrois solutions d'Euler. 

Théorèllle 22. Pou'/' le pmblèmc plan! dans chaque s!Jst,ème en mtoIion nni
forme à. 'vitcsse angu.la:iTe w, il c:ds/'c une configuration de Lfl,gm,'flge où les 
tmis ma,8SC,r.; restenl fb:enl en f01'1rw:nt les srnnmct,r.; d 1'IJ'n frio:ngJe éqnilotéml 
de côté (Gmw- 2 ) 1 /3 et j,rois conJi.qumi:ion8 dite8 d'EuleT où les 1TW"B!W" 1'cs/'cn i 
al'ignées SUT 'Une même dmite, chacune étant Q,8soôéc à un ordrc dCB Tf/asses 
s'ur la, dl'o'ite. 

3.9 La notion de configuration centrale 

Considérons le problème alI (li = 1/i,::'i) sont les coordonnées de la masse 
m,j, 'J"ij = Iqj - q:il et 11 -U J'opposé du potentiel. Le système s'éerît 

, .... _ ~ Gnl,(mj(q:i q;) 
m/lJ/-L-; l, 1:1 

i-:j:..J q,. - fi} 

Cherchons une solution particulière de la forme qi(/,) (P(t,)ai où les ai sont 
des vecteurs constants de m::1 et iP(t) lUW fondions scalaire. En reportant clans 
les équations on obtient 

~ Gm'i1Tlj(l1,j - ai) 

~ Illi - a'I:1 • 
r:pJ J 

En séparant les variables, on doit donc avoir pOllr un scalaire ;\ les équa.tions 

.. -AiP 
iP =--

liPI3 
(3.15) 

ct 

L'équa.tion (3.15) est une équation en dinwl1sion l qui correspond il un 
problème de Kepler en dimension] cL s\int.f~gre aisément. 

COllsidérons maintenant le problèrne des N corps dans 10 plan. La position 
qi vit. dans JR.2 identifié à C. Posons lJi(t.) <,P(I.)(J.i 01'1 aj E <C et supposons que 
iPU) est; une [onction scalaire complexe. L'équation (3.15) est alors récriture 
complexe de l'équation de Kepler, avec ,.\ pararnètre réel. Si . .\ > 0, à chaque 
solut:ion circulaire, ou elliptique, correspond des solut.iollH du problème des N 
corps plan après résolutiOll de (3.16). 
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Définition 49. On appelle configura.tion centrale (c.c) ]Jour le problème des 
N corps une famille de vedc'u'rs, a = (ni, ... , aN) et un scalaire A soluUon 
de (3.16) (dans IR, , !ft:l). 

Propriété 2. 1. Si al! ... ,aN est une configuration centra.le alors 2:::1 miai = 
a et l(~ centre de n1(1.-;se est à l'origine. 

2. Soit; (0,1, ... l ON, /\) une C.c. Alors (Aa11"" AaN,..\) est une c.c pour toute 
matrice orthogonalo A et (TaI, ... , TaN, AIT:l ) est; une c.c pour tant T f:- O. 
Les vecteurs (aIl'" ,aN) associés à une c.e. sont donc caractérisés via les 
similitudes de IR, ]R2, !ft::!. 

Introduisons le moment d'inertie du système 1 = ~ 2: 111iqr et V = -u 
Fopposé du potentiel. Alors réquatîol1 (3.1 6) prend )a forme 

aval -a (a) + Aa (a) O. 
q q 

(3.17) 

D'ail l'interprél;a.tion variationnelle des c.e. 

Proposition 34. L Jéquation (3.17) est la cond'ilion nécessai'l'e de Lagrange 
pour le problème de t1'01Lver' 'un extr·émnm. V sur '/ln niveQ,'u 1 = c el A esl, 1111 

mul/.'iplicalew' de Lagrange. 

Preuve. Considél'Ol1s Papplieation E : a f-!. (F(a),I(a)). En un extrémum, 
son rang n'esl; pas 2, donc il existe (À f), À) non nul tel que 

aF Dl 
;\0-::)(0.) + À-a (a) = 0 
ûqq 

et on peut supposer que Ào = 1 car le rang de 1 est 1 en a f:- 0, les surfaces 
1 = c étant des ellipsoïdes. 

Lemlne 26. On a À 
F(a) 0 --> 2I(a) . 

Pn-;uvc. V est homogène de degré -1 et J est homogène de degré 2, donc 
en faisant le produit scalaire de (3.17) avec a et en appliquant le théorème 
d'Euler, il vient; 

aF al 
0= a-a (a) + Àa-a (a) - V(a) + 2>.1(0,), 

qq' 

d'ail la formule. De plus la positivité de l ef; V enl,raîne celle de À. 

On peut appliquer cette interprétation variationnelle pour retrouver aisénumt 
les résultats de Lagrange et d'guler. 
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3.9.1 Solutions de Lagrange 

Dans le cas des 3 corps, pour calculer les C.G on cherche 6 inconnues qui sont, 
les composantes (1.1, Q,2, a.~1 E 1R2

• Comme L~I=I m'iai = 0, il reste 4 inconnues. 
Par ailleurs le groupe des similitudes du plan est de dimension 2, donc il reste 
en fail: 2 inconnues. Pour calculer les c.C. on doit donc calculer les extrema 
d'une fonetion de 2 variables. 

Pratiquemernent, on procède ainsi dans le cas de Lagange. Soient '1'12, 

1'2~1, 1'1::1, les d.istances nmtuelles, le centre de masse étant fixé à l'origine. En 
identifiant les c.e. qui diffèrent par une rotation, on observe que les distances 
mutuelles forment un système de coordonnées locales au voisinage d'une c.e. 
dans les cas où les 3 points ne sont pas alignés. Précisément, on a 

G (
m'11n2 + 1T1.;rm 2 ni 'ln") " +_1_, . 

l' 12 1'2:.1 '1'1:1 

Par ailJeurs, 

L L m,(m,ir;j 
j id 

= 2mI - 2 L m'i(qj, L nljqj) + 2m1 
j ) 

avec 'In L Tni. Le second terme est nul car Lj 'mjqj D. D'où l'expression 
du moment d'inertie en fonction des distances mutuelles, 

1 LL ') l = - Inirn'i'r;j"' 4m . 
" :i 

(3.18) 

Calculer un extrémum de V SUI' un niveau r = c revient, done à calculer 
un extrémul11 de li sur un niveau de 

En utilisant la condition nécessaire de Lagrange, on obtient 

pour (i,:j) = (1,2), (1, ~~), (2, 3). 
La solution est triviale, 'l'l2 = '1'28 

forment done nn triangle équilatéral. 
(G / ,,\) lia. Les trois masses 
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3.9.2 Le théorème d'Euler-MouIton 

On peut engendrer les solutions d'Euler pour Je problème des N corps. 
Considérons le cas où les N masses sont alignées sur unc droite, et notons 
q (CJI, ... ,qN) E m:.N la position du système. Notons S' = {q 1 J(q) l} 
l'ellipsoïde identifié à la sphère topologiquc de lB! N, de dimension N - L Soit 
C = {q 1 L:r:} miqi = O}, hyperplan de ffil_N. L'ensemble 8 = s'ne s'identifie 
ft une sphère de dimension N - 2. On introduit la variété Ll~j = {lJ 1 qi = qj} 

qui correspond à unc collision entre mi et 1Tlj, Pensemble .1' = UL1~J est une 
union de plans de dimension lV - J. el, notons Ll = 8 n Ll' qui est donc une 
union de sphères de dimension ]Il - 3. 

Notons V la restriction de de li à 8\Ll. Un point critique de V est; une 
configuration centrale. L'espace S\Ll admet lV! emuposantes conneXE'S, chaque 
composante eorrespondant à lIn ordre) fJil < ... < lJuv l où (il)"" iN) est 
une permutation des indices. L'eu.'iemble Lli) correspond à une collision et; 

if --;, -j-oo, donc V --;, -j-oo quand q --;, Ll. La. fondioll V adrnet au moins un 
minînnUll par composante connexe. Donc il y au moins 2V! points critiques. 

On vérifie en utilisant 18 convexité de V qu'il y a exactement un point 
critique par composante connexe, chaque point critique étant associé à, un 
minimum de V. 

Dans le décompte précédent, on doit identifier les c.e. qui se déduisent par 
mw transformation orthogonale de soit donc une symétrie par rapport à O. 
On Et lllontré le résultat suivant, qui généraHse le résultat d'Euler pour lV = 3. 

Théorènle 23 (Euler-MouIton). Il !J a e:z:adement N!/2 c.e. colinéa'Î.1'C;'<; 
dans le pmblè:me des N corp", elUJ.cune é/'ont associée à 'Un ordn~ des masses 
'//1 i sur la dTo'Îte. 

3.9.3 Coordonnées de Jacobi pour le problèlne des 3 corps 

Considérons le problème des 3 corps, OÜ Je centre de masse esl, à Porigine~ 
L~I=I rni(}i = O. On définit les coordonnée1:l de Jacobi de la, façon suivante. On 
considère le mouvement relatif de nl'1 par rapport il 'In} et on pose () fJ'2 - q\. 
On repère ensuite le mouvement de Tl1:1 par sn. posit,ion p par rapport. au centre 
de masse Q' de '111.1 \ n12. Les coordonnées q el, p s'appellent les coordonnées de 
Jacobi pour le problème des 3 corps. On obt,ient aisément que p = Tnp,"-lqa 

oü rn. est la masse to\;ale ct; f1. = Tnl + m.2. De plus les disl,anees mutuelles 
s'obtiennent par les formules 

les équations du monvement se réduisant à 

.. Gr fi G (p 'II/Ill-li] P + m?p.-l
q) . 

q = - :1/1'-1(11'>' + :dH:.\ 'J ! 
1 r~;1 rb' (3:19) 

p= 
1nGml p- J (p + 1T12p-lq) rnGm 2JI.- 1 (p - '/Il Ile 1 q) 
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Tontes les quantités peuvent être calellléE~s daus ces coordollnéps. l./énergie 
dnétique est donnée par 

1 

et en notant p,,, Pp les vecteurs duaux respectifs de fi et P, le Hamiltonien 
s~écrit 

Grn l'rn2 Gm'2 rn ;:1 

1'2:.1 

Cm'l'ma 

l'la 
(3.20) 

avec ]'2~i = p- rnlP-Jq, Tla = p+rn2/1,-lq et Il définit le charnp Hamiltonien 
associé a1l système (3.10). 

3.9.4 Le problème circulaire restreint 

Les coordonnées de Jacobi sont importantes pour étudier le probl~mlC cir
culaire restreint défini de la far;ol1 suivanLe. gn négligeant la masse -rH:1, la 
première équation de (:3.HJ) sc (;ransfornlE~ Em une équatiDn de Kepler 

.. GI q 
q = - IJ-Ijqfïl 

le mouvement; des deux masses 111 1 et Tll2 correspondant aux planèt.es dites 
primaires en mécanique céleste. Le cent,re de Inasse él~ant celui des primaires1 

on est; amené fi poserm = J.1- dans la seconde équatioll, qui se simplifie alors 
en 

.. Gm.1 
(J=-------'-'--------,,,..-~-........;.. 

G-m'!,(p -rHIf/-If]) 

rti 
L'équation de Kepler él:ant intégrable, Pévolutîon de la rnasse rn;l es!' alors 
obteuue en analysant cette équation. On fait, UlH~ hypothèse supplémentaire, 
en supposant que le problème cs!; plan et que les deux primaires décrivent LIll 

mouvement en rotation uniforme avec une vitesse angulaire w, ceUe hypothèse 
étant approximat;ivernent vérWéc pour 7 plan(~l,es du sysLÈnne solaire, dont la 
Terre (execntrieité de 0, (l17). Le problème associé s'appelle le mouvement 
circulaire restreint. On représente alors p par' ses coordonnées:; = ( + ùJ E C 
dans le rMél'entiel en rotation uniforme, où les primaires sont loeaHsées et 
fixées sur l'axe des (. Ccu'e dernif~n~ !;rflllsformation revient en coordonnées 
symplectiques à poser 

q = (exp U() Q, p = (exp U·n P, 

oit !( est une matrice antisymétrique, le HnmiHonien étallt C'ol'nge par un 
reste aisérnent calculable. Le ealcul explidt.e donue Péquation 

(:3.21 ) 
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ail z 1 = (1 ct Z2 

termes 2w'i:i et 
représentent les posil;ions respectives des primaires, les 

:; correspondant respectivement aux forces de Coriolis et 
d'entraînement. 

Le problème est de faç.on standm'd normalisé par un choix adéquat 
d'unités. On choisit les unités d(~ masse pour que m, 1 + '/11,2 = 1) de longueur 
pour que JqJ = l, et de temps de sorte que G = 1. Par convention la plus 
petite masse, notée li, est placée à droite de l'origine, la seconde étant 1 - fJ" 
Les relations m'l(,l + 'm 2 ('2 = 0 et 1(2 (11 =:1 imposent que la masse fJ. est 
placée en 1 Il sur l'éDŒ de ( et; 1 p, en -p .. Le choÎx des unités impose w 1 
et les équations dn mouvement normalisé sont 

li + 2 U; _ z = _...;.-( 1_, ____ I),:.....,;)(,--Z _+....;..f....;..l) 

pf (3.22) 

où Pl' P2 désignent respectivement la distance à la planète en (-IL, 0) et 
(1 -MlO). 

Introduisons l'opposé du potentiel 

v ((, 17) = 1 /J. + J.: ... , 
Pl P2 

Le système s'écrit 

B17 
(, 2i7 - (, = -8 - l 

'~ 

. av 
1] + 2(, - 1] = -a . 

'II 

En introduisant Popposé cIu potentiel amendé 

1 ') ') 1 
-((~ + rr) + V + ":'J1(1- 11-), 
2 2 

les équations s'écrivent 

.. BcjJ 
(- 2i1 = 

ij + 2(, 
Bef> 
Dr) . 

On en déduit immédiatement la proposition suivante. 

(3.23) 

Proposition 35. La foncl.ion J = 2cfJ - i]2 appelée intégrale de Jacobi 
esl nne inUgrale ])1'cm:ièTe du 1TW'lwerncnJ de la tro'lsième planèl,e. 

,1 

La. constante du mouvement .J = c s'appelle la constante de Jacobi. 
Ce calcul interprété en coordonnées symplectiques est une application di

recte des techniques du chapitre précedent. En notant q la. position de la masse 
1'11:1 dans le repère en rotation et p ln variable duale, le Hamiltonien associé est 
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II = p2 - i,qI{p - V, 

où J( est la matrice (~] ~) ,et le reste -'qj(p correspond à un Lenue de Cori

olis (le terme c)lentraÎnement éLan!', absent dans le Hamiltonien). Les équations 
(3.23) s'écrivent 

jJ p + l(q, 

8V 
lip + -:;:}. 

uq 

Les états d'équilibre vérifient 

]J + liq 
8V 

0, J(p+ = 0, 

(3.24) 

811 Dr! 
ce qui implique 0 = q + -0 ~, olt (P est l'opposé du potentiel amendé. 

q Ol] 
Une position d~équilibre étan!; un point critique de if> • Un calcul facile montre 
le résultat suivant. 

Proposition 36. Les étals d'éql1ilib1'c du problème restr'eint sont les poinf.'I 
d'Ev,leT, de Lagrange du pTOblèrne de8 3 C01]JS assoc'lés et s'appellent; les poinls 
de librai'ion. Ce sont 

1. le!; points d 'Buler alignés S'U'I' l'a,:z:e dC8 ( 

Ll < -/1 < Dl < 1 - fi. < La ; 

2. les poinj,s de Lagrange L,Il Ls Tcspectivement fi 'ordonnée positive el néga.tùJc, 
j'o'f'mant chacun UT/. i'f'iangle équilatéral a.vec les pT}:maires. 

Un calcul10ng mais standard donne par ai1leurs le résultat suivant. 

Théorème 24. 1. fÏ'll:Z: point8 d'Euler LI, L3, la. matrice d'II, linéaTisé ad-
met deu1: valeu:rs ]J1'OpTeS Téelles, dont, une slTictemenl posü:ive et deu,J; 
valeurs propres imagina:iTes. Ces points sont. donc 'instal)les. 

2. A l1J; poin,j,s de La.grange LI, L5, la nuttrice du l'inéa1'isé adm,ei de,,; valeu:rs 
propres irrwg'ina:iTes .'Ji 0 < ff, < Pl OÙ Pl = ~(l - J69/9). POUT ft PI' 
la matrice ad'met des valeu:rs pTO]J1'eS m:nU'ipl;,,, ±'iV2/2, a.vec des blocs de 
.lordan non, lrivia'l1.'}:. PO'lt7' P > fl'l les valeurs pro]J1'es sont .I\, - À, .x, 
où, ).. est, 'Un compleJ:e non imagina:ire P'li,,!,. Les points Ll, Ltï, sont don.c 
ül,stables 

Rema:rque 11. Pour étudier la stabilité des points de Lagrange L.ll Lu pour 
p. < P'll il faut utiliser le théorème de stabilité d'Arnold, issue du KATv[ de la 
section 2.6.5. D'un point de vue astronomique, dans le système solaire et en 
considérant le système formé par les primaires Soleil et Jupiter, 011 observe un 
groupe d'astéroïdes, les "'üoyeuncs, loca.lisées en L.j et les Grecques localiséees 
en 
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3.10 Introduction aux problèlnes des collisions ; travaux 
de Sundnlan ; régularisation des collisions doubles 
de Lévi-Civita 

Considérons l(:~ prolème des N corps, oi! le cen(,re de filasse C est à Porigine, 
1 m,jf}i = O. On va étudier le problème des collîsions. 

Définition 50. On dit que le système a.dmel, 'Une colUs'ion IOTlU]'lle t tl 8i 

l'une des dista.nces 1'ij = Iqi - q;j 1 tend ve'!',) 0 IOTsque t -* "}. On dit qne le 
syslème a.dmet une collision I,ol,ale 8'1 ÜYlûes les (lisl.ancc.5 te'ndcni vc'n; O. 

3.10.1 Etude des collisions totales 

Notons l Ifl moment rrinertie du ",,,",I"F.11,"nO rapporté au centre de masse, l = 
1. 
2 

rniqr. La relation (3.18) est 

41'n/ L 'mi1';j~ 
i,j 

oi! m est la masse totale. DOllc la relation Ti) = D, pour tous 'i,) 1 équivaut; à 
/ = o. 

Lmume 27. Le sJJsl,è.me. adm,et, 'une coWsio'll, totale si et sculemen/, s'i toutes 
les ])a.'rUC'lllcs s'eJj'ondrcnt 8'111' le centre de masse. 

Lemme 28. LOT8 d'une collision /,o(;alc la sü,ua!,ion l -* 0, lm'.sqne 1,1 +00 

esl, imposs'jble. 

Prc'I/:lJc. Supposons l -Jo 0 avec "1 -* +00. Si rij -Jo 0, l'opposé du potentîel 
V = -U +00 et d'après l'identité de Lagrange-Jacobi, j = 2h + \1 -Jo +00, 
olt II, est l'énergie. Donc pour t assez grand Ï > l ct en intégrant l ~ + 
.11:1; + B. D'où l -* +00, t. -Jo +00 et la contradiction. 

Théorème 25 (Sundluan). Il ne peul 'If a.VO'tr· de collision totale q'lle si l(~ 

mO'lnent cinéUq'l/.c esl nuL 

Preuve. D~après le résultat précédent, lors d'une collision totale J 0 avec 
j; -Jo 1.) < +00 et Ï > () pour 1,'2 < t t 1 car V +00 à la collision. Par 
ailleurs l ~ () et I(t,) = O. Avec: l > 0 sur l'intervalle, la fonction est convexe 
et Hn son graphe, on obtient j < 0 sur [1'2, "Il. On utilise l'inégalité de 
Sundman 

rf~ 4I(Ï hL 

où .il t~st; le rnoment cinétique, avec i < a et, J > 0 sur [1,2, Il]' On obtient 
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-~ ;:121'1-] Il' .,-:1- 1 ~ l.. ÏÏ, 

soit; en intégrant, 

1 '] 1 ] 
-A-In(1- ) ~ hl - + 1( ~ hl + K, 
4 2 

où 1( est, une constante. Avec 1'2 assez voisin do h, l '" 0+ Elt In(1-I) '" +cxJ, 
on obtient 

et avec l ........;. 0+, 1 -. il) on obtient ..42 = 0, 
Donc le moment einétique est constallt et: nnL Ce résultat généralise le cas 

N=2. 

3.10.2 Présentation heuristique de la régularisation des collisions 
doubles dans le problèlne des 3 corps 

Une des difficultés dl1 probl(~me des 1'>/ corps et que l'on ne sa.it pas imposer 
en général des rectrictions sur les conditions init;iales ponr éviter les colli
sions. L'idée de Sundman est de contourner ce problème en régularisant, 
pour le problème des 3 corps, les collisions doubles. La tec1mique est de 
reparamétrer les trajectoires en utilisant un nouveau tCJups w. Cela p(\rrnet 
d'obtenir pour les solutions des séries convergentes en w qui prolongent de 
façon Inathématiqllc la trajectoire après la eollision. 

D'un point de Vlle physique, le rèmltat est clair. BxcJuons le cn::; d\me 
triple collision el supposons que lil11f~ll J > Il' Les trois masses forment un 
triangle el nécessairement le lTlé;LximuHl des distances muLuelles ri) est au
dessus d'une borne. La solution peut: être prolongée si V -[1 ne Lend pas 
vers rînfini, donc néeessairement le minimum des distances rij tond vers () 
lorsque t -+ /'J. Par continuité) le périmètre du triangle restant, stricternent 
positif, on en déduit que l\m des côtés, par exemple 'l"l:h tend vers () quand 
l ........;. il, les masses 117 1 el, TH:l fmtrant en collision, les autres distances restant. 
au-dessus d'une borne donnée et la masse rU2 étan\' tellEl que fJ'2 et. lÎ2 ont une 
limite lorsque f, -;. il l et ft, q3 ont ainsi une lirnite lorsque {; -', 11 , La collision 
a clonc lieu en un point précis de l'espace. Lors de la collision enf,re ml ct: (fi::!, 

l'interaction rnutuelle des deux masses est très grande par rapport fi celle de 
la masse '111.'] ct on est dans la situation des 2 corps. On se ra.mène au problème 
de Kepler en posant q = fJ] - ft;\, ulle collision étallt. frontale ear la posH,ion ct 
le vecteur vitesse doivent être alignés. Cela. revient h un choc élastique sur la 
droite, olt la part.icule est réAéchie. C'est, le sens de la régularîs<:üion. 

Estimons le eomporLemcnt asymptotique des vitesses ri, et, (Ï;ilorsquc 1 ........;. 
1llirn.,' 

/;1- En normalisant G J on a clone V = I:i<.i ~. PlLisque l' = rUl lorsque 
1.1 
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t -t- 1.), les longueurs des autres côtés ayant une borne inférieure positive, on 
en déduit que '/'V -+ m) TI1:\ lorsque 'l --Jo lI- Uénergie cinétique est 

T 
1 a 
ry L1l1,/d = 11 +h, 
-' i=] 

et en faisant le produit avec r on obtient 

(3.25) 

clone en particulier 1· 1/'2 q,ê , pour h: = 1,3, et q2, restent bornées. Comme 
l'origine est au centre de masse! 011 a m,\ill + TI12q2 + m'~1(b = O. D'où 

Le terme enl;re crochets est borné, donc 

(3.26) 

Comme 1tm2q~) -+ 0, on en déduit alors de (3.25) la relation 

(3.27) 

Cette formule donne le comportement asymptotique de ql, q:3 lorsque l -+ t l . 

Lelnme 29. L ~intégmlc improp7'E 

[

I.! dt, . [,'; dt 
-= hm -

• T r s-t) . T r 

e:l:iste. 

Preuve. On utilise l'identité de La.grange-Jacobi) Ï = 2h + li. Comme 1'12 et, 
-1 ,," '117'1 17/.:1 

7'2:1 restent bornées) li m'1 1n3T ]y, reste bornee, et l ('V --- lorsque t -t- ['1. 
<.' r 

Avec j = .r l pour prouver le lemme, il suffit de prouver que j reste bornée, 

lorsque 1, --Jo t 1. On a j = 2:~=] 171/,JlI.-Qk et flvec 2:%=1 rnkq" = 0, on obtient 

3 

i L ml, {(a;/; Xa);i;k + (YI,: - ',I}a)1Ïk + (Zlê - Z3)Z/;:} , 
k=L 

et en utilisant l'inégal1té de Cauehy-Schwarz, il vient; 

2 

li, ~ L 1n".T,,~;\kÏl.·I· (3.28) 
,,~=] 
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Or 1'l::dqll ......-+ 0 et 'l'2::h Itb 1 restent bornées. Donc j reste bornée. 
Cherchons alors la nature des solutions paraTl1étl'é(~s par s = (/;1 - 1:)1/1 

OÙ l est un entier. Puisque chacune des coordonnées q(/:) reste bornée lorsque 
t -l- 1:1 et au moins une des dérivées est non bornée, l'asymptotique étant 
donnée d'après (3.27) par 

1'qf -l- C f:. 0, t, --+ tl. 

On écrit 

q(l;) = q(td + Cl,sll + ... avec Cl f:. O. 

A 
dq dq ds . 

vec - = --, on obtIent donc 
dt ds dl 

q(t) = 

En pa.rticulier 

·2 'J( 1-1) qj = C2 S - f + ... , C2 0, 

avec ï' = C:1Sf
l + ... et C:1 

31}, 21 = 0, soit p/l 
O. La condition 1'q? -t C, /, -t /'1 impose donc 
D'où un choÎx possible p. = 2 et l 3. Ce qui 

conduit à 

_ 1/:1 S - (1.1 - f.) , (3.29) 

L'interprétation géométrique de cette transformation est 130 suivante. En 

/

'('1 dt 3 
posant /\ = l - avec l' C:1S11 + ... = C:1S2 + ... ) on obtient À -8 + .. '. 

. 'f' C:l 

Considérons les trajectoires coniques pour le problème des deux corps. 
Dans le cas elliptique les trajectoires sont des ellipses dont ]e foyer est O. En 
utilisant l'anomalie excentrique 1.p, son équation est 'r = (1(1- e cos 'P) et i.p 0 
correspond au où l' est minimum et vaut 0,(1 - e). Un ealeul simple 
donne 

'N/,(P = JaU) 

• 1 1) 1 1 / l J kdt ,... ou Ii,- = 2 II, = Il, a consta.nt, c one up = -. La. reparameLnsatlOn reVlent 
r 

donc il, paramétrer les trajectoires par l'anomalie excentrique. Cela il ml sens; 
en effet pour obtenir une collision, on fait; tendre le périgée vers 0, ce qui 
revient à faire eLLe rapport des derni-i:LXeS, [lib = 1/ JI - c2 , devient 
alors infini, et; l'ellipse s'aplatit, mais l'ano111a11e excentrique reste bi(~n définie, 
la longueur a pouvant; être fixée en imposant le niveau cI:énergie h. En posant 

j
,t, 

S = (\1" + l)d/', 
·7 

on obtient un paramètre qui régularise toutes les collisions doubles et qui t.end 
vers +00 lorsque t +00. Des estimées montrent alors le résultat suivant. 
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LeIllme 30. 1. Le temps sépfl'mnt dC'Il:D collis'Lons évenluelles consécutives 
adrnet une borne in/él'ieu1'e. 

2. La. solution régu.l(J:risée TJaT le, ]J(1.,/,(1./rnèl1'c S cr + ù; est s'Ur 
une bande -5 < 1) < S. 

En décriva,nt la, solution en fonction du panul1~~tre 

w = --::"2-1rI-;:"'"Ç-

e 2l) + 1 

on obtient le théorè~me de Sundman. 

(3.32) 

Théorèlne 26. Si le rrWTllcn,l, ônéliquc n'esl pas nul, la solution lldnwl un 
développernenl, en série en w q'là COTI,'liC'/:qe pO'UT Iwl < 1 ef (jl1.'l décrit le mou
vement ]Jour chaque t E ]P~. 

3 .11 Notes et sources 

L(~ livre de Pollard est une excellente introduction au problème des N 
corps, au probll~lne de Kepler et, pour une présentation des travaux d'Euler et 
Lagrange pour le problème circulairo res(,reint Le point de vue variatioIlnel 
pOUl' caractériser les points cl 'Euler pl; de Lagrange est, extrait de et 11a11 
[53]. Enfin le problème des collisions avec la régularisation de Lévi- Civita pour 
les collisÎons doubles utilisant. le formalisme Hamiltonien et le théorème do 
Sundman est présenté fm détails dans le livre dans le livre de Siegel-l'doser [GLl]. 
Notre présentation est très modeste, et; le sujet est encyclopédique. Pour une 
étude plus approfonùie sur la rnécanique céleste, voir l'ouvrage do 
[73]. Pour une étude récente et géométrique du problème des collisions, et 
leur rôle pour construire des solut.ions partant à l'infini cn temps fini dans le 
problème des N corps, voir [ID]. 
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Recherche de trajectoires périodiques 

Excepté dans le problème des deux corps, il est impossibltl de décrire Loul,cs les 
trajeetoires dans le problème des N corps. Une façon d'aborder l'analyse:; est 
cIe rechercher des trajectoires partîcu1i(~res, les plus simples étant les trajec
toires périodiques dont l'importance pratiquc cst indéniable. C'est le thème 
centraJ des tra,vaux de Pohlcaré en mécanique céleste, dOllt l'intuition était 
qu'el1eH étaient fort nombreuses ot qui est à l'origine des mét,hodt~s pour 
rechercher de telles solutions. Une première catégorie remarquable de t.ra
jedoires périodiques est; décrite dans le chapitre précédent: à. savoir les trajec
toit'es associées aux points d~Elller el, de Lagrange. l/objeet;if de ce chapitre 
est de présenter les Ledmiques utilisées en mécanique céleste pour ca\euler des 
trajectoires périodiques. La premiÈ!re méthode décrite es(, la méthode de con
tinuation. Le principe est simple, les trajectoires périodiques étant des points 
fixes de l'application de Poincaré, une trajedoire périodique d \m système 
dynamique à. paramètre peut être prolongée pour des valeurs voisines du 
paramètre, sons des conditions génériques. Une application importHnte au 
problème des trois corps est la. conUnuation des orbites circllla,ires du probllmw 
de Kepler, les trajeel;oires périodiques de la théorio lunaire de Hill entrant da.ns 
cette catégorie. La seconde méthode pout" calculer les trajoctoires périodiques 
est d1utiliser le principe de moindre action, les équations d'Euler-Lagrange 
correspondanL à lin minhmun local de l'action S J Ldl oll L f~sl; le Lagrang
ien. Une t.rajectoire périodique réalisanL ]e mininlllm local est donc solution 
des équations. Cette Lechnique pour ca !culer des trajectoires périodiques a 
été la source de nombreux résultats récents, pour les syHt(~meS Hamiltoniens 
(voir par exemple [50)). Elle a été int.roduite heurÎ::itiquement par Poincaré 
dans le problème des crois corps dans le plan. L'espace de configurations 
des trois corps es(, idenUfié à Fespaee des tria.ngles ; eest un espace à. 110-
motopÎe non triviale si on exelu t, les configurations associées a.ux collisions. 
L'idée de Poincaré est de chercher des trajectoires périodjques\ dans chaque 
classe d'homotopie. Le travail récent; de [20] présenté clans ce chapitre est une 
construction explicite d'uue trajedoire périodique dans le problème des trois 
corps dans le plan, à l11asse égale, obtenue en minimisant l'actlon. La I:rajec-
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toire périodique est une chorégraphie oit les trois masses se poursuivent sur 
une courbe ayant la forme d1un huit) à eomparer avec le cercle obtenu dans le 
cas de Lagrange. 

4.1 Construction de trajectoires périodiques 
par la luéthode de continuation 

Définition 51. Soit :b ~Y(;Z;1 v) une équation rbffél'enf:ielle lisse, ;1; E U (0'/1,
vC1'î de m;,n) et 11 E V (ouveTt, de m;,m)~ 17 1'epr-ésentanll'espace des 7Ja.mmèt,rcs. 
Boil :DI) un état d'équ:ilibre du système, pOUl' une valcu:1' 170 du. par·{J,mèi;l'e. 
Une conl:inuation ric cel, équilibre est 'une fondion lisse 'lJ -~ 'Il ( v) lelle que 
u(vo) = ;1;0 el, X('u(v), '0) = O. Une contin:/Ul,t'ion d'une solution pé7"iodique E, 
de pb'iode T, lJOUT la 'valeur 'Ua du pam:mètT'{:' est une paù'e lisse (u('o), r('v)) 
l,el que la solution l'isse L"sn de t 0, associée à la valeur' 'v du paramètre, 
notée (,(l, 'll('U), 11) es/, périodique de période T avec u('uo) = E,(O) et r(vo) = T. 

Définition 52. On dit que l'état d !éq'uilibre est r'éfjulic1' si la matrice jaco

bienne BaX (;1;0, Un) est invcrs'ible. On dit que la tradectoire est pé1'iorlique est 
T 

régulière ;i Da' p 1 e8t inversible où Pest, l'applica.tion de Poùzcaré. 
:1: 

Proposition 37. Dans le cas rÉgui'Î.cr une pOliüion d'Équilib'J'e ott 'une t'J'Ujec
toù'c pÉriodiqu.e peut être continuée, 

P.reuve, Considérons le cas d'un étal d'équilibre X (;Z;Ol 'Uo) = 0, Comme 

{JX ( ) . 'bl d' 'J l" d C t' . l"t '1 . -a :1:0, 'Un est mversl e, apres e t Ieorerne es fone ,IOns Imp ICI ,es, 1 eXlsLe 
:1: 

'lJ. lisse LeI que 'U(vo) = :l:{) ct X(u.(v), v) = O. 
Considérons le CIlS d'une solution périodique ~ de période T. Alors E,(O) est 

un point fixe de l'a.pplication de Poincaré 

P(E,(O), vo) = Ç'(O), 

P 1· L . , ,. l' l ~ ,;. ap j" et est, ISse. a. trajectOlre penoe lque peut. ( onc etrc contmuec SI -;:) - est 
0.7; 

inversible, c'est à. dire que 1 11 'est pas valeul' propre de ~~, la période variallt 

de façon lisse. 

Dans le cas Hamiltonien, la méthode de continuation s\lpplique en se re
streignant aux sur[aecs de niveau. 

Proposition 38. Considérons UlI systèrne Hamiltonien de IP{211 r :i; = H(~l:, v), 
dépenda.nt d'un pararnèl,re. Si la. 'restl'icl.ion de l'application de Poincaré à la 
sU'liace de niveau H = c est non ciégénÉ1'éc J alors une trajecfoir'c pér'iodiq'll,e 
E,(t) penl, êt'J'e continuée (81/,1' la sU7jace de niveœu). 
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Exemple en dimension 4. Soit ;i; = Ji (;7~ l V) un système Hamiltonien sym
plectique en dimension 4. La restriction de rapplîcation de Poincaré admet 
deux exposants caractéristiques {).1, /\3}, ).2 = ~ ou :1. / /\ 1. On distingue deux 
cas réguliers sl;ables : 

• cas réel: les exposants sont réels distincts de {l, . Ce cas est; dit; hy-
perbolique. 

• cas complexe: les deux exposants sont non réels: eifl , e- ifJ
• Ce cas est dit 

elliptique. 

Dans ces deux cas une trajectoire périodique (hyperbolique on elliptique) 
peut être continuée en une trajedoirc périodique de même nature. 

4.2 Le théorème du centre de Liapunov-PoincaI'é, 
dans le cas Hamiltonien 

Théorème 27. Soil :Î: = 11(;r,) un système Ha:m'iltonien de ]R2n, Xo une ])0-

.'lition d'équ:iUbre 'identifiée à 0, A -a (0) la mai,dee du slJstème lin éa.ris é. 
T 

On suppose 'l'Ile le speclr'e de A es/. de 'la forrne Œ (A) = {±iw, '\:1, ... , ).2n } , 

où w > O. Si /\i/iw ri:. Z pou'/" j = 8, ... 1 aloTS il e:l;ù;f,e mw famille 
à un pa,m,rnètr'e d'm,bUes pél"lod'iqucs i8S'IU~S de O. De plus en t.endant, vers 
0, les périodes conve1:qe'nl 'IJCTS 2rr /w et, les eJ.:posants cam,déristiqu.cs vel'S 

exp(21f.\dw ),.i 3, ... 1 m" 

Prc'u'IJe. Le système s'écrit :Î~ AJ; + g(:1:) où g(:/J) o(!xl). En posant :1: = EY, 
l'équation devient 

il AU + O(E), 

oit E est; le paramètre. Pour E = 0, le système est linéaire et ses va.leurs propres 
sont {±iw,,,\~,,,,,A271}' Il admet donc une solution périodique de période 
2rr / w de la forme 

y (1;) (exp At)a, 

ml a. est un vecteur fixe non nul. Les exposants caractérisUqucs associés sont 

et sont différents de l, par hypothèse. 
On peut donc appliquer la proposition 38, et on a clone, pour chaque valeur 

assez petite du paramètre E, une solution périodique de la formo 

y(t) = (exp At)o. + O(e"). 
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Ainsi .7:(t) fy(l,) est une famille à un paralI1(:~t:re de trajectoires périodiques 
du système initial de la fornw 

Lorsque f -, 0, l'amplitude t",end vers 0 et la période t.end vers la période 
21r /w 1 cPou le résultat. 

4.3 Application aux points de libration 

Considérons le problème des trois corps circulaire restreint et les points de 
libration: 

• points d'Euler LIl L'l, : le linéarisé admet une paire de valeurs pro-
pres réelles non nulles et une paire de valeurs propres imaginaires. Le 
théorème de Liapunov-Poincaré montre done qu'il existe une famille à un 
paramètre de trajectoires périodiques émanant de chacune de ces positions 
cl' équili bm. 

• points de Lagrange LI) L5 : pour f.I < JL, Ol.! Pl esl; la valeur critique du 
théorème le liné:u-isé admet cleux paîn~s de valeurs propres imaginaires 
pures conjuguées, ±iW1, avec 0 < W'1 < WI. On peut appliquer deux 
fois Je théorème du centre: 

1. Puisque W2/Wl < 1) il existe une famil1e à un paramètre d 'orbites 
périodiques émanant de hJ avec lmc période lilnite 27r /w J, cette famille 
est dite il. période eourte. 

2. Si W'2/Wl rt N, il existe une famille à un paramètre d'orbites périodiques 
émanant de L'l de période limite 2Ï1/W'2l cette famille est dite à période 
longue. 

4.4 Deux applications de la lnéthode de continuation 
en luécal1ique céleste 

L.lA.l Orbites de Poincaré 

La lnéthode de conUnuation ne peut. pas être directement appliquée au 
problème de Kepler oil tontes les trajoct;oires sont périodiques ct les exposants 
earadéristiques sont donc égaux à ]. Poincaré a remarqué que ces exposants 
deviennent non triviaux en se plaçant dans des eoordonnées en rotation et 
é.l appliqué eette remarque pour continuer Jes orbites circulaires du Jjroblème 
de Kepler en des trajectoires périodiques du problème circulaire restreint;. En 
ofTet le Hamiltonien associé il cc probl(~me est 

1 -



4A Deux applications de la méthode de continuation en mécanique céleste 8:3 

avec 

Les réels dl et d2 sont non nuls si on exclut un voisinage des primflires, le 
Hamiltonien s'écrivant 

Il 110 + 0(1/,), 

avec 

1 

oil1Jo est le Harni1tonien a'3socié au problème de Kepler écrit dans des coor
données en rotation unjforrnE\, En utilisant des eoordonnées polaires (r,O) et 
en notant (R,8) les variables duales, Jl0 s'écrit, 

1 (C) ) 1 Ho= Ii-+---;:;- -8--, 
2 '1"- r 

Les éqtwUons de Hamilton nous donnent 

i' = R, il 
,8 . 
f) = 0 - 1, 8 = D, 

'1'-

Le mouvement angulaire 8 est conservé et on pose 8(f) C, la vitesse an
gulaire étant alors iJ (1- ca)/c:1• Pour c:/= 1~ considérons l'orbite circulaire 
Ii = 0, '/' = c2 qui forrne une solution périodique de période T 127rc:I /(1-c:I )I, 
L'équation aux variDtions associées vérifie 

" R R' -l./c..(), '1 = '1 ' 

et les exposants caractéristiques sont exp(± i27r(1 c: I )) et sont égmn:: ù. 1 si 
(1 - n'est pas entier. On a montré le résultaI; suivant:. 

Théorème 28. POU1' J.I. assez pdü1 si C #1 el (] 'II .'es/' pa8 CT! UCT, 
le pmblè'l1u:. cir·c'llla.ir'(~ 1'cs/,T'd'nl, a.dmeJ, des l,ro:1ecloirc8 périodùj/W8 elhpt'iq/l.cS, 

voùrinc8 des tTl~jcctoi1'es circula:i1'CS du prohlèuw de Kepler. 

4.4.2 Orbit.es de Hill 

Considérons de nouveau le problÈ'me circulaire reslreinL le eorps de masse 
1 - f.I- représentant le Soleil, ]e corps de masse p la Torre et le troisième corps 
de masse négJjgeable étant la Lune. Fixons l'origine df~S coordonnées an CPll

tre de la Terre. En négligeant la constanLe, le Hamiltonien du s'y1:itè~l1le peut 

slapproximer par 
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où l" est la masse de la Terre. Le premier terme représentfl J'attraction ter
rest.re, le second facteur est le terme de Coriolis, 1'<:~fFet du Soleil étant modélisé 
par la rotation uniforme de la Terre. 

Soit f un paramètre. Fa.isons la transformation symplectique à poids 

où, si I~I est voisin de l, I:z:! est cie l'ordre de . Le Hamiltonien est transformé 
en 

Il = ( 
11712 
2 

qui s'écrit en changeant la paramétrisation 

En utilisant les coordollnées polaÎres, le Hamiltonien devient 

JI = - If + -. - - - é: e, 1 (2 (2
) /1 :1 

2 '1'1 l' 

où R, e sont les variables duales de (1\ f)). Le système s'écrit alors 

qui n:~pI'ésente pour e assez peUt une approximation du mOllvement lunaire. 
Le mOIl1Emt; angulaire e f~st préservé et les solutions e = ±c , c = Jil, R = 0, 
'!' = 1 sont des trajectoires périodiques de période 27T(C ± ca). L'équation aux 
variations associée est 

qui a des solu\;Îons de la forme exp ±icl. Donc les exposants caractéristiques 
non triv iallX des orbites circulaires sont 

cxp( ±ic27T( C ± c2
)) 

La méthode de continuation s'applique. Dans les coordonnées normalisées, 
les soluUons vérifient r ] et la période est d'ordre 21T. Dans les co.qrdonnées 
d'origine on obtient une ramille de trajectoires périodiques dont l'amplitude 
et la période tand(mt vers 0 avec lE. 

Théorènle 29. Dans le pmblème de Hill, il e:J:isie deU;l; familles cI. un pa.ramètre 

d !()'tùiles périodiques elliptique.5, 'voisine8 ri 'une famille de cercles conccn
I.T'ÙjUCS de peUts "'(1yO'lIS~ r]O'nt le eenl,re c.':;/. une pr-imll'lre. 
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Rerrwrque 12. La méthode de continuat.ion appliquée à partir du problème de 
Kepler dans de:; coordonnées en rotation permet aussi de montrer l'existence 
de trajectoires circulaires de grand rayon, rargument étant identique. Les 
trajectoires circulaires du problème de Kepler sont préservées dans des coor
données en rotation, qui détruisent par ailleurs les t.rajectoires elliptiqlws non 
drculaires. 

4.5 Solutions périodiques et principe de lnoindre action 

Une idée très féconde de Poincaré pour rl10ntrer j'existence de trajectoires 
périodiques en mécanique céleste repose sur le fait que les trajectoires min
imisent localement l'action 

/.

'tt 

8(q(t)) = (T + lI)lU, 
, tn 

oit Test Penergie cinétique et li ]'opposé de l'énergie potcntie]k~: 8 étant 
ici une quantité positive. La technique est donc de chercher les trajectoires 
périodiques comme limite d~une suite minimisante de courbes périodiques 
quelconques. Cette technique ponr calculer des t.rajectoires périodiques, est 
utilisée maintenant, de façon classique pour calculer des géodésiques fermées 
en géométrie Riemannienne ou des trajeetoires périodiques pour les systèmes 
Hamil toniens. En mécanique céIe:~ste son a.pplication se heurte au problème 
des collisions qui représentent des singularités du système. On introduit dans 
la section suivante les outils nécessaires ft son utilisation. 

4.6 La lnéthode directe en calcul des variations et son 
application à la recherche de trajectoires périodiques 

4.6.1 PrélinlÏnaires 

Considérons ]e problème de minimiser une 1'onetionnelle 

panni Ulle famille C de courbes solutions d'lm système (j(/,) = f(qU), v.(I)) 
et vérifiant certaines conditions limites. La rctrictîoIl de if' à C définit; ulle 
application r.p : C -+ 1ft On suppose que r.p est bornée inférieurement. On 
appelle suite minimisant!:' une suite (;"r Tl) telle que <p(;D lI ) -+ inf <Pl lorsque 
n +00. POUf qu'uue suite minimisante fournisse un minimum, il faut 

1. extraire de la suite (:/;,,) une sous-suite convergf:'nte, d'où la nécessité de 
compacilé; 
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2. imposer lIne certaine régularité sur cp. Considérons par exemple cp(:z:) = I:z:/ 
pour :1; f:. 0 et, ip(O) = 1. Une suite minimisante tend vers 0 et cp(O) = 1. 
La notion à utiHser est la. notion de semi-continuité inférieure 

ail (.'1: ,1 ) est uue suite convergea.nt vers ,];. En enet si la. suite esL minimisante 
on El 

et cp a.tteint son minimum en ;Z;. 

En résumé, on veut pour montrer l'existence d'un minimum utiliser que 
si tp est semi-continue inférieurement, alors ip atteint son minhnum sur tout; 
compact. Dans notre problôme, il faut introduire le cadre fonctionnel acléqm:d:. 

Inlro(hu.:îion de l 'cspace HI 

Définition 53. Soit CT l'enscn;,blc. des applications T -périodiques ri. valeu:r", 
(/(1,'/18 jP21,. Soient ;'Cd) des éléme:nt.'i de L] (0, T). On dit q'ue:1; {ulme/.y =;:i: pou:,. 
dérivée fa:iblc s'i 

,']' ,']' 

1 (:v(t.L }U))dt, = - 1 (!}(i.) , fU))dt, ./0 Jo 
pm!'r /'oni f E Cr· 

Le lemme suivant est classique (voir par exemple [50]). 

Lemlne 31. Si ;Ij est. la dérivée faible de :1:, alon, 

,'1' 
1. Jo ;Ij(t.)r1f. = 0 

2. :1:(1,) = ./;; ;Ij(s)ds + e, où c est un 7JCel,euT constœnL en 1)(]'1·ticulieT:r Ctit 
aôso['l/,menl conUnue el. T -périodiquc, i.e. ,1:(0) = :/;(T) = c. 

Définition 54. On note JJI l'c,,,p(J.ce dcs fO'1lcUons ,T E L 2
! qui onlunc dérivée 

fa'iole :i; E L'2. C'est, un espace cle Hilbert (L'vec le prod'llU .<JcalOiTc 

f
'T 

(;r ~ 11) ( ( :1: ( t ), '!1 ( t )) + (;i: ( l ), Ü ( i) ) ) dt,. 
,n 

On nol;e Il ' 1/ la norme as,c;odée. 

Un résultat standard est le suivant. 

Proposition 39. Si une suûe (:1;,1) C01rVe1'gc fa.iblcrnenl Vf:.'f'S ;1: dans JJl, (l.lm's 
(;r n ) C011,ve'r:qe 11:fI~f'onn.ém.cnt 'OC1'8 ~l:. 
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4.6.2 Equation d'Euler-Lagrange sur III 

Considérons le problè~me de minimiser une fonctionnelle 

/1' 

iP(q) ! LU, q, rj)dt, 
,0 

où le Lagrangien est LU, q, q) = ~(f + V(I:, q) E!t ]a fonction V est tlBsÎmilép à 
un potentiel vérifiant les eonditio~ls (lIt) suivantes: 

• F: [0, T] ....... IR: est lisse . 
• IV(t,q)1 + !VqF(t,q)! ~ a(lql)I)(t) pour 1; E [0,1'], Ol1 a est; une fonction 

continue positive (~t b est nne fonction de LI (0,1') 

Proposition 40. La. fonclionnelle (p est Cl su'/' Hl, el si q rfl esl, /whtf,ùJn 

de ~P' ( q ) O! alors rj (J, une dér'ivée faiMe Ii, et 

ij(t) VqF(t"q(t)) ]J.p. S'/1.r [O,TJ 

q(O) q(T) ri(O) rj(T) = O. 

4.6.3 Fonctions semÎ-continues inférieurement et fonctions 
convexes 

Définition 55. Soit E un. espa.ce mé/.rique e.t, f : B ......,. JRU{ +oo} 'IJ,'IU~ Jonet/ion. 
Noton8 dom! {;r E E ! J(,?;) < +oo}. D'Il a.ppelle éJYllJ'l'[l,phe (h; J, f1c.'l/.se.Tnble 

cp'icn {(:l:, a) E E x 1R 1 J(:I:) ( a}. 

On dU que J est. scn/.'Î-con/.ùute 'illIèl'ieu'/'ement (s.c.i.) si (~pif cst '1111, ensemble 
fC'I7né. Si E est un (!,'iJHlœ vcctoTiel. on dü qu.e f est con'l1e:1:c si cpi(f) est 
convc.1:c. 

Proposition 41. L ~applicat'io1l f est cmwc:J:e si et, 8culcTlwnl, si, pour /'01/.8 

J~t?J E E, et tOlt/' /\ E [0\ IL 

f(,\:1; + (1 A)lJ) ~ ;\f(;I:) + (1 - A)f(y)· 

Proposition 42. f CHt 8. C. i. 8i et sClI]cmenl, 8i l'un(; des conditioTJ..'; 8uivantc8 
est vr:ri;{iée : 

1. POil'/" lmd nSd n, f!en:;e:m,blc {:r, f(:1:) ~ a} cst fC'Iï"JuJ. 
2. Pour tout, ;1;0 E E .. Hm inf f(B) ~ f(,7.:o). 

S~U B={I:l:-:rlll!Ç.s} 

3. Pour t,md :rf) E pOli'/' /'ouJ E > O. 'il e:l:Îste '/ln 'Uoù:linage U de :1:0 tel que 
f'('l1) ~ f(;1"o) - E, pour ton/. '1./. EU. 

4. Pour /'mûe SlI:if,c (,?; n) "en danl, ver:; :1:0 lo'/'squc 'II /.end vers mi a 
limll_':X: inf J(:l:n) ~ f(:I:n). 
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Application à l'espace H 1
« On peut appliquer ces caractédsatiolll-i sur 

l'espace JJl qui est un t~spaee de H.ilbert. De plus sur cet espace on peut 
considérer la semi-continuité relativement à la topologie faible (l'espace étant 
localement métrisable). On nolJe a:n .-\. :z: la convergence faible de (:1: n ) vers :I:. 
Une caractérisation de la s.c.i. d'une fonction est 

On a le résultat suivant. 

Proposition 43. Soit .f : 1-P -+J - 00, +(0). Si f est s. c. i. et C0171Jc:re alors f 
est (L'lIs"i Jaibleme:n/, 8. c.?'. 

Proposition 44. Consùlémns la Joncl.ionnelle dj(q) = .f~; L(t, q, rj)df;, où 
L{f"q,q) = krj2+ V(I.,q) elle JlOtenl.id 'vérifie les c(yndii'ions (J-ld. Alors iP est 
.fœiblem ent s~ c. i. 

Preuve. L'application q(.) i-1 .I~~ \lU, q(t,) )dt est faiblement continue. En efIet, 
l'application est continue pour la topologie de la convergence uniforme et 
d'après la proposition :39 si une snHe (qn) tend vers q lorsque n tend vers +00 

alors elle eOllverge uniformément. 
Uapplication q(.) f-' .I~~' ~(f(f.)dt est continue Sllr 11\ car dériva.ble. De 

plus elle est; convexe. D'après la proposition L13, elle est donc faiblement S.C.i. 

La fonction if j, somme de deux fonctions faiblement s.c.i. est clone aussi s.e.i. 

Corollaire 12. Soit (lJn) une suUe l11-'inimisa.nte bornée pm' i/j. AloTs (1) (JJf,einl. 
8017, rninùn'Wn. 

Preuve. La suite (q'l) étanL bornée ct Il' réflexif, on peut extraire tlue SOU8-

suite minimisante convergente. Donc <1) atteint Bon minimum. 

Définition 56. La foncUonnelle iP est dite cocrC'Î.'lJe si rp( fi) tend 11(:1'8 +00 

quand Ilqll twnd vers +00. 

Corollaire 13. Si <1) esf, coercive, alors iP aJteint son rn'inim,mn. 

Pl'cu-ve. Soit (q11) une suite minimlsante ; alors rP( (j,,) ne tend pas vers +00 

quand TI- Lend vers +00, cL done IIql/li ne tend pa.s vers +00. On peut donc 
extraire une sous-suite bornée (f}1I /;). 

Un exemple cj1application est le suivant (voh [50]). 
-r , 

Théorènl.e 30. On suppose de plus (j'lie le ]Jotcnu'cl V vér~fie les conditions 
snivo:nf,cs : 

1. Il e:âste g E L1 (O,T) tcl que 1\7I]V(t,q)1 (yU). 

2 . .I~; V(i" q )dl I.end 1}(~1'S +00 quand Ilqll l,end vers +00. 
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Alo'/'8 le. ln'oblème o,drneJ, 'Une sol'lllion (périorl'iq1J.e) nûnimisa:nl, ~p S'II:!' 

Preuve. Soit q E ,Hl ct posons 1J ij + ij où fi = .I~~' q( l)dl. Alors 
·T ,'r ,1' 

(Nq) = / ~lrj(t)13d/'+ / F(t,i](t))rU + 1 (F(l~(j(/.) - FU,lj))dt 
Jo - .In .10 

/,'T 1 lT • l(j(f;)1 2 dt + 1'(/'1 q(l))dl. 
. (] 2 dl 

/,

'T II + \7 rJ F (t 1 Ü + 8'Û,(t:) ) Tl, ( t )dsdl 
.(J .l) 

/,
,1' 1 ( /,'T ) /,''1' ~ rylrjU)I~d/'- ,g(l,)dl liilx;+ \f(i"n,(f,))dl 

,0 - • Il . II 

et; d'après J'inégalité de Sobolev 

H vient 

tP(q)~ r llrj(t)1 2dt-C r l(j(OI2 + l 1'(t,ü{1;))dL 
T (T) 1/2 T 

./0 2 Jo .10 
Comme la. norme H j de q tend vors +00 si et seulernent si (liil 2 + .I;~ (f (l ) dt,) 1/2 
tend vers +00, on en déduit que w(q) tend vers +00 si IIqll tend V('l'S +00. 

Rcrna.TljUC l.J. Le résultat précédent, ne s'applique pas diredement a.u problème 
des JV corps pour deux raisons. La premi(~re est que le potcnUcl 1'(t, (1) tend 
vers l'inHni sur la variét.é des collisions Iqi -'1:i1 = O. La seconde est. que VU, q) 
tend vers 0 lorsque Iql Lend vers +00. Une solution au problème des collisions 
a ét.é proposéo par Poincaré, en remplaçant; le potentiel Newtollkm par un 
potentiel dit fort. 

4.6.4 La notion de potentiel fort et l'existence de trajectoires 
périodiques pour le problèllle des deux corps 

Définition 57. Considé1'Ons le cas de AT PQTt'ic'l/.les1 l'nclio'/7 élmd 

8(q) = l ~ ~ rni(j~ + F(q) dt) T( N ) 
,0 ... ;=] 

O'll V es/' fOp]J08é du potentiel U. On dit; que le slIstème est s011'1niH à 'UTl. 

po/en fiiel .for" si 

l L Gmj1Yl'i ,1 = . 
1(7' fl- -In 

l~i<j~N 1 J 

a:lJec 0' ~ 2. 



90 <1 Recherche de trajectoires périodiques 

Proposition 45. Si le syslème est Boum'is à un ])olenNel fort, alors dans le 
ms ri lu.ne collù,ion entre fieu:l; des COTpS al/, 'moins, 1 ~(l,ction devient 'infi:n:ie. 

Prclwc. Considérons]a trajectoire l, r-7 q(t;) telle qu'à l'instant f;c, la particule 
i entre en eollision avec la particule j, En notant '1' la distance Iq i qi l, il 
exist.e 1(1, 1(2 > () tels que 

L T \1 } ~ .'1 1(') 
= + ;::: ~ rI'"" -1- -;;:. ,.--

VacUOl1 vérifie donc 

S(q) ~ ,f (K,;.2 + ~::) dl., 

et avec l'inégalité (1,2 + b2 ~ 21abL il vient. 

S( lJ) ~ l' J{ 1; 1 cll, J( [In '1'(1) J~I, = +00. 

On pent appliquer ce résultat au problème des deux corps. 

Proposition 46. C()'nsiriéron8 le pmblème des deuJ.: CO"7JS, avec l 'hypolhèse 
du. pot,cnl'Îel .fa l' 1.. A lors il eJ.:iste des lm:iedo"ircs pé1"iodiquc.'l non l1'Ù!ia1e8. 

P7·e'll:ve. En localisant une des masses en 0, on se ramène à un problème plall 

1 1- l Ir' , 1" 1 .') J( n 11 (U (e type \..ep er, e ..lagrangien dan!; ...1 = -rr + -,-,-, ri ~~, \. > L ne 2 q 11 

collision a lieu pour q = 0 et on considc-!re l'espace JR:2\ {O}, une trajectoire 
T -périodique entourant CI el ayant UB type cPhomotopie caractérisé par le 
nombre de tours orientés autour de O. 

Fixons la classe d'homotopie eL considérons une suite minhnisante T
périodique. 011 observe que, pour une telle suite, l'hypothèse du potentiel fort. 
garantit que lCH traject.oires évitent 0, car l'action devient infinie en passant 
par la collision, d'après la proposition -45. 

Par ailleurs cOllune V ~ 0, on a 

,J' 

S(q);::: 1 (f(t.)dl, 
Jo 

el; donc, ponr une suite minimisante, .I~;' (j; (1;) dl, est bornée. 
Par ailleurs d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz la longueur l(q) d'une 

cOllTbe vérifie 

T ( .'1' ) 1/2 
l(q) = r kj(Olrll, ~ T 1 iP(t)rlt, 

./0 .ID 
-', 

Donc, pour twC suite minirnisante, la suite des longueurs est bornée et les 
courbes qn sont contenues dans un compae\, pour la topologie uniforme. Les 
trajectoires qn sont donc contenues clans Ull compact pour la topologie II l ct. 
on se rarnène à la situation standard car on évite les collisions. 
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4.6.5 Traject.oires périodiques pour le problème des N corps 
avec l'hypothèse du potentiel fort 

On peut généraliser le résultat des deux corps au problème des JV corps sons 
l'hypothèse du potentiel fort. On doit introduire une hypothèse topologique 
due il Gordon, voir [32]. 

Définition 58. Cmui'idé'l'Ons le ]J'f'Oblème dc,'; N CO'l'pS dan8 JR:.:1N ef,8 III 'lHlriéU 

des colli8'ions. On dit. qu 'II,'JI, c!Jde , de lR~aN \8 satisfait, l 'hypothè8C dc Gordon 
s'il 'f"/'c peul, êtrc amené continfi:ment à l'infini, en 'f'{:sianl dans WL:!N \8) sans 
que sa longueur' dev'ienne 'infinie. 

On a Ic résult;at suivant; (voir [82]). 

Théorème 31. 80'/1.05 fhypothèsc du potenbel f07'I.) il e:I:isl,c 'Une l,rajccf.oi'1'e 
pi'xiorliqne m,inùnisfw.l,c dans cha.que c!(J",se ri. 'honwtopie vérifiant l 'hypothèBC 
de Gan/on. 

Pl'CU'lJ(;. La prenve reprend les arguments du problèrnc des deux corps oit 
l'hypothëse est vérifiée ear un cycle tournant autour dc 0 ne peut pas êt.re 
amené à Pinfinl sans que sa longueur tende vers Pinfini. 

Illustrons l'hypothèse de Gordon sllr deux exemples. 
Considérons dans JR:2 privé d'une droite D 8, le cas d'un anneau en-

tourant cette droite. L'hypothèse de Gordon n \~st pas vérifiée car l'anneau 
peut être glissé vers PinIini T le long de D, sans que sa longueur ne devienne 
infinie. 

Considérons le cas lH'.3 privé de trois droites passant par O. Pour cl 'un 
eycle ne puissc pas être amené iL l'infini sans que sa longueur ne devicllne 
infinic~, il faut qu'il tourne autour de deux droites au moins. Ce dernier ex
emple décrit bien l'applicabilité de la méthode au problème des 3 corps plan. 
L'espace de configuration es!' JR4 et l'on doit retirer trois plans de codimension 
2, correspondant, aux collisions. On obtient, SOlIS forme rigoureuse le résult.al; 
heuristique de Poincaré [58]. 

4.6.6 Le cas Newtonien 

Considérons le problème de Kepler clans le cas Newtonien. Da,l1s ce cas toutes 
les trajectoires associées à un niveau d'énergie négative sont, périodiques et 
la période de révolution T ne dépend que du demi-grand axe. En parl;ieulier, 
fixer la période nc conduit pas à ulle trajectoire unique. Par aiHeurs t une 
traject;oire peut être continuée en utilisant la régularisation dc Levi-Civita. 
Les t.ravaux de Gordon conduisent au résultat suivant (voir [32]). 

Théorème 32. Dans le cas Ncwi,orl.'ien, chaque tmjecl.oire eUipt:ique de période 
T pa7'cmwlJ,c une fois, CO'ITcspond à un m:i'nin/'um de l'ac,ti.on. L'action est aU8s'Î 

minim,a,le pour une tm,jecfoire 7'égnlaT'isée qui a.drnet une. collùn'on à T /2. 

Ce résultat peut être obtenu par calcul direct. Il montre quc, dans le cas 
Newtonien, le problème des collisions est plus qU'lIll problèmc technique. 
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4.7 Solution périodique du problèllle des trois corps 
de lnasse égale 

L'objectif de cdte sedion est de décrire Ulle orbite périodique remarquable 
obtenue récemment (voir [20)) dans le problème des troIS corps plan, ces corps 
étant de masse égale. 

4.7.1 Description de l'orbite en huit 

Les trois corps décrivent une courbe ayant la forme d'un huit avec les car
actéristiques suivantes (voir figure 4.1). 

.. En 1. = 0, les trois masses sont alignées en une configuration d'Euler du 
problème des trois corps avec masse égale, une des masses (ici 3) étant au 
mili("'l,u d'un segment; dont les extrémités sont les deux autres masses. 

e Si T est la période, en l T /12, les trois masses forment les sommets (hm 
triangle isocèle. 

.. En t t /6, le système est de nouveau dans en configuration d'Euler, le 
milieu du segment étant occupé par une autre masse (ici 2) par rapport. à 
l'instant initiaL 

2 

3 

Fig. 4.1. Huit décrit par les t.roîs corps 

Les conditions înit1ales calculées par Simo pour obtenir le huit sont (la. 
constante de gravitation et les masses étant fixées à 1) 

:1;1(0) = -:1;2(0) = 0,97000436 - 0, 24308753i, 

:1:;;(0) = 0, 

:i:a(O) -2â;1 (0) -2:i~2(0) -0, 932L1037 - 0, 86473ltlG'i. 

La période est T = 6, 325!H398, et le moment d~inertie du système vaut 2 en 
t = O. Par ailleurs l 'orhite est de type elliptique el; donc stable. 
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4.7.2 Géornétrie du problème et sphère topologique 

Notation 

Le plan 111'(3 est identifié à C. Les masses et la constante de gravitation sont 
fixées à 1.. Le centre de masse est fixé à 0 et l'espace cles configurations pst 

X X \ { collisions}, où 

V/ i = {.'" ('" ". il') E ,,.<1 '"""'" 'J' /\. t/ .u 1 ) . .., 2) , -:~ \l.....-, L....t .v i O}, 

Le groupe orthogonal 0(2) du plan agit sur X et. son actiol1 se décompose en 

L/espaee tangent à des configurations s'identifie à. X x X. Pour 
(x, 11) E ~\: x X on introduit les fonctions suivantes : 

.. le moment d'inertie 1 = ;c ,;z; , .J :,;.y et J( ~y,y représent.ant l'énergie 
cinétique j 

• le Hamiltonien H = J( \i, et Je Lagrangien L = J( + \l, Oil li est l'opposé 

de l'énergie potentielle V = ~ + ~ + ~, et oü Tij = I.T; - :rj! est la 
1')2 l'2:l 1'1:1 

distance mutuelle. 

L'espace des triangles orientés C 

C'est l'objet clef introduit par Poincaré pour visualiser le problème des 3 corps, 
Le centre cIe masse est fixé à. 0, l'espace de configuration étant de dirnension ~L 
Les trois masses forment les sommets d'un t,riangle, qui dégénère en lIne droite 
ou en point lm'qu'il y Cl collision, Pour visualiser cet espace en dimension 3, 
on identifie les triangles qui dUrèrent par une rotation directe. L1espace des 
triangles orientés forme alors l'espace xl SO(2). 

Le problème ét.ant, ainsi réduit, ceci a conduit Poincaré il, chercher des tra
jectoires pseudo-périodiques dans le problème des trois corps, ail les distances 
mutuelles sont des fonctions péI·jodiques. 

Dans l'espace xI80(3), on considère la sphère 1 = 1, la taille du tritll1-
gle étant normalisée par son mOlnent d'inert.ie, On introduit les coordonnées 
suivantes, 

Soit J: x-+ , rappJicat,ion d(~ Ja,cobi 

l 

2 

et 1 IZI1 2 + IZ2 F~, Cette applieation est un isomorphisme et 80(2) agit par 
l'acUon diagonale (Zl,Z2)!---.;. (é"Z),ciOZ2L et xI5'0(2) esl; identifié à C2 /8 1

, 

Le quotient est réalisé avec J'application de Hopf 
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)(: C 2 ~ R:1 

(Z],Z2) I-t Cl/,l,'/1,~ + iU:l) = (lz112 -lz::d2,2zlZ2), 

et l l est envoyé par te 0 J sur la sphi:~re unité 8'2 de 1H:.:l (uT + 1J.~ + ;u.~ 1). 
Les caleuls montrent que les distances sont données par 

'1'2:-\ v'2I Zll, 
'1'1;,1 = !V3j2z2 + (ljv'2)ZI!, 

7'12 1 J372z2 - (1/v'2)zI!. 
La sphère 8 2 représente l'espace des triangles orientés normalisés el; contient 
des sous-ensembles remarquables qui sont les suivants el; que l'on représente 
sur la figure 4.2 : 

• les pôles Nord et Sud correspondent aux points de Lagrange L+, L_: Ot] 

Jes trois rnasses occupent les sommets d'uIl triangle équilatéral; 
• le plan équal,orial C coupe 8 2 en l'équateur et correspond mLX classes de 

triangles don\; les sommets sont alignés, les points de collisions binaires 
entre les masses étant, notés Ci l 'i = 1,2,3, où C,,-, li.: 7'=- i,.i, désigne la 
collision entre i et .i. On obtient; 

Iv!3 
(- -- 0) 2' 2' . 

Fig. 4.2. Espace cles triangles orientés 

Parmi les configura.tions co1inéaires, trois eOlTespondent à, des situations 
Eh, Ba olt Pune des masses i est:. au milieu des deux autres et les Ei eOlTC-

spondeIlt aux points d'Eulcr et sont, en opposition avec les poillts Ci. 
En joignant le pôle Nord a.ux six points précédents, on définit trois plans 

méridiens notés 1\1] l AI2 ,11f:l • Ces méridiens représentent trois classes de tri
angles isoebles. 
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4.7.3 Construction de la trajectoire en huit 

On indique les étapes de construction (voir [20) pour pIns de détails, et une 
présentation complète). 

Une prenüère remarque résult.e du corollaire 8. Si :r;(t) est une trajectoire 
périodique du problème des lV corps alors la trajectoire homothétique X(l) = 

,\:1;(,\ -:lj'2 t ) est. aussi une solution périodique, le rapport des périodes étant 

A'J/2 et les Hamiltoniens correspondants vérifiant 1Jlx = ,\ -1 11
1
:/;, Dans le cas 

des ma'ises égales, la normalisation l = 1 représente la sphère ordinaire et l'on 
a le lemme sUÎvant. 

Lemme 32. On penl soi/, fi~l;er la période, soi/, f/::r:el' l'éne'ly)'ie. eJ les lmjedoù'es 
pério(üqu.cs homolhéüques se projeUenl SUT la sphèTe J = 1. 

La prenlÎère étape de la eonstrudion est la suivante. 

Elape 1. 

Si 'i' est la période, 1/12 de Pm'bite est obtenue en minimisant l'action 

Ir
'T l 

S = (-I( + V)dt, T = 1'/12, 
,0 2 

sur l'espace cles courbes absolument continues, à dérivéE~s dans L'2 qui partent 
d'une configuration d'Euler, par exernplE~ E:J (où la masse rn;{ est à l'instant 
o au milieu des deux autres) sur la configuration isocèle lU1 où rl2 = 1'1:.1-

Pour appliquer un théorème d'existence standard, on doit; montrer qu'une 
trajectoire minimisante évite une collision. 

Lelnme 33. Si une cou:rbe admel une collision double ou triple. son ac/Jo'//. est, 
s'upériC'ure à l 'ac/.'ion S2 du. problème des 2 corps. à 'masse 'u:n'Î/,é, correspondant, 
an:/: c()'ndü'ion,., huâtes s'/L'lva:rde,<; : en t = (), les rlcn:r; TTU/,,sSCS 80n!, en collision 
ef, à. vitesse nulle en T_ 

On compare ensuite S2 calculé à partir du problèrne de Kepler, à Faction 
d'lm chemin obtenu de la façon suivante. 

Proposit.ion 47. Cons'idémns S'I/,'I' la sphère les courbes éq'lf.'ipo lent-iellcs V = 
csl.e. il lo'/'s les trois pO'În/'s (FEuleT sonl SÜ'/J,é,s 8Ul' une m,êm,e co /1.rbc de 
nivca:u dite éqll.'ipol,enl:ielle ri -'B'l1.lCT, représenlée sn'!' la figure 4.3. CeUe cou:rbe 
fOT'm,e 'U'TI, dO'll,bLe 1'cvêl,em,cnl, de l'équal,c'lI:r el, est in'/Ja:rinnle TclaUvemenl, à une 
1'~fic:âon pal' 'm,ppol'l. au plan 'm,àülù:'fl. JU 1 el la composée li 'une 'l'éfle:tion pa'!' 
1 'a]J]J 0 Tt, à l'équateur el (]/IL plan 'méridien lU']. 

Une famille de courbes test es!; formée par les courbes à. moment cinétique 
nul qui se projettent sur la portion cl 'équipotentielle cl 'Euler, reliant E:J Et Ah, 
la courbe étant parcourue il vitessc:~ constante et joignant E;l à Al) en un temps 
T = 1'/12. 
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E l 

Fig. 4.3. Equipotentielle d'Euler 

Proposition 48. Une courbe m:inhnisanl,e élJite les collisions et védfie les 
condit'ions ri 'Buler'- Lagm,nge, avec les cond-iliolls de transversalité qui.., 'écrivenl 
p(O) 1. E3 et p(T) 1. Al] 1 sous forme Harnilton'iennc. 

EtOIW 2. 

On montre que le problème précédent se projette sur xI80(3) en un problème 
de minimisation d'une action réduite, Pour cela, on utilise la décomposit.ion 
(dite de Saari) de l'énergie ci né tique en 

J( = I(retl -\- J(ro/., 

où JC'of, = 1112/1, 111 étant le moment cinétique, JC·ccl correspondant; à une 
métrique sur l'espace quotient xI80(2). Les conditions jimites du problème 
étant invariantes par 80(2), on se ramène à minimiser rad ion réduite 

et puisque J( ~ ](nod, une courbe minimisante du problème réduit se relève 
en une courbe minimisante à moment cinél:ique nul olt J( = JC'etll via une 
multiplication par un élément gU) E 80(~~). Le rc1èvcrnent est uniqne à. une 
rotation rigide près. 
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Et,a,pe 3 : cornplél/lon P(J:r SY7l!,é/'7·Ù:>,. 

La portion de courbe minimisante définie sur [a, f' /12] (:)81; prolongée par 
symétrie et possède le même groupe de syrnétrie que la courbe équipotenUelle, 
dont elle partage la forme représentée sur la Fig. 4.3. La prolongation est la. 
suivante: la prernière porLion joint E:~ à. Ali eL est prolongée par symétrie de 
AI] à la syrnétrio étant uno réflexion par rapport à AlI. La. condition de 
Lransversalité en 1111 est ici une relation d'orthogonalité. le Lagrangien éta,nt 
invariant par cette réflexion. On prolonge ensuite la courbe de E'2 il. El, la 
symétrie étant la composée d1ullC réflexion avec l'équateur avec une réflexion 
avec le méridien j1h. 

Au bout d'une période 1'/2, le point est. revenu au point initial, mais les 
vitesses sont distinctes (voir Fig . .:1.3). 

Cette courbe se relève en une trajectoire périodique à moment cinétique 
nu] et qui possède les propriétés suivantes: 

• de 0 à, temps nécessaire à aUer de E;l à El, on réalise une perrIlutatiOl1 
des masses; 

• llIl temps T /2! la configuration isocèle AI] revient Hur elle même 
modulo une réfiexion. 

Les configurations sont rcprésent;ées sur la figure 4 .. >L 
La possède une symétrie induite par raction du groupe de Klein 

Z2 x On la représente par l'action sur la trajectoire cU) de la I1Ul.'5se 3. En 
notant (j et , les générateurs dll groupe de Klein, 011 définit Paction sur IR 

(j.f, L+T/2, ,.t.=-t+1'/2, 

et l'action sur lPi2 

représentant la. symétrie par rapport aux axes et la. trajec\,oire cU) vérifie 

c(a.t;) a.c(t), C(T.t) = T.C(t). 

Il est conjecturé que la courbe obt.enue est convexe, mais le résultat prouvé 
est qne la courbe a bien la forme d'un huit car on montre que les lobes sont 
étoilés Cil O. 

4.7.4 Le concept de chorégraphie 

Le type de trajectoires périodiques obtenues conduit à introduire le concept 
suivant;. 

Définition 59. Considérons le TJ1'Oblèrne des N CO'l'pS plan, où les masses sont 
égales. Pi:z:ons la période à N. On appelle c.hoTéfJnl,phie une. solut:i.on pb'iodique 
.7J( t) = (;1:0 (t,)) ... , :r N -1 (l)) 'vérifiant 
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Fig. 4.4. POfiîtions remarquables dans 10 problème des trois corps 

:Z:j(t) = c(t + .1), .i = 0, ... , N - 1, 

où c est mw im:iecf,oin~ périod1:q1U: d'l/, pla.n, de période N. 

On a clonc le résultat suivant. 

Théorèlne 33. POUT le pmblè'l77,e des 3 cor])S plan à ma8se éga.le, on a. CO'/1. M 

slnât deU:l! !'ypes de chorégraphies ayant des classes li lhomotopl:e d'isl;indes 
8'1/.1' l'espace des cOTlfigura,hons .';ans collision: 

1. la solution de Lagrange, où, les l,rois masses déc1'ive'1l,l 'Une cou'rhe circ1J,
la.i'rc ; 

2. la solul:ion de Chenciner et, 1\lontf}om,c'/'y où le.) t7'Ois mu"sses décrivent un 
hu/it. 

4.8 Notes et sources 

Le caclul des trajectoires périodiques en mécanique céleste es!; central dans 
l'oeuvre de Poincaré, qui est par ailleurs à l'origine de la technique de con
tinuation et de son applieation pour prolonger les trajectoires circulain~s 
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du problème de Kepler ; il a aussi utilisé la méthode variatîonnellc~ jointe 
à des considérations topologiques pour montrer l'existence cie trajectoires 
périodiques, sa contribution l'est.ant heuristique (voir [58]). Notre présentation 
de la méthode de continuation, et son application pOUl' ca Iculer des trajectoires 
périodiques pal' perturbation dE.'s t.rajectoires eireulaires, suit, [53L qui contient 
par ailleurs d'autres applicaUons an problème des trois corps (voir aussi [51.1]). 
Les préliminaires au calcul des solutions périodiques via le principe de moin
dre action sont fondés sur [50L ouvrage consacré au problème dt' 

l'utilisntion des méthodes variationnelles pour le calcul de trajectoires 
périodiques pour les sysf,(~mes HarniHonicns (voir aussi [42] pour l'existence 
de géodésiques périodiques en géométrie Riemannitmnc), L'article de Gor
don [32] interprète les trajectoires périodiques du problème de Kepler, avec 
ou sans collisions, dans le endre variationnel. Il contient (en les corrigeant) 
les résuHats de Poincaré sur l'existence de t,rajeetoires périodiques dans le 
problèmes des trois corps, avec Phypothl~se de potentiel fort. La présentation 
du huit est basée est fondée sur l'article [20] (voir aussi [55] pour un article 
descriptif sans détails techniques). L'article [21] conUent une généralisation du 
huit en montrant l'existenee du chorégraphies dans ]e problèrne des IV corps, 
essentiellement avec l'h'ypothÈ~se du potentiel fort. Il conLient égalenlf~nt des 
résultats de simulations numériques de dlOrégraphies. 
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COlltrôlabilité des systèlnes non Ihléaires 
et le problèlne de COlltrôle d'attitude 
d'Ull satellite rigide 

5.1 Contrôlabilité des systènles avec des contrôles 
constants par lnorceaux 

Dans cette section, 111 désigne une variété litise (ODe ou Cu!) de dimension n, 
connexe el, à base dénombrable. On note TIll le fibré tangent ct T'" AI le fibré 
cotangent. On désigne par V(AI) l'ensemble des champs de veeteurs lisses snr 
il] ,ei, di:tlU"I) l'ensemble des diŒéol1lorphismes lisses. 

Définition 60. Soient, X,}"'" E lI(AI) .. et . .r 'Il:It.e fonction. lisse SUT JU. La 
dériv(Sc de Lie de .r su:Îvant X est. d~fi11:ie par Lx.r = d! (X). Le croche f. de 
Lie est calculé avec la cO'I),'vention [~X", Yl = L 1- 0 Lx - Lx 0 Li'. Il s'écrit en 
(~()o'f'données locales 

IX, Y]{q) a~~q)y(q) _ ()l~~!J) X(q). 

Définition 61. Soit ... K. E lI(A1). On nole qU, '10) la solution T1ul:ril1w.le de 
rj(l:) = X(q(t,)) I.elle que q(O) = qu. On note expL,(\ le gTO'UpC local à un 
pa:mmèl/re O,88ocié ci. X. On a a'insi q(t;, lJn) (exp tX)( qo). Le c./ul'mp de 
Ivecteur.., X est, dit mmplel si les l'f'lIjcdo'Îre,t; 80'111, défi/nù'.s ,'j'/l:r ]PL. 

Définition 62. Un polys1)stèJne D est, u.ne famille {.oX~Î, i E J} de champ8 
de vecte'll'l's. On Twt,e (J.u8si D la (Us/"rünûùm. associée à D, c'est à diTe q ~ 
{){,(q) 1 q E jU}e.l! . . La dist'rib'uUon e8t düe in'oolui'i'iJc Bi [Xi, JYj) E D. pOUT' 
/'0118 Xj, .X,i E D. 

Définition 63. SoU D 'l.m POlY8yslème. 017 nol,e D A . L . ral.qèbTc de Lie en
gerul1'ée par D ; c'est nT/,C disl/rilm.tiou involutive m/culée réCU.'f'Bivement de la 
façon s'II:ivfJ.ute : 
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et 

DA.L. = U Dk. 
k?cl 

Définition 64. Un système .')'I1,l" 1\1 es/. défi/ni en coordonnées locales paT une 
éq1laUOl1 de la. forme 

rj(t.) = f(qU),u(t,)), q(t,) E Al, '/1.(t) EUe ~m, 

où .f est lÙ;8e et, Il e,çj, le cOT/,f:rôle. Pou'/' éf,1J.(/-icr la contrôlab'il'ité des systèmes, 
on peut 1'(:st,re'iTulre la classe des c01lI:rôles (ubni8sibles à l'ense:rnble U des ap
plications const,anles par' morceaux à valeu/ni rlœus le donuâne de con/'rôle 
U. POUT tf. E U on note q(l, qo l'li) '(1. solu.f:lon rnœônw.Ze associée pu,'l'f,wnt, 
ri 'une cond'if'ion 'in:itialc en t. = 0 éga.le fi, qo. Soit qo E Al ji:J:é, on no/,c 
;\+(qo, T) = UllEUq(t, fJo, u) rensem,ble des ]Joint"q accessibles en un temps 
T > 0 et, A+(qo) UT>oA+(qOl T) l'ense'mble des points accessibles. Le 
.91Jstème est dit contrôlable en un te:mps T s'i A + (qo 1 T) = 11] pOIl?' tant qo E Al 
et contrôlable si A+(qo) J.'1 pO'UT tout qo E 111. De façon ana1ogne, on note 
A - (qo, T) l'ensemble des points que l'on peu.t, J'ecale'/' en qo en un temps T 
ct A-(qo) renscmble des élai,s l'eea/ables en fin. Le lJ]J8tèmc est d'if. localement 
contrôlable en (jo si, p01J1' tou/' T > 0, le8 en8cmbles A + ( fJo, T) ct A - (fjO, T) 
sont des voisinage8 de qo. 

Définition 65. Considérons un système Sl1r une variété 111, rj = f(q, v.L u E 
U. On pent. l'/l'l assodcr le pol:IJsJJ8tème D = {Ic-, '11,) 1 11. consta.l1t, 'Il EU}. On 
d~{in'il l'ensemble ST(D) paT 

J... 

Sl'(D) = {exp il X r o· .. oexp t":-X,,, 1 kEN, fi ;::: 0 et, I: {'i = T, Xi E D} 
i=l 

el on not.c S(D) le 8emil-groupe local d~{ill:i PO!1' S(D) = UT?cOST(D). On not.e 
G(D) le groupe local engendTé J)(l1' S(D), c'est. à. di1'C 

LetUIUe 34. 1. L'en.'3ernblc des poùl.l.s accessibles de qo en 11,n temps T esl 
donné par 

L'en.semble des ]Joints accessibles de (jo est l'oTb'ile de S(D) 

Définition 66. Soü Dun poIl/système 8U'/' JI1. Pm' e:t:tension, on dU que D est 
con.l:râlable si S( D) (flO) _Al, pOUT tout fjo E Al. L'orbite de qo est d~fùûe pm' 
O(qo) = G(D)(qo) ; D (:;8 t, d'il fœiblerncnl, contrôlable s'i O(qo) = JIJ J pOUT tout 
qo E AI. On dU que le poly8!Jsü~me salisfailla conflit/ion du rang si D A.L. (qo) 
TqO lU J pO'lW 1,01/.1, (jo E 111. 
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Définition 67. Soil un systèm.e ci f(q, '11.), 'li. U, SU1' J\J, et, soU D le 
polysyst.bne associé. On (nt qI/,(: le sY8/,èrne c8l a/Tine s ~il e:J:is/,c '111 + l clwmps 
de vec!,cnn; Fl, ... ,FmJ lels que f(q,'iJ.) = Fn(q) + UiFi((J) où Il, = 
(IL 1 , ••• , Um ) . 

Le système eo.,/' d'if, s1l111,ét:riq1lc si X E D 'i1npNqu,c -XE D. 

Théorème 34 (Chow). Soit un système ci = l(q, u), 11 E Ut sur J\1, et soit 
D le pollJ8!}stème (J,ssocùi. Si D la co'//,dition du 7'lL7Ig alors le système 
est Jœi/Jlement, contTôlable .. 

p.reuve. On va indiquer dans un contexte simplifié la preuve de ce résultat 
clef' de la théorie des systèmes non linéaires. Considérons le cas où AI = 
(~t D contient deux champs X, Y, tels que le rang de X, Y, [X, V], soit égal à. 
3 en tout; point (JO de il!. On va montrer alors que G(D)(fJo) est un voisinage 
de fJOl ce qui est suffisant pour prouver l'assertion car 111 est; eonncxc, 

Soit ...\ un réel. Considérons l'applieation 

On va rnolltrer que pour À peLit et; non nul, i.p A est une immersion en O. En 
utilisant la rormule de Baker-Campbell-Hausdorff, on obtient 

i.pA(tl' t'2! t,a) = exp(f;J.t'\ + (t,'l + ta)Y + I~a [X, Y] + ... )(qo). 

On en déduit 

Ainsi pour .À peUt et non nul, le rang de i.p,\ en ° est :3. Donc G(D)(qo) est un 
vOÎ:::iinage de (Jo. 

Corollaire 14. S'i un système est s~IJlnélriq'l/,c el. vérifie la cO'fldiUon d'Il Tang, 

0.10'1'8 il est contrôlable. 

Preuve. Si D est symétrique, G(D) 8(D). 

Proposition 49. On S'/I.]J]Jose fJue le sysiè'lne vérifie la. condiUon du Tang. 

A 10'1'8 pOUT" to'ut fJo E AI ct l.out voisinage 11 de fJo, 'il c:âst.c 'lm ouvert U+ 
non 'oide cont,enll dans 11 n A+(qfl) et 'Un O'lUJC1"i U- 'flan vide. contenu. dans 
11 n .f1-(qo). 

Preuve. Soit qo E JI.!. Sj dim Al l, il existe Xl E D tel que ~\dqo) i= 0, 
sinon D A.L. (qo) = O. Considérons la courbe intégrale CYl : ll-io exp tX 1 (q()). Si 
dimJ1{ )! 2, il existe dans tout; voisinage V de qo un point q:) = expt1X] (qn), 
tj > 0 et un champ de vecteur ""\2 E D tel que J\"J et "'\2 ne soient pas 
colinéaires en q[)l sinon dim( D.'\'fJ.( (Jo)) 1. En itérant la const.ruction, on 
obtielll~ un ouvert U+ non vide contenu da.ns V n A+(qo). El] changeant t en 
-t on construit de même un OUV{~Jt U- non vide contenu dans 11 n A - (qo). 
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Contrôlabilité et Poisson stabilité 

On l'appelle le eoncept de Poisson stabilité, important pour caractériser la 
contrôlabilité cles syst(~lI1es rnéeaniques. 

Définition 68. Soient, X E 17(AJ) et (Jo E 11:1. On suppose que X est, cOTnplet. 
Le point Go est Poisson stable s'; pour tout voisinage F de qo et, (out T > OJ il 
e:fistc III t2 ~ T lels que qUl, '10) et, q( -t2, lJo) CLpprL'rtiennenl à 17. Le champ 
est dit Poisson sl,able S'l ]J'rcsqu,e 1,0'1/.8 les points sont sta.bles (J,'IL sens de Poi88on. 

Proposition 50. So'il D un polysysl,èm.e s'/J,r J11 associé à un sl}81,èn/.C S'UT Ai 
el, vérifiant, la cond'ilion du 1'(f,ng. On .suppose de plus que chaque champ de 
vedeu:rs de D e8l. Poisson st,able. AloTs le syslème (;8t. contrôlable. 

Preuve. Soient; qo, {JJ deux éléments de Al. Tvfontrons qu'il existe ..1\ L, ••• ,.X~,.: E 

D et t l , ... ,t.,.. > 0 tels que 

ql = (exp tlX}) ... (exp t, .. X", )( qo). 

En utilisant, la proposition 49, il existe deux ouverts U+ et, U- tels que U+ c 
A+({Jl::!) et; U- C .f1-(qo). Pour rnontrer le résullat il suHit de montrer qu'il 
existe q[) E U+ el; (j~ E U- tels que fJ~ soit accessible cIe rd). D'après le théorè:~me 
de Chow, il existe p champs de D et, des temps ,';i posit.ilS ou négatifs tels 
que 

Dans la séquence précédente chacun des champs Yi est Poisson stable. Con
sidérons donc U11 arc (expsk1'k)(q) d'extrémité e, olt Sf..' est négatif. On peut 
remplacer Cf pa r un point voisin q', stable au sens de Poisson ct trouver un 
temps s~; positif de sorte que (expsp,,)(r/) soit, voisin de c. Le résultat en 
déconle. 

Contrôlabilité et technique d'élargissmuent 

Lemlue 35. Soil D 'u.n fJolysyst,èrne qui 'l1ê7'ific Zn cond'it.ion d'If, 'rang. Le 
poll1S!l8tème esl, contrôlable si ct ,l.jeulemen/. si l'adhérence de S (D) (qo) est JI1 
pour tout, 'In E Al. 

P'I'CU'UC. Appliquer la proposition ·:19. 

Définition 69. Soient, D, D' dC'll:l: pOl?J81J.'3tèrne8 vérifiant. la, CO'/1,rUt1:on du rang. 
On dit que D et, DI .'lOTI/, équ'ivo1ents si pom' tou.t (jo E JU) 8(D)(qo) = 
S( D')( (jn). L'union des ]iolys!Js/'èmc,~' équiva.lents ù D s'a.ppelle le srûm'é de 
D cf, se rwte sa,!; D. 
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Proposition 51. Boit D'Hu' ]1olys/J,<;l,ème. 

1. Bi .t\ E D cl X es/' Poisson "table, alors -XE saI; D. 
2. Le cône COll'IJe:œ en,gendré paT D e.st, 'inclus dan:.; sat D. 

Preuve. L~assertion 1) résu]tl~ de la. preuve dt:~ la proposH.ion 50. Prouvons 2). 
C]airemenL Hi X E D , alors AX E sat D pour t.out ,,\ > 0 (repa,ramétrer). Si 
)(, Y' E D, en utilisant la formule de Bakcr-Campbell-Hausdorfr on obtient 

II /: ,,.. t 1 ~ ( ,-"" ~) ( 1 ) exp - J·i exp - ' = exp l, .<'i + l' + (J - • 

n n n 
n fois 

En faisant tendre '/1. vers l'infini on obtient bien que.tY + Y" appartient h sat D. 

Théorènle 35. C01uddél'OT/.s sur 1'1"1 un sysl,ème de la fO'l'l7W 

( ) iii 

d
Q
,l, = Fo ( (j (t)) + L 1J. i ( l) Fi ( fJ (!. ) ), 
li, 

"-=1 

OÙ Hi (.) est une appUc(}.tion constanl.e p(].1' UW1'C(;(l'/l:r: à 'vale.uTs dans { -1, + 1 }. 
On suppose que Po e8t POi8,'Wll sl,able. Bi en. tout poinl, le mUf} de r(]lfl'~bre de 
Lie {Fh, FI, ... , Fm Lu.J. est égal à. la. dim,ensiO'lJ de lIf, alors le sy.'llème (J.st 
con!''I'ôlo,ble. La condüion cst Q,'U.':isi néce,'i.':i(J-11'C dans le cas (J.'nalulique. 

Preu'uc.. NoLons D le polysystè:!lIle associé au syst(~rnc. On abserve que DA.' .. " 
{Fo, Fll' .. , Fm} A.L. el; dOlle le système vérifie la condition du rang. La 
contrôlabilité de D équivaut à. la cont.rôlabilité du saturé de D. Par con
vexité, Po E sai D el comme Fo est, Poisson stable ±Fij E sat D. Aînsi sat JJ 
contient le polysyst.ème symétrique {±Pt)t ±F11 ••• ) ±1~11 h qui vériIie la. con
dition du rang. Ce polysystème est contrôlable d'après le corol1aire ] LI. Dans 
le cas analytique, la condit.ion du rang est aussi nécessaire d'après le théorème 
de N agano-Sussmanll ( voir [Ci 7, ] 0]). 

5.2 Contrôlabilité d'un satellite rigide gouverné 
pal" des rétro-fusées 

5.2.1 Equations du rnouvement 

Le mouvement du satellite est. caractérisé par le déplacement. de sou cen
tre de gravité 0, qui est celui d\m point matériel clans un champ central 
et son orienta.tion l dite attHude, dans j'espace, mesurée paT rapport il un 
référontiel orthonormé direct cForigine 0, noté 'l: = (eJ 1 e21 e:l) et; dont les axes 
occupent cles directions fixes da.ns l'espace. Cett.e attitllde t'st. caractérisée 
par la position pal' rapport à k d\m repè1re d'origine 0 lié au soUde et, noté 
]{(t) = (El (1,), E2(t,)~E:\(t)), supposé orthonormé direct;. En d'autres tennes! 
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l'aUitude du satellite est donnée par la mat.rice RU), appelée matrice des cos
inus directeurs! et définie par R(i,) ('1'ij(t;»l~U~n, où 'rij(l) = (E;(t), Cj) est 
le produit scalaire usuel entre Ei(t) et Cj. 

La matrice RU) est un élément de SO(3) (groupe des matrices 01'

Lhono1'lnées direct;f.~s d'ordre 3), et repréSelll;(:] la matrice de passage du repère 
mobile ]((t) au repère fixe 1.:. Chaque vcc!;elll' de peut être mesuré dans 
le repère 1.: ou dans le rephe 1(, Si 'V est 1111 vecte1lr mesuré da.ns k el; F cc 
vedeur mesuré dans ](1 on a la relation F = Rv. 

Le satellîl;e étml\, ml corps solide, la mécanique nous enseigne que pour 
lm tcJ corps, on peut choisir un repère mobile ]( particulier dit repère prinei
paJ d'inertie du solide, cc qne l'on supposera par la suite. On fait également 
l'hypoth{~se que le repère k est Galiléen, ce qui revient à négliger ]'jnl111cnce 
cie l'attractioll terrestre. 

Les équations décrivant le contrôle d'attitude d'un Ratellite rigide gouverné 
par des rétro-fusées sonl; alors celles déerivant]e mouvement d'un solide autour 
de son centre de gravité soumis il. raetion de couples créés par des rétro-fusées. 
Les principes fondamentaux de la d'ynamique et la méthode du J'epère mobile 
conduisent, aux équations suivantes: 

(5.1 ) 

(5.2) 

Véquntion (5.1) équivaut à, la définiUon du vecteur vitesse angulaire w 

du solide, Le. dl,q (1,) = wCi,) /\ q(t), oil q(f) désigne un point quelconque du 
( ,f, 

sate1li te, ]e vecteur n = I{ nI, f22, il;l) désignan \; ce vecteu!' mesuré dans le 
référent.iel mobile) n(t) R(t)w(t), un vecteur n de :m:a s'identifiant à une 
matrice symétrique 8(D) d'ordre 3. 

L'équation (5.2) !ùlppelle l'équation (PEuler du corps solide. E]]e décrit 
le mouvement, du vectellJ' vitesse angulaire nu) mesuré dans le réfërentiel 
mobile. Les scalaires Ii sont ]es moments d'inertie prindpaux du solide, sup
posés (,ous dîstinds et; orclonnés avec la convention Il > .12 ~ ]:1 > O. Le 
vecteur P(t) de composantes (PI U;), F2(t), P~I(t,)) représente le':lllOment des 
forces extérieures appliquées au satellite1 Inesuré également clans le repère 
mobile. Si mU) désigne le moment, cinétique du solide mesuré dans k, _~1U) 
ce mOlllent mesuré dans ]((1,), alors lU(/.) = RU)rn(t,) et j'équation d'Euler 
s'écrit: 

dA. 1 (t) ~ () rl() ( ) Jd t /\ JL' l + FI" (U 
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Dans le problème étudié, les couples sont. créés par des rétro-fusées fixées 
au satellite. On suppose que ces fnsé{~s sont couplées pour émettre du gaz dans 
deux directions opposées. Pour un tel couple, ]e moment des forces appliquées 
peut; donc s'écrire (F j (t),F2 (t),F:lt)) U(f)(11bl,I2b2,f:Jb:3), où (b J ,b2 ,li\) 
sont des consLa,ntes, et n(t) désigne une application constante par morceaux 
définie sur [0 1 Tl et li. valeurs clans {-l, D,l}. Si le dispositif de contrôle est 
constitué de Tii couples de rétro-fusées, on obtient le syst,(~me 

dR (t) 
dt 

fin (t,) 
dl, 

8(n(t))R(/,) 

m 

Q(fl(l)) + L udt)bli 

/;=1 

oit Q(D), D'J, n~1) = (a] fl2 fl:,\ 1 0.2fll n;l, Q:Jfl] .(2 ) avec a] = (J2 h)Jï J
, (1.2 = 

(h - h )1:;] , Cl:l = (Il - 12 )J:ï', oit chaque udt) est une application constante 
par IllorcealLX à valeurs dans {l, 0, -l} eL les vedeurs bk sont des champs 
de vecteurs contants de 1R~i. Les équations (5.:-3) déerivent un système sur 
80(3) x , un élément de 80(3) étanl; représenté par une matrice ;3 x ~1. Le 
système est plongé dans Il1:Y.!. 

5.2.2 Le problèlne du choix de la représentation 

Dans la suite, on utilise la représentation du mouvement par (5.3) mais 
il est inlportant de discuter ici lc problème du choix de la représentation. 
La représentation classique utilisant le vecteur vitesse angulaire mesuré dans 
le référentiel mobile a une interprétation géométrique. En effet la vitesse du 
solide R(t;) est un vecteur tangent à 80(3) en RU) et peut être transporté en 
vecteur tangent à l'identité en utilisant les translations à gauche ou à droite 
sur 80(3). Les dcux vedeurs ainsi obtenus représentent respocLivcment le 
vecteur vitesse angulaire mcsuré dans le référentiel ITlobile, noté fl et dans le 
référentiel fixe noté w. L'introduction du vecteur D exprime rinvariance du 
mouvemcnt libre par rapport au choix d'une attitude inilJale car le mouvement 
du système libre est celui d'un système rnéeanique associé ~L un Lagrangien 
L = où T est l'énergie cinétique du système, T = ~(I] fl? + h[!~ + hn~), 
qui est invariante par les translations à gauche sur 80(3). Cela se traduit dans 
les équations par le découplage de l'évolution du vecteur vitesse angulaire par 
rapport à Patl;itude, ce qui n'est pHS le cas du vecteur vitesse. 

Le peut être décrit sur par le choix d'une carLe sur 80(3). 
Ce choix introduit; des et par ailleurs il ne doit, pas êl.re quel
conque mais fondé sur une volonté de mettre en évidence une propriété du 
système libre ou sur Ulle intuition d'une certaine loi de Gomnumcle. Illustrons 
cela sur deux exemples. Les d'EuJer forment; une paramétrisation clas-
sique de 80(3). Cependant ces permettent de visualiser le mouvement 
d'une toupie symétriquc qui sc décompose dans ces en trois mouve
ments périodiques. Le système est Liouville intégrable et; les angles d'EllIer 
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sont des angles canoniques pour représenter les trajectoin~s. Ils sont impro
pres à représenter notre mouvement li bre et, une visualisation adaptée est celle 
de Poinsot, qui sera appliqlléE~ uHériellrement. Par ailleurs les angles d'Euler 
peuvent être utilisés pour représenter des changements d'attit.ude par rota
tions successives autour des lLxes d'inertie. Pa.r contre, ils sont, impropres à 
toute tentaUve pour décrire d'autres 101s de commande. 

Une autn1 cart.e sur 80(3) utilise le théor(mw d'Euler, une rotal;ion de iR~l 
étant représentée par son êLxe ct son angle de rotatiou. Cette carte est rldaptée 
au calcul d'lIne loi de eommande où l'on opère le dumgement d'aU,itude en 
forçant la satellite ft, tourner autonr d'un a.xe fixe et il nulle autre loi de com
mande. 

L'întrodlletion des quaternions pour l\:îl;ude du problème est intéressante 
pour deux raisons. D'un point de vue nllnl(~rique eHe permet de plonger le 
syst.ème dans lPi7 et; non IRJ2, (Poil le gain de place. Cette représentation penne!; 
de décrire des lois de stabilisat.ion globales continues en utilisant des techniques 
de Liapunov, ce qui n'esL pas possible en travaillant directement sur respace 
des configura {,ions SO(3). Cette représentation que l'on oxplique brièvement 
consiste à relever le système sur le revêtement universel de 80(~~). 

Le groupe mulUpIicaLif 8p(1) des quat,ernjons est l'enemble des q = 
,,:~ ,,:1 ') Ill' 1 1 . l' . , t 1 cl '1 . . 1 LJi=O :r (/li, LJi=O :rj l Il 01 (e mu t,lp Ica.tIon etan) e pro 11l; lTlê:1tncle 

ordinaire oll les Vi sont donnés par 

'Un (~H~) 'VI 

0001 
(

00-1 ()) 
() 0 0 -1 
1 0 0 0 ' 
o l 0 () 

10 on 0010 
(
0 -1 0 0) (0 a 0 -1) 

'112 = 0 () 0 l ,V;I = 0 -1 0 0 

o 0 -1 01 0 0 {) 

81'(1) identifié à la sphère 8:1 est simplement connexe. Un quaternion pur est 
un quaternion de la forme L:il=l :I.:i'Uj. 

SoiL q E Sp(l) Considérons l'automorphisme inl,érieuT Tf/(r) qrq-l. Alors, 

~I applique lin quaternion p\lr sur un quaternion pur. Si ~, (L~!=J :Vrui) 

L~:I=I ;1;~Vi, on peut écrire x~ I:.~=I (l,ij(q):l:j et II(q) (Q.ij(q)h~i.j~?) est 

une matrice de S'O(:{). Clairement., 17(qq') TT(q)11(r/} ct l'apT.3lîcation 11 
est une représent,;:ü,ion de 8p(1) par des matrices de rotations de 'Eri:~. 

TouL quaternion q peut: s'écrire q = (cos ~f))l'o + (sin ~()) v où v est un 
quaternion pur et on vérifie alors que II(q) est la. rotation d'i:L'Œ orienté v et 
d'angle O. Doue JI( 8p(1)) 80(:3) et le noyau de FI est constitué de deux 
qnaternions '1'0 et -'lIo. 

On a const.ruit. le revôl,ement universel de 80(3) par 8rJ(1) et le système 
(5.3) peut ètrc relevé en Ull systi;me sur 8p(1) . En utilisant la rerésenLation 
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des quaternions par des matrices d'ordre 4! le systbme s'éerit 

(t)Vi) (t, :l:i,(t)l1î ) 

l=() 

OÙ Cl, E~I = E2 = 1 et nu) est solution de l'équation J'Euler. Le système 
ainsi obtenu sur 8p( 1) X lR~1 peut être observé dans 80U~) x à Llide de 
l'application (q, n) Ho (JT(q), n) et donne les trajectoires du satellite rigide 
gouverné par des rétro-fusées. 

5.2.3 Propriétés des trajectoires de la partie libre 

Lorsqu'aucun couple n'est appliqué t le mouvement du satellite es(~ un mouve
ment dit d'Euler-Poinsot dont on rappelle les propriétés qlle l'on va ensuite 
utiliser pour contrôler le système, 

Lelnme 36. Lo'/'sque le .'il/stérne est libre, le8 éq'lwtion8 du. système sont le8 
éqnai,ions cl IEule1'-La.g'f'ange a.ssocié a'lf, Lag'f'Cl'ng'len L don'né pœl' 116nergic 
cinél:ique d'Il, solide 

1 (, ') fJ ')) '2 11 f2i + 12 f2:;. + hIl:î ' 

Les tn~iectoire8 sonf bornées et le champ de 'lIeclcu'rs C8/, Poisson slalJle. 

Pl'e:u:ve. La première assertion résulte de la définition du mouvement du satel
lite Hbre. Les trajectoires sonl; bornées car l'attitude R appartient. à 80(3) 
qui est compact, et la vitesse angulaire reste bornée car J'énergie cinétique du 
système libre est, constante. Le charnp de vecteurs est donc Poisson stable, 
d'après le théorè~me de Poincaré. 

Lemrne 37. Le système libre (j, qua.tre inl,é!J'l'fdes ]J1'e'lfl'iè.,.es indépe'l1dm/Jes 
rrhl.e1"!]ie dnéUqne ci le. nID 'm. en/. cinétique '1'11 '{T/,e.<;u'lY5 1)(]1' 1'O]Jpo'fl à l'esp(J.ce.. 

Solutions de la partie libre des équations d'Euler 

On peut représent.er les trajectoires du vecteur vitesse angulaire Il, lorsque 
]e syst(:~me est libre, en utilisant les intégrales prell1 îères. En effet l'énergie 

. " L l ",'i 1 n') 'j ~ 11 J') 1'" n" cll1etlque = '2 Lf=1 j.l.Cj es!, conservee (e meme que il - 1 i ui, 
qui représente la longueur du moment cinétique AI = R.,n~ mesuré dans 
]e référentiel mobile) m. ôtant conservé et R étant une matrice de rotation 
préservant les longueurs. Le vecteur J11 est défini par la relation JH i li ni 
car J( est un rcpè~re prh1Cipal d'inerUe. Les t,r:tj(:~etoires se ca.lculent. alors Em 

interseel,alll; les eBipsoïdes L = Cl ct Af2 C2 OÙ CI et C2 sonL deux constantes, 
En particulier on peut représmlter les trajectoires sur J'ellipsoïde d'inertie E 
du solide correspondant il {Il 1 L-:i!=l li f2; = n. Lt.~s points si tués sur les axes 
d'inertie sont des positions rréquilibre. Les point.s associés à cl: E:\ sont des 
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centres et les points associés à E2 sont des cols. Toutes les trajectoires sont 
périodiques excepté quatre trajectoires qui sont les séparatrices joignant les 
deux pohlts cols {l,ntipodaux associés à 

Par ailleurs d'un point de vue transcendental, les compmiantes de il se 
calculent en utilisant les intégrales ellipt,iqlJ(:~s cL l'intégration numérique est 
aisée. 

Représentation de Poinsot 

On peut visualiser le mouvement du satellite libre de la façon suivante. Con
sidérons la posif;ion de Pellipsoïde (rinertie E = {il 1 2:1=1 1i (11 = l} dans 
le référentiel k\ 1(1:) = iR(t)E. Dans le référentiel fixer le vecteur moment 
cinétique 'In est constant. On vérifie que le plan Il perpendiculaire à 111. est 

tangent à l'ellipsoide l(t) au point ç(l) = :~. La vitesse du point de contact 

est donc nulle. D'autre part, la distance notée DO' de ce plan par rapport à 

o est donnée par ~ (m l w) = LJ2. Elle est, donc constante. 

Théorème 36 (Poinsot). L 'ellip.'iorde d'inerlie 'rOule SOJ/8 gli/3ser sur un plan 
.ri~l;e 11 peTpcnrlic'lllaJ'I'e au veclC'U1' .,nD'fT/ent eirléNquc. 

Cette représentation permet de visualiser le mouvement d1l satellite en 
faisant rouler sans glisser Pellipsoïde sur le plan. Deux paramètres car
actérisent le mouvement. 

1. La trajectoire du point de contact de l'ellipsoïde dans le repère 1((1,), 
appelé(~ polhodie et similaire à la trajectoire du vecteur vitesse angulaire 
nu) sur E décrite précédE~mmeIlt. On prend un angle Pl pour repI'éseuter 
la phase de la variation du vecteur il. 

2. La trajeetoire de ~(t) sur le plan If est appelée herpolhodie et on désigne 
par ijJ2 Pangle qui mesure dans le plan II la postion angulaire de E, par 
rapport au point Dl. 

Le mouvement du satellite libre est donc décrit en général par les deux 
mouvement.s des cUlgles q) 1 et (P2 qui oscillent avec des fréquences qui dépendent 
des conditions initiales, 

Les trajectoires évoluent douc sur des tores T 2 . Les angles (li 1 'e'~ (l''}. jouent 
le l'ole des angles cFEnler utilisés pour visualiser le mouvement d'une toupie 
symétriq\1e et sont. des coordonnées adaptées. Cette analyse démontre aussi 
de façon très fine la Poisson stabilité du système. 
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Rotations uniforlnes 

Il résult.e clairement cIe (5.~i) que le sat.ellite libre décrit un mouvement 
de roLa,tion uniforme si et seulement si les conditions iniUales sont telles 
que 1(' veet(mr n initial soit orienté le long des axes d'inertie prineîpallx 
le satellite tournan(, alors autonr de cet, :uœ avec une vitesse angulaire f2. 

Sur l'ellipsoïde d'inertie, les positions d'équilibre associées sont des cols 
lor1:lqu'elles appartiennent à l'axe intermédiaire et sont donc instables au 
sens de Liapunov. Lt.~s rotations uniformes aut.our de E'1 sont donc instables. 
En revanche les positions d'équilibre sur El cl; sont des centres eL il résulte 
de l'interprétation de Poinsot que les rotations uniforrnes autonr de El et 
sont stables au sens de Liapunov. 

Lernlue 38. Les scules 'rotations 'lJ:niJo't'l1W8 du sal,clhü; .'iO'll.t celles C01'l'eSpOn
rIanl il un '/110IlV(;'fr/e'J],l, (l.'lIÜJ1lT ri 'un des a:z:es principn'/l,;'; cl ~in,C'rt,'ie et, BonI, insta-

bles lJO'U'/' l'a:rc et sf.ables pou'!' les a:ccs El 0'/1 

5.2.4 Conditions nécessaires et suffisantes de contrôlabilité 
du satellite rigide 

Le sysU:~me (5.3) s'écrit, sous la forme 

dq (/) 
dl; 

'fil 

J~)(qU)) + L 'lll.:(t)Fdq(t)) l 

k=J 

011 q (R, fi) E SO(8) x lR~:_!, 1~) est le système libre (S(D)R, CJ(f2)), et 
les F~: sont les champs de vecteurs (0 1 /JI), . , . , (0, bill)' (}1'1 h'll/, est; un vecteur 
constant de JR~{ déerivant. le positionnement de la Jdè~me paire de rétro-fusées. 
On suppose id que les contrôk\s sont, des fonctions COl1st.alltes par Inorceaux 
il valeurs dans {-l,+l}. On a le résulLaL suivant. 

Théorèlne 37. Con8idémns le cas où 'Ill 1 ( C Jesl il d'ire que le dis]JOsiMf 
de c07n:rnande e8t J01'7né li 'une ,'wl11e prl'irc de 'téf.ro~fusées. Alors le système 
C8(, eonlrôlable ci. moins que fieu:r des 8cnla:ircs b; 80ienl Tl/uiB ou que folb:t = 

±~bL avec !JI (b1, br bY). 

Prcuve. Le système libre Fo est Poisson stable el; d'après le théorème ~j5, le 
système est contrôlable si ct, seulement si l'algèbre de Lie {Fo, 1~} LLL. est; de 
rang () en tout point de 80(3) x IR:1, Il est donc nécessaire que J(:~ rang de 
l'algèbre de Lie {CJ,bd.!LL. soit égal à:3 en tout, point de IPl:l . 

Comme CJ est hornogpnc, cette condil:ion est réalisée si et seulement; si la 
sOlls-algèbre de Lie cles champs de vecteurs constants eontC1111f.! {Q, hl} ~1.L. est 
de rang 3. Le caleul montre que eeUe algl~bre de Lie est. engendrée par les cinq 
veeteurs 
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Un calcul radIe montre que le rang (~st 3 si pL seulement si les trois vecteurs 

sont indépendants. 
Puisque (1,J, (J.;j > 0 et (J.2 < 0, le rang de l'algèbre de Lie {Q, bl } A.L. esl; 

donc égal à :3 en tout point. de ,à moins que deux des scalaires b~ soient 
nuls ou que JëLïb11 = ± JG:jb~ . 

Pal' ailleurs remarquons que le sous-espace vectoriel de IR 12 engendré par 
les champs constants PI, [[Fo, F\], Fd et [[Fo, Pd, [[Fb, F1], FJ ]] coïncide avec 
l'espace vedoriel engendré par {(O,ll)~ (0, h), (0, h)}. Si les trois vedeurs 

1,2,3, sont indépendants, il coïncide donc avec l'espace engendré par 
Vi (O,E!), 'Î 1,2,3, où (El) est la base canonique de JP2.il . 

Un calcul immédiat montre que le rang cIe la famille {[FOl ili] 1 i = 1,2,3} 
cs 1. égal à, G en t.out point de 80(::») x lff~. Le rang de l'algèbre de Lie 
{Fh, Pd A.L. est donc G en tout l'oiu!' 80(3) x jp~:J si d, seulement si les trois 
vecteurs IJ, 1'2, fa sont indépendants. 

Interprétation géol11étrique et cas m, ;:: 2 

Considérons l'équation d'Euler. Si delL'{ des scalaires bi sont nuls) le vecteur 
b1 cs\' orienté le long d'un des éLxes principaux d'inertie du satellite cl l'axe 
correspondant est. l1n espace vedoriel de dimension l, invariant pour le mou
vement. 

La condition JajH; = ±Jlï3b} signifie qne le vecteur !JI est contenu dans 
un des plans donnés par Jes équations Jaïfl:~ = ±Jii3flj. Ces plans sont des 
espaces invariants pour les trajectoires des équations cl 'Euler qui sonl; formés 
par les séparat.rices joignant les poinLs cols i1ntipodaux. 

La condiLion de 110n cont.rôlabilité du cas '/Il = 1 signHie simplernent que 
le vecteur hl esl; dans un espace vedoriel de dimension 1 ou 2 invariant! pour 
l'équation différentielle fl Q(fl). On en déduit la condition de contrôlabilité 
dans le cas m ;:: 2. Le système est contrôlable à moins que l'espace vecto
riel engendré par {hl," . l hm} soit 1\111 dos deux plans invariantt1.dùnnés par 
JUïn:.1 ±Jiï3fl1' 

On a. donc une caractérisaLion simple de la contrôlabilité de notre systè~mc 
a priori complexe. D\m point de vne anecdotique notre eaJclll prouve que les 
séparatrices des équations crEuler libres sont en rait des trajectoires planes. 
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5.3 Construction géol11.étrique d'une loi de cOluluande 
dans le problèlue de contrôle d'attitude et locale 
contrôlabilité 

Da.ns la section précédente on a caractérisé la contrôlabilil,é du système en 
utilisant la stabilité au sens de Poisson des trajectoires du systi:~me. Cette ap
proche est peu constructive et la stabilité au sellS de Poisson d'un systèrne 
peut conduire il des tmnps de transfert longs. Une approche cOllstrnctive 
est développée maintenant. Elle utilise le concept de contrôlabilité locale 
du vedeur vitesse angulaire et ln trajectoire géodésiquc du déplacement du 
systèrne libre. Pratiquerncmt, cHe peut être implémentée avec des contrôles 
constants par morceaux SI TrI, = 2 ou 'In = :3. Le cas m 3 cOlTespond il un 
contrôle complet du système et le cas rn = 2 décrit; le cas 011 l'un des cou
ples de rétro-fusées tombe en panne, le systèrne conservant tmcore de b0J111eS 
propriétés de contrôlabilité. 

Proposition 52. Ponr tmls Rn, RI E 80(3) el lout ternps T > 0, il e:dsle 
no, Dl E tels que la solution d'Il s,!/stèrne associée au conl:rôle nul el issue 
en, l = 0 de (Rn, Do) atteigne l'attitude RI avec mH~ vites8e a,nf]ulœi.rc QI, cn 
'lin te:mps T. 

Prc'lJ.Vc. L'équation différentielle définissant le système libre décrit, le mou
vement cles géodésiques de la structure Rif~rnannienne de 80(3) définie par 
j'énergie cinétique L 1(11 Dr +12ni+hD;~). L'espace 80(3) est compact et 
la structure RjemannÎenne est complète. D'après ]e théorème de Hopf-Rînow) 
tout couple de points de 80(3) peuvent être joints par une géodésique. Comme 
le système ost, homogène de degré 2, le temps de transfert être choisi aussi 
petit que l'on veut. 

Principe de la commande 

La proposition précédente permet de déduire un principe de cOlnmancle, Sup
posons pour simplifier que la sa.tellite soit gouverné par trois couples de 
rétro-fusées, e~esti à dire que Pon se place dans le cas 'Ill :3. Supposons 
également que 1'011 peut Ca.ire varier la poussée des rétro-fusées, c'est à dire 
que les contrôles sont des applications analytiques pal' morceaux à valeurs 
clans l'intervalle 1). Il n'est pas restrictif de considérer la. situation OlI l'on 
veut transférer le d'une attitudc initiale Ro il une attitude finale RI 
toutes detL"-: staUonnaires, c'est à dire où le systènw est à vitesse nulle. En 
efl{~t la vitesse angulaire peul, être mise à zéro en utilisant diverses mélhodes, 

Pour réaliser le changement d'aLt,it;ude 011 calcule par exemple de far;on 
lllUuérique une géodésique joignant Rn ù Rl' On force ensuite le système à 
suivre cette géodésique, en contrôlant la vitesse de parcours sur cette courbe 
pour réaliser le changement d'attH,ude clans le temps imposé. Il est intéressant 
de comparer ce de commande à la. loi décrite dans [52] fondée sur le 



116 5 Contrôle d'attitude d'un satellite rigide 

théorème d'Euler el; où le changement d'attitude de Ro il R j est effectué en 
forçant le système à tourner autour de l'fLxe fixe dont la direction L1 est donnée 
par la direction propre nssociée à la valeur propre unité de R, Ro L. CelLe loi 
revient à [orccr le systi:,me à sc déplacer sur une géodésique de la structure 
Rienmnnienne de 80(3) dans le ca ... <; Oil le sateUite es\' spl16rique, c'est à dire 
oil les moments d'inertle I l , 12 el; h sont égaux. 

La loi de contrôle que l'on indique est très différen\,c. Elle tient compte 
de la géométrie du sa.tel1ite et présente un gain d'énergie important car la 
totalité de l'énergie consommée est; destinée non pas ft forcer le système à 
rester sur la géodésique puisque c'est la trajectojre du système libre, mais à 
diminuer le temps de transfert. Le reste de cette section exploite ce prindpe de 
commande. La possibilité de placer le satellite sur la géodésique est associée 
all problème de contrôlabilité locale du vecteur vitesse angulaire que l'cm va 
dans un premier temps étudier. 

5.4 Locale contrôlabilité 

Dans cet,te section on considère Ull système de la [orme 

dq (t) 
dt 

HI 

Fo(q(t)) + .L 'H/,.(I,)F".(l), 
k=l 

Ol1 g( t) E RTl (étude locale) et le domaine de commande est convexHié~ luI.-1 ~ ]. 
Soit qo un équilibre associé au contrôle 'U = ('Ill, ... ,'Um ) = D. 

Proposition 53. Soü 

où, ron 1wle adX.Y = [X, V). Si dhnL1(qo) = n, a.lor.':lle sys/'èm,e est locale
ment contrôlable. 

Preuve. Ce résultat est standard (voir par exemple (.:16]). En effet introduisons 
DI" 

A ::1'0 ('10) et lJ,,~ = F,.(qo). Alors le système linéarisé en qo est; rj Ag + 
ùq 

I:~~~l 'U},.lJ/". Un calcul facile J1Hmt.re que ad1) PoF(qo) APbk et la condition 
LI = ]RH équivaut donc hla condition que le système linéarisé eSL contrôlable. 
Le résultat en découle. 

Notre condition signifie que la dérivée de Fréche~ de Pa.pplicaLion extrémité 
évaluée le long des trajectoires q(t) qo nssoeiée HU contrôle nul est; de ra.ng 
maximum. 

Corollaire 15. Soit (jo = (Rn,O) nn état d'équilibre &/1, HfLiellîte associé ri, '/1.'11 

contrôle nul. Alors la dùnensio1l, de L L (fin) est 6 si cl se1llemeTi {, si rll ). 3 el 
le sl/stème est loc.a.lem,ent con/'rôla.ble en (}o. 
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Lemnle 39. Soit ft = Q(n) 'Un champ de vcct.eu1'S de lP~ll où. Q Cf:;/, lwrnogènc 
de def)Té 2. Soil b un vedeur' constant Alors le vecf.euT lb, rh, Q]] es!' col'inéaiTe 

à Q(b). 

Pl'euve. CetLe propriété résulte de la formule do Bakcr-Campbell-HallsdorfL 
Notons !.pl, le groupe il un pan'lmè~tre associé au chalnp de vecteurs 1>. Le champ 
!{JI * Q, image de Q par le difféomorphisme !..pt" est donné en 0 par 

ao tn 

(!{JI. * Q)(O) = I: ' ad ll bQ(O) = [1>: [b, QJ] 
11=,0 

et par interprétation du champ ima.ge, le membre de gauche est; colinéaire il. 
Q{b). 

On en déduit la caractérisation de la locale contrôlabilité pour le satellite 
rigide. 

Proposition 54. Soil r;o = (Rn,O) un éf,(û créqu'il'ilwc d'IL sate/lit,c. Alors le 
S!lBt,ème est localcrncnt contrôlable avec seulenwnl cleu:,; pa.iT'es de 'rétro-fusées à 
mOÙl,,<; qn(; le plan engendré par' {b L, b'!.} so'it l1un dc.'; de'lJ,:r plans 0.:,1 nr - a. L na 
O. Da.ns ce cas le systèrne n'est TJOB conf,rôlable. 

Preuve. Soit P le plan par {bl, b2 }. Si P n'est pas lIn des deux plans 
invariants par les équations d'Euler libres Il Q( fl), alors il existe deux 
droites IFtv] et IRv2 dans cc plan de sorte qne Q(VI) et Q( 112) aient, des directions 
opposées par rapport à P. En d'autres termes) vectoriel engendré par 
{b l ) !J'l, [bl, [Il], QJL [b'!.l [b21 Q]]} est tout lR::I. Clairement (voir par exemple 
l'origine fl = 0 est localement contrôlable. On en déduit aisément en utilisant 
encore [35] que (Rlh 0) est localement eontrôlable. 

RCrft(]/rqUfJ. 14. L'approche de [35] est fondée sur le principe du maximum 
d'ordre supérieur et utilise la formule de Brü:.er-Campbell-Hausdorff pour car
actériser la contrôlabilité locale. Elle est consLl'ucLive eL conduit en fait à cal
culer des lois constantes par morceaux, localenwnt stabilisantes. D'un point 
de vue pratique, on peul, aussi ca lculer la synthèse de la loi optimale associéc 
au temps minimal ou il la minimisatioIl de l'énergie consommée. 

On conclut par le résultat suivant de contrôlabilité oil la. preuve est COIl

structive. On peut implémenter pratiqucmellt la loi de commande avec '/71, ) 2, 
contrairement au théorème 87. 

Théorèlne 38. Considérons le problème dc con/,tôle li 'nll'ihulc 

ln 

l? S{Q)R, ej = Q(n) + L n,..lJf;, 
1.-=1 

OÙ lC8 contrôles bl.; son/' supposés constants par m01'CCfl.Il:/:, ri, 'IJ(ÛCUTB dans 
1, et, Tl/, ) 2. Hi l'm'igine Q = 0 est. localemenl contrôlable pOUF l'équation 

cl 'EuZeT, alors le .système esl conlrôlable. 
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Preuve. Soient Ro, RI E SO(3). On va montrer que l'on peut transférer (RoI 0) 
arbitrairement près de (RI10). Notons R{l,Ro,{}o) et {}(t,{}O) la géodésique 
issue de (RD, 5]0). D'après la proposition 52, il existe [lo tel que la géodésique 
associée au contrôle nul issue de Ro avec la vitess{~ 5]0 trans/ère le système 
en RI en un temps T 1. Comme l'équation des vitesses est loca.lement 
contrôlable, pOIlr tout; entier TI il existe /\n > 0 ct un con1;rôlt~ 'Un défini sur 
[O,l/n] transférant 0 en /\11 5]0 sans modifier l'attitude. La suite de contrôles 
donnés par 

Vil '/l.n sur [0, l/n] et 11 0 sur [lIn, 1/11. + 1/ ),n] 

transf(~re (Ro,O) en un point (Rl/l{}1,) où limll_=(Rn,{}n) = (R],O). Le 
réSllHat s'en déduit car si l'équation des vit.esses est localement contrôla.ble cn 
0, il résulte de la proposîtion ,)-,1 que l'équation des vitesses est contrôlable et; 

le système vérifie la condition du rang. 

Le résultat précédent nécessite de calelller la géodésique. Dans la pratique 
on peut faire des changements d'attitude en utilisant des chemins de 80(3) 
formés par la concaténation cl 1 arcs géodésiques, en particu1ier les rotations 
stationnaires. Ce probl~~me est é(iudié dans la section suivante. 

5.5 Contrôle d'attitude à l'aide de rotations successives 

On désigne respectivement pa.r .fh, ,.,..12 et A~I les matrices 

(0 0 0) (0 () -1) (0 1 0) o 0 1 . 00 0 , -100 , 
() -1 0 l 0 [} 0 00 

qui correspondent à des matrices de rotations autour des axes principalLx 
(rinerLie et on note E] = (1.,0,0), Eh (0, 1, 0) et E;J (0,0, 1), la base 
canonique, 8 2 la, sphère de ]R:l el; exp A l'exponentielle d'une matrice A. 

Letnnle 40. Soit R E 80(3). Il eXÙ:ite X, 0, 4) E [0,271"] tels que 

R = (exp X,.,..1a)(exp OA1)(exp (flA:.!). 

Preuve. Les trois angles sont en falt les a.ngles d'Euler, mais on va les 
définir en exploitant le fait que la sphère S2 coïncide avec l'espa~~ quotient 
80(3)/80(2). 

Notons !J l'élément R- 1 E:I cIe . On peut; aller de 11 à B:i en suivallt sur 
la sphère la parallèle puis le méridien, c'est-à-dire en effectuant une rot.ation 
d'axe Ba ct, d'angle ri) E [0, 2ii[ puis UIW rot.ation d'axe El el; d'angle f) E [0,271"[, 
Le. 

E:.I = (expOA1 )(exp (pA:{)y. 
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Le groupe G = {exp -:\A;J 1 X E [0,27r]} est le HOlls-groupe de 80(3) laissant 
fixe le point de . Posons T (exp 0./1 1 )(exprj)Aa)R- 1

• Alors Te:l = c:~ 
et T E G. Donc il existe X tel que T = exp -XAa, CrOll 

R = (exPxA:~)(expOAd(expçbAa). 

Application â la con1.mande 

Da.ns le chemin précédent, on utiliHe les rotations stationnaires stables autour 
de El et Ea mais Oll peut aussi concaténer des rotations autour des trois 
axes distincts. En ayant choisi un tel chemin on peut alors construire uno loi 
de commande analogue à celle utilisée dans le théorème 38. La propriété de 
locale controlabilité des vitesses permet de t.ransfén:.r le système d'une rotation 
stationnaire à une autre. On présente plus en détails la loi de contrôle utilisable 
en supposant que le système est contrôlé par deux couples de rétro-fnsées 
('In = 2) orientées le long des è'LXes El el, E:l, b] (1,0,0) et b'2 = (0,0,1). Les 
équations s' écrivent alors 

(J.2 DJ (I)Da (t) l 

L'équa.tion d'Euler étant contrôlable, on peut se ramener au problème de 
transfert du systèrne entre les états stationnaires (Rn, 0) et (RI, 0). On procède 
de la façon suivante. D'après la décomposition précédente il existe des angles 
tels que 

ni = (exp XAa)(exp fJA l )(exp 1j)}h)Rn. 

1vlont,rons qu'il existe une loi de commande transférant (ROI 0) fi (exp rju'-laJl). 
On observe que si 111 == 0) les solutions issues de (Ru, 0) sont celles du système 

dR (l) 
dt 

On ehoisit une cOlluuandeu'2 pour transférer (0,0) sur (0) r/)) , en utillsant par 
exemple le probJ(~rne temps minimal. En itérant le processus on peut bien 
réaliser le transfert. 
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Rema.rque 15. La loi de commande précédente est simple, robuste, car on 
n'utilise que les rotations stationnaires stables et. împlémentables avec deux 
couples. Par contre si on veut faire tourner Je satellite cl 'un angle () = E pe
tit autour de Paxe E'Jl alors les angles d'Euler sont cj) = X = 1T /2 et, () = E 

et on doit donc faire basculer cleux fois le satellite d'un angle de 1i /2 pour 
opérer un petit changement d'attitude. Cependant on peut en utilisant nne 
loi exploitant la locale contrôlabilité éviter ce grand déplacement. 

5.6 Notes et sources 

Les résult,ats sur la contrôlabilité du satellite rigide sont ex.traits de [7]. 
L'idée originale d'utiliser la Poisson stabilité pour étudier la contrôlabilité 
des systèmes non linéaires est due à [48] (~t la technique crélal'gissement est 
formalisée et utilisée dans [dO). L'utilisation du principe du maximum d'ordre 
supérieur pour étudier la contrôlabilité local(~ est une idée de Hermes [35], 
voir aussi [36] en ce qui concerne son utilisation pour construire une loi de 
stabilisation locale. 
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Transfert orbital 

6.1 Introduction 

Un probltm1e important en mécanique spatiale est de transférer un engin 
soumis à l'attraction terrestre sur une ellipse Keplerienne ou en un point 
de ceUe eUipse, pour le problème de rendez-vous avec un autre engin. Ce 
type de probl(~me classique iL été réactualisé avec la technologie des moteurs 
à, poussée faible cl, continne. L'objectif de ce chapitre est d'appliquer les 
techniques géométriqtws à l'analyse du systèrne. Le syst.ème libre évoluant 
dans le domaine elliptiqne du problème de J(ppler, toutes les trajedoires sont 
périodiques, la contrôlabilité du système peut êt.re caractérisée en calculant 
des crochets de Lie, d'après la proposition 50 du chapitre précédent. De plus la 
formule de Baker-Campbell-Hausdorff permet de construire des lois de COlll

mande loca}{~s. Une méthode simple et efficace pour réaliser le transfert orbital 
avec: des contrôles lisses est la méthode de stabilisation. La représentation du 
système avec le moment cinétique ct le vecteur de Laplace perrnet de con
struire une loi de commande stabilisante élégante. On analyse le problème 
de transfert. en t.ernps mhllmal1 qui reste ouvert. On utilise le })Tincipe du 
maximum pour paramétrer les t,rajectoires optimales. On présente une brève 
analyse des extrémales, en mettant. en particulier l'accent sur l'analyse d'une 
singulal'ité du problème observée expérinwntalement ; pour le probll~Jne avec 
poussée faible, le transfert sur une orbit;(~ géostationnaire présente lIllP in
version de poussée à un pa.ssage au périgée de l'ellipse Of;culaj,rice. On ap
plique les conditions du second ordre pour montrer l'optimalité de la trnjec
tojre extrémale transférant le systè~l11e d'une orbite basse et allongée ft l'orbite 
géostationnaire. 
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6.2 Modélisation du problème 

L'engin spa.tial est assimilé à un point matériel de masse m, soumis à 
l'attraction terrestre et à une force de propulsion P. En première approxj
mation, le systènw s'écrit 

f} P 
-fl-:- +-. 

'1,,1 Tf1,' 
(6.1) 

ail f} désigne le vecteur position du sat.ellite dans un référentiel 1 J K dont 
l'origine est le eentre de la terre, et 1-1' est le paramètre cFattraction de la 
planète. Le système libre F = 0 correspond éllLX équations de Kepler. Pra
tiquement, la poussée est limitée, IFI ~ Fmax, et on pent changer son Oriell
tation. La. propulsion se fait par éjection de matière, à vitesse /Je) et il faut 
rajouter au système l'équation 

dm, 11"'1 
=-- (6.2) 

Dans le probUmw à poussée faihle, la force de poussée est petite comparée à, 
la force d'attraction. L'état du système est :c = ('1, rj). Le problème à résoudre 
est de transférer le système d'un état initial à une orbite donnée (par exemple 
géostationnaire) pour le problème de transfert, orbital, ou en un point de cet 
orbite. 

6.3 Intégrale prelllière de Laplace et intégration 
des équations de !(epler 

Proposition 55. COllsùlél'Ons l'équa,t,ioTl, de Kepler' ij = -JI ~J, .• Les q'/w:rLlii.tés 
1'" 

8'llivante,c; sont conservée;; au COIlTl'I du. nwu.vemenl : 

c q 1\ rj (nunnent cüu§/,ique) ; 

L = _p'l -1- q 1\ c (inf,égmle de Laplnce) ; 
l' 

• 
IJ( ') 1. ') Il, (" . ) . fJl q = -q- - - cnerfl1e . 

2 l' 
• 

Preuve. La conservation de l'énergie est standard et il cn· est de même 
pour le moment cinétique. La conservation du vecteur de Lapla(;:è résulte du 
degré d'homogénéité du potentiel. Prouvons cc résultat. Soit q(t,) une courbe 
différentiable de et 'r(t) sa longueur. Puisque '1'2 = q.q (produit scalaire), 
on a 'I":I~ q.r'jl ct si q =1= 0 on obtient. 

~ (:1) = nj~) ['f} 
dl, r r-

(q.q)rj - (q.rj)q 
1,:1 

Avec (a 1\ b) 1\ c = (a.c)b (b.c)(1, il vient 
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D'al! 

.. q 
et, avec q = - t1-:"j, 

'1"-' 

cl (q) .. p.-:/. - = q /\ c. 
rd T 

En intégrant avec c constant, on obtient 

où e est un vecteur constant. On pose L = /-I.e. 

Lennne 41. On 0, les Telations suivantes ent;re les intégrales premières: 

J. L.c = 0, cl si cf. 0 .. Lest, conlenu da.ns le plan du 'InO'/J.veTncnt.. 

2. L 2 = J12 -1- 2IIc2
. 

PrC'u:llc. Puisque (f.C = 0, on en déduit L.c = 0, d'où 1). Prouvons 2). On a 

q . 
L = -tt- + q /\ c, 

T 

donc 

L L - '2 q.q ( . .) ( . .) 'J q ( . .) . - p ---:) -1- q /\ C • q /\ c - .... 11. -. q /\ C • 
T- r 

Or lti /\ cl = Iqll cil sin( e) 1 où f) est l'angle entre q et c, dOllc 

car q et c sont orthogonaux. D'où 

') ') ') q 
L.L = p.- -1- i.rc- - 2p,-.(q /\ c). 

'1' 

En utilisant la relation du produit mixte, q.(q /\ c) = (q /\ rj).c = c2
, il vient. 

l ' l - 2 2 ( . '2 'J t1 ) _ 2 'J.2 H 
..J • ..1 - p, + c q -..,- - p. + .... c , 

r 

H ].'1 P, D' . l ' 1 car = - q- - -. ou (~reSll tat. 
2 .,. 

Proposition 56. Si c = 0 .. q et rj Testent o1ignés SUT une droite et, il li (L 

collision. Si c i: 0, 011 a : 
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• si L = 0, (110'1'8 le mO'lwernent, est circulaire 'wriforme ; 
Ci) si L =J. () ct H < 0, alors la trajectoire est une ellipse donnée par 

r 
l', + I/LII cos(O - (Jo)' 

O'lL Ou est l'angle du périgée; 

. c ( q) 
• f} = 1\ L + J.!'- . 

'l' 

Preuve. Avec L = Ile, la relation de Laplace sléerit 

et en faisant le produit scalaire avec f} il vient 

)1 (c.q + r) = (tj 1\ c).q = (q 1\ tj).c = C.c. 

On a donc deux caB : 

Ci) si c = 0, alors jJ 

') c-

p. 
et le mouvement est circulaire, donc circulaire 

uniforme d'après la loi des aires; 
• SI e =J. 0, alors e·fJ = Ici" cos J, où J est l'angle entre c et 'l, soit 

r = ---,----
cos.r . 1+ 

On a donc prouvé 1) et 2) et lei est l'excentricité de l'ellipse. La relation 3) 
revient à. ca.lculer (l à partir des équations définissant c et L. 

Notations. On introduit les notations suivantes: 

• Il: projection (q, ij) t-;. (c, L) ; 
• Ee = {(l],(j) 1 H < 0, cf.O}; 
fi D = {(c, L) 1 c.L 0, c r'= Ol ILl < p}. 

Le résultat suivant résulte ùe nos calenls. 

Proposition 57. 1. Er: e.st. l''Union de.s a/l'bites elliptiques. 
2. Tl(Ec) = D et Ec = n- 1 (D). 
8. La, j1:bl'e n- 1 (c, L) consiste en 'une unique or'büe oT~ientée. 

Définition 70. Ee B 'fl]JJJelle le dornQ,'ine elliptique (resp. domaine 2D-elhTJj:jque 
dans le caB plan). 
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6.4 Paramètres orbitaux 

Les coordonnéE~s cartésien nes sont mesurées dans un référentiel 1.J l( oil l J est 
le plan équatorial. Un point matériel sur lm(~ orbite Keplerienne est repérable 
par ses sh paramètres orbi taux : 

CI l'ellipse orientée coupe le plan équatorial en dC1L""( points opposés qui for
ment la ligne des noeuds et l'angle il désigne la longitude du noeud as
cendant ; 

.. l.J..J est l'argument du périgée, entre l'axe du noeud aseendanl; et l'axe 
du périgée; 

• i est l'inclinaison de l'orbite par rapport HU plan équa.torial et: représente 
l'angle entre l( et e ; 

• a est le demi-grand :-L""(e de l'f~Ilipse et P le paramètre de Pellipse ; 
• e son exeentrici té ; 
• f est l'anomalie vraie, angle entre le point sur l'orbite par rapport à son 

périgée. 

La. longitude vraie est l'angle 1 entre l et CJ, que l'on écrit par abus de 
notation l = il + w + .L exprimant le fait; que l'on peut amener l sur q 
avec trois rotations successives. On note de façon identique la longitude dite 
cumulée. 

Les coordonnées précédentes présentent une singularité dans le cas d'orbites 
circulaires ou situées dans le plan équatorial. On préfère utiliser des paramètres 
dits équinoxiaux évitant ces singularités. Ils sont donnés par a, e (vecteur ex
cent.ricité) colinéaire au vecteur de Lagrange, l et le vecteur li colinéaire à, la. 
ligne cles nœuds et défini par 

hl = tanU/2) COS(il), h']. = tan(i/2) sin(D), 

qui est nul pour les orbites équatoriales. 
On introduit de plus 

e] lei cos W, C2 = lei sin 

oil west l'angle entre l et e. 

6.5 Décolnposition de la poussée 

ri 
Notons les champs de vecteurs ~ 

u(ji 
1,2, :3, idenUf1és respectivement ft 

l, J , IC La force cl(~ propulsion s'écrit 
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Oll '/Ji désigne les composantes cartésiennes du contrôle. La force peut être 
décomposée dans un repère mobile f:ixé à l'engin spatia1. On en utilise deux 
particuliers qui sont définis si q 1\ q 1- 0 : 

• le repère raclial/orthoradial (1~., F:Wl J~~J, 
• le repère tangentiel/normal (Ft, Fil, Fc), 

selon que le premier vecteur est orienté le long de la position ou de la vitesse 
de Fengin. Les deux premiers forment le plan osculateur et le troisième est 
normal iL ce plan et donc colinéaire au vecteur momcnt cinétiquc c = q 1\ q, 
les trièdres éLant orthonormés directs. Le système s'écrit:. 

:,1 

Jn,ij J«(q) + L ·u.;};. 
Î=l 

En particulier l en notant 'lJ (Ut., Un, 'ue ) In décomposition de 'U dans le repÈn'e 
(;angentiel/normal, on a 'U = R(J;)'lJ, olt R est un élément de 80(3), groupe 
des matrices orthogonales (Bredes, qui représente la matrice de passage du 
repèn~ cartésien au repère moblle. 

6.6 Méthode de variation des constantes 

Pour comprendre l'effet de la propulsion, notamment. dans le cas d'une poussée 
f'aibk\ on utilise la méthode de variations des eOIlsLantes de Lagrange. On écrit 
le syst.ème (6.1) sous la Conne 

a 
â: = FO(J.:) + L 'lJ.iF;(:D) , 

i=l 

où Fo est le champ de Iù~plcr. On pose :1:(7,) = (expiFo)(y(t)), où exptFo 
désigne le groupe h un paramètre obtenu en intégrant les équations de Kepler; 
y(t) est, a]oni solution de 

üU) GU, 11(0), 

où G(t,U(t)) est, l'image de Z I:t=1 lJ,îFi par e:.\."'P -1,Fo et se calcule pOUl' t 
assez petit par la fonnu]e de Baker-Campbell-Hausdorff 

Un point fondarnental cs!; que la méthode de variation des constantes ap
pliqnée au problème de Kepler BOUInis à l'action d'une force perturbatrice 

. J.~ DR., 1· l" d' 1 1 J conservatlve ; = a permIS a. .Jagrallge ( mtro llIl'e ( es coore OIlIlees sym-

plecLiqups 
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olt P désigne le param(~t;re de l'ellipse el; T l'instant dc passage au périgée. Les 
équations du lTlotlvement prennent la forme 

DR 
- éJq' 

, BR 
q = ,]) 

qui sont les équations fondamentales de la théorie planétaire de Lagrange. En 
termes modernes~ LagTi:lllge a introduit un systèmes de coordonnées symplec
tiques formé d~int;égrales premières du problèmc de Kepler. Pour les détails et 
les applications à la théorie lunaire, voîr par cxernple [57]. 

6.7 Représentation du systèlne dans les coordonnées 
équinoxiales 

Pour comprendre J'action de la poussée sur les caractéristiques géométriques 
des orbites elliptiques, la meilleure représentation est œutiHser les coordonnées 
équinoxiales, Dans ce chapitre, on va utîlism' les cieux systèmes suivants, voir 
[27, 74, 16] : 

• Système 1 

C2 cos l - sin 

2el c';.! sin 1 + e08 

{f;' A + --cl(hLsinl h'1 cm;/}uc pD 

dh l _ :1 {f;.' AC, 'l -- - ---cos ,11,(' 
cU w 11D2 -

dh2 1 {f; .. il C . 1 = - --- sm :Il e dt; ni, Il, lJ 2 -

dl ŒD
2 
+~ EA(hJsinl- cosl)ue 

dt V ~ jp rn. V p. D 

+ 2C2 + sini 

+ 2c} -1- cosi 

(BA) 
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avec 

A= 

B= 

C = 1 + hi + h§, 

D =] + CI cosl + e2sill/ . 

• Système 2 

tlP ] {p2J-'J 
di = ;;V -;W'lJ.or 

deI l· fP ( . ( e] + cos ') ze'2,) dt = m V -; sm 1 Ur + cos l + \V llor - TV 'Ue 

dC2 ] If ( ( . e2 + sin 1 ) Z eL) -1- = - - -cosl Ur' + sml + lr 'lJ.()1' + -lY 'Uc 
II rH IL II l,' (6.5) 

dh 1 :1 IfP Z C - = - ---cosl u'e 
dt '171 II Hf 2 -

dh'1 l If Z C . 1 
-,- = - - 11' ? sm Ue 
d 111· fi. , ... 
dl {ilV'2 1 (Ji Z 
dt. = V p p + rn V -;; Hf 'U(! 

avec 

C 1 + hî + h~, 
H7 = 1 + el cosl + C2 sini, 

Z = h] sin l - 11,2 COS " 

La relation entre a et; P esl; 

P 
n = -r==:=::~. 

L'apogée 7'a et le périgée l'p sont donnés par les relations 

ï'(/ = (J.(] + lei)' 1'p a. (:1 leI), 

Pour la mise à, poste sur une orbite géostationnaire, il fant. imposer à nnstant 
final 

lei = 0, Ihl = 0, 

Si on considère que la masse est variable l il faut. ajouter l'équa.tion 
supplémentaire 
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Pour étudier le problème plan, il suffit d'identifier, da.ns les équaj,ions d
dessus, le plan du mouvement au plan équatorial (I, .1), d'imposer II. 0 
et d'orienter la pOllssée dans ce plan, ce qui revient; à poser 'Ut: O. On définit 
ainsi un probJ(~nw plan. Le domaine elliptique associé s'appelle le dOlnaine 
2D-elliptique. les trajectoires correspondantes sont orientées positivement par 
définition si l'inclinaison est. nulle. 

Enfin un reparamétrage st;andard est de paramétrer les trajectoires par 
la longitude l au lieu de I, l'efret de la poussée sur un Lour de l'orbH,e étant 
mesuré simplement en intégrant les équations de 0 il 271". 

6.8 Coordonnées en rotation 

Pour le problènle cIe rendez-vous! le système peut être représenté clans )e rep(~re 
en rotation du problème circulaire restreint. L'effet de cette transformation 
est de fixer le point terminal. Le référentiel esl, en rotaUoll autour de l'axe ]( 1 

ct ]a nouvelle position notée Q vérifie 

qU) = (exp nU()QU), 

(
0 -1 0) 

oiJ 1( est la matrÏee antisymétrique ~ ~ ~ , et n est la vitesse de rotation 

de la Terre. Les équations écrites avee le formaHsme de La.grange sont, corrigées 
par une force de Coriolis et crcntraÎnernent. 

6.9 Le problènle de contrôlabilité 

6.9.1 Préliminaires 

Le système s'écrit en eoordonnées cartésiennes 

:1 

i~ = Fo(~z;) + € I: 'liri Fi(:r), 
i=} 

ail x = (q,q), ê > 0, et 

Fu 
. D q B [) 
q- - Il.- - F· - - 'i = 1, 2, ~t Bq . 1':1 Di} , 1 - Dili 1 

L'ensemble des contrôles a.dmissibles est l'ensemble U des a.pplications con
stantes par morcea.ux à valeurs dans U {~=;~1 'UT ~ '1}. On restreint l'étal; 
au domaine elliptique, :D E Le repère tangentiel/normal est le repère le 
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mif~llX adapté pour décomposer la poussée pour au moins trois raisons. La 
première est d'ordre technologique car en pratique il y Cl des restrictions sur 
l'angle de la poussée par rapport à PI, 11. E Cl (G') on 'IJ. E Cl (0') U -Cl (0:), 
où Cl (0:) est le cône d'angle 0: et d'[L'w Ft .. La seconde raison est d'ordre 
géométrique: la varia.tion de la direction du contrôle au cours d\me orbite 
doit être mesurée par rapport éln vecteur vitesse. Enfin, un effet important et 
bien étudié en mécanique spatiale est l'eifet du frottement Fo de 1\1tmosphère 
sur les orbites. Cette foree est opposée à la vitesse (relative) de l'engin et son 
module est; donnée par ~pv2SCD où p représente la densité atmosphérique. 

6.9.2 La structure de l'algèbre de Lie du systèlne 

En coordonnées cartésienfWS et en décomposant la poussée suivant le repère 
tangentiel/nonnal, les champs de veeteurs de dérive et de commande s'écrivent, 
pour tout, :7: = (q, q) E lP~6, 

.0 q D 
Fo(;r) = q oq - /11Iqll:1 oq' 

q 0 
FI,(:r) = M O(j' 

P() q/\(j 0 
'c:c. = Ilqi\(jllaq' 

(q/\(j)i\q a 
Fil (:c) = Fe ( :D) i\ F/, ( :Z:) = Il q i\ q Il Il q Il aq" 

Proposition 58. POUT fo'Uf X = (q, q) E 1P~(l lei que q i\ (j #- 0, on a 

De plus, 

L'ic:1: {Pcl, FI., Fr_~, Fil} 

= Veel {F'o(:c), Fi (;7;), F~:(,T), p~J (:r), [Pb, F~](:D)l [l'ù,l~](:c)}. 

Preuve. Un calcul simple des crochets de Lie donne 

qi\q f) 
[Fo, Fe] (:r:) = Ilri i\ qll oq' 

--, (qi\q)i\(j 0 J-Lllql\qll. 0 
r 1'01 F1l](:Z;) = Ilqllllri i\ (jll Dq + Ilqll~1 Ikil1 3 q aq" 

On en déduit alors que, pour tont :1: E IR!), les vecteurs FIlE), F/,(:r;), F(:(;rL 
Pn (:r), [Po 11'::1 (.7:), [l~h P~l](:1:) sont indépendants. 

Afin de définir les politiques de commande géométriques il est important 
de décrire les algèbres de Lie engendrées par {Fo, FI}' {Fo, F lJ } et {Fo, Fc}. 
On a les résultats suivants. 
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Proposition 59. Pour tOl1t :r = (CIl tj) E IRG I.el flue Cf A tj #- [), 

• la (i'irnensio'n de Lie;!: { Fo, Fi} esl 4 i 
• ln lNmension de Lic;l:{Fo, Fn} es/, 3 ; 
• ln dhnensùm. de Lie;l:{ Frl: FrJ es/, 4 si L(O) =f. 0, et, 3 sinon. 

Pre'U·ue. Il suffit de calculer les crochets de Lie successifs. 

1. Pour touL :z: = (q, tj) E lRÎl tel que (j 1\ iJ #- 0, 011 8 

[Ji' F' ](T) - _1_ F: ('1') Il,(q·iJ) P ('1" _ 'JI (q A(j) A q a 
D, 1· - lIiJll 0" + Ilflll:1 1l ejl12 1. ,,) ... / Ilqll:ll!qll;! arr 

[Fo, [Fh, FI.]] (:J:) = -211 (q A'JI;) A.;j 2 + (J.lFiI(:I:) + (L2F/ (':1:) + a:J[.F{). PI] (:r), 
Il q II' Il 1; Il' CIl] , . 

[ [
D ']]() 1 () J./,(q.iJ),() 1 f ]() 

FI., ro,}iJ :1: = IliJ112Fo;D - Ilqll:11Iqll:J}'/ :r + M Fo,F/ :1:, 

[-Fr), [-Frl, [Fo,Fd]](:7:) 0 rnod Po,F/, [PC), Pd, [Fo, [Fo,Fd]' 
(l~t, [Fo,l~t])](;t) = 0 motl Po, Fi., [FOI Pd, [Fr), [Fo: Pi.]], 

avec 

cl 'où Je résultat. 
2. Pour tout x = (q, iJ) E lRÎl tel que q A il f. 0, on a 

[p F] :1') = (q A q) A (j ô fi· Il l) A tj j 1 { 0 
0, 11 (., Il{jllliq A iJll + Ilqll:1 II(jlla 1 arj 1 

[Fo, [Fo,FII]](:v) = Ct FO(:l;) + c2F11(~rL 

[Fn, (Fo, Fll]l(:r) = ~Fi}(;r) 2", IlfJ.: (jll'j Fr! (:c), 
11411- . IIrJW IliJII' 

avec 

211fJ A qll 
Cl Ilqll:l lI(jll:\ ' 
, _ 3 2 Ilq A till::! 3(q.lj)2 211qf 111;11 2 

C2 - -,}.l, Ilqllti IltiWI - Il. Ilqll[,lllil12 ' 
d'où le résultat. 
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3. Pour tout x (CI, rj) E ~() tel que q 1\ q =1= 0, on a 

q 1\ q a 
Ilq 1\ (il! aq 1 

[J~), [FI}, l~:I](:r:) = - Il ~;I ;j ~: (:z;), 
Il

'112 D (q,rj)((q 1\ rj) 1\ ej) a [Pc;, [J~Ùl PcJ](a:) q rn + "'1.- , 1Ir; 1\ qll- I/fjll- aq 

( 
pq (lJ 1\ q) 1\ q) () 

+ Ilqll:i Ilril1 2 + !lq 1\ ejl12 éhj 1 

[F{}, [Pc:, [l~h }~;}]] (.T) = 0, 

[Fel [J"c:, [F[Jll~JJJ(.1;) = - IIqll~ 2 [FoI Fc](:1;) (q.fj) 1) l~;(:z:), 
Il q 1\ fJ Il /1 q 1\ fi 11-

cl 'otI le résultat. 

Corollaire 16. Pour le SlJstèm,e resÜ'einl an domœi.ne clliptiq'll,e aller: une se'ule 
direction de PfJ'/l,ssée, les orbites sont les suivantes : 

• diredion Fi : l 'm'bile est, le. dom,aine elhpi'ique 2D ; 
fi dù'cct:io'1l F~, : ['orbite de di7nens'ion 3 e8l l'int,ersection du dom,aine ellip

f'iquc::. 2D a'lJœ a = a(O) ; 
e (liTedion l'~: : l'm'bUe e.st, de dim,ens'io7l 4 si L(O) i= () (l'esp, :~ si L(O) 0) 

cf, est don:née pm' Cl = a(O), lei = je(O) 1. 

Proposition 60. Pou'!' le système reslr'C'i.nt au dornaine ellipUque, chaque 
po'int, de rO'f'lrUe est acce.'i.'i'ible. 

PremJ(~. Dans le domaine elliptique, ehaque trajectoire du système libre est 
périodique et le champ est donc Poisson stable. Le système restreint à une 
orbite est donc contrôlable, d'après le théorème 35. 

Proposition 61. Soit le slJ8t,èrne nwno-e1û'rée Fo + uFt., lui ~ E, reHtl'e'int, (J,'l.L 

dnrrw:ine 2D-elliptiqne, A 101'S le cordr'ôle IJ 0 est réf}uIicr et l'application 
e:r;trémüé est OU'l}crte, 

Prcuve. En efTet, on a. dim{ak":F[)l~, k = O: .. ,:+oo}c,." = LjT et le résultat 
se déduit de la propmiÎtion 13. 

6.9.3 Les politiques de cOlun1ande géoluétrique 

En décomposant les eoordonnés équinoxiales en ,'Dt = (o., Cil C2: 11.) E ~5 et 1) 
le système s'écrit 

:1 

;i;) = L 'll;G i (:rl, 1), ; = F(:l:t} -1- .o(l,;D dUal 
'i=1 
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avec 7).1 = U/, 1/'2 'Un, 'U:l 'Uc · 

Le premier décrivant ]e problème de transfert orbita] est 
symétdque. Une poHUql1e de COlTlrnande standard ut,ilisée par exemple en 
robotique [45] est de donner un chemin -, : [0,1] -+ D l'orbite 
initiale il. l'orbit.e finale. La structure de J'algèbre de Lie et la formule cie 
Baker-Campbell-Hausdorff permet d'approcher ce chemin par une trajectoire 
du système. C~est; J10bjectif de la suite de ce chapit.re. L'approxima.tion p(mL 
sc faire soit par stabîlîsatîon, soit par des trajectoires t",emps minimales. Le 
choix du chemin est crucÎal et doit se décider par des arguments 
géométriqucs. Pa.r exernp]e pour le transfert d\ll1e orbite bassc il l'orbite 
géosta.tionnaire, un choix géométrique est de réallser la mise à. en gardant. 
la ligne des noeuds et la direction du veeteur de Laplnce fixes, la politique de 
commande consistant; alors 8. augmenter le demÎ-grand axe, arrondir l'ellipse 
en dinünuant Pillclinaison. 

6.10 Transfert d'orbite par la n"léthode de stabilisation 

Le système s'écrit, 

.. q P 
q = -/1-::1 +-l 

'r' '111 

et la cible est, une orbite elliptiquc paramétrée par (CT, LT ) E D. Soit k > () 
un poids. Considérons la foncUon 

où 1 -1 représente la. norme euclidiennf'. On va choisir une poussée F t.elle que 

i
d lI(q, q) ::Ç 0 le long des trajectoires. Dans les coordonnées c et; le .::!ue,t':'1,'nf.> 

ct 
se projett.c en les équaUons 

ri pt 
--':"'c(q, rj) = q /\ 
dL nl 

(/1 L(q,(j) =F/\c(q,rj)+Ij/\ (q/\ P). 
li rn 

En notant iJ.L = L et iJ.c c - CT, on obtient 

cl • 
-V(q,q) 
dt 

Notons 

F . (kiJ.c /\ fi + c /\ iJ.L + (iJ.L /\ (i) /\ q). 
TI1 

Hf = kiJ.c /\ q + c /\ iJ.L + (iJ.L /\ Ij) /\ q. 

cl 
Un choix canonique de force il appliqncr pour que la condition -d V(q, (j) ::Ç 0 

,l, 
soit vérifiée est 
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F f( - ,. - = -. q, cj)h/, 
m 

oit f(q,(i) > 0 est arbHraire de sorte que 

d \ T( ') - ,. q, q = 
dl 

La conclusion résulte d'un Lhéorèrne sur la stabilité du à LaSalle utilisant la 
notion d'cnseInble w-lhllite cl, d'un calcul explicite d'ensemble invariant; pour 
les trajcdoires du s'ystèrne~ après bouclage. 

6.10.1 Ensemble w-lhnite et théorème de stabilité de LaSalle 

Définition 71. Soit :i; X (:1;) /l,'/W âqu,al'i,on dilTé'renlielle lù;se sur un ouvert, 
Q de }R11, et, soit :1:(1., :1;0) la solution issue en f; 0 de :/:0, supposée définie pour 
/, ~ O. On dU que y est 1.l'fl point, w-lim'ile .5 'il e:c'Îsfe une s'llUe t ll c'1'Oissante el, 

/,endani vers l ''illfin'i lm'sque n tend 'vers l"in.b>ni, lelle que 

On not,e D+(:cn) l'ensemble des poirûs w-limites. Les Tés'I1Uais sn'Ïva,nls sont, 
sl(]:ndards (voir (61]). 

Proposition 62. Si n+ (:':0) est non vide et borné, alors .1:(t, :ro) l,end ve',.s 
Q+(:l:O) 100'sqne t tend 'ueTS n'l1fini. 

Proposition 63. Si lo. dcm:i-lmdectoù'e {:l;(t, :co) 1 t ~ O} est b()'f'T/,ée a,loTs 
n+ (:co) est non vide cl compacL 

Proposition 64. Q+ (:ro) est un ensemble ùwaria.nt~ qui con8Ïl;te donc cn· nne 
réunion des t'I'(ljcdoircs. 

Proposition 65. So'i/. V : n -t ~ lis8c el li L:I' V- la dér>i'Oéc de V- le long 
des so!UlÙ)'1l8. S'i (r ~ Cl a.lors ]Jour to'Ut. :1:0 E Q, V est. constante SU1' .o+(;z;o). 

Théorèlne 39 (LaSalle). So'it: J( un enscTnble compact. de D, V- 'Une foncl'ion 
lisse tclle que fT(:l-~) .:Ç 0, ]Jour tout :D E JC Notons E = {:t: E JO; 1 1/(;1:) = D}, 
ef soi i j'II le plus gmnd sO'llB-en.'ic'rnble hI'lm'riant de E. il IOTB! pO'lf.'r lOId :ro lel 
que :e(l'l .To) E J() ]J0UT' to'Uf t, ~ 0, :1:(1., ;1;0) t.end 1)C'{,8 111 lor"que tl -t +00. 

Preuve. Puisque 1l est constante sur n+(;l:O) et que Q+(:ro) est. Îl1Val'Ïan(;1 on a 
li = 0 sur n+ (.170)' Donc n+ (:1:0) E 111. Puisque J( est compact, .0+ (:to) C J( 

est compact. Or :/;(1;, :1:0) [2+ (:ro) lorsque t --;. +00. 

Corollaire 17. Soü ;i; .. Y (:1:) une équalion diff ércnt'ielle .'IUT 1Ft Tl el soit F : 
IP~ll -t 1ft lisse, bornée inférieurement. lelle qlLe V(:7:) --;. +00 (jlUJ,nd I:rl -t +00 
el l,elle que que \1(:/;) Lx l' .:Ç 0, ]Jour t,mû :7:. Nol,ons lE = {:r; E 1P~TI 11/(.1:) 
O} let. 111 le plus grand 8o'1ls-cnsernble in'/Jarùmi dr~ E. Ji lor'8 l,o'Utes les sohLtio'l/.s 
-"mil bornées quand 1; ~ +00 el lendent 'VeTS _~l. 
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Preuve. Soit ;1;0 E IRTI, el; posons V(:cn) = ,. L'ensemble Ki = {a: 1 V(;,;) = 1} 
est fermé, borné donc il est compact.. Comme fI ~ 0, tel; ensemble conticnt 
aussi {:r(t, ;7·:0) Il, O}, Soit El = {:/: E J(/ 11/(;T) = 0) et 111[ le plus grand 
invariant contenu dans El) donc :r(t,l :1:0) J11/ lorsque {- -1-00 et J111 C 1\1. 

6.10.2 Stabilisation des systèmes non linéaires via le théorème 
de LaSalle : la Inéthode de J urdjevic-Quînn 

Une des applications importantes des résultats précédents est le théorème dc 
.TlIrdjevie-Quinn que Pon présente maintenant. dans le cas IllOllO-enITée, le cas 
général étant, similaire. 

Théorènle 40. Soû un systè'lne l'i.~·,';e de IP~lI de la forme :i: = ~Y(;f) + uY(:I:) 
avec X (0) = O. On faü les hypothèse8 8ni'/Jo,nleB : 

1. li e:l:iste V : R,H lF., li8BC, bornée inférieurement telle que V(;r) -;. +00 
quand 1.1:1 +00 el, de plus: 

311 
a) C '# 0 sa'l~l en O. 

b) = O~ i. e. 11 est une ùlf,égr(Jl(~ lJ1'enûèrc de X. 

2. P(:z:) = { .. \""(:r), Y(:r), [.X, 1"](:1:) •... l arl"~ X.Y(;L:), ... } C.I!. = IR11 S{l'/~r en ;t: = O. 

Alors le fcerlback ù(:r) = -LyF(.7~) stabilise glolmlemr;nl. et l1.8ymptol'iqu.e
men/. l '07'ig'Î'lle. 

Preu:/Jc. Considérons lléquation différentielle :Î; X (;r) + Ù(:l:)Y(.'l:) olt ù(a;) = 
-Ly \I(;z:). Puisque \1 0, on a. 

D'après le corollaire de ln section précédf~llte, :l;(t, :';0) kf lorsque f. -;. +00, 
où lIf est, le plus grand ensemble invariant contenu dans \i = O. On va 111011tre1' 

que lU {nI. L1ensembJe fr 0 es\' l'ensemble Ll' l' = 0 et sur cet ensemble 
ù. O. Donc une tra.jectoire :z;(I) contenue dans AI est solution de d; X(;1:). 
On 1:1 donc 

ri 
-L~,V 
dl 

le long de :c(l,). Or on a la relation 

par définition du crochet de Lie el; donc 

Puisque Lx F :::::: 0, on obtient 
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(L[x,r] V)(:r(t)) O. 

En dérivant cette relation et en itérant le processus on t:I1 déduit; 

le long de :r:(t,). Donc 

AI C {t: 1 a" (:7:) -'- {x (x) 1 Y (:r )) ... , adJ.-X. Y (;D ), ... } } . 

Donc ~V .1 P, or F(:D) = IJ{1! sanf en 0 et ~V (:l;) t 0 sauf en:1: O. Donc 
ux ux 

111 = {O} et le résultat est prouvé. 

6.10.3 Démonstration de st.abilité asymptotique locale de l'orbite 
(CT' L T ) par la lnéthode de LaSalle 

Notons BI {(c, 1 dJ.-((c, L), Dr) ~ l} olt dh est, induite par V = 
klc cTI 2 + IL - LTI et choisissons lo assez petit de sorte que BIo C D. SoiL 
'[(/0 = JI-l(Blo) où 11 est la projection (q,q) --;. (c,L). L'ensemble Bio est 
le produit fibré dcs points (c, L) fI. distance dJ\~ de LT ) fois le fibré 8 1 

difféomorphe à l'ellipse Keplericllue passant par (c, L). 

Lelnme 42. L'ensemble J(lo est. un ensemble compa.cl. 

En utilisant le théorèmc de LaSalle, chaque trajectoire du système bouclé 
issue d'un point ;1:0 = (qo, lio) de 1<'"10 va tendre vers lU, le plus grand ensemble 
invariant conteml dans 1/ = O. Or '7 0 équivaut à lV = O. On va calculer 
cet; ensemble par une rnéthode géométrîque, ce qui est llIH? variation du ca.lcul 
algébrique du théorème de .J llrdjevic-Quinn. On a donc 

k.1c /\ q + c /\ :1L + (.:JL /\ rj) 1\ q O. (G.G) 

En faisant le produît scalaire uvee q, il vient 

q.(c/\LiL) =0 {:} LlL.(q/\c) O. 

La trajectoire fJ( 1,) est une ellipse Keplerienne et est contenue dans un plan 
perpelldiculaire à C, JI = {q(l) 1\ cL~.I'" et, avec LiL.(q /\ c) O,:on on déduit 
que L1L = /\c, ml c est un vecteur constant. En reportant dans (6.6)~ il vient. 

(kL1c .\((j /\ c)) /\ fJ = O. 

A 1 ( . ) q . A r -1 = q /\ c - p-, ce qm entrame 
T 
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Donc le vecteur constant k11c - ,\L reste parallèle fI, (], oil q décrit um! ellipse, 
done 

/\ 
k.1.c = AL ~ CT = c- -L. 

1.: 

Comme 11L Ac, il vient. 

Lr = L - ,\c. 

On en déduit 

( 

r> L:.!) 
-,\ c- + -=- j 

k 

et avec c =/:. 0, il vÎent À 0, et. en conséquence CT = C, LT = L. 

6.10.4 Stabilité globale 

La méthode précédente est susceptible de fournir des lois globaleH pour réaliser 
le transfert d'une orbite init;ial(~ (cl,Ll) à une orbite finale (C:r,LT)' Bu efi'et 
on réalise le transfert en restant dans le domaine D oil c=/:.O et ILl < p,. 

On peut observer que le dmnaine D est connexe par arcs et il existe 
un chemin "'1 : [O,IJ -,. D joignant l'orbite initiale (cl,Ld Ù (CJ',LT)' On 
peut choisir sur l'image de 1 un nombre fini (cJ,L1), ... ,(cN1LN) de points 
intermédiaires, images de temps /, J < ... < t NI de sor lie que les boules 
d,,~ ( (c, L L (Cf \ L 1)) < ln soient contenues dans D, et que (Ci, Li) appartienne à 
la. boule de centre (CH}, L;+d. On transfhe alors (Cf, L1) à (CT! L T ) en ap
pliquant de façon successive le l'eedback précédent, en faisant converger vers 
1es points intermédiaires (voir [18)). 

Le domaine D est aussi topologiquement très simple et J'on peut rpdpssincr 
la [onetion de Liapunov V pour que, dl' désignant; la disl.a.nce associée, la 
boule dont le rayon est dV((Cl 1 L l ), (CT, LT)) soit entièrement contenue dans 
D, C1est l'approche proposée dans (25) oit l'on choisit V propre sur D avec 
V -, +00 lorsque C -+ 01 ILl -+ fi,! les bords du domaine. 

6.11 Le principe du luaximuln et les conditions 
de transversalité 

On rappelle la formulation générale du principe du maximum. On eonsidère 
un syst~mle lisse 

où les variétés Înitiales et fins les sont notées "'Io et AIl. L'ensemble des 
contrôles admissibles U est; l'ensemble des applications mesurables bornées 
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'li. : [0, TJ -+ U, où U est un sous-ensemble de Rm , A un contrôle 11U) de 
réponse ;1;(1.) sur [O~ TL on assigne un COlI!; 

,T 

C(u) =! ll(:t(f,): u(l))dt, 
,(1 

où .r0 est une fonction lisse. On introduit l'état. augment.é 

-() (:J;(t)) , 0(0) 
:c l = :Z;O(t) ou :1: 0, 

trajectoire du système augment.é x = l(;r:, 'II) j ail ,F est déIîni par les équat;ions 

,.;. - "('7' '11) '1\0 - (o(, .. 'IL) .1..1 - .... , .,.(1 - ... t;,. ~ 

Soit P = (]J,po) E (Rn X R)\{O} le vecteur adjoint associé à ;Ï' et; ÎI le hamil
tonien 

il (:1:, P, '/1.) (11, .1(:1;, u)). 

On a le résultat suivant. 

Théorème 41. Soit le système ;i; = f(:1:, 'il) avec pOUT ensem,blc des cont1'ôlc8 
ad'/nissilJlcs l'ensemble LI. Si n* e.sl 'il/fi, contrôle o]Jûrnal fm1' [0, T*] [1nns.fbnnt 
le sl/s/,ème de ,kln à Al), le lemlJS de tra:nsJcrt, étant non fi:d avec une réponse 
fluqm,cntée ;Ï;*U) (:è*(t;),:l'°*) alors il C:l:iste jj*(l) = (]J*(t),po*) =1= 0, absol
ument cont:inu i,e.l que les éql1aUons .'i'll,'ivo:nt,e.s .soient véT~Î;fiées presque pm'iont 
]Jonr lc~ triple f. (,1:"*,]3* ~ '1J, *) : 

11(:1.:* (1;), jJ* Ct), v* Ct)) max il (;1;* (t.)jj* (t,), 'lJ.). 
/lEU 

De pins, 0'1"1, a" pon.,. tant j, E [01 T*L 

max Ïl(,i;* (t; ),J)"* (t), 1J.* (t)) = 0, 
1J.EU 

ci jll !( O. Enfin, on (J les condiUons de lra:nsve'l'8al'iié 

où l~[)U dési.(j'ne l'espace lanqcnt. 

Corollaire 18 (temps lninimal). Co'nsidèm'T/.s le système de ~11, i: = 
.1'(:1: , 'u), '11, E LI, et. le pmblèuw de transférer le syst.è1ne de JUo en Afl' en 
iCTnps 1JI.'inimaL Si/1,* es/. oplz17W.l .'J'II:/' [0, T*], de réponse :,;*, alm's 'il e.:dsie nn 
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vecteu'l' (uld(l'ini p* absohnnent conU'1l'll lel que, si I-I(:t,)J, '1/,) = (p, f(:I:, u.)), les 
équa.tions swillmûes sonJ 7)'f'C!U}'IIC partout: 

,* ()J-I( * * ') .* 
;l: = -a" :z: ,]J ,l/,'" , p = 

p 
l p* 11/.*), 

If(;7;*(t),p*(t), '/1*(1,)) = max H(:l;*(l),pk(l.), 'li). 
/JEU 

De plus lTHLXuEU 11(:r*(I,), p" (t), u) cs/, constant positif, el, sonl, 'uél'zfiées les 
condit:ions de t:m,T/",'versa lit,é 

Définition 72. Une tmjccJoirc (:i;(t), jlU), nU)} SoluliOllS des éqll.(1,UOnS d'Il 
p1"inôpc dn 1na:r:im'l1m est dUc e;r:(,1'émnlc. 

6.12 Principe du l11axinlulll et problèlne 
sous-Rielnannien avec dérive 

Définition 73. On appelle problè'me SR avec dé1'hJC le problème du temps 
min'Î.'lnal p01!!r des S'lIstèmes de la forme 

i
el 

:r(/;) = FO(:I;(t) + t 1J.i (t) F';(:t(t)) , 
(J 

i=l 

, ••• l l1m) VÉrifie la contmin/'e 

6.12.1 Calcul générique des extrénlales 

In1,rodujsons les relèvements HamiltoniensP; = (p, F;(:L))~ pour i 0,1, ... , rn, 
et notons E la surface djte de commutation définie par 

Le Hamiltonien du système est fI Po + L~~I 'l'jPi . La eondil,ion de max
imisation de Il donne en dehors de la surfaee de commntatioll 17 la relation 

Pi . l 
J,,",~II p'!- ~ '1 = ' )' .. l m. 

L..t/=l 1 

En reportant 1J.j clans H, on obtient le HellnilCOlliell il = Po + 
Les ext.rémales correspondantes sont dites cPordre O. D'apri~s 
llul.ximum, les trajectoires optimales sont, contenues dans J~ 
contenues dans ÎI = 0 sont dites exceptionnelles. 

Pr) 1/2. 

prîneipe du 
~ 0 et celles 
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Proposition 66. Les e:t:iréma,les d'ordre 0 sont lisses, le contrôle extrémal est 

SUT le bonI du d0171.o:ine de commande et elles correspondent à une. singu.larité 
de l'application e:d,1'émih~ U f--+ ;rU, :ro, U)I pOllr la lOJ1ologie L ce'1 avec u. E 
Slll-I la. sphère unité. 

Pre'Uve. Le résultat est clair: pour les extrémalf~s d'ordre 0, le maximum de 
l '"" ln ') . - . 1 b l '"" l1l ') Ell l' l J sur .L.i=l u7 ~ 1 est attcmt. sur e ore .L.i.=J UT = 1. 1 CS (Olvcnt (one en 
parLicllBcr eorrespondre à une singularité de Papplication extrérnH,é pour des 
variations DXJ, (hl, de 'll tells que l/..Ju = 0 car on se restreint à. des contrôles 
'li. E srn-I.. 

6.12.2 Extréluales brisées et extrélnales singulières 

POUl' construire toutes les extrémales du système, il faut analyser le comporte
rnent des extrémales d'ordre D, au voisinage de la surface de commul,atioll. En 
particulier on peut, eOIlcal.éner deux arcs d'ordre 0 en un point de E à condi
tion cie respecter les conditions de "ieierstrass-Erdmann 

OÙ "I est le f,ernps à la t.raversée. Ces conditions résultent du principe du max
imum, mais la condition de conservation du Hamiltonien n'est pas nécessaire 
par des varia.tions L= du contrôle de référence. Les extrémales singulières sont. 
contenues dans la surface E et; vérifient les relatioIlS Pi = 0 pour i = 1, ... ) ru,. 
Soit, z(l) = (:r(lLp(l)). Les courbes t J-t Pi(z(I,)), i = l, ... 11"n sont absolu
ment continues, et: en dérivant il vienL 

Pi = {Pi) Po} + L lIj{Pj, J~i}' 'i = 1, ... ) ln. 
,i#i 

On note D la distribution Vect {F1(:r), ... ,Fm (:z:)}. 

(6.7) 

Proposition 67. On peut raccorder toule e:d1'émale d'ordre 0 conve'!:qca:nt 
lIers un pohû Zo = (:rn l 'l') de E (J,vec toule e:d'f'('jma1r~ (r orrh-e (1 i8.'lUC ri 'nn 
point, Zn de 17, 110'/1'1' fonT/CT 'l/.1/(J. e:l:trémale, el le HamiltouJen vaul, Po a'l11)(Jù1l 
de :fonrUon. Si [D, D](:l.'o) C D(.To), le vcctC'l/.T (Ph'" l Pm) r-eB/'e Cl 0.'/1. poin/' 
de .jonclion. 

Preuve. La premif:re condition est claÎre car le raccordement.- est CD et If 
=Po I:~:! lli Pi = Fb si Pi = n. En un point de p E Dl- et si [D l D](:l;O) 
CD(:DO), la relation (6.7) implicllH:1Pi={Pi,Pn}, i=l, ... ,m. pour P.i = Ol 
.i = 1) ... l Tn ct Pi reste C J • 

6.12.3 La II -singularité et son modèle nilpotent 

On va analyser le comportement des extrémales (Fordre Ol élU voisinage de 
la surface de commuta(,jon. On se limite au eas 171. = 2, et le système s~écrit 
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:i: l~J(.1;) + H1F] (:1:) + 7J.2F2(:1;). Le Hamiltonien est 11 Po + U1P1 + 1l'2P2, 
et ponr les extrémales (Pordre 0, le contrôle est donné par 

Elles correspondent à des singularités de l'application extrémité en paramétrant 
les contrôles tels que + l/.~ 1 par 'U 1 = cos 0: et 112 sjJl Ct. 

Le système (6.7) prend la forme 

FI {PI, -RJ} + 'U2{ Pl, P2 }, 

F2 {P21 Po} - udP1 , P~}· 

On fait un éclatement en coordonnées polaires, 

Pl = '1' cos E), P2 = l' sin f) 1 

et le système (6.8) s'écrit 

'1 il = {Pl, P:,d + sin 8{ Pl, -RI} cos O{P2 , Fh}) , 
r 

1" cos tJ{ Pl, Po} + sin 8{ P2 , Fb}. 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

Une approximation nilpotente est; de choisir les champs de vecLcml's Po, FI 
et F'l, de sorte que tous les crochets de longueur ~ 3 soient nuls. En dérivant, 
il vjent a.lors 

cl 
-l" {P1 ) P2} = {{Pl, P2 }, Po} + 1I,J{ {Ph P:d, Pd + '11,2 { {Pl, P2 }, P2 } = 0, 
L, 

et de mème, li {Pl l Po} = ~ {P',!. ~ Fh} = O. Pour une extrémale donnée, on 
dt dt 

peut donc poser 

où Q1, Q.2, b sont des constantes. 
Le système(6.9)-(6."IO) peut ètre intégré en reparamél,rant le t:elllps~ par 

dt L . . S" exemple en posant ds -. es tra.wctOlres passant par .::..J avec une pente 
r 

bien déterminée sont données en résolvant l'équation iJ = O. 
Plaçons nous en nn point dit d'ordre un où ]'Ull des crochets de Poisson 

{Ph Po} ou {P2 , Fh} est non nul. En posant 1~ = cos aPI + sin O'F21 011 a 

{ P~ l A)} cos O'{ PI , Po} + sin ü'{ P2, -RI}' 

On peut done imposer {P2 , Po} 0, quiLte à [aire une rotation. La condition 
Ô 0 donne 
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avec {Pl, -RI} i= O. Pour analyser les trajectoires convergeant vers ou issues 
dE~ Pl = = 0, on doit donc résoudre b + al sin f) = 0, avec aJ f=. o. 

L'équation adrnet deux racines 00 < 0 1 SHI" [O,2iT[, si et seulement si 
lb/aIl <] et Ou = 01(}1 1T, si et selll€mlCut si b = o. En lm point où 
[D, D] c D, on a nécessairement b = o. 

Par ailleurs, on vérifie aisément que si 00 f=. fi l, alon; cos 00 et cos (j 1 son(; 
de signes opposés. On a donc une trajeetoire qui arrive exactement en Pl 
P2 = 0 et Ull0 trajeet.oire qui part de ee point. 

Définition 74. Le cru; rdlpatcn/' cOl1.'iist,e à choisir U11 8;tjslèrnc cn dhnen-

8ion 6 Oll les cha.mp8 de 'Vectc'll1'S FIJ , FI, li2, [l~h Fd, [/~)) F:d cf, [Fl ,1';] sont 
indépendall,ls. 

l0n posant Pl = r cos () l = r sin (), on il. le résultat suivant. 

Proposition 68. Dans le rnodèlc nilpotent, généri.quc en rhrnensùm 6, lCB 
e:Ûrél1uLlcs se 'j}'fOjeUenl cn 

. 1 
() = - - (b + al sin fi a'2 cos 0) , 

r 
.,. (l.lcosO+a2 sinf), 

où fLt:{1.2,b, son/' d(;s paramètres cons/'ants donnés ]Ja.r b {PI,P2}, a) = 
{Pl l -RI}, (1,'2 {P2 , Fh}. Le modèle nilpo/'ent générique 'involutif [D, D} C D 
r~8t, de rhmension 5 cl les e:rl.rémale8 vé1'ifient les éqV,ŒÜ07i.S ]Jl·écédentes lL'lJCC 

h O. Le vectcu:r adjoint, es l, m'ir'.nf,é avec la condition II ~ O. 

Définition 75. Dans le cas involuf:ij 0'11. [D, D] c D, lm's de ln t.raven;ée de 
E le c01j.f,r'ôlr~ /'ol1.rru~ ins/'a'nl,aném,enl cl 'nn angle 1T el. la 8ing'ulal'ité COlTe8pon

riante 8 'rJ,]Jpelle la 1T-.'Iinf}Hlm'ité. 

6.12.4 Application à la dimension 4 

On applique la résolution locale de la 1f-singularit.é pour analyser le cas d'un 
système de la forme 

da: (t) 
dt: 

Fh(:r(/,)) + L 1Ji(/;)Fj(;c(t.)), 
i=l 

011 ;1: E IR,I et [D, D] c D. 

Notations. On dit que le système de ]Pt' est régulier si 

en Lout poin1, :1;. Soit, :1: un élémont d(~ IR". Il existe clone un vecteur .-\(:1;) 
(/\d:l:)! r\2(:Z:)) tel que 

Fn(:/:) = /\1 (:r)[Fl (:1;), Fo(:r)] + /\2 (:r)[F2(:z:), Fb(:I;)) modulo D(:r). 

Notons (J (aJ, (1,2) les directions du vecteur adjoint p teHes que p] 
ct', al = {PI, -R,}, a'] = {P'2, Po}. 
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Proposition 69. Dans le cas régulier, lc,'; seules discantiT/nUés C01'l'eST)Ondenl, 
à des 1f-s'Îng'lllo'f'ür!s. En I;()uj, [JO i '/l,j" 'il c:t:istc des polüiqu,cs c:{;tnhruûes où le 
cant'rôle tourne 'ins/'a:fûa'/I,érnenl cl 'un angle 7r dans les directions données pa.r 
(A, a) ) 0, l'e:'Ctrérnalc i;l'l1ve1'l;ant le licn de commuiaJion en 'Un !;eul se118, sauf 
dnns le cas e:l:ceptionncl (,\ (1,) O. 

Preuve. Dans le cas régu 1it~r, les conditions PI = P2 { PJ , l~J} = {P2 , Il)} 
o impliquent p = 0 ct les seules discontinuités sont, assodûcs à des iï

singularités. Lors de la traversée de la surface de commu!;aLioll on a Pl 
P'2 = 0 et H Po· On en déduit 

Po = /\ 1 (;r) { p\ 1 J~J} + A'2 (:/: ) { P2 , Po} , 

et H ;) 0 impose (À,o,) ;) O. Le eas exceptionnel correspond à ,H = 0 et les 
trajectoires temps maximales vérifient J-I -:::;; Dl soit (/\, 0) -:::;; O. Le sens de la 
traversée est donnée par l'équa.tion 

i' = al cos () + 0'2 sin 0, 

oil Pangle 0 ost solution de tan () (1,2/(1,\. Le sens de traversée est imposé sauf 
dans Je cas exceptionnel où l'on peut changer p en -]J, ce qui a pour effet de 
permuter (al, (1,2) en (-(1.11 et d'inverser le sens de traversée. 

Proposition 70. Dans le cas l'égnlicl', toules les i,'ra}ectoi1Y>'s e:d;rémales sont, 
bang-bang et le nom,lire de com,rn:u,{,alioH8 esl 'uni!onne sur j,ante pOl't:ie cor!/.

pacte de 

P'rc'u:/Je. En effet 1 les seules discontinuités correspondent il des Tt-singularités et; 
les temps de comnmtation sont isolé;. De plus notre résolution de la singularité 
montre que le nombre de commutations est uniforrnément borné dans toute 
direction et, donc pour Coute partie eompacte de l'espace d'él,at. 

Ensemble des états accessibles et sa frontière 

Appliquons notre c1assiflcaUolI des extrémales an problème du temps minimaL 
Un modèle nilpotent est 

Fo= 
a a a 

+ ;r, n,. + .71 2 
U.t:J 

On en déduit [Fo, PJ] 

étanl, nu ls. On 1:1 

D 
= a" et 

·[:1 

D 
-- F2 D.TI' 

D 

il 
= -;---) , les CrfJCllets cIe ](Jl1g1181Irs 3 

( :1:.1 

En particulier, avec nos notatioIlH précédentes, A(O) (-] l 0), (J. = (al, (12) 
avec (J,l {Pli Ill} et 0.2 rb}. La condiUon (~\)a) ;?; 0 donne, avec 
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P (pl: ])2, P:l ,]);d, la condition P:l ? 0, ]e cas exceptionnel corespondant à 
P;I O. 

Le rnodèle montre l'existence de deux plans IIJ 
où le système se décom POSE! en 

La synthèse (;eulps minimale, à partir de O~ dans chacull des plans est la 
suivante. Dans le plan lit, une trajectoire temps minimale (resp. maximale) 
est de la forme ,+,- (resp, "", _ "'f +) ct correspond à 'lJ.2 = O~ Ul signee Pl), 
avec JJ ? O. Dans le plan 112 , la synthèse optimalo est donnée par '/1.1 = 0, 
'11'2 = signe(P2), l'origine correspond à la direction exceptionnelle et: elle est 
localement contrôlable, la politique temps minimale étant de la formc 1+1'
ou 1-1'+, Notre étude montre en particulier le résultat suivant. 

Proposition 71. Il e:âsl.e des tradectoù'cs e.:â;Téma.le.5 c01Te8pondant, cl une 7ï

singularité qui sont op/.hnales. 

Cela permet de retrouver les résultats observés expérimentalement pour 
le problème de transfert orbital où il y a un passage au voisinage cl 'une sin
gularité. 

Application au transfert orbital plan 

On peut appliquer notre analyse au eas 2D, le cas 3D étant sernblable, En 
supposant la. masse eonstante, ]e syst(Hne s'écrit. 'mq = K(q) + 'UtFI (q, q) + 
1.I'21~(q, (j), où I( est le champ de Kepler, la poussée éta.nt orientée suivant le 
plan osculateur, par exemple Fl = Pl"! l~ Fo /'. Pour éviter uue collisioll, on 
doit avoir IIqll ? 'l'T, Olt 'l'T est le rayon de la Terre. 

Proposition 72. Considérons le {Jl'Oblèrne de 11n1/s./'e'l'i, orlJiüd 2D. Alors ]JO'/t7' 

chaque couple de points (:1:0, ;/;1) dn donw.inc elliptique: 'il e:l:Ïs/'(: 'II/ne tmjecl,oül: 
1.7'an8.fémnt, :'Dn e.n :1:1. S'l.,.O cs/. la. distance m:ininwle de la lmdeci,où'c, alors 
il el:isle uue imdccioire temps m:i7lùna/e en imposani 11r/11 ? ,/,0. Chaque arc 
opümlll ne. 1'enC011Lmnl pas le /Jord d,u dO'ITwine Ilqll = '1'0 est brw,g-ba,'ny, con
ca./'énation li 'arcs d 'onlTe 0 où' la poussé.e es/' nla:d'l1l,o.lc el. les cornmuül.lions 
c01'1'es]JO'/uieni li des 7ï -singula.r'ités. 

PrCUIJe.. D'après nos résultats précédents, le syst.ème rcstreint au domaine 
elliptique est contrôlable, Soit (:co, :rd dans ce domaine, et :r(t) = (q(tL tj(/,)) 
une trajectoire déHl1ie sur [O~ TL joignant :ro à .1;1- Donc il existe".o > 0 tel que 
IIq(l) Il ? ".cl sur [D, Tl· En imposant la. contra.inte Ilq(l,) Il ? 1'0 a.ux t.rajectoires 
du système, on observe qlle lJ(t), rj(t,) sont uniformément bornées. En effet 
K(q) -!> 0 quand IIqll -!> +00, done rj(l,) est bornée et puisque la poussée est 
b01'née on en déduit qUf\ q(i.) est bornée. Donc si Ilql! ? 1'° , les trajectoires sont 



6.12 Principe du maximum et; problème sous-Riemannien avec dérive 145 

uniformément bornées. Le dornaine de contrôle est de la forme 111111 ~ El et il 
est donc convexe. En appliquant le théorème de Filippov (volr [46}) , :1:1 est, 
donc accessiblt~ il. :1:[h en temps minimal) avec la cont.rainte Ilrlll ~ rn. Chaque 
solution optimale ne rencontrant pas la frontière Ilqll rll est: extrémale et le 
résultat, se déduit de notre analyse préHminaire. 

RC'l11œrqnc 1 (J. La t.rajectoire est physiql1ernent réalisable si ,/"0 > rT. Par 
ameurs, une trajectoire optimale peut admettre des aTes frontières où Ilqll ,/,0 

et des arcs non contenus dans le domaine elliptique 

Applications numériques 

On considÈ~re le problème de transfcrL orbital 2 D, à masse variable. Le système 
est représenté dans les coordonnées équinoxia.les qui séparent en poussée faible 
la variable rapide (longitude cumulée) des autres variables qui rormerü, les 
variables lentes. Le contrôle est décomposé dans le rep(~re radial/orthoradiaJ. 
Le problÈ~me plan revient. à imposer hl = Il'2 = () et '/J'te = () dans (6."1). 
Les équations s l écrivent alors 

q = Fn{ q) + ..!:.. (u!"J~.( q) + 'lJ. m· "~JT.(q)) = P( q, rrl, 'li,), 
Tl/. 

ln = -1511ull, 
avpe q (P,el 1 e'2,I) ct Ilu,11 = JIl~ + u~r ~ 'Url/a:!:' 

Le Hamiltonien de cc système s'écrit alors 

où (P,Pm) = (PP, Pe ll]JC2,PI,Pm) est 1(7 vecteur adjoint, Je système adjoint; 
étant donné par 

. fJH aH 
p = - o' ('] 1 Jinl = -~) . 

{ III 

On introduit 

RI 

Le second membre du système est continu sen]emellt par rapport, HU controle 
'U, mais le princlpe du maxÎumm esL encore valide. La masse et la longitude 
finales sont libres et. les conditions de transversalités imposent à l'inst,anL final 
Pm = 0 ct Pl = O. On Cl. le résultat suivant. 

Lelnrne 43. Le long d'une l1'l1jccioire optinuûc, 

1. lI"Pr + 'lLO/'Po !" ;:: 0 cl, Pm est C1'OiS8ant el, l1égal~f~ avec PIll 
final,' 
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2. si (1') = (PI" Pm') i= 0, un contrôle optimal f.~.9i donné pal' 

PTCU.VC. D'après le principo du Tnaximurn, les eontrôlcs maximisent le Hamil
tonien H, aIl en déduit; que 'UrPr + 'IJorPor ;;: O. De plus, 

. _ DH _ l, ,J 
PIII - --,-- - -') (urPt· + /Jo,.1 or), 

dm, '[11.-

doue Pm est croissant et la condiLion de transversalité impose Pm 0 
à nnstant fina1. On en conclnt que Pm est toujours négatif. Cela prouve 
l'asscrtion 1. 

Prouvons l'assertion 2. Sl1pposons que l}j est non nul et que 'Il prend ses 
valeurs à Pintéricul" du domaine lIull (;U 71111 ;}", Alors il existe ..\ > 1 tel que Au 
appartienne au domaine et on a H(/\'lJ.) > 11(11,), ce qui contredit la condition 
de maximisation, 

On déduit dl! résultat précédent que pour le système fI, masse variable, 1111 

contrôle optimal esL toujours à poussée maximale. La masse est donc donnée 
par 

où -rn(O) es!, la masse initiale. 
Les conditions initiales et finales du cahier des charges du CNES sont 

répertoriées dans le tableau ci-dessous. 

et on rait un t,est lIumérique pour les paramètres physiques suivants. 

Po nI' calcule!" \lue trajectoire extl'émalc vérifiant les conditions limites, on 
se limite numériquement; aux extrémale:::; d'ordre 0 ail iP ne slannule pas et on 
applique une méthode de tir simple (voir Chap, 9). L(:\s ré:·mltats numériques 
sont présentés sur la figure 6.1, 

C01nnle'l1iain~s 

On observ(~ que le transfert présente dCllX phases: 

8 phase]: la poussée est orienl;é(~ dans le sens du vecteu!' vitesse et est; 
sensiblement colinéaire à ce vecteur au périgée et il l'apogéc ; 
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Fig. 6.1. Traject.oire du satellite 

• phase 2 : la poussée (~st orientée dans le sm!s du vodeur vitesse à l'apogée 
et dans le sens opposé au périgée. 

Le changement de phase correspond à lIne ii-singularité localisée à un 
périgée. L'interprétation géométriquc est la. suivant.e. Si l'on considère le mou
veJnent moyen, la nlÎse à poste se fait CI1 augmentant le demi-grand-(Lxe de 
Pellipse et l'excontricité de l'ellipse dimhme. En revanche, l'apogée augmente 
dans la. première phase puis diminue dans la seconde phase. 

Rem.arque 17. Dans notre calcul Illnnériquc, on se ljmite aux extrémales 
(Pordrc 0, l'existence d'une 7r-singularité étant; néanmoins délectée dans les 
simulations numériques par une inversion rapide de la poussée, ce qui est con
forme ft no(,re résolution théorique de la singularité. Numériquement, il suffit 
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c]ladapter Je pas de l'intégration au passage au voisinage de la singularité, cc 
qui est fait automatiquement avec un intégrateur il. pas variable. 

6.13 Conditions d'optÏIl1alité du second ordre. Points 
conjugués et points focaux 

Cette section est formée de deux parties. Dans la première partie on présente 
un algOl'itlune déduit, de [62] adapté pour tester une condition d'optimalité du 
second ordre pour un problème SR avec dérive. Dans la seconde partie, cet 
algoritlnne es\; utilisé pour vérifier l'optimalité de la trajectoire extrémale cal
culée dans ]a section précédente, pour le problf~nlC de transfert (voir Cbap. D). 

6.13.1 Prélhnînaires 

On rappelle les résultats suivants. Considérons le problème du temps mlnimal 
pour le s)'stème 

II/ m 

:'i~ = Fo(:r) + L lliFj(:J:), L l/~ ~ l, 
i=1 ;=1 

et iJ(:l;,p) = PO(:7:) -1- (L:~1 Pp (;,;)) 1/2, le Hamiltonien correspondant aux 
extrémales (Pordre 0) associées à des singularités de l'application extrémité, 
oll lJ. E sm-] . Soit (L'D, po) une condition iniUale et (:r{t, :1:(), po),p(t, :f0 1 Po}) la 
solution extrémale associée, IJOtée simplement z(l,). Par homogénéit;é, on peut 
supposer ]Jo E 5'"-1 et on introduit l'application exponentielle 

Définition 76. On note 11 l'élj1ULüon au;,; l)al'ia/:ions le lon.g de l'e:r:f,n!-'fTwlc de 
'référrmce z(t), pml1' " E [0, TL 

ri ajl 
-d (8:.:(1,)) = ~l"'f (z(I))&:(t). 

.l, u.." 
(6.11) 

U'fI. clwmp de Jacob';' J{t) = ((b.:(1,),5p(l,)), est une sol'ltl'ion non tri.viale de 
l'équation aU.7: variations. Il est dit vertical à l ''În.':jtant l si &c( j,) = O. On dU 
que 7,e ElO, Tl e,r.;l un temp8 conjugué le long de z(t) s'il c:I:iste un champ de 
Jacobi J(t), vertical en. 0 ct en te- Le pain/' :rUJ (~.5t 0/0'1'8 dit conjugué à, :D(). 

On no/'e fic le pre'mie.,. temp" CO l1:Ï'llgué. 
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Hypothèses 

Soit zU) = (x(/;),p(t)) l'extrémale de référence associée à I1ne singularité de 
l'application extrémité. On l'ail; les hypothèses sllivant;es. 

1. Sur chaque sous-intervalle [/;0, id non vide de [0, Tl, la codimension de la 
singularité est L 

2. L'ext,rémale est normale: II(z(t)) > O. 

Le résultaI, suivant est une conséquence des travaux de [13, 62J. 

Proposition 73. Sous les hypol,hèses p'fécùlentes, si t < t le 1 la lmjecioiTf'. 
est, opt'ima.le p011:1' des con/,rôles voisins au sens LOC; du contrôle de n€Jén~nce 
et, n'esl, pi'us lcrnps minùnale si t > tIc' 

Algorithme de calcul 

Par définition un temps te est conjugué s'il existe un champ de Jacobi .J (l) 
vertical en 0 et en t(~. Soit (e11 ... ,Cl1 -1) une base de l'espace des 8p(0) telle 
que p.rSp = 0, et notons J;(t), 'Ï = l,.,. \ n - l, les champs de .Jacobi verticaux 
en () Lels que .h(O) = (O,ei). Soit; n : (Q,P) 1--> q la projeetion canonique. 
Formons la matrice n x n -1 : dJ1(.J1(!.),.",JlI - 1U)). Si le est conjugué, 
alors 

rang dll(J1 (te),"', J Tl - 1 (le;)) < 11. - 1, 

ce qui équivaut dans le cas non exceptionnel à 

Considérons maintenant la généralisation au problème du temps minimal avec 
3:(0) = J:o et :l:(t) E 1\1, à l'instant; final, où Al, eHt une sous-variété régulière, 
Notons 111t {(~I;,]J) 1 :z: E 1111 , P .1 T:J;Ah} et soit z(t) = (:r(t),p(l)), 
z(O) = (:r(O), p(O)) une extrémale de référence sur (0, Tl vérifiant la eondi
tian de transversalité: z(T) E Jlll-. On introduit; le concept suivant. 

Définition 77. On di/, q7J.t; Tes!, 'lJ,'n temps focal s'il e:l:Ïst,(: 'lm chm1/p dc ,Jacobi 
.lU) = (&l;(t), 8]](1)) ver-tical en 0 el td que J(T) est langent fi. i11il . 

6.13.2 Application au transfert orbital plan 

Dans la partie préeédente, on a caleulé numériquement par une méthode de 
tir une extrémale z(i) transférant le satellite de Pm'bite basse et allongée, à 
l'orbite géostationnaire. L~objetJ de cette section est de tester numériquement 
si l'extrémale est optima.le pour la topologie LOC; sur les contrôles. Pour le 
problème de transfert la variété terminale .~1] est définie pal' : '/TI et 1 li
bres à l'instant final, et j'on doit clone tester un point focaL Pour une raison 
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géométrkplO, on va relaxer la condition terminale sur la longitude dans le test 
du point focaL D'a.près les conditions de transversaHté, on a donc à l'instant. 
final oPm = 0, clm = O. L'équation a.me va.dations se décompose en 

. ail. oil ôH 
oq = -a !:l (jq + -;:---ô 0'111, + -a') 0]) 

poq tJp· TH -P 

0711 = 0 

. aH aH ôÎJ 
8p = --. -Of} - --. -om, - --rS]1 

éJ'2 q ôqôm oqop 
(6.12) 

air ail Dil oPm --r-,-rSq - -r-om - -, -,-op 
DrnDl] (Pm omBp 

et, en utilisant. la condition de transversalité, on a. donc 8m :::::: O. Un point focal 
est donc aussi un point conjugué. De plus l'équation aux variations équjvaut 
à celle assodéo au probl{~me }} masse constante où TIl, est simplement remplacé 
pnr 111,(1,). On en déduit, l'algorithme suivant. 

Déterminant 

B -

-1~----~----~~----~----~~----~----~ o 2 4 6 B 10 

Fig. 6.2. Dét.erminant 
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Algorithme, et résultats nUlnériques 

Le long d\me extrérnale vérifiant nos hypothèses, le premier temps eonjllgllé 
est le temps pour lequel 

où les I5qi son\' obtenus en intégrant le système variationnel avec om == 0, et 
avec pour condition initiale Oqî(O) = 0 et 8pi(0) = Ci, OlI (el) e~, e:3) est une 
base de l'ensemble des 8]1(0) vérifiant po.O]](O) O. 

Le déterminant; est représenté snr ]a figure 6.2 , montrant que la trajectoire 
extrémale de rélërence es!, sans point conjugué. 

6.14 Notes et sources 

Pour la modélisation du problème de transfert orbital, voir [74]. Les résultats 
généraux sur la stabilisation sont extraits de 1 et voir [41] pour le théorème 
de stabilisation de .Jurdjevie-Quinn. Son appHcation au transt(~rt orbital est 
due h [18] et [25]. Pour la partie contrôle optimal, voir [27J pou\' des résultats 
de simulations, ct [17] pour une étude géométrique des équations. 
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Prill.cipe du lnaximuln de Pontriaglline, 
principe du InaxilnUll.l. avec contraintes 
sur l'état et synthèses opthnales 

L'objectif de ce chapitre es\' d'établir des conditions nécessaires d'optimalité: 
pour des systèmes sans contrainte sur l'ét.a,!; (principe du IlléLXin1UII1 classique 
de Pontriaguine), puis avec contraintes sur l'état, applicables aux problèmes 
de rentrée atmosphériquc ou de transfert; orbital. En effet. dans le problème 
de rentrée, il y a cles contraintes sur le Aux thermique, Faccélérat.ion normale 
ou la pression dynamique. Pour le problème de t,ransfert, dans le cas des 
systèmes il, poussée faible, Imsque l'engin spatial entre dans ]a zone d'ombrc, 
l'alimentation électrique du moteur est coupée, ce qui se traduit paT des lois 
de réfract;îon sur la politique optimale qui p(~uvent se calculer avec un principe 
du maximum avee contraintes. Les conditions d'optimalité sont obtenues via 
des principes du nULximll\ll, la contrainte sur rétat. pouvant: être pénalisée de 
plusieurs fm;ons clans le Hamil tonien. 

Tout d'abord, 011 énonce puis on démontre le principe du maximum cie Pon
triaguine, pour des problèmes de contrôle optimal sans contrainte sur l'état, 

Enslllte! on présente un principe du llULximum avec contraintes sur l'étal',. 
On a choisi cFen faire une présentation heuristique l pour obtenir des condi
tions simples et applicables à notre situation. Le premier résultat, concerne les 
travaux de \Veierstrass. On présente ensuite la théorie de Kuhn-Tucker dont; 
la version en dimension infinie permet, eJ.'obl,enir les conditlons nécessaires 
recherchées que forment le principe du lninimurn de l'vIaurer. Enfin on COll

struit sous des hypothèses génériques j la synthèse optimale en dimension 2 el, 
3 en utilisant des techniques géométriques. 
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7.1 Le principe du lllaxÎlnulll de Pontriaguine 

7.1.1 Enoncé 

Le but de cette sedion est do présenter el; de prOll\'er le principe du mèlximum 
de POllLriaguine, pour des problèmes de contrôle optimal sans contrainte sur 
l'éLat. 

Théorème 42. On cons'Îdère le 8lJsf,ème de contrôle dans R1I 

:i:(/,) = J(,7:(t), 'll,(t)) l (7.1 ) 

où . .r : lP~1I X 1R:m Rn cs/' de. classe Cl, el, où, le,'; contrôles .':iorÛ dcs Q.ppli
cations mesu1'ables et bornées définies S'lU' un inte7'valle [0, tIJU.)( de 1R:+ cl il 
'Va/cl1Ts da.ns [] C lR2 1TL

• Soient 1\10 el, AlI den:!: sous-ensembles de Jp.1H, On note 
U rensemble des contrôles adrnis.'1'ibles '1/, dont les tmjectoù'es associées rei'ienl 
'Un point 'inUial de A10 li '/In point flnal de J.1ft en temps teu) < "eCIl). 
Par (1.üleu:rs on définit le coût ri 'un cont.rôle 'U sn1' [0, tl pa'!' 

l
i 

C(t, '11) = fO(:r(s), 'L1.(s))cls, 
,0 

(7.2) 

où JO : 1R./l X IH.;/II --)0 IR est, Cl! el, :1;(') est la tmdectoü'c 8ohtl'ion de (7.1) 
assoC'iée au contrôle 'J),. 

On C0118'idèTe le JJmblèrnc de contrôle (1)timal S'IL'lvant : dét,e1'nûrw7' UT/.e 
1,'1'o)ecloire 'T'elianl J\In à AI} el rninùnisant le coût! le temps fiT/,Q,1 po'uvaTlt être 
}7:;l:é O'IJ non. 

S'i le contrôle 1.1 E U assocù5 à. ln trajectoù'e :1:(') est optimal sur (0, T], a.IOTS 
'il exisle 'Une application p(.) : [0, Tl --)0 J~" x IR absolument cont'inue appelée 
'/Jectenr a.djoint, et 'un réel pO ~ O! j,els que le couple (p(.), pO) soi{, non lrivüÛ, 
et tels que, pour' pre"que tout t E fO, T], 

â:(l) Da Il (:r;(!,),p(i.),rP,'u(f)), 
p 

lj(l) = - ~: (:r(t),]J(l),po, l1(t)), 

(7.3) 

D'iL JJ(:r, P, p'" '11) = (P, f(:c,'u.)) + 1/1.r°(:'D, 'U.) CBt le Hamilton'ien d'Il système. el 
011 a la condition de rna.'Limisaüon presque lJO.Tf.ou.l sm' [0, T] 

(7A) 

où 

(7.5) 

De plus, Al (:r (t), p(t), pO) est constant SUT [0) T] . 
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Si de ]Jlv,s le temps fina.l pOUl' .101:ndre la. c'ible AIl n'cs/' ]JUS fi:ré, a.lors on 
a, ]Jo'l1.r tout t E [0, Tl, 

(7.6) 

Si de pZ.lJ.8 jH() et lU! (01J. juste 1'11.11, des fieu:]: ensem,bles) sont, des vu,l"iét.és 
de lP~'Tl ayant des espaces t,angents en :1:(0) E 1Uo et. :r(T) E 111 1 , alors le '/Jecl.e'll.'f' 
adjoi,llt. peul êt,Te consf,T'UÛ de rnal1:ière à vérifie1' les condüions de t.ransversa.lilé 
œuJ.: deuJ.; e:I:/'rém:it,és (ou jus/.e l'une des dcu:c) 

(7.7) 

Définition 78. Une ea:l,rénwle du problème de contrôle op/.'imo1 est un rjlJ,a.dTU

plet, (X(·), p(.), pO, '/1.(-)) sol'll1ion de (7 . .'1) el. (7.4). S1: Po = O. on di/, 
que l'e:d.rémale est, a:rwrma.le, el. si pO 1- 0 l'e:cl7'émale est. dUe 'fw'f'male. Si de 
plus le,r; cond'ii'ions dc tm:ns'Uc'f'sal'ité sont saUsfait,cs, on dit que l 'c:d.rérnale est 
une BC-e:Etrémale. 

Rema:rquc 18. La convention pO :s; 0 conduit au principe du m{l1:zm7J.m. La 
convention pO ?: 0 conel uirait au principe cl u mininw,7n, i.e. la cond i Uon (7.4) 
serait une condition de minimum. 

Remarque 19. Dans le cas où il = JR;.11I, i.e. lorsqu'il n'y a pas de contrainte 
sur le contrôle. la condition de maximum (7A) devient ÛüH = O. et on retrouve 

, Il ' 

le principe dll ma..ximllm faible (théorème 3). 

7.1.2 Preuve du principe du maximum 

La preuve donnée ici est inspirée de [1, 40]. L'idée est de linéariser le système 
le long d'une trajedoire optimale et; d'utiliser des variations en aiguille du 
contrôle de référence, définies ci-dessous. 

Prélin"linaires : variations en aiguille, premier cône de Pontriaguine 

SoH (.rU), 'I1.U)) une trajectoire de référence, solution du sysLènlle de contrôle 

±(t,) = f(:r(t), H(-t)) (7.8) 

sur [0 , Tl. On pose ,7;0 = :1:(0). 

Définition 79. Soient II ElO, Tl et 'U] E n. POUT 171 > 0 assez peUt,., on définit, 
la varia./:ion en a.iguille Ti 1 = {f, l, 171 , 'l},I} dIt conlrôle 'lJ, pal' 

, (t) - { 'lI.I si t E [tI, fI + '1]1 L 
U. 7T1 - (1)' 1).., smon. 

On not.e :r7T1 U) la sohtUon de (7.8) assoC'iée a:u corûrôle (arlnLis"Fiblc) 'U 7TI (t), 
t,elle que :1:7r1 (0) = :DO. 
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Notons que :r",,(-) converge uniformément vers .'1:(.) sur [O,T] lorsque 171 
tend vers O. 

On dit que t l un poùd, de Lebesgue de [0, Tl si 

11,1'I+h 
Hm -, /(:1;(1,), u(t))dt = f(v(l,d, u(h)). 
Il ...... 0 1" fI 

On rappelle que presque tout point cie [O~ Tl est un point de Lebesgue. 

Définition 80. Soit, i, 'Il1/. point de Lebesgue de [O~ TL ci soi/, '/1''''1 U) u.ne vuri
aMon en aiguille de u(t), (WCC 111 = {l" '171' ut}. Pour tD'ld t E [t11 TL on 
rléfin'it le vedem' de 'O(1.TÙüioTl ViTI (1,) comnw soluUon sm' [t'Il T] du, problème 
de Cauchy 

(7.9) 

(7.10) 

Lemme 44. Soif, i, nn point de Lebesgue de [0, TL et so'il n'IT'l (0 une variation 
en rJ.'iguüle de 1l(t), avec 1i 1 = {t, l , rh , 'U1 }. il lOTS 

(7.11) 

et 

car :r"'l (id -;. :1:(t1) lorsque 1h -;. O. On cn déduit que 

,']' 

:C~, (T) = Je (t.)+ ,/] (f (·"U ,), U 1 f (X(l., ), u(l.,))) +./, f (x Co, (t.) ,1.1(1,) )dt+o(q 1 ). 

Par ailleurs, 
oT 

:r(T) = x(td + /, f(:D(t), u(t))dt, 
, f'l 
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d'où 

X7l'1 (T) - :1:(T) 
'171 

T 

V7l'1 (l\) -I-...!.-l (/(:I:rr(l) , 'U(l)) - f(:l'(l) , nU)) )dt. 
'lh .11 

Par ailleurs, d'après (7.9), 

Par différence, on dédnit facilement du lemme de Gronwall que le quotient; 
--"-''-'--'-------'--'- admet une lirnite lorsque '/71 

7h 
0, 171 > 0, et cette limit;e est:. égale 

à 'Urrl (T). 

Remarque !JO. Le signe de 171 est important. En effet, pour 'Ih de signe quel
conque, si OIl définit la perturbation TIl = {I.l:f'l' 'li}} par 

{ 

UL si tE [tl,t, +'171] et si rl1 > 0, 
'Urr \ (1,) = Ul. si t E [tl + 'Ih, td et si rl l < 0, 

'U, ( t) SIllon, 

alors 

.Tr 
:l:rrl (T) = J:Ul ) + 1771 1 Cf (:r(f;l), 'll,1 ) - f(:rUl), 11.(1,\ ))) -1- 1 .Ilrrr! (1,), '11(1, )dL 

. Il 

En particulier, la fonction 'lh 1-, J;rrl (T) est dérivable à droite et à gauche en 
1]1 = 0, mais n'est pas dérivable en ce point. 

Rem,(l:rrjUe 21. POUf tou!"' 0' > 0, la variation {ll' 0: .. \], 'l/I} engendre le vedeur 
de variation (J:v rr , (t). Par conséquent, l'ensernble des vecleurs de variation (ln 

l forment; un cône de sommet :r(l.) dans l'espace tangent. 

Définition 81. Pour' to'Ul, /; ElO, . on appelle. cône la.ugent de au. f.ernps t., 
aI/, prcrn:ie1' côn e de Pontril1.g'u'Î'lw au temps t 1 noté [( (t.), le pins petit, cône 
COTLve:te fermé dans l'espace tœn.ge'nt. au ]Jo'in.l .T(/') conlena:nl l,DUS les vec/.eU'I'B 

de va:r-ta.lùm Vrr \ (t,) pOUT tous lcs point,8 de Lebesgue t,] tel.5 que 0 < II < f.. 

Par récurrence immédiate, le lemlne 44 se généralise de la rnanière suivantè. 

Lemme 45. Sa'ient; 0 < 1,) < t2 < ... < lJ> < T des l,crI/pB de Lebesgue, cf. 
'1./,[ l' •• l U1J1 de.5 éléments de D. So'Îerrl 'Ill, . .. ,'11/11 des réels p08it~f., aSSC3 pet.Us. 
On considère le.s 'IHl,riaMons 'if i = {li l Il i) Ui} 1 ct O'll, not.e V7l', (t.) le8 'lH'.cteurs de 
vaTinl'ion a.s80c'Îé.5. On déflnü ln variation 

dtt C01û1'ôle 'lJ. S'lll' [0, Tl par 
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, (t) - { Ui si li:;:; t :;:; li + T}il i = 1, ... ,P, 
lJ. rr " - ()' 

1/. t .. "'non. 

Soit :l:rr(t) la solution rie (7.8) associée (J,U contrôle 'Urr(t) sur [0, TL üûle que 
.1?rr(O) :[;0. A101'.'1 

Il P 

xrr(T) = :r(T) + L 1Ji Vrr, (T) + o( L 1}i)' (7.:12) 
i=1 i=1 

La formule (7.12) mon1;re que toute combinaison à coefficients positifs de 
vecteurs de variation (en des temps de Lebesgue disl;incts) définit le point 
:1:(1,) + 'lJ7r (t) , 011 

11 

vIT(t,) L À (VITi (1,), (7.13) 
Î=1 

qui appartient, au I;erme de reste près, à l'ensemble accessible A(:Z:Ol t.) en 
temps t depuis le point :1;0 du système (7.8). Ainsi, le premier cône de Pon
triaguine [tU) serI; d'estimation à l'ensemble accessible .4(.1;0, t). 

Dans la suit.e, If-> résultat suivant, basé sur le théorème du point fixe de 
Brouwer, est: crucial (voir [1)). 

Lemme 46. SoU C 'Un cône conuc:œ de lI~m ri 'intèric'lI:r non vide, ct F une 
a.pplication Npschüzicnne de C da.n.s ]RTl, lelle que F(O) = O. On su.ppose que 
li' est di;flé'l'cni,iablc en 0 au sen,s suiva.nt : il e.:r:is/,e une (Jpprical/ion linéa.ire 
F~ : 1R'.m -'> JR.:.71 telle que, pml/r tont :c EX, 

On suppose que 

F(œr) }" 
--- -+ '0.1:· 

0: o.~O 

F(~.C 

u>o 

l'Th 'Il 
ll,,- • 

A10'!'li, pOU:I' lont voùjinage 11 de 0 dans ]Rn? .. le point 0 aPl)(L1'/ùnt cl, l'iniéTie'ltT 
de F(V" n C). 

Rema.rque 22. Si l'application F est de classe Cl, le résultat du lemme 
découle immédiatement du théorème des fondions implicites. Il s'agit ici d'ull 
théorème de point fixe, nécessaire clanH la suite de la preuve, compte-tenu de 
la rem.uqne 20. 

Pn'.uve (Preuve du lemme 46). Soient (JJo, ... , Yu) une base affine de jR,1l, 

\'elle que L::~o Yi O. L'application F(~lc étant surjective, il est clair que 

l'application }~Ië; Pesl; aussi. Par conséquent, pour tout i 0, ... ,n, il existe 
o 

'IIi E C tel que f{~Vi Yi, De plus, '/Jo,.· , ,1)1" sont affinement indépendants 
dans IRnl, le vecteur 
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v 
1 11 

-- "'"'v· n 1 L 1 
. Î=O 

appartient à l'intérieur de C et v~rifio FfJ'LI = O. On définit; le sous-espace 
vectoriel de IR!rI1 

\V = Veet{vi 11 1 i 0, ... , n}. 

Il est de dimension TI. Le vecteur v étant à l'intérieur de C, il existe 8 > 0 tel 
o 

que 'U + B,ç C C, oÎl Bh HI n Ë(O, al et Ë(O,8) est la boule fermée de eentre 
o et de rayon 8 dans JH:m. Comme J~.v 0, on a fa.cilement ~)TV Rn 1 ot 
donc l'application Jf(~['F est inversible de HT dans R1I. 

Pour tout 0' > 0 assez petit" on définit J'application Go: : Br' --;. ]RTl par 

Pour 0' 0, on pose G(J(w) F~'W. D'après Fhypothèse de différenUabilité 
sur P, on a, pour t.out w E Bh, 

Go·(w) = F~.w + 0(1) 

lorsque 0: --;. O. En particulier, Gn converge simplement vers l~j sur BtS, lorsque 
Q tend vers O. D'autre part, F étant. Lipsehitzienne, les applications Gu sont 
lipschitziennes, avec une constante de Lipschitz indépendante de 0:, pour 0 ~ 
[l' ~ 0"0, oit ao > 0 est assez petit. En part.iculier, la fami11e (Go )O~n~lIo est 
éqllicontirme. On déduit du théorème d'Ascoli que converge uniformément 
veJ's Go sur Btl. En par Lic.ll lier, l'application Id C n 0 GOl 

: Co(Brd --;. TIJ1.11 

est uniformément proche de O. n existe donc un voisinage U de 0 dans m;n te] 
que, pour tout x E 11, l'application 

ry' f--io ". G' 0 C- 1 ('z') + 'p • ., ·.ù - :1' n T 0 . , .• , 

(~nvoie GO(B8) dans lui-même. D'après le théorèrne du point fixe de Brouwer, 
il existe un point :1; E Go(B,d tel que 

:t - Gn 0 Go1(:r) + x = :1;, 

Le. Go 0 GO
I (:1:) = X. En partielllier, le point origine 0 appartient il. l'intérieur 

de l'ensemble Go 0 Gu 1 (B(~), et donc, 0 appartient. il. l'intérieur de l'ensemble 
F(C\{IJ + Bl;)), pour tout, Ct > () assez petit. La conclusion du lemme s'ensuit 

o 

puisque '/J + B(~ C C par construdion. 

Preuve du principe du maximulll 

Prouvons maintenant le principe du maximum. Soit 1l:( t) une tra.jectoire opt.i
male du système (7.1), pour le coù(; (7.2), associée au contrôle 'II,(t) SUl' [0, 
et. t.elle que :1:(0) E 1110 et ;r(T) E jlh. 
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On considère le système augmenté 

:i: (!,) = .r (:L: U ), 'li. (t) ), 
j;DU) = /l (,T( t), u(t) L 

que l'on écrit 
:t(t) j(i(t,),u(l;)), 

(7.14) 

avec i: = (:z:, ;1:°). Notons que :rfl(T) C(T, u). Ainsi, la coordonnée xO(T) de 
la trajectoire du système augmenté correspondant au contrôle optimal u(t) 
est minimale, et; par conséqueIlt le point :i;(T) appartient il la frontière de 
l'ensemble accessible .rÏ(:to, T) pour le système (],ugmenté. Notons K(T) le 
prellüer cône de Pontriaguine pour le système augmenté. Soit ]J un enLier 
naturel non nul. On Ilote 

Soient 0 < (, J < ... < /'1J < T des temps de Lebesgue, et 'lIl,··· ,1/']1' des 
éléments de n. Définissons l'application F ; IR~~ -+ ]Rn+l par 

oit 7i est la variation 7i = {tll ... ,I;p, rh,· .. , 171" 'lJt, ... , 'lf.p}\ pour le système 
augmenté (7.14). Cette application est clairement lipschitzienne, et F(O) = 
;r;(T). D'après la formule (7.12) du lemme 45, F est différentiable sur le cône 
JR~ au sens du lemme 46. 

Raisonnons par rabsurde : si k(T) est égal il W2n + 1 tout entier, alors il 
existe un entier 1), et cles perturbations 7r i {fi, 71i' ut}) i = ], ... l Pl telles 
que 

Cone{v1TJT) 1 i = ], ... ,p} = lR!H+I. 

On déduit de (7.:1 2) que 
r;rhmP _1Thll-H 
1'011"'+ - IR. • 

l\IIais le lernme 4G implique alors que le point :ï:(T) appartient à l'intérieur de 
l'ellsemble accessible .fl(:c() , T), ce qui est absurde. 

Donc le cône K-(T) n'est. pas égal à l'espace tangent tout entier au point 
~1:(T). Comme il est convexe, il existe un vecteur (ligne) jJ1' non trivial tel qlle, 
pour tout vecteur de variation 'Ü(T) de j((T), on ait 

}JT'v(T) ~ o. 

SoiL ]3(t) (écrit COTnme veeLeur ligne par commodité) la solut;îoll sur [0, Tl du 
prob](~rne de Cauchy 

)3(1,) = -p(t) ~). ,( (,7;(1,), u(t)), p(T) = PT. 
c;r 
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Notons que, si lJ = (]J,pO), on obtient (7.3), avec 1)0 constant 
(car la fonction .F ne dépend pas de :r()). L'orit~nt:.ation de j3]', ct le fait, que 
l'on minimise le coût, impliquent que pO :::::; O. D'après les équations 

on a facilement 
il _ _ 
(Up(t)v(t) 0, 

et donc, 
j3(t)fJ(t) ~ 0, 

pour tout l E [0, TJ. 
Raisonnons par l'absurde, et supposons que la condition de l1Hudmisation 

(7.4) soit f~U1sse. Alors, il existe un contrôle admissible 711 et UIl sous-ensemble 
de [0,1"1] de mesure posi t1ve sur lequel 

Soit f'l un temps de Lebesgue de ce sous-ensemble. On a 

13(1'1 )Ï(i:(tl)' '/I(tI)) < rï(ll )l(:ï:(ll ),111), 

avec 11,1 E n. Considérons alors le vecteur de variation 

pour ÎT1 = {t 1 ,l,Ul}. Selon l'inégalité ci-dessus, on a 

d'où une contradicLion. La condition de mDximisation (7."1) est prouvée. 

Ivlontrons les conditions de transversalité (7.7). Il suffit de modifier les 
arguments précédents, en montrant que ]'on peut choisir un vecteur adjoint 
vérifiant les conditions (7.7). On aurait pu le faire directement mais on préfère 
ici séparer les arguments, par souci de lisibilité. rvlontrolls clone ces conditions 
en delL"X temps. 

Tout d'abord, en supposant que AI, seulement soiL une variété au point 
final, montrons la condition de transversalité au temps final. L'argument; qui 
suit est adapté si par exemple l'ensemble initial AIo est réduit à un point. 
Supposons que t localement au voisinage du point final ;r(T), la variété lU l est 
de codimension I,~, et est; donnée sous [orme implicite 1\11 = {tJi O}, où ijj est 
définie loealement de lPi. T1 dans .IR"'. Posons alors 

En reprenant; le schéma de preuve précédent, on pose 
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L'application G est lipschitzienne et différentia.ble au sens du lemme 46 sur lR.~ 1 

et G(O) (0, C(T, 'lJ.)). L10ptimalité du contrôle 1J, implique que le point G(O) 
appartient à la frontière de l'ensemble G(R~~), et donc, d'après le lemme LJ6, 

G()R~:_ est strictement inclus dans jffi.p+l. Or, G~l d;P(x(T))oF~. Si l'ensemble 
d(ft( x(T)) .R~ (T) était égal il IR: ,,' + 1 entier l alors il existerait un entier p, et; des 
perturbations /Ii = {lil "Jil uJ, i = 1, ... ,]J, telles que 

rl&Uf,(T) ).Cone{ 111f; (T) 1 i l, ... ,]J} = ]RTl . 

D'après (7.12), on aurait alors 

ce qui est faux. Par eOIlséqllent, le cône convexe cl&(x(T) ).R.(T) est stricte
ment inclus dans 1R/,~+1. Comme cet ensemble est convexe, il existe k +] réels 
Il), ... ,lt',~+11 tels que, si on pose 

(7.15) 

on a ijTV(T) ~ 0, pour tout vecteur de variation de K(T). La suite de 
la preuve est alors la même que précédemment. La formule (7.15) conduit 
immédiatement à la condition de transversalité ]J(T)-17~1:(T) A'h. 

Supposons maintenant, dans un deuxième temps, que 1\10 et Ait sont des 
variétés, et montrons Jes conditions de transversalité atLx Lemps initial et final. 
De nouveau, on modifie les arguments précédents, en faisant varier le point 
initial. Pour p entier, on définit l'application F 1110 x R~_ -r IR x ]pt" par 

où X1f (t) est la solution du système augmenté (7.14) l associée au con(,rôle 'Ur. 

comme précédemment, et telle que x(O) = (l;lh 0). On pose ensuite 

où cP est définie ci-dessus. L'optirnalHé du contrôle 1l. implique que le point 
G(:r(O),O) = (0, C(7', '11,)) appart.ient fi, ]a frontière de l'ensemble G(lllo x iFt~). 
Localement au voisinage du point :1:(0), on peut supposer que AIn = 1R~lJ. 

Alors, d'après le lemme ~1G, le cône convexe dG(x(O), O).(Tr.(o)1\lo x R:;J est 
strictoment inclus dans lP~/';+J. On en déduit, comme précédemment, que le 
cône convexe 

- (8F -) d4J(;Ï;(T)). lm-a. (:r(O),O) + J{(T) 
Xo 
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est strictement indus dans lP~"+ 1 • On en déduit J1existencc cl\m vedeur (ligne) 
j3T de la forme 

tel que 

( al" -) i5r Im-!) -(:c(O), 0) + ]((T) ~ O. 
u:co 

Ainsi! cl 'une part, on a PT j( (T) ~ 0, et la preuve est la même que précédenunent. 
D~atIt;re part, 

et donc 

DF 
JI11-.--(;1:(0), 0) ~ 0, 

cho 

fJF 
jJr Im-

ô 
. (:r(O), 0) = 0, 

- ;1:0 

puisqu'on a un espace veLtode!. Pour tout :1:0 E 1\10 , no(",ons i(f;, :ro) la tra
jectoire du syst.ème allglnenté (7.14) associée au contrôle optimal H, partant 
du point ;];0- Alors 1"(.1:(0),0) = i(T, :t(O). Ainsi, le vecteu!' adjoint au t,emps 
final vérifie 

_,. Di 
p(T)U: . . (T,:z:(O)) = O. 

;/:0 

Or, :Y:(t, ;];0) vérifie J'équation différentielle 

donc 

d'olt clairement 
cl ai: 
d .. 

1J(t}n- (t'l :(:0) = 0, 
i u;l;n 

presque partout sur [0, T]. On en déduit que 

Dir ji(O) (O,x(D)) 0, 

1\l1.onl;1'on8 à présent que l'application te 1-', 111(:1:(1.), p(t),pO) est absolument 
continue et de dérivée nulJe presque partout sur [0, T]. Le contrôle u étant 
borné, il existe un sous-ensemble eompaet U de 1R~m, contenu dans D, Lel que 
1.l(t) E U, pour tout l E lOt Tl. Posons 
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Il est, bien clair que 

J11(:,;( 1,), p( 1), pD) 'In (:c(f,) l p(t), pO) 

presque partout sur [0, T]. IvIontrons qu'en fait cette égalité est valable partout 
sur [O,T]. D'une part, parconsLruction JU(:t:,p,pO) ~ 'In(:I:,p,lP). D'autre part, 
la fonction /, f-':o J11 (:l;(t,Lp(l) , pD) est:. semi-continue inlërieul"ement; (comme 
maximum de fonctions continues), donc, pour tout t; E [D, Tl, et tout E > 0, 
on a 

JH(:nUd,pUd,pO) ~ l\J(:r(t),p(t,),po) + E, 

lorsque I,J est; sllffisanunent: proche de L Puisqu'on il l'égalité J11(:r(l,), p("t),pO) 
'm.(:D(t,), pU), pO) presque partout sur [0, TL on en déduit que 111 (:z:(I,) , p(t), pU) ~ 
'm(:r(t),p(l),J}') pour tout /, E [0, Tl, d'où l'égalité. 

Par ailleurs, .r étant Cl 01, U eompad, on voit facilement que l'application 
t 1-;' m(.T(t),p(i.),]J°) est lipschitzienne sur [O,T]. Soit 7 un point de [O,T] en 
lequel les applications j, rnU) m(;l;(t),P(t.),lP), t 1-. 1:(1.), et t I---!- p(O sont 
dérivables (presque tont point, de [0, T] vérifie cette propriété). Pour 1 > 7, 

on a 

et; done, en écrÎvant 

'In(/,) rn( 7) H (:r(t,) , pU), pO, u( r)) - 1J(x(l,) , p( 7 ),pO, u( 7)) 

+ 1-1(:,;(1.), p( 7 )dJO, 'u.( r)) - H(:r( 7}, p( 7),]J°, '/1,( 7) L 

on en déduit que 

• () 1" 7n(/.) m(7) 
'(Tl, 7 = lIn ~:......:-_--.:.......;.. 

I.-+T /, 7 

ôH (). ôH ( 0 ( . 
~ -,_-. (1;(7),p(7},]) ,'U,(7))p(7) + ~(:1; 7):p(7),]) ,'/.1. 7))X(7) = O. op u:r 

De même, en raisonnant avec (, < 7, on prouve que rh(7) ~ 0, et, donc que 
'Jh(7) = O. Ainsi, la fonction 'ln est absolument continue, de dérivée presque 
partout nulle SUI' [0, Tl, done constante sur [0, T]. Il en est donc de même pOlir 
J11 (:1: ( t), p( (, ) 1 pO) . 

Prouvons que, si Je temps final n'est pas fixé, alors 111(:1.;(1,), P(t),ll') = 0 
sur [0, T). En fait, on va se ra.mener au cas du temps /in al fixé par une 
repararnétrisation du temps. Tout d'abord) notons que, dans le problème ini
tial, le temps final étant non fixé, la. trajectoire optimale ri: est telle que ;ï;(T) 
appartient à la frontière de l'union UT-e:<I.<T-,.e-À(xo, t) des ensembles acces
sibles) olt c est un réel positif. Soit; tp une fonction lisse et strictement crois
sante de IR: dans iR. Pour tout", E [0, 1 (T)], posons t = <p(.5), ij(s) = ;1;(1:), 
w(s) 'IJ.(t), et; v(s) rp(s). Alors, 

ij' ( s) = 'lJ ( 8 ) .l ( ij ( s ) l 'W ( S ) ) . (7.16) 
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Considérons le système (7.16) connne un système contrôlé par (v, 'w), oil les 
con trôles w (s) E IRm et '1) (s ) E IR vérifiellt les contra.intcs 'Il! (.'i) E n et 
Iv(",) - 11 < (i, où li e/l1' Le contrôle optimal de réiërence correspond 
il (v(sL'W(s)) (1.,'u(s)) (et 9(05) s). Notons ij la solllUon sur [O,T] du 
système (7.16) correspondant à. ee contrôle, telle que q(O) = i:(O). Dans le 
problèmw initial, :T:(T) appartient, à la. rronti(~re de l\mion des ensembles ac
cessibles UT-E:<I,<T+cf1(;Do, l). On en déduit que le point, (j(T) appartient à la 
frontière de l'ensemble accessible depuis ;l;D en temps T pour lc système de 
contrôle (7.16). On s'est ainsi ramené ~l. UIl problème de contrôle optimal ft 
temps fixé. D'après les arguments précédcllts, il existe, pour le syst.èmc (7.1 G) 
un vecteur adjoint 5.(8) = (,,\(8), ÀO) vérifiant 

- ,Di _ 
-À(B)V(S)-;-::-(q(.s), w(s)). 

ch; 

-1 
,,\ (s) 

Or, puisque ('IJ(.s),W(B)) = (1, u.(s)), le vect.eur adjoint ~(.'1) eoncide avec le 
vecteur jj(s) construit précédemmcnt. Par aîl1cl1rs l le Hamiltonien du système 
(7.16) étant ft 1JH(:r, IJ, p'\ 'U)l la condition de lIHL"'{ÎrnÎsa.tion donne 

pour presque tont; .'; E [0, Tl· 1:011 particulier, 

IJ(:r(s),]J(s),pO, lI.(8)) vH(.ds),p(S)lpO, u(s)), 

pour tout; 'lJ - 6, 1 + 8L et. par conséquent, 

H(;r(s),p(sLpO,u(s)) D. 

Par ailleurs, on sail; déjà que 

rrHl~ Il (:1:( i), p( l ),1JO, 10) 
illE!! 

presque partout sur [0, l et; que le Inembre de droite esl: une fonction absol
l1rnent continue de t" Il est donc identiquernent nul sur [D, T], ce qui mont.re 
(7.6). 

7.1.3 Généralisations du principe du n1axinlulu 

La preuve du principe du Inaxirnurn présentée précédemment permet, d'étendrc 
le résultat à, des situat.ions plus générales, 

Problèlue de Mayer-Lagrange non autonome 

Tout d'abord, considérons le problènw de conl:rôle optimal (dit de l\'Jayer) 
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:i:(t) = f(x(t), '1./.(")), min g(:l:(T)) , 

Oll :1:(O) E Alo et :l.:(T) E 1\11 • Alors~ avec les notations utilisées précédemment, 
en considérant l'application qui à un élément (.T0 1 '111) ••• ,'/7]1) E 1\10 x 
associe 

(G(:VfJ, 'Ill"") Tl p ), g(F(.7;O, 'Ill,·· ') 17p )' 

on montre l'existence d'un vecteur adjoint p(t) vérifiant les équations de 
Hamilton, avec H(.T,p,pO,u) = (p,f(:l;;U)), et tel que 

Ensuite, com;idérons le problème de contrôle optimal non autonome 

OlI :r(O) E AIo et :c(T) E 1111 . On se ramène au cas autonome tm posant 
.1: (t, ;z; L ef; alors 

:f:(O = (l(i:(t), u(t)), 1), 

avec IHl coüt de la fonne 

.'1" 

! JO (:î~( /'), '11.( /,) )dt. 
,() 

En posan t fJ = (p, Pt.) 1 le Harnîlt.on ien de ce nouveau système est 

lié au Hamiltonien initial par la. relation iJ(:î:, 13,Ti\ u) = H(:/:,p,po, lI) + lh. 
L'application du principe du m~Lximllm conduit à 1a condiUon de maximisation 
presque partoll t 

ir(iU), IJ(t,Lpü t u(t,)) = ii( (:;;(1,),11(1,). pO)), 

et iJ((;î:(t,),iJ(t),pO)) est constant sur [O,T]. Notons que il((ti:,JJ,pO)) = 
1\l(:r,p,pO) + PI' 

Si de plus le temps final T est libre, alors lÙ((X(t)d3(t,),pO)) 0 sur 
[0, T]. Par ailleurs, on a aussi la condition de transversalité Pl (T) 0, d'Oll la 
condition au temps final 

Notons que, lorsquo le syst.ème n'est pas autonome, la fonction JU(:v(t),p(t), pO) 
n'est pas constaBLe sur [0, Tl. 

En ulixanl; (es deux arglllTlents précédents, on pent énoncer la généralisation 
suivant.e du prineipe du maximum. 
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Théorème 43. On cO'n,sùlèTe le sysl,ème de conl,7'(}le dœfl,.'J lP~n 

;i; (t) = .f (1.: :/:(t,) , 'U, (t,)), (7.17) 

où .r : IR x }Rtl X }Rm -, JR1. 11 est, de elUS.9C ct ct 0'11, le8 cO'/l,/:rôlc8 sont dC8 
a,pplicaJion8 mesll:r(].ble8 cl. bOTnéc8 d(~fh'J:ies 81fT '/1.'/1, ù/,tcrualle [0, t f > ('//.) [ de IP~+ 
ct cl. '/l(J.lenTs dan8 il C lPi.TIL

• Soien1, 1\10 et AlI den:r: sous-ensembles de lPt' . On 
note U l !ensemble de8 contrôles admissibles 11. dont lcs lrajecf,oiTes associées 
TcHenl, -un poinl, inüia.l de ldo à un poin,t final de lUI en temps /..('lI) < t,Ju). 
PaT a,'illeul's on définû le cmU li 'un contrôle 'lJ, S'I/.'!' [0, Il 

CU, u) = 1" /I(s, :l'(s), u(s))d.9 -1- g(t, :r(/,)), 
./0 

où fI : IR x lPi.TI X JRTII -: IR et, [J : JR x RTl -1 IR; sont Cl, cl. :r(-) est la lra.jec/.oire 
solution de ("1. ,17) assoôée au cont.,.ôlc 'IL. 

On c07/,8'idèTe le ]JToblèm,e de contrôle opl:i'rfl.al su'iva:n.l, : dét,e'l7nincr une 
I-mjecl.oi'f'c rel'ia.nt, lUo à lIh el 'fTI.'lT/imi.w:nt le cO'/lt. Le terrl})s final pcut r?,trc 
fixé ou nOT/. 

Si le CO'/1,1,Tôle 'U. E U (J"LJsocié cl. la tmjecioire ;T(') es1, opl,inwl SUl' [0, Tl, alors 
il e1;'is1,e u.ne appl'ica./.ion pC) : [0, Tl --1 IR.JJ x 1R. aU,Çolmnent conliT/,nc appelée 
veclC'u.r adjo'inl" cl. 'u:n 'l'éel pO ~ Cl, tels que le couple (]J(- L pO) est non l,ri vüû, 
ct I.e!.<; qI/,e, pOUT 1J'rcsCjne tant 1; E [D, T'l .. 

8I-I . ) 
:i;(/,) = -8- (1., :1:(1,), p(l;), pl , 'IJ.( t)) l 

jJ 

'( aH () 
}J t) = - 8;1; (t, ;z;(I.),p(t,),p , v.(I.)) , 

(7.18) 

où H(t, :r, P, pO, 'LI,) = (p, .rU, :r: u))+p°.r°(l., ;z;, u) est le IJarn.'iUoTl:ien d'li, .9yst,brw, 
et on Q, La condil:Îon de 'ma:cirn.'isa.i-io'fl. pTCSCjl1C pa:rtout SUT [0, Tl 

(7.19) 

Si de pl'/1s le t.emps fina.l ponT jo'inrlrc la. cible Ar l n'es/' pas Ji:ré, on (]. la 
condiUon 0.'11. I,emps final T 

. . Dg 
max H (T, :c(T), p(T), pO, 'li) = -po {J' (T, :r(T)). 
"En 1. 

(7.20) 

Si de plus lIin ci 11ft (O'll j'ust.e 1',//:11, des dcv.:r: cnse'/nbles) SO'/1 f; des v(J.'riéf,f.,c; 

de IH~ll al/a:r)} de8 espaccs t,(lJIgenls en :1:(0) E J.\10 ct :r(T) E Ah, alors le ncctc'//,r 
adjo'inl, peul. ê/'re const:l'n'ft de 'rr/'{Lnù~Te à vènfier les co'/uhtions de trarlsvc'f8n.ht,é 
den:r; e:ârèm'ité.9 (on juste l 'nne du, den1:) 

(7.21) 

et 

( ~ 'J'J) / ..... ~ 
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Renw,1'que. 2.1. Dans les conditions du théorème, on a de plus pour presque 
tout t E [0, Tl 

d aH 
-1 11(1" ;1;(t),p(l),pfl, 'u(t)) = -,.-(t:, :r(t),P(t)d)o, '/lU))· (7.23) 
ct dl 

En pal'tieuHer si le systèrne augmenté est; (J,'lû01wme, Le. si .r et, .rD ne 
dépendent pas de t , alors H ne dépend pas de f, et on retrouve le fait que 

'Ill E [O,T) 

Notons qne ceLte égalité est alors valable partout sur [0, TJ (en cfTet cette 
fonction dE~ l est. lipschitzienne). 

Conditions aux frontières Inêlangées 

Considérons le problème de contrôle optimal 

avec les conditions frontières mélangées 

(:r:(O), :r(T)) E ,N, 

où N est une sous-variété de Will x }RTl . 

Pour se rarnenel' à des conditions non méla.ngées, on introduit une nouvelle 
variable y E l~'II, et on considère le système f.lwdliaire 

û(t) 0, 

j:(I,) = f(;1:(I) , n(t)). 

A]ors les conditions frontières précédentes sont équivalentes aux conditions 

u(O) = :r(O) E JR!1l! (y(T), :1;(T)) E N. 

Le HamiJtonien de ce nouveau système est le même quo le lIamiHonien initial. 
Llapplication du principe du maximum il ce problèrnc auxiliaire conduit à 
rexistencc d'un veeleur adjoint (p(l.),Pu(t),pO), où (:c(t.),p(t),po,u(l)) vérifie 
(7.3) et la condition de maxÎumll1 (ï.4). Par a.illouI's, Pu(t,) 0, et; les 
conditions de transversalité sur le vecteur adjoint dOllnent 

P'I/(O) = -P(O), (p!I(T),p(T)) J_ T(1J(T),:r(T))N, 

d'où (-p(O),p(T)) ..l T(:z;(fJ),:I:(T))N. On a. obtenu]e résulta.t suivant. 

Théorèlue 44,. Dans les condüions du lhéoTème 42, (J.vec [es COT/dU'ions 
fronlières (:z:(OL:l:(T)) E lV , où N et;/, une sous-variété de RTl x JR:.H, le vecteuT' 
(J,(Hoini vé1'ifie la condition. de l/ra.1i.8VC'f'saliié 
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Rema.rque 24. Un cas important de conditions mélangées est le cas des \;l1t

jedoires périodiques, i.e. :r(O) = :r(T) non fixé. Dans ce ca.s. la conditîon de 
transversEllité donne ])(0) = p(T). Autrement dit, toute trajec(,oire optimale 
périodique admet lIn relèvement extrémal périodique. 

Remo,'rqu,c 25. L'astuce de considérer une variable auxiliaire) déjà utilisée 
précédemment, permet d'obtenir de nombreuses généraJisaLions du principe du 
InaximUIll. Ici, le rôle de la variable était de découpler les conditions frontières, 
eL de réexprimer UllC condition iniLiale cn Ulle condition finale. 

Rem,arqu.e 2u. Pour conclure cet;t,e section, notons qu'il existe des versions plus 
générales du principe du maximum, pour des dynamiques non lisseH ou hy
brides (voir par exemple [23) 68 l Gn] et leurs références, voir a.ussi plus loin 
dans cet ouvrage pour le principe du maximum avec contraintes sur rétal). 

7.2 Principe du luaxinlunl avec contraintes sur l'état 

7.2.1 Les travaux de Weierstrass (1879) 

On considère le problème de minimiser un critère dc:~ la. forn18 .I~:)l F(:e, /l, :Î;, Ù)dt., 
olt q = (:r, y) E IR2 , avec une contrainLe sur l'état, et en particulier clans le cas 
Riemannien. On suppose donc que F vérHie la condition d'holl1ogénéité 

F(:z;,]J, Id;, kÙ) = kF(:r,!}, i, Û), (7.24) 

pour tout l,: > 0, ct le coüt ne dépend pas de la paramétrisa.tion des courbes. 
On suppose qlle les conditions intiales et finales sont fixées, q(to) = fjo, q(tl) 
= qt· 

Formules préliminaires 

Etablissons quelques formules. En dérivant (7.2L1) par rapport il. k et en 
évaluant, pour k = l, on obtient 

j.·F\ + Ùl~j = P, (7.25 ) 

où Fr. et F,)" désignent les dérivées partielles. Posons .J = /'//1 jï'(:J;, 'Il, :1;, iJ)r1f, il . . . () . 
vient 

soit en intégrant par parties 
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où ç et 17 sont les variations. Comme elles sont indépendantes, on déduit; de 
5J = 0 il. l'extrému1l1 les équations d'Euler 

F:J;-
cl o. 

Ces deux équations ne sont pas indépendantes du faÎt de la relation (7.25). 
En effet, en dérivant eette équation en 1: et li, il vient 

F;,~ = (7.26) 

et en dérivant (7.25) en i: et Û, il viont 

+ 
soit, 

0= (7.27) 

done 

= 
Fy:i: :/; 

On pose 

(7.28) 

et on obUent 

(7.29) 

la fondion Pl étant définie dans le domaine où (:i;, û) =1= O. On obtient alors 

l i' - ~1:;'... ( F F F '~) . x dt, .1. F:J: - :i: :(::/; + li :î'lI + ft: /;i::i: + :ijl':hi l 

el; avec (7.26) et (7.29), cela se simplifie en 

}';' - ~ p. . (F F) (J~ 1') :r dl, :1: 11 (p: - ;Ï;!J !l: ·/:i:;i: + jj ,I;i:ü l 

Û(~i;!: - Pi:1J) - ])(Ûâ: - j;jj)P;. 

Posons 

T = (Pil:!: Ft!!) + FI (:i:jj ill:). 

On obt.ient 

r d 
':/: - dt 

et de même en changeant; a.: en 11 il vient 

F_d 
11 dt 

(7.30) 

(7.31) 

Avec la condition de régularité (.1:, Ü) =1= 0, l'équat;ion d'Euler équivaut; à T = O. 
C'est l'équation (PEuler sous la [orme de \Veierstrass. 
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Application au problème avec contraintes 

On se dOlme llll domaine D du plan, dont. le bord est lisse. Soit :r = <tJ(s), 
fi 'I/'(S) un arc frontl(\re joignant les points 2 et; 3 avee .s E [S2' s:J]. En un 
point (:ï:, :ij) de l'a,rc frontière, on construit lIIl vecteur u de longueur '/}, orienté 
vers l'intérieur du domaine. Les coordonnées de l'extrémité sont 

avec 

ufj ui; 
J] = --;:::;:::==;:::: 

J;é2 + tp ) V:J;2 + fp . E. 

Soit; E > 0 et pU) une rondion positive, Huile lorsque S 82,8:.1 et 11 

êP(S). On a E, = '1] = 0 (lllX extrémités et, la variation de J associée est. 

ri )] -z- Fù '7 ds, cl 

et avec nos Jonrmles précédentes, 

soit la condition suivante. 

Lelume 47. Dans le cas où l'(J,'rc fronl,ièn~ est, minùnùw.nl, on a f(J. cond'ition 
néces8(J,'lre T ~ ° 1 le lo'ng de l) m'c fro'IIf:ière. 

Si FI > 0, le long de l'arc frontière il vient 

1~I~Ù - F;j;}/./ (:.:. .~ ') 
P
' ~ - ,ty - .J,y . 
·1 

(7.32) 

Introduisons la courbure pour la métrique usuelle 

1 
(7.33) 

l' 

La relation (7.32) s'écrit 

Or nne extrémale pour Je problème non contraint, vérifie T 0, soit 
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Soit donC' P un pOÎnt de l'are frontière et l ~ ,U) 1'extrémale issue de P et 
tangente à la li·ont;ière. Le membre de gauche cie (7.84) est alors l'opposé -1/1' 
de la courbure de l'extrémale et l'on obtient la relation géométrique 

11 
;? -:-. 

'/' r 
(7.:35) 

Lemme 48. [J'ne conditùm, néces80/i1'(~ li 'opU17wlité est 1/1' ;? 1/1": OÙ 1 (F esl 
la cOjl'tbœre de l'm'c froniièn; en P et 1/1' la. courlml'c de l'e;1;l1'é1naZe tangente 
en P II la. jrontib·c. 

Corollaire 19. Si fi' = J:i: 2 +!j2 cs/' la métrique 'Usuelle, raTC jrontièrc est 
opfùTla[ si le domaine de con/'ro:iTlü~ cst C01J.1lC;1;C .• et, non optùnal s'il e,,<;i con

cave. 

Conditions de jonction 

En ÎlIt.roduisant d'autres variations on obtient des conditions nécessaîres il. 
vérifier lors de l'E'lürée et de la sortie de rare frontière 23. Traitons le eas de 
rentrée. Soient 0 un point h l'extérieur de la frOlltîf~re du domaine contraint 
et LI un poin!; d'entrée entre 2 et 3. On fait l'hypothèse qne le coüt le long de 
l'arc 024 est moindre que le long de l'arc 04. Introduisons 

.. "/(1,), l'arc 02 pour tE, 1,2] ; 

III (;Ï:(,'i),ü(s)), l'arc frontière 24, sE [82""2 +h], h> 0; 
.. "')'(8) + I/(S), rarc Oil, BE [tll 1,2J-

Utilisons la formule fondaulCllLale du calcul des varîations avec l'hypothèse 
que "'1 est extrémale, 

0.1 

'-""" [p .. E, + P'1]}1:! - F(:i;.) Tl') :t'Jo ii.»)h ,1., JI Il ~',_l _,.J_ 

eL E,(t l ) = IlUI) 0 car l'extrémité 0 esL Fixée. En "2, la variation du point 
est E, = :T:h, 'f} = {jh. Donc 

où E est la fonction de \,yeÎersLrass 

et (Ji! ron doit évaluer en 
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et ,T, Û dérivée de 1 au point d'entrée 2, et :t, lj dérîvée de l\uc frontière au 
point 2. 

On fait un caleul identique sur un arc 052 olt 5 est un point d'entrée ;:à 
gauche" de 2, et on obtient, finalement: la condition 

Par ailleurs, par homogénéité on a 

Introduisons alors 
j; 

p = ---;===:== 

"ik, l: > o. 

cos (J, q = ---;===::::: = sinf), 

x - -
13 = ---;=::==:::::= = cos (J, 'fi = ~=::==:::::= = sin 0, 

et donc 

LE' lemme suivant résulte de la première formule de ln moycIlne. 

Lelnme 49. Il e:dste. 0* E lO,O] tel quc 

E(:1;, y, cos a, sin ()! cos ë, sin ë) = (1 - cos( 1J - 0) )F'I (:r, y, cos ()* 1 sin fr). 

Définition 82. Le problèm.e est dU Tég1f.lù~'f' 811'1' l '01wcrf. U 8i }JOUl' f,O'IJJ r EU, 
FI (:1:) y 1 COS ')' , sin J') f=. O. 

Corollaire 20. Dans le cas régulier, la. condition E = 0 donne 0 = ë ~ et donc 
unc joncUon ou 11'/1 dépa.rt d'un aTC ji'On/;iè're doi/' sc faIre de façon (,Œngentielle. 

Conditions de réflexion 

ConsidéroIls le cas olt la courbe minimisante 021 admet comme seul point, 
en commun avec la frontière le point; 2 : :1:(S2), Y(S2)' Alors les arcs 02 ct 21 
doivent être extrémaux. Soit 3 un point, de la fnmtièrc associé à la variation 

8 052 + h, h> O. 

La courbe 031 est une variation de 02] et la variation du coüt est 

J.J (.Jo:\ + .J~11 ) - (.J02 + .J'21 ) 

= (.Jna (.102 + J'la)) - (.J21 - (.J2:1 + .Jad)· 

En calculant avec la formule fondamcnta]e~ il vient 
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où (p:; \ q;;), (P~-, ql') el; (jJ2! rh) correspondeJ1t aux pentes associées respec
tivement à. 02, 2] et 23. 

On fait le mérne calcul avec un .'1 de la frontière associée à . ., = 82 Il, 

et l'on obtient la condition suivante. 

Lelnme 50. E'n 'lLn point, de T~flexion a'oec la }f'Ont'iè'!'e, la fonci'ion de ~Veie1'

sf,rass cloU 'vé1'iJic'l" 

où (p:;, (}:;), 1 (}:t) et (jJ21 rh) sont les tange'll,les l'espec.ti1u:,-s à l'aTc d'arrivée. 
de dé]J{1.Tt el, de la front;ière au po'int de cont,ad. 

Corollaire 21. On suppose que F = est, la métrique 'Usuelle. Alor's 
en /1,'(/ point de conta.ct avec la !f'OnUère les ll'roite8 e,'/;i;rémaJes dm>17cnl auo'i'!' 
des angles égaux avec la t,angente cl la !1'O'ntû:'1'c. 

Preuve. Le calcul montre que 
cos(e - B)), soit la condition 

1 et E(:r,!J, cos fi, sin B, cos 0, sin 0) (1 -

au point de contad. D'oil le résultat:.. 

Conclusion 

Des variations spéciales et des estÎlnées élémentaires utilisant la formule 
fondamentale du caleul des variations permettent d'obtenir des conditions 
nécessaires d'optimalit;é géométriquement simples et de calculer les trajec
toires optinulJes. 

7.2.2 Méthode des 111ultiplicateurs de Lagrange et théorème 
de J{uhn-Tucker 

Méthode des multiplicateurs de Lagrange 

Rappelons la tedmique des mu\t,iplicateurs de Lagrange (1788) en dimension 
finie. 

Théorètue 45. Soient U un ouvert; de 1l~1l el Jo, fI, ... 1 fun des fonel'ions 
déji'I1'ÎC8 cl Cl SU',. U cl ri. valenrs dans lA:.. No/'ons L = I:;,~~o P/.·J,.· la foncUon 
de Lagnl:ngc. où les Pi sont les mulJ;iplù.:at,cu'/'8 de Lagm:nge. AI01'S si i: est 'Une 
.<iolutioTI, loca.le du. ])1'Oblèl1lC min In! soys [es conim,inles Il = ... = Im, 'il e;J:isie 
~ ( ~ ~ ~) l l DL 0 (A_) P = Po, PI)· .. dhn '1wn TlU, te, qu.e ~ = en ,'1:,]J. 

ü:r 
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Prc'/we. Considérons les vecteurs ~)Ji Cf:), supposons qu'ils sont linéairement 
( ;r 

indépendants et montrons que :,: n'est pas un mininmm local. Notons 

tPC-r) (j["j(;r;) I(](5':), J, Cr), ... \ IIll Cr)). 

C l B.r ( fo") • l' 1 l . ,omnlO es -0-- ~r sont. mc openc ants) a matnce 
:r 

aIn (, .. ) 1 _ .z. 
üa:1! 

[)f"~ (x) 
ch;" 

est de rang (ni, + :1) eL quitte à réordonner les indices, 01) peut supposer 

D'après le théorème des fonctions implicites, pour E > 0 assez petit, il existe 
des poinU:i ;1: 1 (E} . .. ,.1:111-1-1 (c) (,e]s qne 

fD (:t l (ê ), ... l X 111+ 1 (.:: ) , :î~ TT! +2, ... , :[ 11) - Jo (:1: ) 

.h (.7: 1 (ê), ... , .1; rH -\·1 ( f ) , X Hl .,- 2, ... , i: Il) = O! 

0) 

et :r:i(ë) -' :Î;i(f) quand f -' O. Cela contredit; le fait que :r est un IninimuIU 
local. 

R 7 S'] Dfi ( , ) . - ,emarfjue .2 . • 1 es vecteurs ü-" :r, 'l 
'/,1 

1, ... , 'tri, sont indépendants, 

alors {jo 1- o. 
• Ponr déterminer les Tl + (m + 1) inconnues, (i, fi), on a n + 'In équatiolls 

.. DL . .Ii = 0, '1 = l, ... m" .7 l, ... ,m. 

Elles sont homogènes en p. En normalisant une des composantes de p il 1, 
on a clone un nOlnbre égal d'inconnues et d'équations. 

Le théorème de Kuhn-Tucker démontré en 185] oxploite au maximum les 
idées de Lagrange. 



176 ï Principe du ma.ximum de Pontriaguine 

Théorènle 46. Soit X un eSTJace vectoriel réel (non nécessairement de di
mension finie), A un ,'J0'I.LB-en8cnÛJle convc:z:e de X et fi : X -, IR., i = 
0, l, . .. ,171" des fonctions COTluc;r:es. Considé'l'On.ç le j)'I'Oblèrne min fo, fî ~ 0, 
'f l, ... ,'l'n, 0'11,:1: E A. S'i ;1,: est 'Une solution du p'l'Oblème, 0,101'.'3 il c:IJiste dCB 

rnulli]Jlica,l,eurs de Lagrange (iJo, fi) lels que, si l'on définit le LagnL'T11}'ien ]J(J,'r 
L(I;,]),po) = ~;,~~oPI ... h(.7;), 

1. les cond'itions snivanles so'lent vérifiées : 

a) mlll;/:EA L(:E,iJdJO) = L(;7;, P,IJo) (p1'inC'ipe ,hl 'mùûm:ll'ln) ; 
b) Pi ~ 0, i 0,1, ... , 'In ; 

e) 13;fi(5;) = 0, 'i 1,2, ... ,171. 

2. S'i jio =1 0, les condi/,ionB a), b) et c) 8 O'n l, B'/lffisantes pOUl' 'lU 'u/n point, 
admissible soit !wl'ution du prolJlè7ne. 

S. POU1' avoir 130 =1 0, 118ulJit (j'Il 'il e:âsle un point x E A vérifiant lfI, c011,rütion 
de Slaler /;(:1.:) < 0, i = 1, ... ,ln, et on peut alors supposer Po = ]. 

P1'f::uve. Soit ~i: une solut:.ion. Sans nuire Ft la généralité, on peut supposer 
fo(;i:) = O. On introduit l'ensernbJe 

L'ensemble C a les propriétés suivantes: 

• C =f 0 car avec ;1; 5:, J()(~Î;) 0, 1i(5:) ~ O. Donc JI tel que 110 > ° et 
fI'i > 0 appartient à C. • ° tt- C, sinon il existe :ï; tel que fo(x) < 0 et fi(:ï;) ~ 0, et cela contredit 
l'optimalité de 5;. 

Puisque C est un ensemble conVt~xe de Rrll+1 et 0 tt- C, on peul lui appli
quer ]e théorème de séparai;ion, et il existe des nombres po,.,· ,PHI' non tous 
Il uls tels q lie 

TT/. 

L j'Ji fl1 ~ D, '\IJI. E C. (7.:36) 
i=O 

Montrons alors les assertions: 

• Pio ~ 0, 'io = 1, ... , m, : on a vu que JI'i > 0, i 0, ... l'In. E C. En 
particulier, soit ê > 0 et, (ê, ... ,ê, 1, El' .• , ê) le vecteur de C olt l est il. la 
inème place. On déduit; de (7.36) que 

Pin + ê L Pi ~ 0, '\Iê > 0, 
i#io 

soit Pio ~ -ê ~iyfÎo {h, et comme E est arbitraire, on a bien {Jin ~ O. 
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" iiiofio(.i;) = 0, ,io = 1, ... 1 Tn: en efret si hoU;) 0, le résultaI". est vrai. Sup
posons que .rio (:î;) < O. Alors si 8 > 0, lE! vecteur (0,0, ... ,O,.fill (:1:),0, ... ,0), 
où fio est, à la 00 + 1 )èmc pla.ce, cs\: dans C. En utilisant. (7.:36), on obtienL 
donc 

soit 1Jiofin Ur,) ~ -()i}o~ \/0 > O. On en déduit, que j)in ~ O. Or Pin ~ 0, donc 
ilio = O. 

• principe du minimum: soit :1: E A, alors pnr définition de C, pour Lout 
8> D, le point (fo(;'I:) + {), fi (:r) , ... , //1/(:1:)) E C, et d'apr~~s (7.:36), 

111 

iincrn(:r) + 8) + 2: Pifi(:l') ~ D. 
i=1 

On obtient donc 

fil 

Po.lC](:r) + 2: ii;.f'i(:L:) ~ -,sii[h \/â > D, 
i=1 

et comme 8 > 0 est arbitraire, on obtient la condiUon 

TTl 

2:Pi.ri(:I~) ~ 0, \/:z: E A. 
1.=0 

Or fo(:i:) = 0 ct PiJ';(:î') = OpOUl' i l, ... ,'rn. Donc 

Til 111 

i=O i=O 

cl; ]e résultat est prouvé. 

Prouvons rassmtion 2). Si jjo #- D on peut; supposer fjo l. ct done 

11t 

fO(;f) ~ fO(.T) + L)i;}'i(;r,) 
i=1 

car .f;(:/:) ~ D, i = 1, ... 1 m, et ih ~ Ot el; avec 

m 

.fo(~[;) ~ fo(i:) + I: fJif;(x). 
i=J 

Enfin, d'après c), .ICJ(:/:) ~ ,loUè), d'OllIe résuHaL 
Tvlontrons 1'asserl'.iol1 3). Supposons ql1'i1 exist.e ;r tel que j'iUt) < 0, i = 

l, ... ~ rn.. Supposons néanmoins que Po O. A lors comme les IJi 110 sont pas 
tous nuls, on a. 
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In rH 

0+ L ]Ji fi Uë) < 0 0 + LiJi.ft(:ê), 
i=J i=1 

et le principe du minÎmurn implique 

111 III 

i=1 i=1 

d'où la contradietlon. 

Le théorème de J{uhn-Tucker en dhnension infinie 
et des conditions nécessaires d'opthnalité pour des systèmes 
avec contraintes sur l'état 

L'objectif est de présenter des eOl1cliLions nécessaires d'optimalité applicables 
pour analyser le problème de rentrée atmosphérique. Ces résultats sont ex
traits de 

Prélim inaiTes 

Le problème CjlH:\ POIl étudie est de minimiser r.b(:r(T)) pour les trajectoires du 
systèrne 

;i;(t) = f(:t(l), u(t)), 

Oll J; IR", :z:(0) = :1;0, T est fixé, '11 E IR (contrôle scalaire), sous la contraÎJlte 
scalaire sur J'état 

c(.1:(t)) :s;: 0, l E [0, T]. 

Définition 83. On appelle œte f'ronUère un aTe rh tel que C(~fIJ(l)) == 0 1 et 0'/1 
note 'U/) 1111 conf,rôle f'ro1J1.ière ussocié. 

On [ait les hypothèses suivantes : 

1. f, (1) el; c sont des a.pplications lisses. 
2. I.,lensemble U des contrôles admissibles est l'ensemble des applications 1t 

définies et conti Ilues par morceaux snI' [0, T]. 

Définition 8 L!, L !onlre 'ln de ln conl:rainte pO'UT le système est le plu,'; 
gmrul enUeT tel que (:{I,') (:1:(1,), 'lI(l,)), k = l, ... , rfl, - 1 ne dépende pas ex
pr;ôt,ernent de H. 

3. Le long d'un are rront;i~re, le contrôle est lisse. La trajectoire cl, le controle 
sont également lisses par morceaux sur [0, Tl. 

LI. Le long; cl \111 are fronLiëre, est vérifiée la condition génériqne 
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Le UI,éod:.me de J( uhn- Tl/.ckeT en dùnens1,on 'in/in'le 

Dans cette section on considère le problème 

lllîll P(ll,), 11. E U~ 

sous la contrainte 8( /1,) ~ 0, oil 8 est une npplîcation de U dans CO ([0, T)L ° 
désignant le vecteur nul de cet, espace, 

Théorème 47. On .. ,.uppose que cp cst 'Une Jonction nu:mêriqllc dérivable (au 
sens de Prêche!) su'r U, ct 8 : U f---,. CO([O, Tl) est dérivable. Si u* E U m'Ïn
'Î1n'ise (P sons ln c01û7'a'inte 8(11.*) ~ 0, alOT8 il ea:iste ro ? D, '1/* E CO([n, T))'" 
avec '17* ? 0 ct; C1'OÙ,SQ:lÛ, tels que le Lllfll'wngien 

L = 'roŒ{u) + \17*, 5'(11)) 

est slaiionnai1'e en u'i<. De plus 

Preuve. On introduit les ellsemblcs suivants dans HT = IRxCO([n! TD : 
• A = ((1',Z) l 'r? cJc]j(u*,cJu), z ? 8('11*) + t58(u,*,ou,) pour lllW variation 

Ou, E U} 01'1 6 désîgnc la dérivée de Fl'éeheL 
• B { (1\ z) l '1' ~ (), :.; ~ (}}, 

Pre'u,ve. Les ensembles A et B sont convexes et Int(B) =1=- 0, Prouvons que 
An tnt(B) 0. Supposons en effet le eontraire j il existe donc T < () ct :::; < () 
tels que pour une variation ~/J, 

On a alors 

]J = 8(u*) + t58(1l*, ôu,) < o. 

Il existe alors p > 0 tel que la boule B(y, p) soit contenue dans le cône N = 
r,; < O} de CO ([0, T]), Soit 0 < ü < 1, alors ny est le eelltre de la sphb'c 
ouverte de rayon ŒP contenue dans N. Or 8(u'") :S; 0, done (1- 0')8(u.*) + (J'y 
est aussi le centre cfune sphère de rayon a'y eOlltenue dans N. Par ailleurs 

(1 - a·)8(u.*) + 0'1} = 8Cu*) + n88('l1*, 8u). 

Or 

8(U"k + [râu) = 8(u*) + üb8(u*, J'li,) + o(n), 

Done pour 0' assez petit 8Cu* + m5'u.) < 0, 
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On montre de mèrne que pour (J: assez petit q;(u* + 0:6'/1,) < ~p(u*). D'otJ la 
contradiction car 'll"" est optimal. 

11 existe done un hyperplan fermé H séparant A et B, e'est-à.-dire qu'il 
exisLe '/'0, '1}* et 8 E IR:. t.els que 

rD}" + (z, 1() ~ b, Vl',.:: E A, 

1'0'1' + (.::, Tt) ~ r5, V'I', Z E B. 

Comme (0,0) E An B on a 8 = O. Donc 

et donc 1'0 D, '17* ~ {} (Le. (z, '1]*) ) 0: V::; ~ 0). On a 

'l'o6p(1I.*, ou) + (S('ll*) + oS('lJ.* l 6'1l\ 17*) ~ 0, VOu .. (7.37) 

En effet sinon il existe 6'1/. tel que le membre de gauche de (7.37) soit stricte
ment négatjf. Avec r = âtfJ('n*,oll) et z = S('u*)+8S(U.*,lh/,), ('/',z) E il et 
rn'/' + (z, '17*) < O. D'oit la contradiction. 

En lltilisant (7.:17) avec ()'ll = 0, il vient 

(S(1J.*), 1]*) ~ n. 

Or S(u*) ~ 0 et;· .,]* ~ 0 donc on a aussi 

(S(u*), 1]*) ~ 0, 

soit; la relaLion 

(S(u,*) , '/7*) = O. 

Le relat.ion (7.37) implique alors la condit.ion de slatiormarité 

'l'OOqj(u.*, bU.) + (85'(1/.", 0'11.), '1]*) ~ O. 

En utilisant le t.héorèm1e de Riesz sur le dual de CO([O, T])) i1 existe une 
fonction 1)* il variation boruéo I;elle qlle 

.1' 

(8(u*) l 'I}*) = / S(n*)dIJ k
, 

./0 

où l'intégrale est prise (lU sens de Stiel,iès. 
Par ailleurs 

1'0"'+ 
ct Tf1 ). 0 done (z, 'J]*) ~ D, ponr Lou!", z ~ 0, soit 

et clolle (11/* ~ 0 sur [0, TL Le. 7/* ~ O. 
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Applications des conditions précédentes au systènle 

Une contrainte de la forme ;Î; = f(:D, u) peul; être incluse dans le problème 
précédent, et le Lagrangien s'écrit 

·T ·T 
L = rolp(:v(T)) + 1 p(f - ,i:)dl, + 1 e(:r:)dv*, . () , () 

oil p est; un vecteur ligne et où p,11* sont des fondions il variations bornées. 
Chaque [onction à variations bornées peut êt',l'e écrite comme la somme d'une 
fonction absolument cOlltinue pour la ITlesurc de Lebesgue, d'une fonction 
saut et; d'une fonction singulière. En supposant, la partie singulière nu\1e I:~t en 
intégrant par parties, on obtient 

,T ~' 

L = Crolp(:r(T)) + jJ(T):l~(T)) + 1 (1)/ (II, + ;ulp) + / C(:l; )(11.1-;" ./0 . li 
+ I:(pUi) - P(!.i)):z:(li) , 

et en considérant des variations en :1: et; en H, on obUellt 

- (DljJ .) ( l' T ( a l De '* ) ) àL = 'l'{]'";:ï: - peT) ();c(T)+ Pa~. cU + clp + -D" du lb; 
ü3., .0 .1, ,z, 

( 1,1' Dr) 
+ p ''J': dl (Su . 

• [) (IJ. 

Cela conduit à choisir formellement p pour annuler les termes en &r et l'on 
obtient 

p(T) 

et 

1 af Be '* CJJ = -p-dt - -du. 
th; D:1: 

La, condition de stationnari té donne 

Dr JJ-i- = 0 p.p. sur [0, T]. 
bu 

Considérons la cond i tion 

l
'T 

. e(a:(l))r11/*(t) 
• 0 

0, 

(7.38) 

(7.30) 

(7AO) 

(7.41 ) 

olt :r(t) est un arc optimal. Sans \luire il. la généralité, Oll peut; supposer que 
:1: est formé de 2 arcs intérieurs au domaine el un arc frontière, ot'! les temps 
d'entrée et de sortie sont notés respectivement 1,\ et 1;2- Alors 



182 7 Principe du ma.ximum de POlll;riaguine 

t 1 

crb/ + /."" crii/ + fT ab;* = a Jo . /1 • /2 

olt c = a sur le bord et c < a il nnt,éric~lIr. Par ailleurs dl/* ~ O. On en déduit 
que Il"": est CO!lstant sur [0, lt] et [t,2, Tl. 
LeIllme 51. S011,S nos coruNiùJ1lB de Tégll.la.rüél an a, jm'm elle men t l le long 
d ''/l71 arc frontière 

dl/* p(t)1Nn 
rU = ( c(I)) ) Il ' 

où '~1( t;) est une jondion l'issc. 

P1'Cl/.'lJC. On a pill = 0 et en dérivant fonnellemcnt, il vient 

d( l') J' 'f' 0 -1 ]J. Il = P 11 + p, Il = , 
(,t, 

o. t' dJ.l* , 
on p = -p, J' - illc;r; 1 SOIt 

J' j' r dl./* , 
Tl Il - P :t:, If - dt: C~I;./ 1/ = 0, 

Or i~ = c:IJ et sj la contra.inte est d'ordre 1 on fi. (è) = C;t:!1L =1= 0 le long de 
l'arc frontif.lre, Sous nos hypothèses, on fi, donc 

lbJ* pU )'11'( t) 
-=-,---

(11. (~)iI 

Le cas J'ordre supérit'ur se traite de façon similaire, d'où le résultat, 

A d dv*, i Il' 1" ~. 1 1 . 1 n peut one poser 1] = -1- ou '1] es; nu e a 'mtencur (li (omame e; 
cl 

continue sur le bord. 
Par ailleurs on peut calculer le saut. lors de la jonction avec l'are frontière 

on le départ de l'arc front,i(~re, 

clp = P.fJ;fl!; - d,/ C;:r;l 

cf; CI1/'1 

put) -p(fï) = l~T dt/c,l' 
.Ill 

= -(17(tt) - '17Ul))C:r (tJ)' 

Posons ll(t]) = ,,]ut) - nU]) ~ O. Il vient 

p(ti") = p(t]) - lJ Udc;rUl). 
On peut aussi montrer la condil;ion 

On a clone montré les conditions nécessaires de [39]. 

(7.42) 

(7A3) 
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Théorème 48. L(~!3 condiUons 'néccB,'jain~" (f1opf.imalûé sont 

où TI (t) est une Janet/ion nulle s'i c < 0 et C071 U'I1'UC, positive su'/, 1/.11. arc fnm l'fère. 
De 7JI-11.8 , on a. les cO'luti./,ions de sa.n!, 

où V(ti) ~ 0 lors de l '(o,ntl'ée ou la s07'f:ie a:occ l'arc .I1·ont.ière j la fonclion pf 
1'e.':Jtanl COll l:i'/l,I/,(:;. 

RC'Ifl.lt'rq1J.C 28. L On a. montré formellement les conditions. Le problèrne tech
nique, dans la pratique, es!; de justifier rigoureusement rexist.ence d'une 
mesure du* dont la composante singuHère es!; nulle. 

2. On peut aussi montrer d(~s conditions nécessaires analogues a.vec des con
ditions finales imposées. 

7.2.3 Le cas affine et le principe du m,axÎmUlTI de Maurer 

Préliminaires 

Dans cette section on se propose de ca1euler un contrôle u( l,) scalaire et continu 
par morceatLX qui minimise un coùL de la J()rme 

.J (a) = p(:r(T)), 

sous les conditions 

avec une contrainte sur le contrôle ju(l)1 ~ 1, une contrainte scalaire sur l'état 
C(:l;) ~ 0, et où tous les objets sont supposés lisses. L lorclre de la contrainte est 
le premier entier fn tel que 'Il. apparaisse cxplieitement dans la m.'~lIIt~ dérivée. 
Les contraintes 

é c{m-I) = 0 

sont dites secondaires, et on a 

SoiL "'r,} lUl are frontière non réduit à un point, et soit Ub le contrôle frontière 
associé 

(1,(:1: ) 
- b(:t) . 

Hypothèses. Soit t ~ "flJ(I,) , t, E [0, Tl, un arc frontière associé à U/J. On 
introduit les hypothèses suivantes: 
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• (Cd Le long de '-'11' bi-fIl = LlTL:~-lch/, ::J:. 0 olt m est l'ordre de la con
trainte. 

• (C:d IUIII ~ l sur [ojl Le. le contrôle front;ièrE~ est admissible. 
• (C:1) IUbl < l sur [0, tJ, i.e. le contrôle frontière est admissible et non 

saturant. 

Fornlulation des conditions nécessaires 

Supposons que t ~ ;z;(t) , t E [O,1'L est UIle solution opUmale lisse par 
rnorceaux qui entre en contact avec la. frontière c = 0 aux instants (''2i-1 ~ 

i = ] l' •• j l'II, et qui quitte la frontière aux instants /2i1 i = l" .. , .L\1. Sup
posons de plus que le long d'un arc fi·ont.ière les hypothèses (Cl) et (01) sont 
satisfaites en un point de contacL ou de jondion. Introduisons le Hamiltonien 

oü p est le veeteur adjoint et 1] le multiplicateur de Lagrange de la contrainte. 
Les conditions nécessaires sont. les suivantes. 

L Il existe t r-;. 11U) et des réels 170 ~ 0, T E }Rn, tels que le vect.eur adjoint; 
vérifie 

. (DX EJY) De 
p = -p -ô' + 'I/'-a -1}q-

;1; . ,1; Of] 
p.p., (7A~) 

Di[> {JIll 
p(T) = 'IJo Ô. " (.1:(T)) + T-;:-),. (:r(T)), 

.z, [,r, 
(7A5) 

2. VappHcationl......J. 'q(t) est continue à, l'intérieur d'un arc frontière et vérifie 

lJ(t)c(:t;{/.)) = 0, Vt, E [0, TJ. 

a. Lors d'un contact ou d'une jonction au Lemps j'i avec la frontière on a 

I-I(tt) HUi 
. De 

pUT) = Tl(l;) - 1)i~(.1;Ui)), !Ji ~ 0, 
U;!! 

.::1. Le contrôle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien 

Application au problème du tmnps Ininimal 

Da.ns le problème du temps minimal, le t;(~mps de transfert T n'est pas fixé. 
On repararnètrise les trajectoires sur [0, 1) en posant /3 = t,fT et z = T. Le 
problème est alors de minimiser 1,('1) pour le système étendu 



ch ( '\,~ }T) rU cl:.: -= ..rl.+'lI, Z. -=z.-
dB 'ds' cls 

o. 

Les conditions de transversalité impliquent 

PI ~ 0 pour.., = 1 et.. p:;: = 0 pour s O. l, 

et le système adjoint se déeompose en 

clp (ôX ÔY) De 
ris = -P ô:r + 'li. éh: -1] ô:r' 

dpt dp- _ r 

- = Dt -- = -p(J\ + 'Ul') - Ph 
ds ds 

et de plus 

.AI = min H = O. 
1!!1~1 
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En reparamétrisant par l et en remplaçant JI1 par J\ r /z on obl.icnt le résult.at 
suivant. 

Proposition 14. Les cO'/1,rUI:ions nécessaires d'optinl.alilé pOUT le proi)lèrne d'Il. 
temps minùnal son l, 

;i; = X + I1Y p.p., 

(
DX ÔY) ôe 

iJ -p ô;r -/- li. ô:r - "] D:c 

'u(p, Y) = min (P, X + uY) + }Jt = 0 
!pl~1 

}J.p., 

p.p., 1J i- O. 

LOTS d'uT/. contaef 0'/1. d'une jonc!;ioT/. (Jvee la Iron tù~'rC., on Q. 

( 
.J... ( _) ôe 

p 1/) =p fi -I)i-;;-:, lJi ~ 0, 
U:1. 

et PI ~ D, 'f] ~ 0'''1 0, quand c < ° el. fI esl, CO sur le bord c = o. 
Définition 85. Une e:rtrémale cst une solu.Uml des condd:io'f7s nécessaires 
]J1'écédenles. elle est dUe e:r:cepUonnellc si ].JI = O. dans le cas non e:/;ccpUO'l/,

nelle, onpc7J.f, nO'f711alù:ic'I'].l1 à 1/2. Une e:d'f'éma.le est dite fJa:nfJ-hu'fIfJ si elle C01'

rC.5]JO'Ild à 'Un conf'rôle cOTl,linu pa.T l1W'rCCO,U;D 11 (l) - signe(p( t) l Y (:r:( t) )). Un e 
e:ti,rémale d'Il 1J'roblèm.e non contm.'lnt, est dite .'iin!J'ltl'ièn~ si (pU). Y(~l:(t))) O. 
On note if>(t) = (p(l),Y(:t(t))) la fonction de commutation. La .':i'IJ.1~race de 
crnn.m.'lJ.tal:Îon est le li C 1.1, E fonné des poillts où l(~ conf,rôle opi:i1rwl es/. dis 
conUn'1/.. 

Calcul des Inttltiplicateurs 

On peut calculer les multiplicateurs associés à la contrainte. On présente ces 
conditions quand les ordres sont rn ] ,2, le calcul éLanL lié fi l'aeLion de 
PaIgèbre de Lie engendrée par (X, Y) agissant sllr la fonction de eontrainte c. 
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LemlTIe 52. 8'UJJPOSOllB que l'ordTc de ln. conlrainte, est m = 1. 

1. Le lon!J de la fn)'/) iiè'm, on a 

. (p, [r', X](:r)) 
1/ = . 

(Yc)(:1:) 

2. 8UPP0801lB le contrôle dù;coni;iu'U lm's du conla.ct ou. dc l'entrée d'un arc 
ba.ng-bang avec la fronJière, Ji lm's le rrmlt'ipl'icale1l.1' associé vér"z{ie 1/ i O. 
le vedeu1' adjoint re:;tanl, conUnu. 

Preuve. A l'intérieur de la frontière, on Cl IUbl < l, et la condition de maxÎmi-
sation de H hnpose cp = (p, V) O. En dérivant, on obtient 

et. L\,c =1 0 car l'are frontière est. dlordre 1. D'alI 1). 
Prouvons 2). Posons a Lse et h Lye. On a è = a + 'lib. Soit Q le point 

de contact d'un arc bang 1; ~ :1:(/,) avec la fronti(~re an Lemps (,i. SoiL ê > 0 
petit. On a 

En passant à la limite (;\,vec ê ---l' 0, on obtient 

(a+bu)(ti)): D, (o.+lru)Ut)): O. 

En faisant la différence) il vient 

Supposons par exemple que b(::I:(t;)) > O. Donc ll(i.i) - u(t,t) > 0 car le 
contrôle est; discontinu. D'après le principe du maximum on doit avoir 

et l'on en déduit lJib(:7;(li)) ~ O. Par ailleurs on doit avoir Vi ): O. Donc 
si l/î > 0 on doit avoir b(:1:(1'I)) ~ 0, ce qui contredit l'hypothèse. Le cas 
b(:t:(l.i)) < 0 es!; semblable. 
La diseussioIl est similaire lors de la jonction avec un arc frontièrEL 

LelTIlne 53. SU]JpO.'i01/,') (j'Ile. l'o'l'dre de la eon/;m,inle f;Bl117, 2. 

1. Le long ri ''/l'l1. (],n~ ,{ro11tièl'e. ml. Q, 

(p, [[Y, XL _X](~r)) + 'lJ.b(Jl, [[V, XL Y](:l;)) 
1] = ([Y, X].e)(;1:) . 

2. En '/ln point, tie c()'nl(J,ct~ d'entrée, 0'/1,. de sorlie, on a 
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3. En un ]Joint d'entrée, ()'n Q, 

et en un point; de sori/ie, 

cP(t;) 

Preuve. Prouvons 1). Le long de la. frontière, on a ip 

dérivant, il vient 

o = rP = (p j [Y, _Y]( :1; ) ) , 

o = li> (p, [[Y, XL .. \"](.1;)) + 'U/J(p, [[Y', X], Y](:r)) - '1]([1", .LY].)c(:r). 

Prouvons 2). On a 

et 1".c = O. D'oille résultat. 
Prouvons 3). Lors de la jonction avec la frontière on a 

o = J;(tf) = (p(tt), [Y, X](;z:Ud)) 

= (p(ti) - lIi Z:~, [Y, X](:c(td)) 

= d>ut) - lJi([Y, X].c)(:r(l,i)) 

et de même en un point de sortie. 

7.2.4 Classification locale des synthèses temps minimales 
pour les problèmes avec contraintes 

0, et en 

L'objectif de cette section est de présenter les techniques et des résultats par
tiels de classification des synthèses optimales pour des systèmes en cl imension 
2 et 3, avec contraintes sur l'état. Elles fournissent des conditions nécessaires et 
suffisantes d'optimalit.é, à cornparer avec les condit;ions nécessaires du principe 
du maximum. 

Prélhninaires 

On considère un problènle de la forme :i; = X(:r) + uY(:I:)l 111,1 :S; 1, :z:(O) = :1;0 

fixé et on note x(t, 3;0, 'Il) la solution Îssue de :1:0 en f, = O. Soit il + (:DO) 

l'ensemble des étals accessibles en ternps petil;, Ut. asso:f, pcLit.:l;(t, ;Z:n, u). Le 
système étendu associé an problème du temps mÎnÎmal est le système 

.. - ,r +. ,,~ ,·.n _ 1 ,0 (0) - 1 :1 - .[\. l1:1, .1. - , ;}, -.' 
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Notons ;-1; = (:1: , ;c[)) et .l-1+(:/:·()) l'ensemble cles états accessibles en temps pe
tit pour le système étendu, avec :;;0 = (:1:0,0). On note BUfo) sa frontière, 
qui contient à la fois les trajedoires temps minimales et temps maximales, 
paralnétrécs pa.r le principe du maxÎmullL Soit T > D, on note B(;ro~ T) les 
exl,J'élllHés cles trajectoires temps minirnales à T fixé. Le lieu de coupure C(:/:o) 
est le lieu des points :1:1 pour lesquels il existe deux trajeetoires minimisantes 
issues de ;7;0. Considérons le système avec la contrainte c(:r) :;:;; 0, on définit 
cle façon similaire les états a.ccessibles, leurs frontières et; le lieu de coupure. 
Ils sont notés avec l'indice b. Un programme cle recherche import.ant est de 
caleuler C'I(:ro) et de stratifier Bh(l}th T). On se limite ici à quelques cas en 
dimension 2 et ~l, applicables à notre étude. 

Le cas plan 

Soi L w (:l:, li) E 1Ft2 • On note w = pdw la. forme horloge définie sur ]e Eetl des 
points olt X et Y son\' indépendants par w(X) = 1, w(Y) = O. Les trajectoires 
sÎJlgnlières sont localisées sur le lieu 

S {w E JR2 1 det(1'r(wL [Y, X](w)) = O}1 

el, le contrôle singulier est solution de 

(p, [[Y, X], .Y] (w)) + 'U,~ (Pl [[Y', X) l Y] (w)) = o. 

La 2-forme dw slarmule précisément sur S. 
Soit 'lfJn un point de la front.ière c = 0, identifié à O. Le problème est de 

déterminer le statut d'optimalité locale d'un arc frontière t 1-+ 11)(t) associé 
à un contrôle 'Llh et de calculer les synt.hèses optimales au voisinage de O. La 
première étape (~st de construire I1n8 forme normale en snpposant la eontrainte 
d'ordre 1. 

LenUl1e 54. SUjJposons que 

J. X (wo), y (wu) soient, 'Î1uJépcndanf,s ; 
2. la contrainte soit, d'ordre 1, c'esl-à-d'ire Y c(wo) =1 o. 

AloT8, en changeant si néccssœire Il en -u, 'il ca:is/'e un &~t7ëomol'p'dsme 
local préservant Wo = 0 tel que le système conJrœlnl 8 'écrive 

:i; = 1 + ya(w), 

Û = ,)(w) + H, 11:;:;; O. 

PrC1J'lJc. En uUlisunt un système de coordonnées locales préservant 0 1 011 peut 
identiller Y h i~J et rarc frontière AYb à ll-+ (t,O). Le domaine admissible est 
soit y :;:;; 0, soit y ? O. En changeant; si nécessaire 'LI, en -11" on peut l'identifier 
à y:;:;; O. 
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Le cas générique AI 

Faisons de plus les hypot.hèses suivantes: 

1. Y(O) et [X, Y](O) sont indépendants; 
2. Parc frontière est admlsjble et non saturaut en O. 

A vee ces hypothèses, dans la forme normale on a 0.(0) -=1 D, IlJ(O)1 < 1. Pour 
analyser la synthèse opUmale au voisinage de 0, on pose [l, a(D), b b(O), 
et le modèle local est 

:r 1 + (/,y, 

Ù b+ u, 11 ~ o. 

La forme horloge est w 
d:r a 
-- ct; dw = ( rcLr 1\ dlf. 
l -1- a.IJ ] + Œ.IJ - . 

Syrlthèses locales 

Considérons Lout d'abord le CilS non contraint. Si ([. > Dl dw > 0 et chaque 
trajectoiro opUmale est de la fonm-l, lune trajeetohe de la forme 1-T+ 
étant. temps rmo::imale, of! )'+ '1'_ désigne un arc "'( + associé à Il +1 suivi d'un 
arc 1- associé à 'lJ, = -1. Si CL < D, dw 0 et chaque trajectoire optimale est 
de la forme "Y-1+1 une trajectoire de la forme -1'+ f- étant; temps maximale. 

POUl" le ea." contraint, le même raisonnement utiHsan!' w montre que l'arc 
frontière est Lemps minimal si et seulement si a > O. On a done prouvé le 
résultat suivant. 

Proposition 75. Da.ns le ca8 ih 

.1. ]Jonr le ]1mb/ème non cunf/ra,int : si [J > 0 un m'c TI-''}' es/' temps minùnal 
ef, un Q.'rC )' _ ~t + est lemp:; 'T1la:vimal et 'Înve'l'scmcn.(. si a < 0 ; 

2. pou'/' le pmblème c071lro'inl! nT/. (J.1'C fronLièrc e.9t optimal si cl, .'U:'Illemeni si 

a 0 el da.ns ce en,.; une politique upUmale est de la forme )'-1-"/")' . Si 
(J, < o! chaque poliUqne op lhnale est de [a f O'l'71/.C "'l- f+' 

Lien avec le ]J'l'indpe d'//, minùnum 

d l r·.. (p, [Y,.X](w)) 1 ()) Le long e a TontIPrc, "7 = ' et \p, Y 10 
(Yc)(w) 

o. En 110t,ant p = 

(P:J:' Pu), on obtientfj -(JP:J: et p,!, est orienté avec la convention (P1 X + 
'lI,y) -1- ]Jt, = 0, }JI ~ o. Donc ]J;,. < 0 ct signe(!7) = signe(a), et la condiLion 
nécessaire est violée sÎ a. < D. 
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Le cas .Ying·ulier· B j 

Si Y et [X, Y] sont dépendants en 0, alors a(O) = O. Supposons que le lieu 
S = {'Il} E ]R2 1 det(Y(w), [~\:', Y](w)) = a} est une courbe simple. Avec nos 
normalisations la pente de S en 0 est un invariant. En approchant S par une 
droite les équations deviennent 

:i: = 1 -1- y(nu -1- b:r), 

Ji = c -1- u, 11 ~ 0, 

011 S est identifiée à 2ay -1- IXl: O. On suppose a '# O. Considérons tout 
d'abord ]e système sans contraÎnte et '/J, E llt l/arc singulier peut 61;re temps 
Inini mal où temps maximal el; les deux cas sont distingués par la cOllditioll de 
Legendre-Clebseh : 

CIl si a < 0 alors l'arc singulier est temps minimal; 
CIl si a > 0 alors l'arc singulier est Lemps maximal. 

Le contrôle singulier est solution cIe b(:l -1- y(au -1- b:r)) -1- 2a(c -1- 'Us) = 0 
et sa valeur en 0 est 'Us = -c - b/2a. La contraÎnte jn,,/ ~ ') impose donc la 
condition je -1- b/2a/ ~ 1. La. [orme horloge est 

rh 2a]j + b:c 
w = ') . eL rlw = (. ') l. r (1:[; 1\ dy 1 ay- -1- !J:q/' ay- -1- J:1:y -

et signe(rlw) = signe(2a.1J -1- b.T). On suppose l'arc frontière admissible cl; non 
saturant, Jel < 1. On ft trois situations à distinguer pour le problème non con
traint) correspondant au comportement des extrémales bang-bang, au voisi
nage de la, surface de commutation. En dérivant if> = (p, Y(w), on a en effet 

~ = (p, [Y,X](w), 

cP = (p, [[Y, X], J\](w) -1- u(p, ([Y, X], Y] ('W), 

avec LL = ±1, 'U-(t,) = -signe(Pl Y(w), et p est orienté avec la convention 
(p, X -1- 'IIY) ~ O. Les trois cas sont, : 

• Cas hyperbolique: iP+ < 0, rp_ > 0 pOUf (P, Y) (p, [Y, X]) 0 ail cPT et. 
désignent les dérivées de (b avec 11. = -1- 1 et u -1 respectiveulOnL. 

6) Cas elliptique : 4~+ > 0, (p_ < {} pour (p, Y) (p, (Y, Xl) O. 
• Cas parabolique: iP+ et; lft_ ont le même signe pOlIr (P, Y) = (p, [Y, Xl) O. 

Dans le cas hyperbolique, rare singulier est admissible, non saturant et 
temps miniInal et la synthèse optimale est de la forme '., ± Î'.~ '±. 

Dans le cas e11iptique Parc singulleI' est ôdmissible, non saturant cl, la 
synthèse optimale est; bang-bang avec au plus une commutation. 

Dans Je cas parabolique l'arc singulier 11
1est pas admissible et la synthèse 

optimale est bang-bang, avec a.u plus deux commutations. 
On va ônalyser le eas contraint) en S8 limHant à la. situat.ion hyperbolique. 
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Cas hyperbolique 

a < 0, lc+b/2al < Il Ici < ] et; b =F O. On a df~llX cas b > 0 et b < O. Considérons 
par exemple le premier cas. Pour le problème contraint, on utilise la forrne 
horloge et l'on en déduit que l'arc frontîère est optimal si ~r n et non optimal 
si ;1; < O. Dans ce cas une tra.jectoire joignant deux points de la frontière est 
de la forrne 1-I/Y'J' Chaque courbe optimale, au voisinage de 0, a au plus 3 
commutations et la synthèse optimale est de la forme 1'±'Y,./YI/'l± . 

Proposition 76. Sous nos hYJwihèses) dans le cas hupcrbob:f}1J,c, 

1. S'i b > 01 'ml, arc }TOntière esl, opUnw,l si ct sculem,enl si ;1; ~ O. cl la 
synl.hèse opl'irnrûe esi de la fm'me "Y±"'I.'l"Y1J1'± ; 

2. S'i b < 0, 'Il/Il n'fC ffO'lI,i'ière es/, oplim,(J] si ct ,'il:ulernenl si :r ~ 0, et la 
synthèsc opUmnle es/' de lafo1'1ne ~1'±rl}1'51'±. 

Le cas de dimension 3 

Supposons le système en dimension 3 et notons 10 = (:1:,11, z) les coordonnées. 
Un premier résultat standard et imporLant est le suivant:. 

Proposition 77. Supposons que X, :V et, [Y, X] SOrl f. indépendœnts en 1/1 Il , 

a.loni rensenlb/.e dcs état8 accessiblcs Ji+(wo) en I,CrU]}H pe/;il, esl, homéomor71he 
à un cône COllvea;e d'inl.érie'//:r non vide et dont la. fronl.ière es/, formée de 
den7; sm fa. ces, 8] el, 82 fO'frnées de8 e:ârémUés respectives ri 'a'f'CS de la forme 

el,+ 1 . De plus chaque po'hd de nnlé1'ieu1' est acœ;;sible a.vec '1/.11 arc 
el 'Un arc 1'.1-''(-1/+. 

Pour construire la synthèse optimale on doiL anal.yser la frontière de cel, 
ensemble dlétat accessible, en cOJlsidérant le systèmw étendu. On considère 
tout d'abord le cas non contraint. En dérivant la. fonction de commutation 
wU) = (p(t,), Y'"(wU))), on obtient 

ej>(t) = (p(t), [Y,X](w(t))), 

/P(t) (p(t), , X], X + 'uY](w(t))) , 

et si (p, [[Y, ~Y], Y](w)) ne s'annule pas on peut calculer Je contrôle singulier 
en résolvant. ;p = O. On obtient 

(11, [P"", Xl, X'](w)) 
'U~ = - ( [[1" 1.'-j '-]( ))' . P, ",..i~ l { W 

Supposons Y et [X, Y] indépenda.nts, En utiliSant Phomogénéité ct les re-
lations (p, Y) = (P, [Y: Xl) 0, on peut élîmincr p . Introduisons D 
det(Y, [Y, , [[Y, X], YJ) et D' deL(Y1 [Y, [[Y, X], Xl), Le contrôle sin-
gulier est donné par D' (w) -1- 'l/,,,,D(w) = 0 et par chaque point générique 
passe une direction singulière. La condition de Legendre-Clebsch permet de 
distinguer entre les directions rapides et }(~ntes. On a deux cas dans le cas non 
exceptionnel où .. "\, y et [X, Y] sont indépendants, 
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ID Cas 1 : si X, [[Y, X] 1 Y] pointent dans des directions opposées par rapport 
au plan engendré par Y et [~:Y, Y], alors l'are singulier est localement temps 
minimal avec 'U E iPL 

• Cas 2 : dans le eas contraire, l'arc singulier est. localement temps ma.xima1. 

Prenons maintenant en compte la contrainte lus 1 ~ 1. L \l.rC singulier 
est strietement admissible si Iv,;;! < 1, saturant sÎ l'Usl = 1 en 'Wo eL non 
admissible si l'Us 1 > 1. On a trois cas génériques. Supposons X, Y et 
[..l\:", Y] indépeudants cl, p orienté ave la convention du principe du nULxÎmum 

\P, X +uY) ~ O. SoiL f, un insta.nt de COl1ullutation d'une extrérnale bang-bang, 
iPU) = (p(t), Y(1o(l,))) = O.Il (:~st dit d'ordre 1 si ci>(/,) = (1J(t), [Y, X](w(t))) :# 0 
et d'ordre 2 si cP(/,) = 0 mais ;PU) = (p(t), [[Y, X], X + 'uY](w(l))) -:/:: 0 pour 
'I.t = ±L La elassification des extrémales au voisinage d'un point d'ordre 2 est 
similaire au cas plan ct on a 3 cas: 

• Ca .. '! para bolique : onL le même signe. 
e Cas ellip!.ique : ;p + > 0 ot, < O. 
• Cas hyperbolique: @+ < 0 et &_ > o. 

Dans les cas parabolique ct hyperbolique, la synthèse locale est déduite en 
utilisant la classification des extrémales et la condition de Legendrc-Clebsch. 

Proposition 78.. Da.ns le cas h:IJPc1'bolique, chaque poNtiqne opUma.lc est, 
de ln forme ,'± ,;; 1 ± . 

• DŒT/.S le cas pmnbaUq'U'(!1 clwque paliUque optùnale est, bang-bang Œvec mi 

plus rJeu:r commutations, une politique pann:Î 1'+')'- 1/+ el "'1_ 1-1-1' élant 
t,c'fnps mini'fTuÛe el l'mûre temps m,a:dmale. 

L'ensemble B(wo, T) décrivant la synthèse optimale en un temps Test 
hornéomorphe 8, un disque fermé, dont la frontière est formée d'extrémités 
d'are ')'_ ')'+ ct ~/+ ')' dont l'intérieur est donné par les extrémités des extrémales 
de ]a proposition précédente. 

Dans le cas elliptique la situaUon est plus complexe. Chaque politique 
opt,imale est ba.ng-bang, avec au phu; deux commutations, mais rl~xtrémalité 
n'est pas suffisant.e pour etmsLl'uire la politique optirnale car il existe un lieu 
de coupure C(wo) formé de points oiI deux trajectoires '+1-1'+ et I-,+'-'l
ayant. le même temps se recoupent. 

On va analyser ]e eas contraint. Si la contrainte est d'ordre 1) la siluation 
est semblable au cas plan. On va donc considérer le cas d'ordre 2 et pour des 
raisons de simplicité et d'application au problème de rentrée atmosphérique, 
on se restreint au cas pa.rabolique. 

Le ca,'j ,!)f1'f'fLùolique conlraiT/,I, en dimension 3 

Forme 'fwnnale et s:ljnlhèsc opJ;imalc 

Dans le cas parabolique, X, Y et (X, Y] forment un repère et en introduisant 
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[[Y, X], X ± Y] a±X + b±Y + c±[Y,X]l 

a± ont Je mêrne signe et la synthèse optimale ponr le problème non contraint 
ne dépend que de ce signe. 

Si O,± < 0) la politique temps minimale est l' 'r + r _ et la. politique temps 
l1léLxÎmale est "'l + T _ r + et inversement si a± > O. Pour construire ln synthèse 
optimale) on peut utiliser un modèle nilpotent où los crochets de Lie de 
longueur supérieuw à 4 sont nuls. De plus la direction singulière si elle ex
iste n'est pas admissible et on peut donc la I"aire disparaître en supposant que 
[[Y, X], Yl O. On a alors Q,± = a el", eela forme nn rllodèle géométrique. On va 
maintenant construire une forme normale, en prenant en compte la contrainte 
sur Pétat. Elle est supposée d'ordre 2 el; on suppose que les condHions C] ct, 

G;j sont vérifiées: le long d'un arc front,ière 7", [Xl Y].c i= D, ct le eon!;rôle 
frontière est; admissible et; non saturant. 

Lemme 55. Sous nos hY]JoihèfiCS! nn m,adèle local généTique. dans le ca,,; 
pa:raboliq'/J,e es" 

:1; = al;J; + a:lZ, 

il = 1 + hl :l: + b~1Z, 
i; = C + 'li, + Cl~r: + C2l} + C:lZ, lui ~ 1, 

où, a.a > 0, la conb'a.inie. esl :1; ~ 0 et, l'arc frontière cst idenUfié à , IJ : /, 1-+ 

(O,l,O). Il c:;t, admissihle e/, non sat'/J:ranl, 8'i Ici ~ L De plus (/, = u;Jh l -a1b:1 i= 0 
et, D.:l = [;Y', Y].c. 

Preu,1.Jc. Décrivons les normalisations. 
No'rmaliso.tion 1. Puisque Y(O) i= 0, on peut identifier localement Y à . Les 

D'PI 
difféomorphismes locaux 'P ('Pl' 'P'2' IPa) préservant 0 et Y vérifient -- = 

Eh 

8;:2 = 0 et 8;::J = 1. La contrainte étant d'ordre 2, Vc () au voisinage de 0, 

1 l "IJ ' , ' 1 l' . l' De 0 et 0 c Iamp l' est tangent a toutes es sur aces c = a, 0: petIt, COlle =. 
Normalisation 2. Puisque c ne dépend pas de z, en utilisallt un difféomorphisulC 
local préservant 0 et Y, on peut identifier la contrainte à c = :D. Le systèrnc 
se décompose en :i: = X,(w), Û = X 2(w), z = X:l(W) + lI, et :l: ~ O. La con
trainte è 0 est :è = 0 el; par hypothèse un arc frontière l'i, est contenu dans 
J; = ;i; = 0 et, passe par O. Dans le cas parabolique, l'approxÎJnation aHine est 
sufisante pour l'allalyse et le modèle géométrique est 

~r = 01:1; + O,2Y + na':, 

Û = ho + [)p; + h2 1J + b:1z) 

Z = Co + CI:D + C2]J + Ca z + 'JJ,. 
NO'rmali"aHon 3. La. norma.lisation finale concerne l'arc frontière. Dans le plan 
.7; 0, en faisan 1; une transformation z ny + z! on peut normaHser l'arc 
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frontière à .7: = Z = n. Avec un difféomorphisme y' = tp(y) on p(:mt identifier 
1'b à 1, f-', (0,1,,0). 

On en déduit la forme normale en changeant éventuellement 'II en -H, ce 
qui a pour efTet, de permuter les arcs /./- et 1'-. 

Cette forme normale est utile pour ea1culer la synthèse optimale locale. 

Théorèlne 49. Considémns le pmblè:rne du /'emp.'i minimal pOU'f' un .sysi,ème 
de la. forme 'li) = ..tY(w)-I-'u.Y(w), 'W E lR\ luI ~ l, avec ra conf;minte c(w) ~ O. 
SoU 'l11f) 'Un point du boni c = O. SUPIJOSOrJ,S que le,'! hypothèse8 su:illantes soient 
vÉrifiées: 

j, X, Y ct [X, Y] sont inrü!penr]ants en, 'Wu et [(Y, X], X ±Y]( wn) = a±X(wo)+ 
()±Y(w{J) + c±[Y1 ..tY](wu) avec a± < O. 

2. Les conlTninles sont cl 'orrJ'f'e 2 ct les hypothèses Cl et C~i sonl saUsJrûf,es 
en 7JJ(). 

Alors l'arc fmntièl'c passant par '/lIo e81, localernent lernps m'irâmal si et 
seulement S'l rarc T _ passim/, paT Wu esl, conl,enn dans le dOTna'ine non admis
sible c > O. Dans ce cas la synthèse tClrq>s opf.imale avec a.rc .f7'Ontière est de 

la fonnc "'1-"'1+ Î'I/y+~t~, où "',+ sont des arcs tangent,s à la frontière. 

Preuve. Suppsons le système normalisé, a.lors Wo = 0 et l'are frontière TI, 
est identifié à /, f-l- (O,t,O) et puisque r.L:1 > 0, les arcs associés ~t '/J = ±l et 
tangents à Tl, sont contenus dans le domaine c ~ 0 si 'IJ. -1 et le domaine 
c ~ 0 si 'l/. = -1-]. Soit B un point de rarc frontière voisin de 0, B = (0, Uo, 0). 
Si 'Il. ±1, les arcs associés issues de B sont approchés par 

:z:(t) = aJ(cn + C'2UO + U)(;2 /2 + 0(t2), 

z(t) = (en + C'!-1/o + '/1.)1, + o(t,). 

Les projections dans le plan (:z:,z) des arcs ''(-1'+1'- et Î'+1'-""I+ joignant 0 à 
B sont des boucles notées l' et; . Puisque (1:1 > 0, les boudes 

+ 1'- et 1/+1'_ 1'+ sont respectivement contenues dans :1; ~ 0 et ;c ~ O. 
Revenons au système d'origine. L'arc 1'-T+ 1- joignant 0 fi. B est temps 

minimal pour le système non contraint, et s'il est contenu dans c ~ 0, il est 
optirnal pour le problème contraint. A l'opposé on peut joindre 0 à B par un 
are "'/+''1-1'+ dans c ~ 0, mais cet arc est temps nuudmal. Dans ce cas Parc 
frontière est optimal. On en déduit alors aisément la synthèse optimale. 

Lien (L'vec le principe du mn:ûmum et in/.eTTJl'é/.ation géométrique 

Supposons le système normalisé, Alors 

17 
(]J, [[Y, ... Yj,X + '/JbY)(W)) 

[Y, X}c(w) 
(p, [[Y, ... Y]) X] (1lJ)) = ------~--~--

[Y, XJc(w) 

et [Y1 X](w) = -a~\ < O. Par ailleurs par extrémalité {]J, X) < 0, La condition 
nécessaire 1J ~ 0 impose a ~ O. Dans ce cas T + ... ( _ T + est la politique optimale 
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du probUmw non contraint f~t elle ost, contenue dans c ~ O. Donc la condition 
17 0 est violée si (1. < 0 et, c'est le cas où rarc frontière est non opLimal. 

Si on note BI et respectivement les points (rentrée et de sortie avec la 
fronUèro, les sauts UI el, 1)2 sont calculés avec les arcs joignant la frontière et 
quittant la frontière. 

Pour calculer la politîque optimale joignant deux points P et Q de c < 0) 
on doit ajuster lcs commutations pour arriver sur la frontière el; partir de 
la frontii~re avec la contrainte (p, Y) O. D'un point de vue pratique, pour 
calculer l'arc frontière on doit it partir de P viser la frontière, et au départ de la 
frontière vÎser Q \ en ajw;tant la COtlHllll ta.Uon avant d'aLLcindre la frontière et; 
en partant de la rrontH~re. Cela permet de calculer précisément la trajecl,oire 
optimale avec un algorithme de t;il' où les paramètres sont los inst.ants de 
commutation, le vedeur adjoint éta,nt éliminé. 

Connc1;'ion de deux contl'aùlfes ri -'ordre 2 da'FIs le cas parabolique 

Dans notre application au problème de rentrée, on va devoir a.nalyser le cas 
où l'on doit; connecter deux contraintes d'ordre 2, dans le cas parabolique. 

Proposition 79. CO'/l,sùlémll,s un système 'Ii.! X +'/1,]1", Inl ~ l, 'LV E m;:~, avec 
deux contrOilntes distinctes, Ci(W) ~ 0 .. 'f = 1,2. On suppose que lcs hypothèses 
du thém'ème précédent sont '1Jéri;{7:ér~s. Supposons de plus que les o.rC8 froni,ières 
sont opt.iwŒIl;t;. Boit U 'un vo'is'Îno.ge '/JJn conl,ena:nt des Hrcs fmnUères ~rll et. "YË 
ct supposons quc l'aTc 1't traverse la frontière C2 = O . .. 410'['8 il e:dsle un modèle 
géomét'rique de la forme 

:i: = (II:C + (1.3':;, 

Û = 1+ b,.7: + Ù:'lZ, 

z c + 'IJ. + c; X + C;:Li + c~! Z, 

D'li les (J,1'CS contraints sont, idenl:ifiés à C1 (w) = :1: , c:.{w) = ;,; + ElJ, E: > 0 
peUt. De plus lo. politique opt'Î'lHllle. locale (l'vec arc If'Ontièrc C8t de la forme 
,+,~ ~/l,~ I~/~ TI" où {'w'c 'inJcnnédiail'e,~ est le ,<;e'i.u {J're langent (m:t: dcu:r; 
contnûnt.es. 

P1'f!.'u:ve. La preuve est alsee. On normalise le syHt~:me au VOlSIIH:lge de la 
prenlière contrainte et on normalise ensuite C2. La situa.tion est claire caI' 
géométriquement il existe un seul arc "'f ~ I,angent aux deux contraintes et; qui 
forme un pont entre les frontières. 

7.3 Notes et sources 

Le principe du maxirnmD classique a été pl'Ouvé par L. Pontriagujne, V. Boltian
ski) IL Gamkl'cliclze, et E. lvliehtchenko\ dans les années 50. Leur livre (GO] 
contient une preuve complète. L'approche utilisée est de construire nn côno de 



196 7 Principe du ma.-....:im1ll11 de Pontriaguine 

perturbation, connne dans [.::tG], contrairement il. j'approche utilisée par [38], 
qui est plus fonctionnelle. La preuve présentée dans ce chapitre est prineipale
nwnt inspirée de [1 ~ ~16]. Le lemme fondamental 4G, qui ost un théorème de 
point fixe, est tiré de [1]. 

Les travaux de \Veierstrn.ss présentés dans ce chapitre sont, extraits de 
Pouvrage de Bolza [G]. Pour les principes du maximum avec contraintes sur 
l'état, voir le survey de [34J. Les conditions utilisées dans ceLte section sont 
heuristiquement duos à Bryson ct Ho [15] ct prouvées 10rmellement dans 
l'arUcle de Jacobson [39] pour le cas crun systèrne La version concer
nant le cas affine est due ÈI j\/raurcr [49]. Pour un principe du maximulll général 
pour lequel la mesure sur le bord 11 'est pas décrite, voir [38]. L'approche dite 
indiredo a été suggérée par PontriaguÎne [GO] oli la dérivée de la contrainte 
est pénalisée. Des conditions nécessaires rigoureuses sont établies sons des 
conditions de régularité eL la mesuro est alors non Pour la classi
Hcation cles synthèses en petH,e dimension, voir [10] el; pour le problème avec 
contraintes sur r éta.t, voir [11]. 



8 

Le COlltrôle de l'arc atlllospllérique 

Dans r.e chapitre, on s'intércsse au probl(~I1le de contrôle optimal chme navette 
spa.Uaie en phase de rentrée n,tnlo::iphériquc1 Oll le contrôle cst l'angle de gîtc1 et 
le eoùt est le flux thermique total (fadeur d'usure de lEI navette). L'objectif est 
de déterminer une trajectoire optimale jusqu'à une cible donnée, de stab11iser 
le système autour de cette trajectoire 1l0lninaIc, en tenant compte du fait que 
l'engin est de plus soumis à des contraintes sur PétaL Ce problème a été défini 
et résolu dans uue série d'articles [l2, ] 1, l4], en tmU11lt compte des conditions 
limites du cahier cles charges du CN)~S. 

8.1 Modélisation du problènle de rentrée atnlosphérique 

8.1.1 Présentation du projet 

Ce projet a été pO!:ié par le CNES, et est 1110tivé par Pimportance crois
sante de la. théorie du coutrôle, et du eonl;1'61e opt,ima I, claus les t.echniques 
d'aérocapturc : 

• problè~mes de guidage, transferts d'orbites aéroassistés, 
• développement de lanceurs de satellites 't'éc'/l.pérnblcB (où l'enjeu financier 

est, très important), 
• problf.mlCs de rentrée atmosphérique: c'es!; l'objet, du fameux projet Jl1al's 

Sample Relu}''l/. développé par le CNES) qui consiste à envoyer ulle navette 
spatiale ha.bitée vers la planète J\Jars, dans le bnt de ramener sur Torre 
des éehanti1lons martiens. 

Le rôle de l'arc atmosphérique est 

• de réduire suffisamment l'énergie cÎnéLique, par les forces de frott,emont 
dans Patmosphère, 

• d'amener ]'Emgin spatial d'une posit,ion initiale précise à une cible donnée, 
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• de plus, il faut prendre en eompl;e certaines contraintes sur l'état : 
contrainte sur le fiux thermkjue (non desi;rlldion de la na,V(c!tte) , sur 
Paccélération normale (présence humaine dans la navette), et sur la pres
sion dynamique (contrainte structurelle) l 

• enfin, on cherche de plus à minimiser llll critère d'optimisation: le Hux 
thermique total de la navett.e, représentant un fac(;eur d'usure. 

Une trajeetolre opUmale étant ainsi déterminée, on peut également se 
poser le problè:~me de slabiliser la. navette autour de cc\,te trajectoire, de façoll 
à prendre en compte de possibles perturbations. 

Le contrôle est la conHguration aérodymuniqlle de la navette. La première 
question qui se pose est la suivante: les forces aérodynamiques peuvent-elles 
contdbuer ft freiner la navetle de manière adéquate'? En fait si l'altitude 
est; trop élevée (supérieure à 120 Inn), alors la densité atmosphérique est trop 
faible, et il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamiques 
suHlsamrnam~nt intenses. An conLnlire, si Paltitude est, trop basse (rnoim; 
de 20 km), la densi Lé atmosphérique est trop grande, ct le senl em ploi des 
forces aérodynamiques conduirait ft un dépassement du seuil autorisé pour le 
flux thermique ou la pression dynamique. En effet la nm\'rée atmosphérique 
s'effectue à des vitesses b+s élevées. En revanche si l'altîtude esl; comprise 
entre 20 et 120 km, on peut trouver un compromis. C'est ce qu'on appel1e la 
pha8c atmosphérique. 

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un 1)1(1,
nc'/l'1', les moteurs son(; coupés: il n'y a pas de force de poussée. L'engin est donc 
soumis lm1quernellt, à la gravité et aux forces aérodynamiques. Le contrôle est 
l'angle de gîte dnématique qni représente l'angle entre les ailes et un plan 
pf-'rpenclîculaire il. la vitesse. Enfin, on choisit cornme critère d'optimisation le 
flux t.hermique total de la naveUe. 

La modélisation précise du prob](mlC a été effectuée dans [14J. Nous la 
rappelons maintenant. 

8.1.2 l\!lodélisation du problème 

Pour le problème de nmtrée, la planète peut être la Terre ou Ivrars pOllr le 
progTallllne d'exploration. Dans les deux cas les équations sont, les mèmes 
sauf pour les parnmf~tres spéeifiques à chaque planète (rayon, masse, vitesse 
de rotation, densité de l'atl1losph(~re, etc). Dans nos calculs on va supposer 
que la planèt,e est la Terre. Pour modéliser le problème, on utilise les lois de 
la rnécanique classique, un I11od(~le de densité atmosphérique cL un modèle 
pour les forces s'exerçant sur la, navette, la force gravit.ationnelle et la force 
aérodynamique qui se décornpose en UIIe composante dite de tntÎnée eL une 
composante dite de porta.nce. Le conl,rôle est la, gfl,e dné'fna.tique (l'angle 
d'atLaqlle est fixé). 

On donne un modèle général tcnant Gomptc de la rotation (uniforme) de 
la Terre autour le l'éLxc I( l'lS, à vitessc angulaire cie rnodllle [J. On note 
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E = (cl)e2,e~i) un repère galiléen dont l'origine est le cputre 0 de la Terre, 
RI (Il J, In un repère d'origine 0 en rotation à la vitesse il anl;ol1l' de Paxe 
.K, et 1 l'inLersect.ion avec le méridien de Greclnvich. 

Soit R le rayon de la Terre et G l(~ centre de masse de la navptte. On note 
R~ (en Cl, eL) le repère associé (lUX coordonnées sphériques de G = (l',l, L), 
T ;:: R étant la distance OG, lIa longitude et L la latitude, voir figure 8.1, (i). 

Jo( 

1 

(î) 
Fig. 8.1. 

.J 

,., 
v 

CT' 

(1i) 

Le système de coordonnées sphériques présente une singularité au pôle 
Nord et au pôle Sud. Pour écdre la dynamk}t1O sous forme plus simple on 
introduit le repère mobile R2 U,.i,/l~) dont l'origine est G de la manière 
suivante. Soit ç : {, f--+ (:1;(1,), y(l), :::(t)) la trajectoire de G mesurée dans Ip 
repère RI et v la. vitesse relatiV(~ v .i:{ +]j} + 3.;1'(. Pour définir i on pose: 
v IvJi. Le vecteur .i est un vecteur uniLaire du plan (i, el") perpendiculaire 
il i et orienté par j.e1, > O. On pose k 'i /\.J. La direction de la. vitesse est 
paramétrisée dans le repère R~ = (CI" C" ed par deux angles, voir figure 8.1, 
(ii) : 

• la pentJe 1', aussi appelée angle de vol, qui représente rangle entre le plan 
horizontal et lUI plan contenant, le vect.eur vitesse, 

• Pazimut y, qui est l'angle entre la projection de v dans un plan horizontal 
et le vecteur CL, voir Fig. 8.L 

L'équation fondamentale ùe la méeanique, qui est une équation différentjelle 
du seconel ordre sur ,8e LraduH, par un systt.lllle dans les coordonnét's 
(T,l, V,1',X). 

Par ailleurs on fait les hypot;hf~ses suivantes, le long de l'arc aj,mosphérique : 

Hypothèse 1 : la na.vette esL un planeur, c'est-il-dire que l(}. ]JO'II.ssée de la 
navette csl; nulle. 
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Hypothèse 2 : on suppose que la vitesse de l'atmosphère est la vitesse de 
la. Terre. La vHesse relative de la Bavette par rapport à la Terre est donc la 
vitesse relative v. 

8.1.3 Les forces 

Les forces agissànt sur la navette sont de deux types : 

• force de gravité: pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique et 
que la force de gravité est orientée selon e". Dans le repère R'2 eHe s'écrit: 

P -mg(isÎl11' +:i cos,), 

où g [Jo/l''.!.. 

• force aérodynamique: la foree fluide due à l'atmosphère est une force 
F qui sc décompose en : 

une composante dito de lndnée opposée à la vitesso de la forme: 

D (
1 '!\ 2PSCO 'W)i, (8.1 ) 

uno force dite de po'dance perpendiculaire à v donnée par : 

L 
1 '} 
2PSCL'1I-U cos p, + k sin fi,), (8.2) 

OÙ Il est l'angle de gîte cinémat.ique, p = p(r) E~st~ la densité de 
J'atmosphère, et l CL sont, respectivement les coefficients de traînée 
ct de portance. 

Ifypothèse 3 : les coefficients CD et CL dépendent, de l'angle d'attaque Cl' 

qui est l'angle entre l'axe du planeur et le vecteur vitesse. C'est a priori un 
contrôle Inais on suppose que durant l'are atmosphérique il est fixé. 

Not.re seul contrôle est donc l'angle de gîte l' dont l'effet esl; double 
modifier J'aHitude mais aussi tourner ft. droite ou à gauche. 

On choisit pour la densité a,t,mosphérlque un modèle exponenl.îel : 

et par ailleurs on suppose que 

g(1") 
[JO 
1'2 . 

(8.:~) 

(8A) 

Le repère n 1étant pas absolu, la navette est également. sournise à la force 

de Coriolis 2m n ;\ (i et à la. force d'entraînel1wnt m n ;\ (il ;\ q). 
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8.1.4 Les équations du système 

Finalement! rare atlllOsphérÎquc est décrit par le système tmivant : 

dl' . - = vsnl~1 
dt 
dv 
dl; 
dry 

1 S'CD ') n'} l' ( . L . ) -gsin')' -P--'lJ- + Jt-rcos ..J SIl1')'COS - cos,smLcosx 
2 ln 

dt 

dL 

COS'Y(_f!.. + :!..)+ ~p8CLVC08tt + 2flcosLsinx 
v r 2 III 

+ fl2 r cos L( cos j cos L + sin ~/ sin L cos X) 
'v 

li 
- cos l'COS X 
'f 

'U cos ')' sin X 

'/' cosL 
1 S'OL 'il 11 

-- sinp. + - cos "'( Lan Lsin X 
m COSj r 

,) l' sin L cos L sin + 2fl(sin L tan 7 eos L cos y} -1- fl~ 
v cos j 

ail l'état est q (l', V, "Y, l, L, X) et le contrôle est l'angle de gîte II. 

(8.5) 

Dans la suite on pose r '/''J' + h, ail rT est; le rayon de la Terre, et h est 
J'altitude de la navette. 

8.1.5 Coordonnées I(epleriennes 

En supposant la Terre fixe (i.e. fl = 0) et, que le systf~me n'est soumis qu'à la 
force de gravitation, les trajectoires ont les propriétés suivantes: 

Propriété 1 : Elles sont planes. 
Propriété 2 : Si Pénergie est strieternent négative, ce sont des ellipses dont, le 

centre de la Terre est; un foyer. . 

Ces propriétés sont la conséquence de l'existence d'intégrales premières qui 
sont: 

• le moment cinétique Jl1 = 'In:!: 1\ :i;, al! .1; est la position et; ;1; la vitesse, la 
conservation du moment einétique impliquant que le mOllvement est dans 
un plan normal à. 11f. 

• l'énergie totale E = - (~~I 
• l'intégrale de Laplace, due à la nature spécifique du potentiel, L = :i: 1\ 

111 - 9(le,.. 
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Le mouvement Keplerien est donc caracl;érisé par la. normale au plan de 
l'ellipse I~::~;~I' l'anglc w du péricclltre, la longu{'!ur du grand axe 01; l'excentricité 
de l'ellipse, voir figure (i). 

La position du sa.tellite snI' J'ellipse est cillï:l.clériséc pa.r un angle () que l'on 
remplace en général par l'anomalie exc(~lürique 1fJ, voir figure (ii). 

G satelHte 

Fig. 8.2, 
(i) 

On rappelle les relations 

a 90 
21EI' e= 

EAI2 
] +2--. ., . 

m{Ji') 

o 

(ii) 

p 

L'angle w caractédsant le péricentre est plus complexe à calculer. Pour un 
mouvornenl; général dans un champ central l'angle entre deux passages par un 
péricentre n'est pas en général constant et dans le problème de Kepler on doit 
pour le caractériser utiliser rintégrale première de Laplace. 

Notons 1'0 = JOGol la position inHiale, Vo la vitesse initiale, [to l'angle 

entre aGo et Vo, soit; C = F01JO sin [to, Jo vecteur unité perpendiculaire à OPo 

dans le plan du mouvement, et fI le vecteur défini par Pégalité 

91) (' 
Vil = - C Jo + H). 

L'angle west défini par la propriété que J'angle entre H et OP est égal à 1T /2. 
L'évolution snr la trajectoire elHptique est donnée par l'équa.tion de Kepler 

lfJ - e sin 'P 

olt t.p cs\' rinstant de passage au péricen\'.re, el; T = 27W:!j2 G est la période V !lu 

de révolution. Défillissons 
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T 

Alors 7,1' = 1, et on obtient, la proposition suivant.e. 

Proposition 80. Dans les COOTdO'lI'fl,éc8 q = C~~ll a, e, w, 'VI), l'équation de 

Kepler es/' lin6niTc, 1\- = 

La dérive du système décrivant la naveUe est donc linéarisée dans un tel 
système de coordonnées. On appelle e1lipse o8cnlairice il une trajectoire du 
systèrne El}} un point ql rellîpsc du sysf,(mle libre passant par (JI. Le syst(~lIle de 
coordonnées Keplerien est bien adapté pour étudier l'aetion de la traînée qui 
est colinéaire à v et le plan contenant l'elHpse oscnlatrice est. dans ce cas fixe 
et. coïncide avec le plan osculateur contenant la vHesse ct; l'accélération. Par 
contre la force de portance est perpendiculaire à, v. Un choix de coordonnées 
canoniques pour étudier le syst(~mo est délicat. 

8.1.6 Le problème de contrôle optÎlllal 

Le problème est d~amener l'engin spatial d'une variété initiale AIn à lIne variété 
finale A/ J , où le temps terminal II est libre) et les conditions aux limites sont 
données dans le tableau 8.1. 

Conditions initiales Conditions finales 
althude (h) 119.82 lnn [Ikm 
vitesse (v) 7404.D5 mis 445 mis 
angle de vol (,) -1.84 deg libre 
latitude (L) 0 HUJfj deg 

longitude (1) libre ou fixée il llG.5D deg 16GA8 deg 
azimut (X) libre libre 

Tableau 8.1. Conditions aux limites 

La naveU,e est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise à 
trois contraintes: 

• Contrainte sur le 1lu:l: thermique 

(S.O) 

• Contrainte sur l'accélémûo'/I '/w1'm,ale 

(8.7) 

Il Contrainte sur la pression dynamùJue 

(8.8) 
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Elles sont représentées S11r 1a figure 8.~1 dans l(~ domaine de vol, (m fonction 
de l'accélération cl = * SCn p71'J et de D. 

~ III 

Le problème de contrôle optimal est, de minimiser le flux thermique total 

j,
'f f 

C(l") = . C(lJPv:1rH. 
.() 

(8.9) 

Remfl'T'que [29. Concernant ce critère d'optimisation, plusieurs choix sont; en 
l'ail possibles et les critères h prendre cn compte sont ]e facLeur d'usnre 
lié à l'intégrale du flux thermique et le confort de vol lié il l'intégrale de 
l'accélération normale. On choisit le premier critère t le temps Hnal t J étant 
Hbre. 

cl 
. . . , , , ,. . , 

<lccéiérationi nOl;maie 
, , . , 

0ux thermi11ue 

~ 
1\ 

v 

Fig. 8.3. Contraintes SUl' l'état, et stratégie dG HarpoldjGmves 

8.1. 7 Stratégie d'Harpold et Graves 

Si on fait l'approximation 'Ù :::::: -d, le colÎt peut être écrit 

1
'111 '/)'2 

C(fl·) = J( r,dv. J( > 0, 
.1'0 yrl 

et la stra.légie opt;imale consiste alon.; il nULxlmiser l'aecé]ération d pendant 
toule la durée du vol. C'est ]a politique décrite dans [33L qui réduH; le problème 
à trouver une trajectoire suivant le bord du domaine d'états autorisés, daI.ls 
l'ordre suivant: flux tbenniquc maximal, puis accéléraUollllormale maximalt~l 
puis pression dynamique maximale, voir Fig. 8.3. 

Cependant, cptt.e lnéthode n'c,';!, pas oJlli'l7w.lc pour notre crit,i.;rc l et notre 
but est tout d'abord de chercher une trajedoire optimale, puis cie la stabiliser. 

8.1.8 Données numériques 

CIl Données générales : 
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Rayon de la. Terre: TT 6:378139 Ill. 

Vitesse de rotation de la Terre: il = 7.20211585360859G.I0- ri rad.s- 1
• 

IvIoclèlc de gravih~ : g('1') g~: aVl:~e go :3.D800047.lC)I.' m:1 

r-
• :Modèle de densit.é atmosphérique: 

a.vec Po = ] .225 kg.111- a ct hs = 71L18 Ill. 

• Â'Iodèle de vHesse du son : VSrlll (r) Lo.iri, avec 
i=() 

(1.[. = -1.8802359mJ632294.10-22 
l 

0.:1 = -7.8486818983'-:13154.10-8
, 

D,. = 6.07L10736706690LlG.10- Iri 1 

a2 5.070751841094:3.10.10- 1
, 

0,1 - "\.63797/12787] 0277.10n 
1 (Jo = 2.11G366606415128.][)12. 

• Nombre de 'Madl : AI ach( 11 l T) 
• Données sur la navette: 

lVIasse: nt = 7169.602 

li l 'lIson ( T ) • 

Surface de référence: S = 15.05 m2 , 

1 SCD 
Coeffident de traînée : k 

2 m, 
l SC", 

CoeUieient de portance : k' 
2 111 

• CoefHcients aérodynmniques : 
Table de GD ('AI ach, 'i.ncùicn.ce) 

0.00 10.00 15,00 :.:!11.I1O 25.00 3D.OU :1;:;.00 <lfJ.OO ·15.00 ;:i0.00 55.00 d"J.( 
0.00 0,231 O.2:n Il.2ü[) O.:J:W 0.·1IJ.l 0.500 O.{iW 0.7:'18 O.8G8 ll.tHJ·1 1.2,1[, 
:l.OO 0.2:11 O.2:11 (1.2GO 0.:.1:10 O..JO·l 0.500 (UlI:i D.7a8 n.8GB n.!HI,1 1.2.15 
2.30 O.I[)O n.HIU O.2:.1Ü /.L202 O.:)(lü 0..158 O.i'illG n.G88 0.818 n.IJ.lB 1.220 
2.DG (Ll5!1 0.150 0.t05 IL248 O.:nB 0.·1(15 0.:;00 O.Û28 0.iri7 Il.HU2 l.010 
:.1.05 Il.l:i:\ O.13J Cl.Hill 1).:.:!20 n.28B (I.aia nAif, 0.5!!2 0.i21 O.H57 O.!HIO 
·l.n2 0.125 0.125 (I.lon 0.211 0.2iU O.:W:I 0..105 0.581 0.710 0.8·Hl (L!l81 

lo.nn 0.105 0.105 {J.I·!!! 0.200 U.::W!l O.:I1ir, 0.·158 0,r.70 O.TI).l 0,8:18 0.!I(l8 
:w.no 0.101 0.101 0.14·1 0.205 O.2ili li.:!!;;! O.·lOi 0.580 n.ïH D.SHi O.H711 
:IO.I){) 0.101 0.101 (!.l-I·I O.::W8 (1,278 n.;]!)7 0.·172 11.591 O.iHI O.84n (J.flï:.:? 
r.n.nn O.tOI 0.101 0.14-1 n.:W8 11.278 n.aG7 0.·172 Il.;,nl 0.7HI O,8·1n n.Di2 
l'v[neh 

Table de CL(JlI ach, i'ncidence) 

(l.00 0.00 IILllII 15.00 2(UHI 25.00 :10.00 :.15.110 ·Hi.OO ·15.00 50.on 55.00 d.·)!. 
1l.00 0,000 0.H15 n.:.:?!)1 O.:{O,I !lA!!] O.5'it! O.Ii.)!) Il.iOO 0.i2!! Il'7::1-l (J.ïr,O 
::J.no 0.000 n.lBr.. O.::Jll1 Il.:i!J,! O.,Ull O-riiH O.H·In 0.700 O.i::!!) 0.i:14 o.nw 
::J.JO (l,oon n.172 0.200 (l.:JIl:1 0.·1[0·1 o.r.:m 0.00·] 0.057 (1.080 fumB n.72:1 
2,!lG n.noo 0.15·1 O.2:IH (J.a22 0.·10·1 0..18] n.5·HI 0.00:.1 (Ui39 0.055 O.{j·1!} 
a.nr. n.orm O.DU 0.215 fJ.::J02 0.:.170 0.'1·15 n.rd:1 O.',{i!! ll.{ifJ!) 0,020 o.ü::!H 
.1.(12 0.000 0, l:J:J n,::wn 1l.281 0.:.1;:;8 n .. la:! 0.502 n.,,;,!! n.noo 0.020 O.H18 

111.00 D.OOI) 1.1.10:3 O.lB'1 CL25!) 0.:n7 O..ll·j 0..187 11.1'>·17 0.5!11 (LOI2 n.Hcm 
::m.OO (l.ODO Il.OU] n.li2 (1.257 n.:I:l!) 0.·110 O.·I!}O fJ.fj52 O.1HlG O,(;!() n.B12 
:m.no 0.000 n.08i O.HlO 0.2;'8 n.:l:lB 0.·118 DAD:! (l.055 O.5!i8 Il.OI!) n.Bl:! 
50.000.000 IUISi n.tH!) 0.:;!li8 0.:138 0..118 nAD:! IUi55 O.5Ho O.Gln n.GI:J 
l\Jach 

• Profil d'incidence imposé: Si le nombre cIe :Mach est plus grand que 10 
alors l'incidence est', égale il 40. Si le nombre de ?dach e!:it compris entre 2 ct 
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la alors l'incidence est tille fonction linéaire du nombre de IVlach, entre les 
valenrs 12 et /10. Si le nombre de lVIaeb est plus peUt, que 2 alors l'incidence 
est égale à 12 (voir figure 8.4). 

incidence 

40 

12 
nombre de Mach 

2 10 

Fig. 8.4. Profil d'incidence imposé on fonction du nombre de }.i[nch 

• Contraintes sur l'état: 
Contraint.e sur le flux thermique ip = C(I\(1n/) ~ !ptllaX l où 

CI] 1.705.10-.1 S.l. et !pm!!x = 717300 \V.m -2. 

Contrainte sur l'accélération normale 

~S' 1) 

- {JV-CD 
2'111. 

Contrainte snr la pression dynamique P = ~ pv2 ~ pmax = 25000 kPa. 

Conditions initiale cl; terminale: voir tableat~ 8.1. 

8.1.9 La notion de trajectoire équilibrée 

C'est un concept important, dans la lit.t,érature spatiale que Pon pent traduire 
ainsi. Considérons l'éqllaLion d'évolution de la. pente, 011 le terme en n est 
négligé, 

dl' (q v ) l SC L 
eosÎ'\-:'" + - + -p--. 't'cos//,. {U V l' 2m 

Le domaine de vol équilibré est l'ensemble des conditions initiales tel qne 
o E [~1111 =_ J ,1'111 =+] J avec 'lJ.l = cos JI. Avec cos l' "'-' l et en négligeant le terme 
en ; on obtient li:] condition 

1 S'CL 9 
-[1--> 
2 m 

(8.:10) 

(voir figure 8.5). 
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v 
474000 

Fig. 8.5. 

~lOOO 

Cette condition n'est pas toujours réalisée} en particulier en début de tra
jectoire, car il faut que la vitesse soit assez petil,e pour que la trajeetoire soit 
elliptiquc: E = ~Tn:v2 - (~:} < O. Par aillcurs le domaine de vol équilibré dépend 
de la densité de l'atmosphère (faible en début de Lrajedoire) et Înversement 
proportionnelle à la masse. C'est une condition de contrôlabilité cruciale qui 
signifie que la portance peut équilibrer le Lenne de 

On peut, observer que pour /1, = k7r la portance est cont.enue dans le plan 
de l'e1lipse osculatrice et le monvement est plan, 

8.1.10 Réduction du problèlue, luodèle sÎlllplifié en dimension trois 

Remarquons que le système (8.5) décriva.nt, l'arc atmosphérique est. de la forme 

fj = ..,Y ( q) -1- IL Il; (q) + 1/2 Y2 ( fi ) , 

avec 'LJ.l eosp} '/l.'J = sinp et q = (r,v,~llLlllX)· Posons f}1 (1',v,1') et, 
fJ'2 = (L,l, A)' Alors 01] peut décomposer Ip systÈ~rne de la rnanière suivante: 

Plus précisément, le premier sous-système, qui représente le mo'tl'/Jcnrcnl lon
gitudina.l de la navette, s' écri L 

i' = 'Vsin~f, 

'il = - 9 si n ""f k pl! 2 + 0 ( {2) ! 

7 = cos, (_f!. + ~) + k'pv'UI + O(fl), 
l' l' 

et le second sons-système, qui représente le 'J77.O'Iwc1l1cni lalrh'al, cst 

(8.1] ) 
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. v 
L = - cos l' cos X, 

l' 

i =~ COS sin 
]'. cos 
k' pv 'u 

.\ =--U2 + COS '''y LanLsin X + O{fl), 
cos ""'( r 

avec 

k 
1 SeD 

/,:' 2-;;;-' 2 'fn 

(8.12) 

De plus, pour le contrôle de l'arc atmosphérique, le prohlèrne majeur a.u cours 
du vol est de respeeter la contra.inte sur le l1ux thermique, et ceci requiert une 
analyse fine du 1I10l1Wmwnt longitudinal de l'engin. 

Ces remarques nous amènent ft construire llll modèle simplifié en dimension 
3 du problème de rentrée atmosphérique. En efTet, en négligeallt la vitesse de 
rotation de la planète, ou bien en supposant la force de Coriolis constante, le 
système décrivant l'évolution de la navette se décompose en 

Dans les co()rdonné(~s {j] (1', 'V, ')'), oit le eon!;rôle est, '/1,t = cos Jl, et où on 
suppose la force de Coriolis constante, ce modèle simplifié s'écrit 

'l' = 11 sjn ')', 

il = -gsin,- A:pv2
, 

:"l cos l' (- f!.. + 'lI)+ 1/ plY/J] + 2fl, 
v r 

(8.13) 

oit ]e contrôle Hl vérifie la eonLrainte ln] 1 ~ J. Pour ce modèle simplifié, on 
ne prend en eornpte qlle la contrainte sur ]e fiux thermique 

Dans ]a section suivante, nous analysons en détails ce sous-problème. 

8.2 Contrôle optÎlnal et stabilisation sur le nlodèle 
sÎlnplifié en dhnension trois 

Dans cette section on résout théoriquement puis numériquement le problème 
de contrôle optimal pour le système simplifié en dimension trois, d'abord en 
ne t.enant pas compte de la contrainte sur le flux IJIPrInjque, pujs en la prenant 
en compt.e. 
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8.2.1 Le problème sans contrainte 

Rappels sur le principe du l11axÏrnUlTI 

Rappelons un ônoncé de ce théorème fondamental adapté iL notre problème. 

Théorème 50. Considérons le s!l8lème de conlrôle da.ns IR" 

i;(t) = f(:rUL '1/.(1)) \ (8.H) 

où f : ]Rn xIP":/lI ---t ]Rn c.':it de dasse CI cl, où les con/Tôles sont des applicatio'lls 
rnes'll'mbles el, bm71,ées défi11ies 8111' des 'hllcrvalles [0, /'(n)] de el li Da/euTs 
dans U c IPt". Soient 11[0 el Ali den:z: HfJ'llS-en8em.ble8 de lR~'/I. On '/wt,e U 
llensem,ble de8 contrôles lUhnissiblcs don!. les f,mdecf,01:n~s as.':iocécs n:.lienl un 
poùt.1, 'Ï'lJ:i!,ial de j\Jn à 'lUI po'inf, Ji:nnl de jHI . Pour '1111, tel contrôle (J'fi d{~fiTlü le 
coût 

/,

'f( Il) 

C('/I) = IO(;D(t),1J,(t))d/', 
.0 

où .rn : IP~1l X lRm --;. lIt CJ'lt lisse et ;z:(·) est. la. trajectoire solu.Uon de (8.14) 
associée nn contrôle 'U (prol)lème de conf:rôle oplùnal à I,emps .fl.nal non .fi:J:é). 

Si le contrôle li, E U est opiùna.l SUT [0, t,.L aloTs il e:1:i81,e 'wne applù:a!.io'f] 

non triviale (p(- ),])0) : (OJ",] -,. lItT! x IR. nlJsolumcnl continue appelée vect{~'lJ.l' 
(].(l:jOÙII. J où po est une CO'l1sl,(J.·nl,{; négative ou nulle. lelle que la I:mjecf,oirc 
o]>I.i'tnole .1: associée an conl,1'ôle '/1 lJérific presque parlant SUT (0, /, .. ] le s!}slbn.c 

aIl 
-, .. -(:1:,]J, pO 1 '11), 1J 
âp 

(8.15) 

où, I1(:r,p,po,u) = (p"f(.Tl'U)) +pofO(:I:,'/1) est le Ha.miUonien du système, el 
on fi la, coruliUo'll de m·axirnÏ!w.tiO'lI. p'l'esque porfout S'Il'1' [0, ['1] 

(8. Hi) 

où, JH (:r(t), p(t),pO) = max!lEU JI(:l;(t) , p(t),pC\ u). De plus on 0, Jm1lT !'oul 

tE [0, 

(8.] 7) 

Si 1110 el, l1{t (0'/1 .111.';(,c ['U'fI. de.s deu;/; ensembles) son/. de8 Vf1'l'ié/.é8 de 1ft /1 ayant 
des espaces I,nngenl,,'; en :1.'(0) E 1110 et :J:(t..,) E j11)! nlO'I'8 Ü~ vecteur (J,{l:ioint pe:ut 
ëfTC cho'isi de ma:f1/ièTC ci sa.lis,(œin: les cOlllli lions de lrausvc1'salUé 0.11:[ den:l; 
ed;rém:i lés 

Flem.arque SO. Vapplication du principo du maxÎInl1rn permet. de ramener un 
problème de contrôle optima 1 il un problème aux valeurs lÎlnites, qui se résout. 
ensuite llumériqllement avec une m.é/.hode de th' (cf (66)) l ce qlW nous rerons 
plus IOÜl. 
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Application au problème de la navette 

Le syst(lme sÎJnplifié (8.1 3) en dirnension trois peut s'éerin~ comme un sysf,èrne 
de cO'll17'ôle affine 'ITw'(I.o-enln5e 

;i:(I) = X(:,;(I,)) +- 1I,(t.)Y(:z:U)), l'n(t)1 ~ 1: 

_ D ') () (q v) D .x = v sin, -;:- - (g si n , +- k plr ) -;- + cos J' _:... -1- - -, or Dv 11 '/' D~{ 

,.r JI D 
1 ,~ pu a~]' 1 

Le c011t est le flux thermique total 

/,

'[f 

C(u) = , ip dt, 
• (1 

avec r.p CqVp(r)'u:J
• On suppose de pIns que !J est constant. 

(8.18) 

Proposition 81. Toule lTfl,jedoù'c oplimale cst bang-baug, 'i. e. est une suc

c.cssion d'arcs associés au contrôle 'lt. ± 1 . 

P1'CU'VC. Dans notre cas le Hamiltonien s'écrit 

et la cOlldiLion de nULximisation implique que 'll = signe( (p, Y-)) si (p, Y) i= O. Il 
suffit; donc de montrer qne la fonction 1.1-+ (p(t), Y(;r;(t,))), appelée fondio'J/ de 
cormnulrJ,lion, ne s'annule sur aucun sons-intervalle, le long d'une extrémale. 
Supposons le contraire, i.e. 

(pen, Y(:r(t,))) = 0, 

sur un intervalle 1. En dérivant deux fois par rapport ft /. il vient 

(p(l:), [.X, Y] (:l:(t,))) = 0, 

(p(t), [~Y, [X, Y]](,1:(t))) -1- u(1,)(pU) , [Y, [--,Y, Y]](:/:(I.))) 0, 

où l.,.] est ]0 crochet de Lie de ehamps de vodeurs. Par conséquent sur 
l'intervalle Ile vecteur p(t) est orthogonal aux vodeurs Y(:,;(t)), [ .. X, Y](a:(t))l 
cl [X, [X, Y]] (:l:(J.)) + u(t) [Y, [X, Y]] (:1:(1,)). Or on a le lemme suivant. 

Lenune 56. Pou'/' l,out, '/l, tcl que 111 1 ~ 1, on (1, 

dcl(Y(:r), [XI (:r), [X, ,Y]](a:) + '1/,[1", [X, Y]](:r)) f- O. 



8.2 Contrôle optimal et stabilisation sur le modèle simplifié en dimension trois 211 

Preuve (Preu'lJe du lemme.). Le ca.lcul donne 

a 
[X, Y] = 'Ucos'-a gC08 

'1' 

D 

['" ['V' '"]] . (} . l, .,i, J' = v SUl ~r'-D' - g sm 
r 

D 

et donc [Y, [X, Y]] E Vect(Y, [J\, Y]). Par ailleurs, det (Y, [X, Y], [.X, [X, YJ]) 
nlcst ja.mais nu] dans le domaine dt~ vol (où COS")'"# 0). 

Il s'ensuit que p(t) = 0 sur J. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement 
nul le long de l'extrérnale, ct par conséquent, pOrp (:1; (t,) ) 0 sur 1. Corrane 
<p"# 0, on en déduit pD O. Donc le couple (p(-),Jl') est nul sur 1, ce qui est 
exelu par le principe du maximum. 

Le contrôle optimal 'U(t,) est donc ba:n.g-bnng, Le. c'est, une succession (Farcs 
u ±L Nous avons le résultat suivant, qui découle d'une étude géométrique 
détaillée dans [ll, ILl]. 

Proposition 82. Ln t;m:ie.ctoirc opJ/Î,rrwle satisfaisant les condiUons 'inûia.!e et 
,finale (voir tableau 8.1) est const'ituée des deU1; ares e011.sécu.tif.'J 'LI = -1 puis 
1.l= +1. 

Ponl' expliquer ce résultat suffit œapp1iquer la proposition 78 du Cha.p. ï 1 

qui décrit, la synthèse temps-minimale locale en dimension 3. Pour cela il 
faut reparamétriser notre systf:~me par le flux, de manière il se ramener à un 
problème de ternps minimal. 

On introduit un nouveau paramétrage s du système (8.1 8) en posant 

ds rp(q(l,))dt. (8.19) 

En notant' la dérivée par rapport il s) le syst(~m€~ (8.18) s~écrît 

J./ ./Y ( :1:) + 'aX ( q) , lu 1 ~ 1 (8.20) 

où 1!JX ~ fr = '1!;Y 1 el; 'if} ~. Le problème de contrôle optimal équivaut 
alors à un problème de temps minimal. On établit le lemme suivant à. raide 
de IVIaple. 

Lmnme 57. Dans le d01naine de vol où cos l' "# 0, on a : 

1. 
2. 
3. 

1;', [..f'Y, i·"/"] sont linéain;mcnt indépendants. 
[.lY, )-:r]] E lied {f-, [..fY, 

,[..ft, 1~-]l(:r) = a (:r)....Y (x) + b(;1;)f.r(:r) + c(:r)[X, rr](:l;) avec CL < o. 

Avec les résultats du Chap. 8, la proposition s'ensuit. 
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Simulations numériques 

La trnjectoire optimale est clone de la forme, -1-' où 1- (l'esp. 11+) représente 
un arc solution du système (8.13) associé au cont.rôle 1J, = l (resp. 'LI +1). 
n s'agit donc de déterminer numériquement le ternps de commut.ation tel Le. 
le temps auquel le eontrôle 1[(1) passe de la valeur -1 à la valeur +1. Pour 

on peut proeéder par didw/'omic, de la manii-:,re suhrant.e. Et.ant donné 
un temps de comrnu!;at;ion on intègre le système en (T, 'u, 1'), jusql(à ce que 
la vitesse v attdgnc la valeur requise, soit 445 mis. On effectue alors une 
dichotomie sur le de manière à. ajuster l'alt;iLlIde finale 'r( t.r) = TT + Il U f) à la 
valeur souhaitée, soi\, '15 km. 

Remarque 31. Tl slagit d'un cas particulier de méthode de Ur, qui se ramène 
ici pour le problème simplifié à une dichotomie. Dans le cas général tTaité plus 
loin, la mise en oeuvre d'une méthode de Ur (multiple) est nécessaire. 

Les résultats obtenus sonl; tracés sur les figures 8.6 et 8.7. On se rend 
com pl;e que cette stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le 
flux thermique, et n'est donc pas adaptée au problème. La en compte de 
cette contrainte sur l'état ost donc bien indispensable. 

200 400 600 

200 ·100 600 

200 400 600 

Allitude 

800 

Vilesse 

800 
Anglo do vol 

800 

1000 1200 

1000 1200 

1000 1200 

Fig. 8.6. Coordonnées d'état pour le probli:~m() sans contrainte 

1400 1600 

1400 1600 

1400 1600 



8.2 Contrôle optimal et stabilisation sur le modèle simplifié en dimension trois 21:3 

15' 10' 

10· 

0.8 

0.6 

OA 

0.2 

o 

Angle de oite (rad) 

Fig. 8.7. Flux thermique, et angle de 
contrainte 

(contrôleL pour le problÈmJe sans 

8.2.2 Le problème avec contrainte sur l'état. 

On tient maintenant compte de la contrainte sur ]e flux thermique. 

Lemme 58. En supposant que CD et Bont CO'II,slan{s. la conl1'a1:n{e SUl' le 
17,'/1,:1; tlw'rrnique esl, d'ordre dCU.1:, et l'hypothèse CI! à Mwoir "YXc ne ,,'annule 
pas 811,1' la frontière" (UOiT Chap. 8), (;,<;/, satisfaite dans le d01neûne de 'Vol. 

Dans la partie du dom~ùne de vol 011 rare frontière est, admissible et 
non saturant~ (hypothèse Ca») l'are î' viole la contrainte au 
do la frontière. On déduit donc du théorème 49 du Chap. 7 le résultat suivant. 

Proposition 83. (12. 11 j La /'radecloh'e opl'imale sai,isfaisant, les condit;ions 
inN:iale et finale r'equ:iseb' eb't de la forme î'- ,?;,,)î'~1 'i.e. elle est consfüuée 
des quatre a.rcs cOT/.sÉC'nhfs : u 'lJ + 1! un arc fronl'ière C01'1'CS1)()'lulant 
à ·u.n flux thenniqne m.a:ômal, ]luis Il -1-1. 

Comme pour le probli~me sans contrainte, on a trois temps do commutation 
il calculer numériquement: 

• le temps de C01l1ll1lItation t, 1 de -1 à. -1-], 
• le temps de commutation 1;2 de -1- l il 11.'l' où Us est Pexpression du contrôle 

pormeUant un flnx thermique maximal, 
• le de commutation 1.:J de 'U.~ il + 1. 

Calcul du contrôle iso-flux 118 

Le d'un arc fronUère restant fi. rIux thermique ll1':Lximal, on doit avoir 
. Par dérivation, on obtient 

1 'lJ 

2 

'P A + Bl1, 

. 3go . 
sm, - -.,-Sl11îJ 

1'-'11 
3kp'IJ), 
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où les coefficients A et B sont calculés à l'aide de 'NJaple. Le long de Parc 
frontière iso-flux, on doit a.voir 

d'où rOll déduit 
ACt) 

1J...,(t) = - B(t.)' 

L'expression obtenuo pOlIr Us (t) est 

'/18 (gor2v2+71i:pv4r'1.c;ir11' 'l':111-1COS21' 2n.,.,lv:icoSi 

18goh!l1'v'2 i - Gggh,~ + 12Y5hs COS
2 i + 12goh.,;rv2 

cl ') 'J 1 1) - 12[}gohs'l'-'l' cos 1 + fi/,:- hsp-'f" V· 

/ (kl,,.2V'1 p(r2v2 + Ggnh.~) cos ~d. 

Rema.rque 32. Les simulations à venir nous permettront de vérifier Ge ]Joslcr'i

O1'i qne ce contrôle Us est; bien adrnissiblc1 i.e. vérifie la contrainte l'Us 1 ~ 1, 
pendant; la phase iso-flux. 

Shnulations numériques 

Le temps de eomnmtation /'1 est calculé de la manière suivante. On intègre 
le système (8.1:3) jusqu'à ce que (p O. On calcule alors 1,1 par dichotomie 
de façon à ajuster rp à sa valeur maximale rp'lI(J;r; en ce temps cFarrêt. On 
détermine ainsi numériquement le premier temps de commutation tl 153.5. 
Le temps de sortie de la phase iso-flux est déterminé de manière complètement 
analogue. Fhmloment, on arrive aux résultats représentés sur les figures 8.8 
et 8.9, 

On a donc ainsi déterminé Illunériquement une trajectoire optimale satis
faisant les conditions aux limites souhaitées, et respectant la contrainte sur Je 
flux thermique. 

Remarque 33. Pour le modèle non simplifié en dimension G, ce n'est pas le 
cas : les contraintes sur le facteur de charge el; sur la pression dynamique ne 
sont pas respecLées t et il faut envjsager une pha,se iso-accéléraLion normale, 
voir section suivante. 

8.2.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale 

On se propose Jnaintenant de stabiliser le système simplifié autour de la trajec
toire construite dans le paragraphe précédent, de façon à prendre en compte 
d'éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modèles, aux perturbations 
atmosphériques, ete. Pour cela, on utilise la théo,t'ie linéa.i1'e-qua.dmtique, qui 
permet d'exprimer le contrôle sous forme cIe boucle fermée, au voisinage de la 
t.rajectoire nomhnalc, de f<;1(;on à la rendre sLable. 
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Allilude 

200 400 600 BOO 1000 1200 
Vitosse 

200 400 600 BOO 1000 1200 
Angle de vol 

200 400 SaD BOO 1000 1200 

Fig. 8.8. Coordonnées d'état pour 10 problème avec conl;rainl;e 

0,0 
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, -O,~ 
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200 400 GaO BOO 1000 1200 1400 200 400 liOO BOO 1000 1200 

Fig. 8.9. Flux therll1ique~ et. angle de gîte (contrôle), pour le problème avec 
con traintf! 

Rappels sur l'équation de Riccati et sur les problènles 
de régulateurs 

Soit T > () et soit :1: E lR~11. Considérons le problème LQ de trouver tlno 
trajectoire solution de 

i(t) A(t):r(1,) + B{t}u(t), :1:(0) = ;1~, 
minimisant le eoùt quadra.t;ique 

tJ;(T)Q.T(T) + fT C~TU)TV(t,);r(t,) + 'u(t,)U{t.)u(l)) dt, 
./0 

(8.21 ) 

(8.22) 
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oil, pour tout t [0, TL u(t,) E Mm (IR:) est symétrique définie positive, H7(1,) E 
M JI (iR:) est symétrique positivc, et; Q E .AI( Tl est une matrice symétrique 
positivc. On suppose que la dépendance en (, de A, B, VV et, U est LDO sur 
[0, T]. Par ailleurs ]e coüt étan!; quadratique, Pospaee naturel des contrôles est 
L2([O, T], RH1), 

La fonction va.leur Sr au point :r est la borne inférieure des coüts pour le 
problème LQ. Autrement dit, 

On l'ail: l'hypothèse suivante sur U : 

T 

30' > 0, Va E L2 ([O, Tl, IftI1l) l Iu,(t)u(t),//,(t)dl 
.10 

,'P 

n / fu(t)u(l)dt . 
.10 

(8.23) 

Par exemple cett(:~ hypo1;h~~se est satisfaite si l'app1ication t H- U(t) est con
tinue sur [0, T] et T < +00, ou encore s'il existe une constante c 0 telle que 
pour tont f, E [0, Tl et pour tout vecteur 'IJ E Jœ.I1l on ait ('vU(t)v ~ CiV'IJ. 

Théorème 51. 8011,S 1?I,ypol.hèse (8.23), ]JO1/.1" touJ, a: E ]Rn il cJ:i..,le une unique 
l,'f'lIJectoire op l;imale :r associée au contrôle 1), }JOU:/' le 1J'roblème (8.21), (8.22). 
Le contrôle opt:i.mal ,t;e me{, Bons Jorrne de boucle fermée 

'HU) U(t)-IIB(f.)B(t):r(t), (8.24) 

où Bel) E Nt n (1R:.) est solulion s'Ur [0, T] de l'équation matricielle de R'Îecai:i 

Ê ( t) = l,V ( t) - 'A (t ) E ( (;) - E ( l ) A ( t) - E ( l ) B ( t ) U ( t, ) - l iB ( i ) E ( t ) '( ) 
8.25 

E(T) -Q. 

De pins pOl/,r {,md t E (O, Tl la mair'iee E( t) est symétrique, el, 

(8.2G) 

Renw7'que 34. En particulier le Lhéorème affirme que le contrôle optima.l 11. so 
met sous fonne de boude Jernu!e 

'li (t.) = J( (f; )a:(t) 1 

oil J((t) U(/.)-lIB(t)E(t). Cette forme se prête bien aux problèmes de 
stabilisation, comme nous le verrons plus loin. 

Remm'qlle 35. Il est, clair cl'apri~s l'expression (8.26) du eoùt minimal que la 
matrice E(O) est symétrique négative, Si la matriee Q est symétrique définie 
posiLive t ou bien si pour tout t E [0, T] la matric(:~ H7(t) est symétrique 
définie positive, on montre que la. matrice E(O) esL de plus symétrique défilljc 
négative. 
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Rcmnnjue 86, Pour l'implémenta.tion numérique de l'équation de Riccati, on 
utiHse une représentation linéaire dp ceLte équation de Riccati, voir par ex
emple (43]. 

Appliquons maintenant la théorie LQ précédente au problème du réglllaj;eur 
d'état (on "probJ(~nH:~ (Passervissenwllt", ou "problème de pouT'suHeH

, en 
anglais '~1.raeking problem"). Considérons le sysLènle de contrôle ljnéaire por
turbé 

d;(t) A(t):I.:(1,) + BU)u(l) + rU)~ ;r(O) = :1:n, (8.27) 

et. soit E,(t,) une certaine trajectoire de TRlI sur [O} Tl, parta.nt d'un point E,o (et 
qui n'cst, pas forcément solution du système (8.27)). Le but est de déterrniner 
un contrôle tel que la trajectoire associéo, solution de (8.27), suive le rnieux 
possible la trajectoire de référence eu). La théorie LQ permet (rétablir le 
résultat suivant. 

Proposition 84. Soit E, une. tmjecfoirc de lF~1I SUT [0, TL el cm/sidérons le 
proûlèrru; de pO'lJ.l'su.Ue pour le slJstème de contrôle 

:Ï;U) = A(t,)x{l) + B(t)'Il.(t) r(i1 :/:(0) = :1:0, 

où l'ou veul, minùnisc7' le coût 

C('/1.) '(:r(T) - ~(T))Q(;r(T) - ç(T))+ 
,7' 

1 (':r(l,) - ~(J,) H! (1) (:(:(1.) ç(t)) + fn( t)U(t )uU)) dL Jo 
Alo1'S 'il c:rù;te un unique conl'rôle opl'Îmal, qui s'écl'ü 

où E(t) E Nf '1 (lPn et II(/.) E IR~1I son1 soluf,jol1.s S'/11' [0, Tl de 

É = l,V - tAE - EA EBU-liBB, E(T) = 
il = t'Ah - E(Aç - ~ + T) EBU-1 'Bh, h(T) = O. 

et de plus B(t) est .c;ymétriqlle. p{].'J' {J,'illctLTs le cO'/Î./, m'Îlûmal est alors ({qal ci 

l( :r (0) ç ( 0 ) ) E ( () ) ( J,' (0) - e ( 0 )) - 2'11 ( 0 ) (:r ( 0) - ç (0) ) 
,rr 

1 (2 l (A(t)E,(t) - 1:(t) + 1'(t))II(I) + 'h(l)B(I.)U(l)-l/B(t)h(t)) dl. Jo 
Remo:rque 37. Notons que 1e contrôle optimal s'écrit bien sous forme de boude 
fermée 

u(t) = J((t)(:/;(t) ç(I)) + I-l(t). 
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Considérons ma.intenant le système de contrôle non linéaire dans RTl 

;1;( t) = .f (:1;( (;) l 'Il (t) ), 

Ol1 .r : IP.i.fl X m;.m -+ IP~11 est Cl, et les contrôles admissibles n sont à valeurs 
dans fl C IRHI. Soit (a:e (· ),lJ.("(.)) une trajectoire solution sur [0, TL Lene que 

() 

pour tout l E [0) T] on ait I.I,(t) E n. 
Supposons maintenant que le système soit légèrement perturbé, ou bien 

que l'on parte d'unc condition initiale proche de :l:c(OL et; que l'on veuille suivre 
]e plus possible la trajectoire nominale :z:/;(-). Posons alors y(.) :r(·) :1:e (') 

el,v(-) 'll(') '/1.e (-). Au premier ordre, ]j(-) est solution du système linéarisé 

y(-n A(l)y(l) + B(t,)v(l), 

ail 
al af 

AU) = î(:re(I),ueU)), BU) = -:;:;-(:re(t,),ue(t)). 
UX DU 

Le but est alors de rendre l'erreur 11(') la plus petite possible, ce qui nous amène 
~l considérer, pour ce système linéairf~, un coût quadratique du type précédent, 
olt les matrices de pondération Q, TF, U sont à choisir en fonction des données 
du problème. Il slagit, au premier ordre, d'un problème de poursuite avec 
E. ,Te· En parUculier on a h = () pour ce problème. 

C\est cette stratégie que l'on adopte pour stabiliser la navette vers sa 
trajectoire de référenee. 

Application au problème de stabilisation de la navette 

Pour tenir compte de la contrainte sur le contrôle, il faut d'abord modifier la 
trajectoire nominale J;e() obtenue précédemment de façon à ce qu'elle respecte 
la nouvelle contrainte sur le contrôle 1'lJ.(~ 1 ~ 1- c, oil E est un petit, paramètre. 
On choisit par exemple ê 0.05. On trouve alors cie nouveaux ternps de 
commutation, qui sont; 

Les simula I,ions sont effectuées en prenant des conditions initiales proches, 
mais différentes, de celles du tableau 8.1. Le choix des poill.':! est important. On 
obtient; des poids adaptés par tàtonnernents, et en tenant compt.e de forclre 
respectif cles variables du système. Ici on a pris 

(
10-0 0 0) 

TF = 0 10-::! 0 , 
o () 10 (

10-
0

00) 
q= 0 00 

o 00 
et U = 1010. 

Bien r::!ntendu d'~1Utres choix sont possibles. Ici notre choix de Q force Palt;itllde 
finale à être proehe de rCl\ titllde souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté 
à la vitesse finale et à l'angle de vol final. 

La trajectoire ;r(-) part d'un point x(O) différent de a:f:(O). On a pris Jes 
données llunH~rîques suivantes : 
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• écart sur PaItitude initiale: 1500 m, 
• écart sur la vitesse initiale: 40 111 /s, 
• écart sur l'allgl(~ de vol initial: -0.004 rad) soit; -0.2292 deg. 

Les résult.ats numériques obtenus sont assez satisfaisants: Paltîtude finale 
obtenue est 15359 km, et la vitesse finale est, 458 rn/s. L'éeart par rapport aux 
données souhaitées (altitude 15 lem, vu'esse 4LlO mis) est dOllC assez [a.ible. 

NoLons que l'écart sur l'angle de vol initia] que nous avons pris ici est assez 
important. Cette pente initiale est en erre! un paramètre très sensible clans 
les équations: si à l'entrée de la phase atmosphérique l'angle de vol est; trop 
faible, alors la navette va rebondir sur l'atmosphère (phénomène bien connuT 
dit de rebondL et si au contraire il est trop î111portant il sera impossible de 
redresser l'engin, qui va s'écraser au sol. 

l,es figures suivantes sont le résultat des sinmlations numériques. La figure 
8.10 représente l'écart entre l'état nominal et l'été:lt réel, et la figure 8.11 
l'écart entre le contrôle nominal et le contrôle réel (contrôle boudé, ou contrôle 
feedback). La figure 8.12 représente l'état, et la figure 8.13 le flux thermique. 
On constate que la contrainte sur le flux thermique est à peu près respectée. On 
peut condure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante. 

écart d'allilude 
2000r-----r----..------.-----.-----,-----.----_,-----.----, 

1000 

o 

-1000 

_2000~--~L---~----~----~ ____ ~ ____ _L ____ _L ____ _L ____ ~ 

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 

éCûrt de vilesse 
100.----.-----.-----.----~----_.----_,----_r----_.----~ 

50 

o 

-50 

_'OOL---~~--~----~----~----~----~-----L----~----~ o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 

éCûrt sur l'angle do vol 
0,02 .---------,-------.------r------.------,..------,-------.------_.-----, 

0.01 

o 

-{lOlO 
100 200 :JOO 400 500 600 700 1300 900 

Fig. 8.10. Ecart entre l'état nominal et l'état réel 
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écart sur le controle 
0.08,..---..,----,---..----.------,---.,.----,..-----,.---.. 

0.06· 
0.04 
0.02 
01-------

-0.02 
-0.04 
-0.06 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 

1 

O.B 

0.6 

0.4 

Q.~~-\ 

coolrôle leedback 

v 

...().2"'--~1~00:;;----;:20*0;:;------;;-3oo!;;;--4-.;!00b:----;5:::!;00:;::-----:::6~00~---::;700~-a::;!00=---:::'.!goo 

Fig. 8.11. Contrôle bouclé, et correction par rapport au cont.rôle nomina.l 
8 le 104 Alti lude (ml 

6 

2 

a 0 100 200 300 40Q SOO 600 700 800 900 

§ 1 
0 0 100 200 300 400 SOO 600 700 BOO 900 

°:1" ,~I 
-0.50 100 200 300 400 500 600 700 800 900 

Fig. 8.12. Etat avec le contrôle feedback 

8.3 Contrôle optimal du problèlne cOlnplet 

Dans cet.te section nous effectuons le contrôle optimal de l'arc atmosphérique 
du système complet (8.5), en dimension six, soumis aux trois contraint.es sur 
l'état; : flux thermique, accé1éraUon normale, et pression dynamique. 

8.3.1 Extrémales du problème non contraint 

Considérons tout d'abord le problème sans contrainte sur l'état. Le I-lamn
tonien du système sléerit 
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Flux Il'!ermiqœ(Wlm") 

7-

5 

4-

3 

2 

00 100 200 300 400 500 600 700 BOO 900 

Fig. 8.13. Flux thermique avec le contrôle feedback 

f[(q,p, '/1.) = (p, )((q)) + U1 (p, }-"1 (q)) + 11,'2 (p, l"2(q)) + p'\p, 

ail 1/. = (111! '112), '111 

vecteur adjoint. 
sin /l et; ]J 

En parmnétrisant les trajectoires par ds = rp(q)lu', on se ramÈmc à un 
problèrne de temps minimal. Les contrôles vérifient la contrainte non con
vexe uÏ + l, qlle l'on convexifie selon 'UT + 'l1§ ~ 1 de rnanière il as
surer l'existence de solutions opUmales. D'après le principe du méLxÎmum, 
les contrôles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface E : (P: 1"1) = 
(p,1"2) 0, par 

1/.] = cos /-1. 
(p, YI) 

(8.28) 

Les extrémales correspondantes sont. c1Hes 'l'éguNèrc8, et celles qui sont.. con
tenues dans la. surface E sont. dites sinf}'ll.liè-res. 

Rernnrque 38. Supposons que il soit négligeable. Si on impose 'lJ.2 D, on 
oLUent un Hystè~me de contrôle affine mono-entrée étudié dont la projecf.ion 
sur l'espace (7', V1 "/) a été étudiée dans la section précédent.e. Dans ce cas, la 
force de portance est tangente au plan de la t.rajectoire du systèrne libre, et 
raJg(~bre de Lie engendrée par X, y] est, de dimension ~ ~L Les relations 

v. dL 'U 
= - eOH l' sm X La n L! 1 = - cos ~l cos X, 

dl l' (l r 

conduisellt à la réduction crllciEJle 
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ct la relation 

dX 
dL 

tanx tan 

f'X cly f'L _/_'- = tanL dL . 
• x(O) tan A: . L(O) 

En particllli~r l'évolution L 1-+ A:{L) ne dépend pas du contrôle. 

Calcul des ex/'l'éTn{1,lc.~' singulières 

Calculons les tlxtrémales contenues dans la surface E, Le, telles que ]J, = 
Px O. Elles se projettent sur les trajectoires singulières du système aHine 
(j )({q) + 'llll](q) + 'l],2 Y2(q). Les trajectoires singulières (singularités de 
PapplicaUon entréE,'-sortie) étant; Feedba,ck invariantes (voir [ID})) on peut rem
placer }] par le champ de vecteurs constant ô/ô'Y, et Y2 par a/aX. Dans ce 
cas, [Yi, 1'2] = 0, et on peut considérer""( et, X comme des contrôles, Des calculs 
formels sur les crochets de Lie conduisent au résultat suivant (ponr plus de 
détails, voir [14]). 

Lemme 59. Les l,rajec/,oil'cs singulière8 du s]/stèrne bi-entréc q 
'UIYl{q) + 'lJ.2 Y'2(Q) vérifient A: = h~1i, li; E Z. 

X(q) + 

Les simulations numériques montrent que cette situation n'arrive jamais, 
en fait on verra que xU) E]O, 71 /2] dans le domaine de vol. 

Calcul des e:.r:trémales l'égulièr-cs 

Les contrôles extrômaux sont alors donnés par les formules (8.28). Le calcul 
du systèmo extrémal est compliqué en raison du nombre de termes, ef; a. été 
réa1isé aVf:~C l'vlaplc. Le Hamiltonien est Ii = (P, X + 'ul11 + 1121'2J + p01p ail 
ril ~ O. 

dL 
dt 
dl 
dt, 

dX 
dl, 

'V sin l' 

k P v2 + çil l' cos L (sin 'Y cos L cos Î' sin L cos X) 

( 
(jo 11) , -7,- + - COs"'y + k pI! cos JI. + 2 [} cos L sin A: 

1'- '1) l' 

[t~ l' 
+ -- cos L (cos l' cos L + sin 11 sin L cos X) 

11 

v 
- c0811 cos A: 
'1' 

'LI cos 

r cosL 
1.1 P '11 'U 
_\'--' sin Il + - cos 'Y tan L sin X + 2 [} (sin L - tan 'Y cos L cos X) 
cos 'Y l' 

n" .,. sin L cos L sin 
+H~ 

v cos Î' 
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, ('J 90 sin 1' k /)2 '2.. '.' '" 
}JI) ... + 11.:; + n cosL (S1I1') cosL 

'U 
+ PL 

Px. ( 

- COS"', sinL COSx)) 

v " k' {J'V 
- -;.')) COS ')' - -, - cos P 

'IJ r- 1,<; 

+ ~2 COS L (cos, cos L + sin r' sin L cos X)) 

cos ri cos A + Pl 

k' 'lJ 'l! 
-~- sin IJ. - cos, tan L Stll X 

cos, 

f22 sin L GOS L sin '\') + l, 

v cos l 

dt 
= - p,- sin ')' + 2 PI! k p'U - P''i (( :;0 'l + ~) cos')' + 1,7' P cos Il 

'1'- v'" l' 

dp, = 
dt 

cos L ( cos 1' cos L + sin 1 sin L cos X) - jJ L -'---
r ) cos 

COS"y sin::\ 
-Pl---

r cosL 

r 

( 
k' p. cos _ n'.!. ',. sin L e,'os, L sin X) 

- p\ -- Sll1/.J. + -------
, cos ')' ',. cos #Of 

- 3])° Cf} .JPv2 

( 
90 ') 

- Pr' V cos ')' - Pl' - 0' cos, + n- '1' cos L ( cos, cos L 
1'-

+ sin r' sin L cos X) ) 

(( 
90 

-p -
1 1'2 'lJ 

'V ()2r 
-) sin 1' + _W __ cos L (- sin, cosL 
r v 

+ cos, sin L cos X) ) 

v , v sin 1 sin y + PD - sm '"Y cos X + }J,- ' , 
'1' l' cosL 

( 
1 sin 'U. L' - Px k {J 'LI sin p. - S111, tan J SIn X 

1' '1" 

"). f22 '/' sin L cos L sin X Sill,) 
- 2 f2 (1 + tan-,) cos L cos X + -- ') 

'u C08- ')' 
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dPL 
(Ji, 

- P/!( - [22 r sinL(sin{ cosL - c081' sinL cos X) 

+ n2 
'f' cos L (- sin Tsin L - cos ''( cos L cos X)) 

. . n2 r, 
2 [2 SIll L sm X - -- sm L (cos"'( cos L 

'0 

+ sin{ sinL cos X) 

[22r ) + cosL(-COS1' sînL+sin{ cosL cos X) 
'l) 

v cos ( si n \: sin L 
- ])/- " 

r cos2 L 

- p\:. ('!!. cos 'Y (1 + tan 2 L) sin X + 2 n (cos L + tan, sin L cos X) 
, '1' 

n2 l' C052 L sin n2
1' sin2 L sin 

+-------
v C08'"'( LI cos, 

dpI = 0 
dt 

âpy _ ]J'II [22 l' cos L cos r sin L Sill \: 
dL 

( 
[22 l' ) 

- ]J-r 2 n cos L cos X - -0- cos L sin L sin { sin \: 

v . '" cos + ]JL- cos l' sm X - ].>1------
'f' l' COS 

(
V 

- p'\. - COS 1 tan L cos X -1- 2 il tan r COB L sin X ,\. T 

[2'21' sin L cosL COSX) +---------
v cos"'/ 

Remarque 3.9, L'analyse dl1 Hot extrémal, initialisée dans [ILl], est, complexe. 
Ceci est. dù d'une part, aux singularités méromorphes en !J-, = PA = 0, 
d'autre par\' à l'existence d'extrémales singulières. Heureusement, dans notre 
problème, on n'a pas besoin de connaître une dassifical,ion des extréma.les, 
ear les conditions limites conduisent; via les conditions de transversalité Il des 
sirnp1ifications et; réductions notables. 

8.3.2 Construction d'une trajectoire quasi-opthnale 

On prend maintenant en compte les t.rois contrainLes sur PétaL Les sim
ulations numériques montrent que la contrainte sur ]e flux thermique eon
cerne les vit.esses élevéf::~s} celle sur l'accélération normale concerne les vitesses 
moyennes, el; celle sur la. pression dynamique concerne les basses vitesses. 
Donc, si la trajedoirc contient des arcs fTont.ières, cela doit être clans l'ordre 
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suivant : flux thermique, accé1êration normale, pression dynamiqUL~. Par 
ailleurs l'étude faite sur le système simplifié en dimension trois montre cpùm 
arc frontière iso-flux est inévitable ; on fait cet arc représentf-:\ Je moment 
stratégique du vol) et. aussi lf~ plus dangereux. 

Début de la trajectoire 

POUl' construire le début de la trajeetoire 1 faisons deux remarques préliminaires. 

1. Observation n'/1:mérùj'llc : la force de Corioi'is. Selon les données numériques 
du tableau 8.1, les valeurs initiale et finale 7'(0), 'l1(O), ,(0), L(O), r(l,f), v(t f)l 
L(tf)~ l(lf) sont fixées, et par ailleUl's l(O) est libre ou fixée, ct X(O), ,Uf), 
X (t f) sont Ji bres. 

Numériquement on observe le phénomène suivant. Si [} = 0, alors pour 
tout contrôle pU), ]a trajectoire associée partant de (T(DL 11(0), 11(0)) viole la 
contrainte sur ]e flux thermique en un Lernps l f tel que 1'(1, f) ( '1'1' + 40000. 

Par eonséqllent, la foree de Coriolis ne pent pas être négligée au début, de 
la trajectoire. Elle est. en fait utilisée pour permett.re à la navette de joindre 
un arc frolltière iso-flux. Cela. peut se comprendre en analysant l'équat.ion 

'Y (_!!. + ~) cos '/' + k' po cos Ji + F:: + l~;" 
11 l' 

Oil 

Fc 2[2 cos L sin X 

est la composante de Coriolis, et 

Fe = n2
7" cos L( cos r cos L + sin '"'( sin L cos X) 
v 

est la composante centripète. Au début de la phase de rentrée atmosphérique, 
la force de portance est t.r(~s peu intense, et; Fc compense le Lenne gravitation
nel -g/v. En particulier, au début de la tra.jectoire il faut que Fc + Fc > O. 
Concrètement, la force de Coriolis aide la navette à se redresser de manière à 
respeder la contrainte sur le Hux thermique, Par ailleurs il est facile de voir 
que Fc est mêLximale lorsque L = 0 et X = 1i /2. Ceci est confirmé par les simu
lations numériques, qui montrent que les trajectoires respecLallt la contrainte 
sur le fllDC thermique doivent être telles que X(O) est proche de 1f /2 (notons 
par ailleurs que la donnée L(O) = 0 est imposée). 

2. Une extrémale pa:l'ticnhèm. Sans avoir à négliger [} ~ on observe que les 
trajectoires telles que X(O) = ±7r /2 et L(O) D, associées à un contrôle tel 
que sinJ1. = Dt vérifient X(t) = ±7r/2 et L(t) = 0 pour tout t" En fait on 
peut montrer que ces trajectoires sont des projections d'extrémales pour le 
problème (auxiliaire) de maximiser la longitude finale (voir (12)). 

Ces deux remarques préliminaires montrent que, au début, de la phase at
mosphérique, on peut considérer avec une bonne approximation que la trajec
toire se projette sur la trajectoire opthnale du système simplifié en dimension 
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trolS1 étudié à. la section précédente. On est donc amené à choisir le contrôle 
I-l = 7i, puis /-1' 0, l'instant de commutation étant un paramètre permettant 
de régler l'entrée da.ns l'are ÎSO-fllLX. 

Seconde pm-tie de la trajectoire 

En fait la ro!'ation de la Terre n'est non-négligeable qu'au début de la l;rajee
toire, mais à partir du moment où 011 a rejoint la pha.se iso-flux on constate 
numériquement que les forces de Coriolis et centripète sont négligeables par 
rapport aux forces cie frottement et de gra.vitation. On peut dOllc désormais 
supposer que n = O. L'avantage est que le sous-système longitudinal étudié 
précédemment est autonome. 

Concernant les contraintes sur l'état, on vérifie numériquement que les 
deux contraintes sur le flux t,hermiqllc et sur Paccélération normale sont ac
tives, mais que si on cherche à sat.urer la contrainte sur la pression dynamique 
alors ]e point final désiré n'esL plus accessîble. Ainsi, les conditions alLX lim
ites impliquent, que la contrainte sur la pression dynamique n'est pas active 
au cours vu vol. 

Par ailleurs, d'après la proposition 79 du Cha]). 7 on a le résulta,!; suivant. 

Lemme 60. CorlsùÎé1'Ons le système :i; X + u:v, où. :c E }R3 cl lui ~ 1 
décrivant le mouvement, longUurIina.1 SO'llmis ml:'; rlcU{/; confm:in,tcs c;(:r) ~ 
0, 'i, = 1,2 1 8'/1,1" le fiu:!: l,hermiql1c et l'a.ccélémt'ion normale. Soit ;[;0 '1I,'(l. pO'Î'nl 
lei que c) (:ro) = C2(;];O) o. Alors, dans un voi,inage de :1:(1, la pol'itù}'lw op
timale est de la fonne l-l~")lfllt;l:'~/lIcc/~Î'-' où 'flu:!:! race sont, rle8 arcs 
}l'OnMères, et est le seul a'/'C intermédiaire entre leB deu:c contraintes, tan
gent 0.'11:1: de:œl: sm:faces Cl = 0 et C2 = O. 

A ce point de l'étude, il faut distinguer deux problèrnes, car dans les con
ditions limites la longitude initiale peut être fixée ou non. 

P1'Oblèmc 1 : longilude inif'iale WJ'rc 

Dans ce eas, la longitude 1 n'apparaissant pas dans le second membre du 
système) on se rarnène à. un système de dimension 5. Le lemme précédent 
décrit la politique optimale loeale du sous-système cinématique (mouvement 
longitudinal) pour des conditions aux limites fb:ées sur (1', v,,). L'angle final 
,(t f) étant libre, on en déduit (condil;ion de transversalité) P-f(t f) 0, et 
il faut retirer une commutation dans la politique précédente. Autrement dit, 
la. polit.ique optimale locale est dans ce cas de la forme ")'_ Î'~Î'flll:r:,!rll(:C")'~' 
Ceci est en fait valable pour le système entier puisque d'après la remarque 
38~ ]e paramètre X(O) (proche de 7i /2) permet d'ajuster la valeur finale L(t f) 
de la. 1aI,JJ;ude. De plus ce résultaI; est global, car on vérifie nmnérîquement 
que cett.e extrémale ainsi construite est la seule à satisfaire les conditions aux 
limites désirées. 
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Problème 2 : longitude inUiale fi1:ée 

Rr:unarquons tout d'abord que, dans le problème] 1 on obtient numériquement 
lUJ) -l(O) ::::::: MJ deg. Pour le problème 2 oil la longitude initiale est imposée, 
cette différence doit être de l'ordre de 50 deg. Par conséquent la stratégie 
consiste, par rapport an problème préeédenL, il augmenter la longitude initiale 
dont l'évolution est décrite par 

v cos "'f sin :y 
Î= 

r cos L 

avec L proche de O. On peut alors vérifier que l(t) est forcément, pour ces 
conditions aux limites, une fonction stricternenl: croissante (cela est clù au fait 
que yU) E]0,1r/2[ au cours du vol). On p(mt donc reparamétriser le sys\'(~me 
par la ]ongit;ude : 

d'l' 
dl 

dv 

dl 
dL 
dl 

cl\: 
dl 

cosL 

X 
'lJ cosL 

-kpl'-- . 
cos "'1 sm X 

cosL 

tan X 

vsinx 

k' p l' cos L . ._ 
--,-) - -.-- sm fi, + sm L 
cos- 1 SIll X 

On a de plus déjà remarqué qne si sin p = 0 alors tan X tan LdL = d'X.. Par 
conséquent on s'est ramené au problèrne cPal;teindre de manière optimale le 
point (r(lf), v(lJ),L{lJ)), oil lJ est Hxé. COIllme précédemment, X(O) permet 
de régler L(l J). Un arc Hnal 'Y_est donc requis pOUl' atteindre le point; termi
naL 

Par ailleurs numériquement on constate que dans ce cas la contrainte sur 
j'accélération normale nlest plus active. On en déduH que dans cc cas la. poli
tique optimale est donnée, en approximation, par l' _ l'~"'f JllI/(~ '-'1 

Résumons ces résulta.ts dans une proposition. 

Proposition 85. La. t,mdccloh'e optirrwle de l'an~ a.tmosphé'ique salis/a.Ï!:;anl 
les condit'ions aua: limites du f,ablea:u 8.1 es!', en appma;ùnation, de la fo'rme : 

• J - 1'+ J Jill:!: 1 + ')' ncc 'Y ~ pOUT le pmblèrne .1 (long'it'lllie initiale l'ibTC) , 
• 1'-1'+1 Jlll:l: l' + l' pOUT' le ]J'rOblème 2 (longUwle inüüûc jù;(;e), 

0'/1, 1-/- (r'csp. l' _) est nn a,r'c associé au contrôle. /l, = 0 (resp. /-l' = li), et l'fll1;r; 

(7'esp. ""'/aC(:) est 'un a.rc fronUè7'e ponr la. con,f/minte S'U'/' le fluJ; thenn:iquc (rC8TJ. 

8'/1,'" l'accélération normale), 'Uo'il' fig'll:re.5 8.14 cl 8.1.5. 

Ce résultat E~st une a,pproximaliion qui consiste à écrire sin lI, :::::::! 0 en clehors 
des arcs frontières. Or, une simulation numérique du flot extrémal complet 
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1 

rlerriqlle 

~~ 
.... f+ " 

T-

Fig. 8.1tl. Trajectoire quasi-optimale du problème l 

T-

Fig. 8.15. Trajectoire qUl:1si-opt.imule du probU.~me 2 

montre que cette approximation est très bonne, car Ip\:/p~11 rest.e très petit 
l'ordre de IO-a) sauf pendant des temps très courts (lorque p~( s'annule). 
L'expression des contrôles frontières est calculée, comme dans la section 

précédente, à l'aide de "Nlaple (pour le détail des caleuls, voir [12]). Les sim
ulations numériques sont effectuées clans le chapitre suivant, à l'aide d'une 
méthode de li'!' multiple. 

8.4 Notes et sources 

Pour le modèle, voir [24]. Les résultats de nos recherches sont présentés dans 
[14, Il, 12]. 
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Métll0des l1ulnériques en COl1trôle optinlal 

9.1 Introduction 

Le but de cc chapitre est de présenter des m,él,hod(;s fl.mnenqw'..'i indirectes 
en contrôle optimal, utilisées dans nos études pour calculer llumériquement 
les solutions optimales. Par opposition aux méUwcles directes, qui consistent 
il discrétiser totalement le problème de contrôle optimal el, se ramÈment à un 
Jyroblème d 'oplùnùwt'lon non linéaù'c Q.1Jec coul.minl,es, les méthodes indirectes 
sonl; fondées sur le principe du lTHl..ximum, et nécessitent, une étude théorique 
préalable, il savoir une analyse géométrique préliminaire du floL extrémal. 
L'appHcation du principe du maximum réduit le problème h un pTOblèrnc 
aux valeurs l'imites, que l'on résout nurnériquement avec tlne mélJwde de UT 
(fondée sur une méthode de Newton). 

Etant donné le cont.ext.e de ccl, ouvrage, on se limite aux méthodes indi
rectes. L'objecUf est de fournir des algorithmes facilement implémentables, qui 
permettent de calculer des trajectoires opUmales pour la topologie en l sous 
des condUions géllériques: qui int;(:~grent le calcul des extrémales solutions du 
principe du maximum et la vérification des condit-.ions suffisantes d'optimalité 
du second ordre. 

Vorganisation de ce chapitre est la suivante. 
NOliS rôppelons tout d'abord une version générale du prineipe du llWXÎ

mUIIl, puis expliquons le principe de la mét.hode de tir simple 01, de tir multiple. 
Ces méthodes sont illustrées par rkux applications non triviales: le lransfert 
orbit.al! et le problème de rentrée atmosphérique. Nous expliquons ensuite la 
méthode de continuation, essent.iE'lle lors de la mise en oeuvre de la méthode 
de Ur. 

La section suivante est consacrée aux méthodes du second ordre. Le 
principe du maximum dOlliie en effet UIlC condition nécessaire d'optimalité 
du premier ordre, mais réciproquement la projection d'une (:~xt,rêmale n \~st, 
pas nécessairement optimale. Nous rappelons la théorie des point-.s conjugués, 
et donnons des algorithmes de calculs. 
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9.2 Méthodes du premier ordre: tir simple, tir lllultiple 

9.2.1 Prélhninaires 

Rappelons le prineipe du rnaximuln, le temps Ilnal étant libre. 

Princ'ipe du m,œJ:Ïm'l/.m. sans contnJ.'intc .5wr l'é/,at 

Considérons le système de contrôle dans lP~1I 

j:(t) = f(:r(l),u.(l)), (9.1) 

où f : JB;,1I X Rm Jœn est lisse et où les contrôles sont des applications 
mesurables et bornées définies sur des intervalles (0, t(u)] de ltl:.+ et à valeurs 
dans U c ]p~m. Soient 1110 et 11 JI deux sous-ensembles de IRll, On note U 
Pensemble des contrôles adluissibles dont les trajectoires associées relient un 
point initial de AIf) à un point Hnal cie AJ1 • Pour un tel contrôle on définit le 
coùl. 

/

,1.(11) 

C(u) = fl(:t:(t), u(l))rlf, 
. 0 

où P) : Rn X RTl! ----7 ]p.{ esl; Cl et :D(') est la trajectoire solution de (9.1) 
associée au contrôle '1./. (problème de contrôle optimal il temps final non fixé). 

Si le contrôle 'U E U est optimal sur [0, t*], alors il existe une application 
non triviale (p('),pO) : [0, l,,,,] ----7 RTl X IP~ absolument continue appe1ée vecteur 
adjoint, où ri' est une constante négative ou Ilulle, Lelle que la trajedoire 
optimale :r associée au contrôle 'II, vériHe presque partout sur [0, t*] le système 

DH DIl 
:1: -;:;-(:r:,p,po:uL lj = "7\(~r,Pl]J°,'l1.), (9.2) 

ujJ 0:t; 

où Ii(;[;:Pd1() ,'/1,) (p, ](;r, u,)) + pO]O(:l:, tl) est le Hml1ilLonien du système, et 
on a la condition de ma ... ximisation presque partout sur (0, l*l 

II (.1:( t), p(l,), pfJ ) uU)) = Al (:1:( l), p( t.), pO), (9.3) 

où AI(:D(l),pU), ]P) ll1éLXvEU Il(,:r(l),p(tLrll, v). De plus on a pour tont 
f, E [0, 

l1J(:r(l),p(t),po) = O. (9.<1) 

Si 1110 et AIl (ou juste l'un des deux ensembles) sont des sous-variétés régulières 
de Jœn ayant des espaces tangents en .7:(0) E AIo ct :1:(t*) E AIb alors le vecteur 
adjoint peut être chojsi de manière à. satisfaire les conditions de t.ransversalHé 
aux deux extrémités 

p(0)1-T:r:(o)Al0 et p(l" .. )1-T,:u. )A1J. 

Définition 86. On (J.J1Jlcllc e:û7'énw,le 'u.n qUfLd'I'uplel (:1:(' ),p(.),pO,l1(·)) .5oZ,U.
tù}'f/. de (9.2) et, (9,.'1). Si de plu,,'j les condition.!) de tm,nsvcf'su,lüé SO '/1. l, 
8(J,ti.~/(ûte,q, on dit f}IW l 'c:,;/,rémalc est une J3C-e;ûr·éw,aZc. 
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Pr+ncipe du ma:rimmn œuec contra:i.nles sur llélal, 

Considérons le cas pIns général Oll il existe des contraintes sur l'étal; de la 
[orme CiC'D) ~ 0, i = l, ... 1 k, et olt les Ci : RI! ........ IR son!, lisses. Alors le 
veeteur adjoint p(.) 11 'est pas nécessairement continu, et p(.) est solution de 
}' équation intégrale 

oÎl les jJ'i sont des mesures positives on l1ul1es dont le support est. contenu dans 
{t E [0,/,,.] 1 ci(:r(l.)) = O}. 

9.2.2 Méthode de tir simple 

Le principe du llHL\:irnum donne une condition nécessaire croptimalîté ct af
firme que toute trajectoire optimale est la projection d'une extrémale. Si l'on 
est capable, il partir de la condition de maximum, d'exprimer le contrôle 
extrérnal en fonction de (:r( t) 1 p( l) L alors le système exl;rém El 1 est un système 
différentiel de la forme t(t) = F(i, z(t)), oit z(t) = (:t:(f) , pU)), et les conditions 
initiales, finales, et; les conditions de transversalité, se meLtent sous la forme 
R(z(O),z(t*)) O. Finalement, on obtient le problème lJ,'U;Z: 'V(ÛCU,T'S lirnit.es 

{ 
z(t~ = ~(t, z(t)), 
R(~(O)l --U~,)) O. 

(9.5) 

Remanrlle 40. Dans le cas non contraint, ce problème est bien posé car le 
nombre d'équations est égal an nombre d'inconnues. En revanche, dans le cas 
contra.inl,) il existe une indétermination due à Pexistence d'une mesure. Par 
ailleurs, si le temps final (~Sl; libre, l'annulation du HamHtonien fournit une 
équation supplémentaire. 

Définition 87. Notons zU, zo) la soluüon du p1'Oblè:rne de Ca:/l.chy 

z ( t ) P Cl, z U) ) 1 Z ( 0) = zo, 

et défin.issons la fonction de tii,1' 

(9.6) 

Le problème (!15) aux valeurs limites (:,>sl; alors équivalent il. 

i.e. il s'agit de dét,ennùl,c'I' 'Un zéro de la forwUon de liT G. 
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton. 
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Remar'que 4.1. Si la condition de maximisation (9.3) permet de déterminer 
localement J(-' contrôle cornme une fonction u(:z:,p) lisse, alors la fonction cie 
tir G est. lisse~ ce qui assure la validité de la méthode. De plus, pour appliquer 
une méthode de Newton il faut que G soit localement une immersion, ce qui 
cs!, lié ft l'existence de temps conjugués, voir plus loin. 

Rem.a.rqu.e Rappelons brièvement le principe des méthocles de Newton. Il 
s'agît de résoudre numériquement G( z) = 0, 01'1 G : lP~p -.;. iR.Jl est une fonction 
dl" dasse Cl. L'idée de bas(~ est la suivante. Si z" est proche d'un zéro z de 
alors 

0= G(z) = C(zd + dG(ZI,.).(Z - z;.) + o(z - z/,,). 

On est, alors amené à, considérer la suite définie par récurrence 

un point initial Zo E JR:f1 étant choisi, et on espère que ZJ.: converge vers le zéro 
:. Ceci suppose donc le calcul de l'inverse de la. matrice jacobienne de C, cc 
qui doit êLre évité numériquement. JI s'agit alor,s, à chaquo éLape~ de résoudre 
l'équation 

OÙ cl).- est appelé direction rie desccnte., et on pose Z/.:+ 1 = Z,.. + cl,.:. 
Si la fonction est; de classe C 2 , l'algorithme de Newton converge, et la 

convergence est quaclratique) voir par exemple (66]. 1] existe de nombreuses 
variantes de la méthode Newton: méthode de descente, de Cjm.L':ii-Newtoll, 
de Newton quadra.tique, de Broyden, ... Cette méthode permet, on généra.l, 
lIne dét.ermination très précise d'un zéro. Son inconvénient principal est, la 
petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il faut 
que le point initial Zo soit suffisamment proche de la solution recherchée z. 
Ceci suppose do ne que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable une 
idée approxima.tive de la valeur de z. 

Du point de vue du contrôle optimal, cela slgnîfie que, pour appliquer 
HIle méthode de tir, il faut avoir une idée (J. priori de la. trajeetoire optimale 
eherehée. Ceci peut. sembler paradoxal~ ma.is il existe des moyens de se donner 
une approximation, même grossière, de cette trajectoire optimale. Il s'agit là 
en LOlÜ cas d'une caractéristique majeure des méthodes de Lir : elles sont. très 
précises mais requiè~rent uno connaissance a priori (plus ou moins grossière) 
de la trajectoire optimale cherchée. 

9.2.3 Méthode de tir multiple 

Dans le ea:::; du contrôle optimal, le système extrémal, qui est Hamiltonien, 
est toujours instable, ce qui peut eréer des probl(~mes numériques dans 
PappllcaUol1 de la rnéthode de tir sirnple si le temps dlintégration est grancl. 
Ccci justiHe J'inLroduction de la rnéthode de tir multiple. 
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Par rapport à la rnéthode de Lir simple, la méthode de tir multiple découpe 
l'intervalle [0, if] en lV intervalles [lil li+d, et se donne cornme inconnues les 
valeurs z(i.i) au début de chaque sous-intervalle. n faut prendre en eompt:e 
des conditions de reeollernent on chaque temps ti (conditions de continuité). 
L'intérêt est d'améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classÎqlH.! 
pour l'algorithme de tir llmlf,iple est [66]. 

De manière plus précise, considérons un problème de contrôle opLimal 
général. L'application du principe du maximum réduit le problème à un 
problème a.U;]; valc'I/:I's li7nites du type 

1
1~J U 1 ;:; ( t,) ) si tn::;; /, < t, 1 

Fl (1., 2(t)) si LI ::;; l < 1,2 

z(t) = F(t,z(t,)) = : 

F.~(f, ;:;(t)) si 1..<;::;; t ::;; tf 

(9.7) 

oil z = (:r,p) E JH!.211 (p esl; le vecteur acljoînL), et t l , "21'" ,t.i:j E [lOI tfJ peuvent 
être des temps de coTlI,mu/'a/,ion; dans le cas oll le problfnl1e inclut des con
traintes sur Pétat~ ils peuvent être des (.cm]>s d{~ jonction avec un arc frontière, 
ou bien des f,em]J,r; de conta.ct avec la fronUère. On a. de plus des conditions de 
eontinuité sur l'état et le vecteur adjoint aux points de cOllunutation. Dans 
le cas de contraintes sur l'état, on a des conditions de saut sur le vecteur 
adjoint, et des conditions sur la contrainte c en des points de jondion ou de 
eontaet, voir à ee sujet, [39, 49, ] 5, 51, 11) ] 2]. De plus on fi des conditions 
aux limites s1Ir l'état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur 
le Hamiltonien si le temps final est libre. 

Remarque 43. A priori le temps final f, f est Îllconnu. Par ailleurs dans la 
méthode de tir multiple le nombre .'3 de commutations doit être fixé ; on 
le détermine lorsque e'est possible par une analyse géométrique du problème. 

La méthode de tir multiple consiste à subdiviser l'intervalle [lol ('1] en N 
sous-intervalles, la valeur de z(f.) au début de chaque sOlls-intervalle étant 
inconnue. Plus précisément, soit io < crI < ... < CT 1. < 1:f une subdivision 
fi:r;ée de l'intervalle [Lo, f, 1 ). En tou t pain t CT j la fonction z es!, conün,uc, On 
peut considérer "j comme un point de commutation fixe, en lequel 011 a 

On définit maintenant les nœuds 

(0.8) 

Finalement on est conduit; au ]J1'Oblème (l'lJ,:r: 1J(/lc1l1's limites 
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(

FI (t, z ( t ) ) 

F'}.(t, z(t)) 
• i(l) = FU, z(t)) = 

F:n - 1 (1;, ;;;(-1,)) 

• \lj E {2, .. , , m - '1 } 7':/ ( T.i , 

• l' Hl ( T Hl , ;::; ( Tl) 1 Z (T m )) = 0 

sÎ Tl ~"/, T'2 

si T'2 t, < T:1 

si T fil - 1 ~ f; ~ Till 

(9,9) 

oil T) = tu est fixé, Tm = t J, el; les 'f'j représentent, les conditions intérieures 
ou limites précédentes. 

Rc.ma'rque 44. On améliore la stabilité de la méthode en augment.ant le llombre 
de noeuds. C'est là en effet le principe de la méthode de tir multiple, par 
opposition à la. méthode de Lir simple où les erreurs par rapport ~\, la condition 
initiale évoluent exponentiellement en fonction de trio, voir [66]. Bien slÎr 
dans la méthode de Lir lllultiple il y a beaucoup plus d'inconnues que dans 
la méthode de tir silnple, mais éventuellement l'intégration du (9.7) 
peut se paralléliser. 

Posons z-T = Z(Tt), et soit ;::;(t,Tj-I\ZJ~~I) la solution du problème de 
.J J 

Cauchy 
i (l) = 'p' (f:, z (1: ) ) 1 Z (Tj - d ,. 

On a 

:i ,Tj-ll 

Les conditions intérieures et frontières s'écrivent 

\I.i E {2,,,.,m,-1} l'j(T;j,Z(Tj,lj_h 

1'111 (ll1U zt lZ( T;;" lm-I, 

Posons ma.intenant 

(où Z E IR2 11). Alors les eonditions (9.10) sont vérifiées si 

G(Z) 
[ 

'l' (~ -+ -(T- - -+)) l '/11 i nI,'"'! ,,.;, m' i ln-l, ""rn-l 

1"2 (T2, :::(T21 Tl! Zi), =t) 

l'm-l (Tm 1'::(7;;,_1' Tm-'J, Z~_2)' ;::;;~-l) 

0, 

O. 

)(m-l) 

o. 

(9,10) 

(9.11) 

On s'est clone ramené à. déterminer un zéro de la fonction G 1 qui est définie 
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de 
points de commutation et; de points de la subdivision. I./équatioll G 0 peut 
alors être résolue iLérativement par une méthode de type Newton. 
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9.2.4 Quelques remarques 

Si la dynamique du système de contrôle est compliquée, l(~ calcul du système 
extrémal, notamment des équations adjointcH, peut être effectué a.vec un logi
ciel de calcul rormel comnH:~ .A1lLplc, et donc ne pose pas de problè:mw partie
ulier. 

Les méthodes indirectes fournissent une extrême précision numérique. De 
plus~ la méthode de Lir multiple est, par construction, parallélisable, et son 
implémentation peut clone être envisagée sur un réseau cl 'orcUnal.eurs montés 
en parallèle. 

En revanche, 

• les méthodes indirectes caleulent los contrôles optimaux sous forme de 
boucle ouverte ; 

• f\lles sont rondées sllr le princip(~ du maximum qui est une condition 
nécessaire d'optimalité seulement, et donc il faut; êlire capable de vérifier 
a posteriori l'optimalité de la trajectoire calculée; 

• la strueture cles commutations doit être connue il l'avance (par eX(c!Inp]e 
par une étude géométrique du problème). De mênlf\ il Il ~est, pas facile 
d'jntroduire des contraintes sur l'état. 

• Deuxièmement, il faut être capable de deviner de bonnes conditions ini
tiales pmU" l'étal; ct le vec1;(~l1r adjoint 1 pour espérer faire converger la 
méthode de tir. En effeL le domaine de convergence de la méthode de 
Newton peut être assez petit en fonction du prob](~me de contrôle optimal. 

Il faut être capable de vérifier, il posteriori, que l'on a bien obl.enu la 
trajectoire optimale. Les Jnéthocles indiredps sont fondées sur le principe du 
mè-udmum qui donne une condition nécessaire d'optimalité locale. Une fois 
ces trajeet.oîres déternünées 1 la théorie des points conjugués (voir plus loin) 
permet cPél:ablir qu'une extrémalo est localement optimale avant son premier 
temps conjugué. Voptimalité globale esl, beaucoup plus difHcile à éta.blir en 
génén.11 1 el; sur des exemples spéeifiques on l'établit 11l1mériqnelllent. 

Pour pallier l'inconvénient majeur des méthodes indirectes l il savoir la 
sensibilité extrême par rapport il la condition initiale, on propose plusieurs 
solutions. 

Une premi(~re solution raisonnable consiste à combiner les deux approches: 
méthodes directes eL indired:es. Quand on aborde un problème de contrôle op
thnal, on peut d'abord essayer de meUre en oeuvre nlle méthode directe. On 
peut ainsi espérer obtenir nne idée asse:!. précise de la. sLrucLure des commu
tations, ainsi qu'une bonne approximation de la trajectoire optimale, et du 
vecteur adjoint associé. Si on souhaite plus de précision numérique, on rnet. 
alors Cil oeuvre une méthode de tir, en espéranL que le résultat fourni par 
la méthode directe donne une approximation suffisante de la (~rajectoire opti
male cherchée, fournissant ainsi un point de départ appartenant au dornahw 
de convergence (h~ la méthode de tir. En combinant ainsÎ les deux approches 
(méthodes diredes puis indirectes), on peut hénéficier de l'excellente précision 
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numérique fournie par la méthode de tir tout en réduisant considérablement 
le désavantage dù à la p(~tj!;essc de son dornaine de convergence. 

En appliquant; d'abord une méthode direde, on peut obtenir une approx
imation de l'état adjoint. En elTet, on 11 vu qu'une méthode directe consiste 
à résoudre nmnériquement un problèrne de programmation non linéaire avec 
contraintes. Les multiplieat,purs de Lagrange associés au Lagrangien de ce 
problème de progranllllation non linéaire donnent une approximation de Péta!; 
adjoint (on a cléjh VIl que le vect.eur adjoint n'est rien d'autre qu'un multipli
cateur d,,· Lagrange). A ce sujet;, voir [15, 70, 28]. 

Une dOtlxième solution consist,(-~ à utiliser lIno méthode d'homotopie (Ol! 
méthode cie continuation). 

9.2.5 Méthode de continuation 

Le principe de la Inéthode 

Il s'agit de construire une famille de problèmes de contrôle optimal (Po' )oE[D, Il 
dépendant d'un paramètre [l E [0, 11, oiI le problème initial correspond à Po. 
On cIoit slarranger pour que le problème PI soit plus simple à résoudre que Po. 
Une telle famille ne peut être construite que si l'on possède une bonne înLuiLion 
et; une b011ne connaissance de la physique du problème. Par la méthode de tir, 
chaque problème de contrôle opLima1 P(,I se ramène il la détennilla!;ion d'HI! 
zéro d\me fonction. On obtient donc une famille fi un paramètre d'équations 
non linéaires 

(Z) 0, LI' E [0,1). 

Supposons avoir résolu numériquement le problème Pl l et considérons une 
subdivision 0 = an < Dl < ... < (~p = 1 de l'intervalle [0, IJ. La solution de Pl 
peut alors être utilisée comme point de départ, de la méthode de tir appliquée 
au problème P U l'-t. Puis, par une procédure indudive finie, la solution du 
problème P üi+ 1 constitue une eondit,ion initiale pour appliquer la. méthode de 
tir au problèrne Po,. Bien entendu il faut choisir judkiellsement la subdivision 
(ni), et éventnellement la raffiner. 

POUf faciliter l'intuition) il est important que le paramètre 0: soit un 
pararn~~tre nat.urel du problème. Par exemple si le probU:me de contrôle opti
mal comporte une contrainte forte sur l'état, du type c(x) ~ I, une méthode 
d'homotopie pent consister à relaxer cette contrainte, en résolvant dlabord dos 
problèmes Ol! c(:r) ~ avec A > 0 grand. Cela revient donc à résoudre Ulle 

série dQ problèmes de contrôle optÎlual où 1'011 introduit petit fi. peUt la COll

trainte sur l'ét.aL NIathématiquement , pour pouvoir espérer la convergence de 
la méthode en passant cPnn pas à un autre, il faut que la chaîne de probJ{~nH~s 
de contrôle optima] introduite dépende continùment du paramètre n. 

On pent généraliser cette approche par homotopie : 

GI chaque problème PC) peut lui-mèll1e être résolu par homotopie, Le. par la 
résolut.ion de sous-problèmes (cc peut èt;re Je cas si par exemple le problème 
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de contrôle optimal initial comporte plusieurs contraintes sur l'état forte~ 
ment actives) ; 

• la classe de problèmes consîclérés pcu t, dépendre de plusieurs paramètrcs. 
dans ce cas 11 faut choisir un chemin dans rcspace des paramètres, reliant 
le problème initial au problème plus sÎlnple ft. résoudre. 

Validité de la méthode 

La jnstification de la méthode repose sur le résultat suivant, voir [71]. 

Théorèlne 52. Sail 13 la boule nnité de IR:n , el soit Ji' : B -T 13 une a]J
plica.lion de classe 0'1. Pou.'!' (1, E 13 (~t À E [0, 1), on pose pu(/\,:r) = 
À(:v - F(;r)) -1- CI - /\)(:1: - a). Supposons quc pour clWfj'UC poi1lt fi:r:e de F) 
la Tr/,ai,l'ice Ja.cobienne de rll7Jplicalion ;1; !--+ ;I; - P(~l;) es/' non .5Ï17.guliè1'C. Alors 
pO'/1,r presque tont poilJ l n appartenant, cl. l'intérieur de B! l 'ensem bic des zéros 
de Pn consiste en un nombre fini de cO'U1'bes 0 1

, di.~jo'infes et de lougu,ew' finie, 
de la Ionne : 

1. une courbe fermée de [0, ]] x B " 
2. un arc (re:rtrém.Ués appartenanf; à {1} x B ; 
3. une cO'll'rbe joignant (0, a) à CI, x) -' où:I: E B est '/In ]Joint fi:l:e de F' (voir 

.fi.qll7'e tl.l). 

(D,a) 

(1, x) 

--I-O------~--~----~À 
1 

Fig. 9.1. 

L'algorithme consiste donc à suivre la courbe de zéros de Pu, el1 appliquant 
une méthode de Newton. Une approche plus fine consiste ;,1, paramétrer la 
courbe des zéros pal' la longueur d'a.rc, s 1-+ {Ja(/\(s),p(.s)L ce qui revient il 
résoudre le problème de Cauchy 
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cl ( d,,/IJ(,,\(s),:r;(s)) 0) :1;(0)=0.,1\ 0)=0, 

avec ,.\( s)2 + :i:(B f = l. 
La dHficulté de l'utilisation de cette méthode est liée à la complexité du 

lieu des zéros en fonction du point initial a. Une analyse préliminaire du flot 
extréma.l du problème de contrôle optimal est donc nécessaire pour estimer 
cette complexité. 

Description algorithrnique 

Considérons la. famille de problèmes p(.~, n E [0, IL 
yi = ,l'(:r, y, Cl), r(lI(a) , lJ(l») , 0') = O. 

Le problème consiste à déterminer la solution Y(Cl, :r), pour Œ = l, en sup-
posant que la. solution pOlir o' 0 soit simple à déterminer. 

Considérons une subdivision de Pintervalle [0,1] 

et notons lI(Oi, ;r) la solution obtenue pour chaque ni. Au rang i, la solution 
Y( Œi':z:) sert de donnée initiale daus la méthode de Newton pour déterminer 
au rang 'i + 1 la solution Y(O'i+I' :l~) (voir figure 9.2). 

Fig. 9.2. 

l

'Méthode 
Donnée initiale 

de Ne·wt.on 

!lo(:t) 

Résultat numérique 

Fjnalement, y( O:n ,.1;) constitue la solntion désirée, du problèrne de départ. 

Re7na.7Yjue Pour que la méthode fonctionne, il faut que les pas de la sub-
division (l'i-!-l Œi soient a.ssez petits. 
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Rem.arque 46. L'introduction de panunètres artificiels, sans rapporl avec la 
physique du problème, du type 

j(;l:,y,a) = 01{;1:,y) + (1 a)g(:-t, li), 

oil.f(:,;, y) est la dynamique du système de et g(:!:, li) est une dynamique 
"simple" choisie an hasard, ne marche pas en général, vOÎr [26J pour plus de 
détails et d'autres commentaires. 

9.2.6 Application au problème du transfert orbital p]an 

On reprend ici les notations du Chap. 6. On se restreint aux extrémales 
d'ordre 0, évitant ainsi la il-singularité (néanmoins, HIle méthode il. pas 
adaptatifs permet. de gérer ce problème). Les extrémales sont donc solutions 
d~Ull champ lisse Ho. Dalls Le problème de transfert orbital plan, Plltilisation 
d'une méthode de tir simple, couplée à Hne méthode de contil1uat.iol1, s'avère 
plus judicieuse qu'une méthode de tir multiple. Pratiquement, ]0 paramètre 

h"IT':';"rlllO de continuation est la poussée llHL"\:Îmale Fmu;!;, dont, 10 champ I-Io 
rlepenrl de façon lisse d'après le principe du 1111L'\:Îmum. L'homotopie choisie 
permet d'initialiser facilement l'état adjoint il l'instant initial, rapplication 
FmlJ:l: 1-7 1)( 0, l~~J1(jl') étant sufJisa.rnmenl. En revanche, elle ne per
met pas cette initialisation à cPéventuels autres instants de tir ; en elTet 
lorsque Fnw:l : diminue, le temps final t.r augmente. Cela. justifie la pertinence 
de l'utilisation du tir simple. La méthode de continua.tion consiste à suivre 
la solution optimale, d'une grande valeur de Fmna:, jusqu'à une petite valeur, 
correspondant il une poussée faible: par exemple, on passe de 60 N à 0.3 N 1 

sachant; que dans le cas d\llle pOllssée fOl'te (60 N), la, rnétJlOde de tir simple 
converge sans difficulté. 

Numériquement, on constate (voir (16)) que 

{, J 1;;11 Cl;/: :::: C C:ste. 

Cette informat.ion supplémentaire permet., dans l'application de la méthode 
de continuation, de rester sur la branche du lieu des zéros qui conduit à la 
solution optimale. 

Notons que le choix des coordonnées est crucial. Tei, 011 t.ravaille avec: les 
coordonnées orbitales, qui permettent de séparer les variables lentes de la 
variable rapide l. 

Los données initiales et terminales saut 

pO = 11.G25 km pl LI 2:1 65 km 

e? = D.i5 el 
l 0 

e~ = 0 e{ = Cl 

17.\' = O.OG12 h Ï = 0 1 

h~ = 0 hl = 0 
lO = 0 (Ï libre 

'rn,o = 1500 kg Il.0 = 5,Hi58620912 lOf) Tlt:1h-2 
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L'état et Jes contrôles obtenus pour les poussées successives 

Fm 0;1: = GO, 9, 0.5, 0.3, 

sont représentés sur les figures 9.3, 9,L1, 9.5, et 9.6, voir aussi [Hi]. 

0.. 

10 

-1~------------------~ o 5 iO 

1--- \ / 

El iD 12 14 

2 1·1 

Fig. 9.3. Poussée de 60 N 

A 19orithu1.C 

Ci-dessous, on cléedt un algorithrne pour les simulations numériques. La pro
gra,rnmation peut être efrec(;uée avec un logiciel de calcul numérique comme 
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~:~ 
o 20 ,10 GO 8Q 

~Or-------------------=~ 

20 40 GO aD 

Fig. 9.4. Poussée cIe f) N 

r--------
~ uO~---------=~======--~ 

~O.1 '-__ ~ __ ~ ___ ",--___ ----l 

o 
-3 

)(10 

20 40 60 BO 

J\laUab qui contient de nombreuses routines standard:::;. Par exenlple, on peut 
ut;ilisr::~r la routine d'intégration Ilumérique d'équations différentielles ordinaires 
odel.l3.'I7l, qui met en œuvre la méthode rPAdams-rvlonlt,on (méthode multi
pas à ordre variable). Pa.r aiUeur:-l, une routine irnplémentant; la. méthode cIe 
Newton est fsolvc.m .. Enfin, le systi-'me extréuml peut être calculé il raide d'lm 
logiciel de eaJcul formel comuw J11 op/e. 

%J Initialisation des variables: 
mG = ] 500; pO = 5. Hi58620912c9; 

% Initialisat.ion des conditions înît",ialC's ct finales: 
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)( 10
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Fig. 9.5. Poussée cie 0.5 N 

pO = 11.G25eG; eV 0.75; e~ = 0; h~ = 0.0612; hg = 0; ,ll = 0; 
% Tnil,ialisal;ion de la poussée à 60 N : 

F11}a;,: = 60; 
% Initialisa.tion du vecteur adjoint p(O) an 0 : 

Po = [ 1 l l 1 1. 1 J; 

(Jï[) Jvféthocle cnwmoLopie : on diminue petit à petit; la valeur de Fma ;l: : 

vVhile FIIIlI :/" > 0.3 
l~n (J;/" = }~n ICI: - sf,ep; 
(Pc! Initialisation de if: 
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Fig. 9.6. Poussée de 0.3 N 

tf = C/Fl1 l!u:; 

% Calcul du nouveau Po, correspondant à F~n{I.I:' el; tel 
% que les conditions finales soienL vérifiées: 

[po, tf] = Ncwlon(F, [Po, lf]); 
% En cas d'éLhec, diminuer la valeur du pas: 

If echec 
ste}) = step/2 ; 

end 
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end 

% DéfinHion de la fonction F' dont: on dwrdl(~ un zéro: 
fUllction y = F(pn, lf) 

% Intégration numérique cIu système extréma.11 
% avec une routine orle: 

[t, :r,p] = odc(s',IJst-cnl .. ec:z:lremal, [0, lf], [:Dn,pn]); 
% Conditions finales souhaitées, 
% et annulation du Hamiltonien au temps Linal : 

y = [ pf - 42.165c6 
(,1 
'1 

e{ 
h{ 
h~ 
Il ŒI71.'iUon'Ïen(t;f) j; 

o/rJ Définition de la fondion 8]J.S'tem,ee.7:treJno} : 
function zdot = s]J8tcm,ec:J;trcnwl(t" z) 
% lmplémentation du système extrémal. 

% Définition de la fonction ode: 
function [1" z] = ode(8ystemeditT, [0, TL z()) 
% Implémentation d'une méthode numérique d'intégration du 
% système difl'érent;iel s1Jsl,emediIf sur l'intervalle de temps 
% [0, Tl, avec la condition initiale z(O) = Zn. 

% Définition de la fonction N curton : 
fllndion z = _N e'uJt,on(I, zo) 
% Implémentation (rUne méthode de Newton, déterminant un 
% zéro de la fonction f, Em partant de la condition initiale ZO. 

Rem.D,T(jnc 47. On é1 utilisé une méthode de tir simple car le temps de tra.nsfert 
est a."isez court. 11 n'y a pêL':l de phénomène d'instabilité exponentielle. 

En revanche, sur l'exemple suivant (rentrée atmosphérique), le système 
est raide. Par exemple, la densité atmosphérir]lle passe de 10-12 en début de 
vol à 1 en fin de vol. Il y a clonc, lors de l'intégration numérique, de fortes 
instabilités exponentielles. Pour les compenser, l'emploi d'une méthode de tir 
multiple est inévitable. 

9.2.7 Application au problème de rentrée atmosphérique 

On se replace dans le contexte du Chap. 8, et; on disUngue entre les deux 
problèmes: longitude initiale libre, et longitude initia.le fixée. 
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Problème 1: longitude initiale libre 

Les temps de commutation et les valeurs initiales de la longitude et de Pazinml, 
sont calculés avec la. méthode de tÎr mulUp1e. Plus précisément: 

• Le premier temps de commutatioll, de l' _ il î'+ l permet d'ajuster J'entrée 
dans la phase iso-flux, qui est caractérisée par !.p = !.plllax, tP = o. 

• Lp troisième temps de commutation, de "YUnK à 1'+) est utilisé pour 
l'entrée dans la phase iso-aceéleration normale. 

• Le cinquième temps de commutation, de î'ace à î"I.' permet d'ajuster la 
vitesse finale vUf). 

• Vazirnut initial :\:(0) sert il régler la laUtude finale L(t.f). 

Par ailleurs le temps final est déterminé par l'altitude finale. 
Les résultats rmmériques sont représentés sur les figures 9.7 et 9.8. 

OOXI 
Vitesse (mis) 

0.05 
An~e de vd (rad) 

OOXJ 

400J 
-0.15 

4 -{).2 a:xx:J 
2 -0.25 

0 0 -0.3 
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000 

0.25 
Lalilude (rad) 

2.9 
longitude (rad) 

2 
Azimut (rad) 

0.2 2.6 
2.7 1.5 

0.15 2.6 

0.1 2.5 
2.4 0.5 0.05 2.3 

0 2.2 0 
0 500 1000 a 500 1000 0 500 1000 

Fig. 9.7. Coordonnées d'état pour le problème 1 

Problèlne 2: longitude initiale fixée 

Les temps de commutation et; la valeur initiale de l'azimut; sont ealculés avec 
la méthode de tir multiple. Plus précisément: 

ID Le premier temps de commutation, de l' _ à 1'+, permet d'ajuster l'entrée 
dans la pha.se iso-flux. 

• Le troisième temps de commutation, de Î'J1ux fl permet de régler la 
vitesse finale v(t f ). 

.. Le quatrième temps de commutatioll, de à ,_ l est utilisé pour régler 
la longitude fimùe lU f). 
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Fig. 9.8. Angle de gît:e (contrôle), et. contraintes sur l'état, pour le problème 1 

• L'azimut initial X(O) permet. d'ajuster la latitude finale L(t!). 

Les résu]t;ats mnnériques sont SU1" les figures 9.9 et 9.10. 

AlIi!ude(m) 
8000 

Vitesse (mis) An~e de vri (rai) 

6000 

6 4000 --0.2 

4 -0.3 
2000 

2 -0.4 

500 1000 1500 1500 -0.50 500 100) 1500 

0.25 
LatitLde (rai) 

3 
lLrglluœ (rad) Azimut (rai) 

0.2 2.8 

0.15 2.6 

0.1 2.4 

0.05 2.2 

1500 20 500 1000 1500 

Fig. 9.9. Coordonnées d'ét.at pour le problème 2 
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Fig. 9.10. Angle de gîte (contrôle) et, contraintes sur l'état. pour \(1 problème 2 

9.3 Méthodes du second ordre: théorie des points 
conjugués 

1400 

I~OO 

9.3.1 Rappels sur les variétés Lagrangiennes - Equation de Jacobi 

Définition 88. Soil (N, w) une variété synlplecUque de dimension 2n. Une 
80'/J,s-'1Io:riété régulière L de 1\[ est dite 'isotrope si SO'TI espace lan!J(;ut en tout 
point, est i8ol,TOjJe~ 'i.e. ln Testrid'ion de w(:r) cl 1':1:L X 1':1:L est, nulle, pO'/l.l' tout 
:1: E L, Si de plus L est de dùncns'ion 11 j 0101'.'; L C8t dUe Lag'f'ang1'enne. 

E;œmplc ca.nonique 

Soient (.7;dJ) des coordonnées de Darboux sur N = nf1n . Soit S : ;r f--i. 8(:1:) 
une fonction lisse sur }R1l, et soit 

Alors L est une sous-variété La,grangienne de N. En effet, 

11 

2:= dPi /\ (hi 

i=1 

Plus généralement, on 1:1 

Proposition 86. Soit L'Une 'U{J:riét,é Lagmn!1ù::u'ne de dimen.';io'/1. '11. AlO1'S 'il 
e:dsl.c des coonlonnées canoniqlte8 (:z:,p) et une Jonclion lis8e 8(:l:J,fJl), où 
1 = {l, ... ,m}, J = {rn + ] \ ... ,TI,}, l,clic", que L est. définie lW1' les éqlwtions 

as 
Pl = 

D8 
Dp/ 
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Définition 89. La fonction S 8 ~apr)clle la fonction génératrice Q8sociée à L. 

Lernnle 61. Soü L'Une variété Laf}'/'anr]'ienne, d !.p 'Un (N.l.Jéom011Jhùmu;'. sym
rJleclique. A 101'8 <p( L) (,,}i/. une 801J.s-variété Lagrangienne. En particulier! si 
li est nn chmnp de veef,cnrs If œmiUonien, de f}roupe local à un pœramè!,Tc 
cp, = C:1:p(tfI) , alm','; (localelnent) = 'PI (L) cst, une va'riélé Lagrangienne. 

A partir de maintenant, 011 suppose que lV = T* J1,j l où A1 est une variété 
lisse de dinwnsion n. 

Définition 90. Si L cs/, 'Une lw'Us-variété La.Q'fnngicnne de T"" )\1, el, si TI 

(q d)) 1--+ q tlé8igne ln pro,iedion cQ.'1wl1iqne, un vect,(:'lJ,1' lange'//,f, non trivial '1) 

de L est. d'if. vC1·I,ica.l s'Î dTl(v) = Cl, On (]]Jpelle causlùjue l'erJ.!wrnble des points 
.l~ ou-dessus desquels il e:riste av. mO'l1IB 11,11, champ 'Ue·I'lical. 

Les exemples suivants montrent l'importance de la notion de variété 
LngnlIlgienne en théorie du contrôle optima1. 

E:r:ernple 8. Soit; ;1:0 E J1J, La fibre Lo = T;;n~"J est: une variété Lagrangienne 
linéaire de T* Al dont tous les veeteurs tangents sont verticé:1lLx. 
Plu~ généralement, soit; A10 uuc sOlls-va.riété régulière de JIJ. Alors, l'ensemble 
J\fl des élélnents (:1.:, p) de T* 111 vérifiant; :/: E AIn et p .1 ~r;f:()Al est une 
salIs-variété La.grangienne de T~' Al. 

Définition 91. Soit H un champ de vecteurs Ha,rn:iltonien l'i,'j!;e B'U1' T* jU! cd. 
soit = (:r(l1 pU)) 'une tm.1ccl,oi1'e de H d~fi'1l:ie 8'/1.1' [0, T], L Yéfj'lwliion (J,n:r: 
v(J,ria!.iol1s 

. aIf 
t5z(t) = (z(1))5:::(I,) 

S 'oppelle [léq/J,Q,h:on de .lacobi, On appelle champ de Jacob?: .lU,) = (lh(l), 6p(1,)) 
u,ne sol1f.lion non tril1inle de l'équation de Ja.cobi. Il est dit 'uc'I'l:ical à l 'inst an " 
l si lh(t) 0, Un temps I.e est dU cOl1}'Ilgué ,,,l'il e:tisle 7/11. champ de .lacob'l 
'vertica.l (J,'ll:l; in8ta:n/~<; 0 el, I.e ; le pOtnt, :t(t,e) es/, alo'f's dit. cOl1d'nglj.(~ cl :1:(0), 

Définition 92. POUT t,O'Id (:1:0, po) E 7'* AI, O'fl. no/'c 

la I:rodectoi'f'c de If pUTt,unt du poinl (:I:(], po) au tempsl 
"application c:l:]JoncnUelle par' 

e:'[;p;I:0 ( t, Po) = :1:( t l ;1,:0 l ]JO), 

O. On d~finit 

Proposition 87. S'oient ;r(J E A1, Lo = T;~o Al, et LI l 'jm,age de Lu J)(U' le 
gTOupe local à un pa.1nmètre e:t:p(i.H). Alors L, est 'Une .'IO'Iu;i-v(]'J'iéJ.é LŒgmng'i
cn'flC de T* AI, dOT/!. 1 !c8pacc t,aT/gent, est, enflendré pa'!' lcs charnps de J a.cobi pa.T
lan!. de Lo., el J:(t<;) es l, 'U'I1 point conJugué li :z:(} si cf, /wulcm,enl, si l'nTJ]Jlic.alion 
e:r!':I:o (Le, .) n'csl]w,'j une 'Ï'rnmersion (J.U point Po· 
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La preuve de la proposition résulte facilement de l'interprétation géométrique 
de l'équation aux variations. 

Une généralisation du concept de point eonjugllé est la suivante. 

Définition 93. Soit lH t une 801IS-'IH1,Tiét,é ré!JllLièn" de llf, et 

On (ht quc Test UTl I,cmps focal, cl, que q(T) es/' 'lIn po'in/'.f'ocal. s'ü e.7Jisl,e '/ln 

c1Ul:mp de Jncob'i J(/,) = (6:I;(I,),6p(l,)) /,eI que 15:1:(0) = 0 el, J(T) es/' /,fJ,ngent, 

à. Jlft. 

9.3.2 l\IIéthodes de calcul des temps conjugués 

Test de verticalité 

Soit z(t) = (:r:U),p(l)) une trajectoire de H de référence, et ;z;o = :r(0). Con
sidérons une base ((J.l,""C n ) de ~l~'ollf, et notons .JiU) = (6:ri(l),l)Pi(l,)), 
'Î = l, ... , n, les champs de Jacobi correspondants, vérifiant t5:t:j (0) = () et 
6p;(0) = ei. Alors le Lemps te est conjugué si et seulement si le rang de 

est strictement inférieur à '17. 

Pour Lester un point focal, on procède similairement:., mais il raut intégrer 
le système variationnel en remontant le teulps à parth' de la variété terminale. 
P lus précisément, soit z (t) = (;1: (t), p( t)) une traj edoire de H de référence, 
définie sur [-T, 0], et soit ;/:o = x(O). Considérons une base (!l, ... ,In) de 
T(:I:o,po)l\It, et notons .Ïi(t) = (();J;j(t),8piU)), i = 1, ... ,11, les champs de 
Jacobi correspondants, définis sur [-T, 0), vérifiant Jj(O) = fi' Alors le temps 
(,e est focal si cl, seulement si le rang cie 

est strictement inférieur à n. 

Equation de Riccati 

L'équat.ion aux variations est un système linéaire de dimension 2T1, de la forme 
tU) = .4(1,)Z(I,) , où Z est le vecteur colonne ([h,t5])), et la matrice .4(1,) est, 
Hamiltonjenne. On définit la résolvante (pU) du système par (bU) = A(I.)cljUL 
<l>(0) = J d. En décomposant 
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l'existence d'un champ de Jacobi vérifiant 0:1:(0) (b:(t(~) = 0 équivaut à. la 
condit.ion 

rang cJh (tJ < TI .. 

En int.roduisant les coordonnées projeetives R(t) = W'l (l.)d)'2 (f:)-1 ) le test; 
précédent équivaut donc à IIR(t)11 -;. +00 lorsque t -;. te. Cela revient fi. 
considérer l'équation de Riccati. En effet, considérons un systèmo linéaire 
matriciel du type 

d (X (t)) 
dl Y (t) ( 

C(t,) A(l)) (XU,)) 
-D(l) -B(t) y(t)' 

Ott X(t) est un bloc ri X k, et Y(l) est une matrice k x k inversible. Alors 
TV(f;) = X(t,)Y(t)-l est solution de l'équation de type Riccati 

l'équation présenLant des symétries dans le cadre Hamiltonien. 

9.3.3 Tenl.ps conjugués en contrôle optimal 

Le concept géométrique de point conjugué introduit précédemment est l'outil 
de base pour obtenir des conditions nécessaires et/otL suffisantes d'optimalité 
du second ordre pour cles problômes de contrôle OUr,UfUll. 

Problètne linéaire-quadratique 

Soit T > 0 fixé, et soient .1;0, :l;t E .!PLI!. Considérons le problème LQ de trouver 
une trajectoire solution du système linéaire autonome contrôlabl(:~ 

(9,12) 

minimisant le eoùt quadratique 

!
'T 

CT(lI,) = e;,;(t)TF:r;(t,) + 1"ll,(t)U'Il,(t)) rit, 
.0 

(9,13) 

olt U E Jvt m (R) est symétrique déHnie positive, et IV E M'II (IR:) est symétrique. 
D~après ]e principe du maximum, le contrôle extrémal est donné par 

oil le vecteur adjoÎnt p(t:) satisfait 

Le résultat suiva.nt. est standard. 
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Proposition 88. Les solutions du Jl1'incipe du l1uu;irrw:m sont. optirrwles avcznl 
leur fJ'f{;'fnù~.,. t,emps conjulJué, dO'l7,né par' l'a.lg01''iihme précédent 

E:vemple 9, Considérons le système de contrôle :1: = '/1., :,;(0) = D, el; le coüt 
quadratique 

CT eu.) lT(u(t)2 - :r(l)2)dL 
Jo 

Le Hamiltonien cst fI = Pa:'U ~(u~ :I;::!) , et le contrôle extrémal s'écrit 
'Il. = P:l:' Le premier tomps conjugué pour la trajectoire :1:(0 = 0, correspondant 
au contrôla 'lJ. = 0, est te = 1L 

Cas sous-Riemannien 

Dans cette section, on montre cOllunent appliquer la théorie des points COIl

jugués vue précédemment au cas sous-Riemannien, modulo une réduction 
standard. Considérons done le problème de contrôle optimal 

Je coü!; représentant la. longueur d'une courbe tangente à la distribution D = 
Vect(fll' .. , lm), les champs h étant choisis orthonormés ot fixant; ainsi la 

métrique. La longueur !(x(·)) = J~'C2~~:1 tI;)lj2rlt de la. courbe ;1;(') ne dépend 
pas de la paramétrisation. Le problème rentre da.ns la. catégorie des pn)DI.enlCS 

paramétriques du calcul des variations. On peut réduire le problème en fixant 
la paramétrisation, Un choix est d'imposer I:~:I 'lI.J = 1, et alors l(:r(·)) = 
T. Le problè~me est alors de rninirniser 10 temps. On procède id autrement. 
D'a.près le principe de IVIaupertuis, minimiser la longueur reviont ft minimiser 

l'énorgie E(:v(,)) = ./t I:~:l u}dt, le problème étant alors lt tomps flxé T. Le 
principe du lnaximum cla.ns le cas normal consiste à introduire le Hamiltonien 
If = {P, Hi fi (;1;)) - ~ UT· La condition de nULxÎmisal;ion (lJ~~ = 0 
conduit à Hi = \p,fi(:1:)). Le Hamiltonien réduit dans le cas normal s'écrit 
clonc 

. l. III ') 

Hr = - "Ç"""" 'li":' ') L..t 1 

... i=1 

Le controle est linéaire en P, et en changeant ]J aIl -"]J, on obtient la trajec
toire reparamétrisée. On peut; donc normaliser les trajoctoires sur le nivean 

â: 

= 1/2. Les trajedoires extrémales sont solutions de 

aIl,.. OHr 
]1= ---. 

a:r 
(9.:14) 

L'algorithme dos points conjugués décrit précédemment slappliqllO. Notons 
JiU) (&ri(l),oPi(l,)) le champ de Jacobi vérifiant lhi(O) = 0 0(; oPi(D) = Ci. 
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où (ej h ~i~TI est la base canonique de Rn. Un temps conjugué correspond a.lors 
à hUlllulation du déterminant: 

DU) det(8:"z:l(t), ... ,b:Dn (t)). 

Rédudion dn calcul 

On réduit dans le cas paramétrique Je calcul, en obsorvant que les extrémales 
solutions de (9.14) vérifient les relations d'homogénéité 

Un des champs de Jacobi est alors trivial. Plus précisément, an considérant 
une courbe dans la fibre a:(E) = (;XI!! (1 + E)PO), si J(t) désigne le champ de 
.Jacobi associé l alors drr(J(t,)) est colinéaire à i;(-l). 

L'algorithme de calcul des temps conjugués se réduit alors à tester le rang 
de (OX1 (l), ... ) 0.1;,,-1 (l)), OÙ .Ji (t) = (8.Ti (1;), DPi (t)) est le champ de Jacobi LeI 
qne O:Z:i(O) = 0, et OPi(O) 1- Po. 

En fixant fi" = 1/2, on voit que]e domaine de l'application exponentielle, 
définie par 

eXP:l:O (l, po) :f( t l :1:0 l Po), 

est le cylindre IR x 8 m - 1 x jR'TI-1Il. Le temps l'e est conjugué si et seulement si 
l'application aXP:l:o (t,c,') n'est pas une immersion en (l,Cl Po). 

Lien avec l 'oplimo,liU 

R.appelons qu'une ext.rémale z(t) = (;l;(t),p(t,)) solution de (9.1 il) est dite 
slride sur [0, T] si la trajectoire x(-) n'admet qu'un seul relèvement extrémal, 
à scalaire près, sur [0, T]. Le résultat suivant résulte de l'interprétation du 
problème sOlIs-Riemannien comme un problème de temps minimal, et de la 
section suivante. 

Proposition 89. Soil z(t,) (;1:(t,), 1)( t)) une e:z:tl'émale sl1"icte SU1' tout Ùl,

I,enmllc solv,üon de (.9.14). La lmdedo'l1'e ;1;(.) est, loclllem,ent (an 8cns de la 
topologie LOO 8'/1,7' le corû1'ôle) op/'ùnale jusqu'au premier tem.p8 CO'l1d'l1.fj'IJ,é. 

Ba:ernp/e .10. Considérons le cas dît de IVIartinet, avec n = 3, m = 2, et 

D y'2 D . D 
+ -) ,12 = -::}. 

~ DlJ 

Les simulations sont faHes le long cie l'extrémale partant du point 

;1:(0) = 11(0) = z(O) = 0, ]):1;(0) = -0.9, ])1)(0) = 0.19, ]);:(0) = 100. 

Sur la figul'e 9.11 sont représentés , d'une part, la projection sur le plan (:ry) de 
la trajectoire aBsociéa (c'est un élastique d'Euler), d'autre part, le déterminant 
des champs de Jacobi, qui s~am1Ule ft le = 1.1] 2 environ. 
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Projtlclion do ln trajectoire 
O.5r-----.;.,.-----,-~-__, 

0.4 

0.3 -

0.2 

0.1 

>- Q-

-0.1- ( 

-0.2-

-0.3 

-OA-

_O.s.l-----'"----'------J 
-0.6 -0.4 -0.2 o 

Fig. 9.11. Déterminant, cas de Martinet 

Problème du temps minimal 

Déterminant 

0.5 1.5 

Considérons le problème du temps minima] pour le système de contrôle 

;i; Ct) .f ( ;r; (1, ), 'LI, ( t ) ), :c( 0) = :Z; 0 , (9.15) 

011 f : ]R11 X ]R1Tl ~ IA;.11 est une application lissc, ;];0 E lP,{n l el; u(t) E m;7H (cas 
sans contrainte sur Je contrôle). 

Tout contrôle '/l, temps minimal sur [0, Tl est (-l,lors 8zngnlù:'f', i.e. e'est lmp 

singularité de J'application entrée-sortie en temps T. D'après le principe 
du rna..ximum, la tra.jectoire :r:(.) est projection d'une extrémale (;r(·),p(-)), 
solution des équations 

et 
EU! 

(:r, 'P,1/.) = D, 

ml 
H(:r,p, v.) \p,/(:r, 'l1)). 

D 1après la condition de maximisation, on peut supposer que fl(:l:(l),p(t), u(t)) ~ 
o ]e de Pextrérnale. 

Dans cette seetioIl, on fait les hypothèscs suivantes. 
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HY]Jothèse.r; 

1. 1J(:r;(t),p(l.), '/lU)) -1=- 0 le long de rextrémale. 
2. La Hessienne 

EP'H 
~(;r:,p,'/1) 
ou-

est dé1inie négative (hypoth(~se do Legendre stricte). 
3. La singularité est de codimension un sur tout; sous-intervalle (hypothèse 

de régularité forte, cf [G2]). 

L'application du théorèrnc des fonetions implicites conduit; alors à définir 
plusieurs familles de contrôles extrémaux U(:l:,p), chacun d'eux étant utilisés 
pour construire UIle partie de la synthèse optimale, dans tille direction donnée. 
C'est l'aspect; microlocal. Ainsi) localement, on calcule 'aU) U(;l:(J,). p(t)). On 
définit alors (localement) le I!œmiU(mo'ien l'érhât 

1J,.(:z:,p) = H(::r;,p,u(:r,p)). 

Toute extrémale vérifie 

(9.lG) 

Faisons J'observation suivante. 

Lemrne 62. Le cO'1J.!,rôle u(:r:,p) est hO'11wgène en p df'; degré 0, i.e. 

1/.(;7:, ,,\p) u(:r,p), 

ef. les soluJions d'IL /;!lstème réd1J.ü vérifient la. condiUon ri 'homogénéüé 

.11(t, J:D, .\Po) :1;(l, ;1;0, ]JO), p(t, :[;0, À])o) = .\p(1., :1:0,])0)' 

Définition 94. On d~finü l'appl'ical'ion exp01wnticlle pœf' 

eJ:p:.r:o (t~ PO) :z:(I., :Z:o,]JO), 

où (:z:{I,:1:0,po),p(i,,:ro,po)) es!,l(/, solution du syslème (9.16) partant du poùiJ 
(:fO, Po) en t = O. 

Précisons le domaine de cette application. Tout d'abord, le temps 1, v<lrie 
dans (du moins, tant que la solut.ion est bien dôl1nie). Ensuite, le VElctcur 
adjoint, initial Po est défini il. scalaire multiplicatif près, sachant que l'on sup
pose II,.(:-';0, PD) 1= O. On peut donc supposer que Po E Sl1-l. Ii'inalement, 

eXP:I:U: 

La contribution fondamentale de [2, 13, G2] est la. suivante. 
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Théorèrne 53. Sous les hypothèses précédentes, la (;mdecloire :D(') est locale
meni, (au sens de la topologie VX) sm' le contrôle) tcmp.r:; m,inimale :iusqu'au 
premier temps conjugué te. 

Preuve. La preuve de ce (;héor{~rne repose sur le fait suivant: que l'on va mOI1-

trer : l'application exponenLielle n'est pas immersive au tpmps (, si et sClllernent 
si la dérivée seconde intrinsèque QI de l'application entrée-sortie le long de 
l'extrémale CD(·),p(·), u(.)) admet; un noyau non trivial, où QI est définie par 

avec t51~l;(O) = 6];z;(0) = O. En effet;, si la forme quadratique Qi est définie 
positive, alors on peut montrer, pa.r des arguments du type lemme de Morse, 
que la trajedoire ;c;(-) est localement isolée en topologie D'Xl (voir [2]). 

I\!ron{;rons donc cette correspondance. On rappelle Lou!' d'abord les no
tations. La t;rajedoire :l:(') est; la projection de l'extrémale de référence 
(x(,),p('Lu(,)) solution de 

.1;(1,) = aaIi
,. (;l:(t),p(t)), liU) = 

]J 

oi1Ii,·(:r:dJ) = H(;J:,p, 'U(:1:,p)), et u(:z:,p) est; solution de 

aH 
!:). (:l:,p,'U(:z:,p)) = O. 
un 

En particulier 1 on a les formules 

{J'u 
0'2 J-J al/. 02J-J 

ÛJ:OU {J1JÛlt 

aa; - û'2JJ 1 ôp - O"2H 

Ou:! 7JU'I 

aexp;/:o (" _, _ .() -a-- t,po).opo - &1, t l 

Po 

011 (6;z:(" L 8p(t)) est solution du s;t}.stèn1.C vQ.l'iaf,iOTluel 

(9.17) 

(9.18) 
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{)211,_ a2IJ
1

, 

(5~r ~D' (:/;,J1).O:z; + ~(:Z:j]J).op, 8:1:(0) = 0, 
ü;-C1J op-

: a2 J:lr [P 111' 
Ôp = --{) 'J (:/:,p).O:D - Ô ~\ (.1:!p).Op, 5])(0) 0])0. 

:r.- :Z;UJ1 

(9.19) 

Calculons les coefficients du système variationnel. Par dérivation, en tenant 
compte des formules (9.17) et (9.18), on obtient 

EPH1, a2 H 
éhôp 

éPII,. ô2H 
â:I;2 ô:r2 

Done le système varia.tionnel (9.19) slécrit 

(9.20) 

avec o:r(O) = 0 et 6]](0) = iSpo, 
D1autre part, soit 1\1(s), matrice n x 'H, la solution du problème de Cauchy 

Alors, 

et 

af ' -a (.1:(05), 'u(s))Af(s), 1\1(0) = I. 
x 

dE, (ll).â'll, = 01.1:(t) = Jl1(t) t 111(s)-1 B(s)iS'U(s)d8, 
./0 

Soit P(s) la solution du problème de Cauchy 

~f' ô2 f ô2.f 
P· = -P~ (5:) ( s: ) P( ) fh; P {):1;2' U}X,' p a:c/)'lJ.· " (J'Il, 0 
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Lemme 63. On a 

t (aH) Q{(6'll) = Jo r1 Du (.T(s),p(.s),ll(s)).(l51:t(s), P(s), 8'IJ.(8)) (~l1(S) ds. 

Pr'c'U'ue (Pre'/J,'lJc du lemrne). Par définition de P, on a 

En rem.plaçant clans (9.2]) et en intégrant, par parties, on obtient 

Or, d'une part, qUfl11d on se restreint à ker dEt (n), on a 81;dt) = dEt ('II).6u = 
O. D'autre part, ~)~: pg:~ (:z:, u), donc 

(aIl) d -.-aI/, 
(f2f DI a'l.f 

p.n-;:-) d;r; + -o. dp + p.~d'l/,) 
(XI:C Il 1t ou-

et on en déduit la formule du lemme. 

On est maintemu1t en mesure de prouver le théorème. 
Tout d'abord, si dexP:r:o (l,c,]Jo) n'est pas immersive, alors il existe une 

solution (8:1:(-),8p(·)) du système variationnel telle que 8:z:(I,c) = O. Uu calcul 
facile montre alors que 

(DIl) cl al/, (a:,Pl u).(8:z:, 6p, 6u.) 

oü 6u = Z:l~ &r + g~ 8]), et clonc, QI" a un noyau non trivial 
Réciproquement, si Qle a un noyau non trivial, alors 

On en déduit, que 

et en remplaçant dans les équa.tions dHTérentielles do 6 1:7: et P, on obtient. qlle le 
couple (dl;/:, P) vérifie le même problème de Cauehy que le eouple (();r,8p). On 
cn déduit que 6:1: = 6:1:1) et, en particulier, rSa:(lc) = 81 :1:(I,c) = rlE/Ju).âil O. 
Par conséquent, rlexP:ro(tcIPo) n'est pas immersive. Le théorème est prouvé. 
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Tes/'s de calcul des temps C017:1U.gW!," 

On a troÎs tests équivalents. 

Il Test 1. On se restreint il l'espace vectoriel de dimension n l des champs 
de Jacobi .1;(1,) = (8;Di(t), OPi(l)), i ], ... , n 1, verticaux en 0, vérifiant 

(POl OPi(O)) = O. (9.22) 

Il s~agit donc de calculer numériquement les champs de Jacobi correspon
dants, et de dét(~rminer à quel instant le rang 

rang d7r(J 1 (t), ... , J n - 1 (1,)) = rang (8:c] (l,), ... , O:Z:n-1 (t)), 

es!' inférieur ou égal à. n - 2. 
• Test. 2. Une autre possibilité est de calculer numériquement les champs de 

,Jacobi J i (1,) = (O:Z:i(t),OPi(l)), i = 1, ... ,71., correspondant aux conditions 
initiales 8])i (0) = ei l 'l l, ... ln, où (Ci) 1 (i(lI représente la base canordque 
de R Il

, eL calculer le rang 

celui-ci devant être égal à n 1 en dehors d'un temps conjugué, et étant 
iuférieur ou égal à n 2 en un temps conjugué. 

• Test 3. Par ailleurs, la dérivée de l'a.pplication exponentielle par rap
port à l esl; égale à la dynamique f du système. Pour tester les temps 
conjugués, on peut donc également prendre une ba.se (Op1, ... , tSPn-l) 
vérifiant (9.22), calculer numériquement. les champs de Jacobi correspon
dants .Ji(t) = (8:/;i(l),6pi(t)), i = 1, ... ,'11, l, et tester J'annulation du 
determinallt 

En effet, par hypothèse le Hamiltonien est non nul le long de J'extrémale, 
ct donc ±U) est transverse à d7i(J\(t), ... ,Jn,-l(t)). 

Comrncnl,a,ù'cs sur l'i:mplément,aUo1l 1111:mér'ique 

L'algorithme préeédent est très simple à. programmer : il suffit d'intégrer 
numériquement une équation difTérentielle (de très nombreuses méthodes ef
ficaces existent), puis de tester la nnllité cl 'un déterminant, ou une chute de 
rang. Pour calculer numériquement un déterminant ou un rang, de manière 
efficace, il faul; bien entendu paBser par une décomposition LU, QR, ou SVD 
de la. matrice. La méthode la plus pratique pour calculer la. chute de rang étant 
la décomposlt;ion SVD de Ja. matrice (décomposition atLX valeurs singulièws), 
le nmg chut.ant lorsque la dernière valeur singulière s'annule. Ces algorithmes 
d'intégration numérique et de clécomposilïion sont standards et, sont intégrés 
à, des logiciels de calcul 1111mériquc COlTlIIle A4ai,ln!J. 
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Par ailleurs, pour tester la. nullit.é du déterminant, on peut se contenter 
de programmer une simple dichotOlnie. Mais cela suppose que la solution 
numérique de Péquation aux variations soit sufHsamment lisse. En rait, si le 
système est raide la solution peut numériquement se présenter sous forme 
de fonetion constante par morceaux l auquel cas la procédure de dichotomie 
peut échouer. On peut alors affiner la méthode de discrétisation de l'équation 
différentielle, en prenant par exernple un pas pins petit. lVlais cela s'avère 
coûteux et peu efficace. Une meilleure solution consiste fI. interpoler les points 
de la solution discrétisée (méthode de eollocation), ce qui comlÎste il lisser 
la solution. Là encore, de telles routines 1:\0111, standards (voir AI a'ua.b), par 
exemple [63] a développé une fonnule de collocation dont le polynôme fournit 
une approximaUon Cl de la 80111t;iOD, précise il. l'ordre LI sur l'interval1e en 
question. 

C{",la a été implémenté dans le logiciel COTCOT (Conditions of Order 
Two and COnjuga.te Times), disponible sur le web l (voir aussi le rapport 
technique [8]), dont le fichier principal est une routine matJab, cotcot.'J1I. Le 
calcul du système adjoint s'effectue pm' dHTérentiatioll automatique, il. l'aide 
du softwa.re AdijOT, disponible sur inteTJwL. Le code Fortran définissant le 
Hamiltonien est généré de manihe automatique, et des fichiers me;]; sont 
créés pour Aia,tlab. L'intégration munérique des équat;ions différentielles ct 
la solution du problème de tir associé sont effecLllés aVtlC des eodes standards 
Nellib, interfacés avec Aiatlab. Plus préeisémenl'j la rouUne Afatlab utilisée 
pour implémenter la méthode de Newton est hybrd.rn, qui fait appel au code 
Ji'o-rtmn hybrdJ de Netlib. Cetl;e routine, fournie dans le package COTCOT, 
est. beaucoup plus fiable et; robuste que les routines fournies dans la ToolboJ: 
olJtim de AlaUab. 

Un e:remple canonique 

Considérons le système de contrôle dans m;2 

;:r ='ll, Û 

et la condition initiale :1:(0) = y(O) O. Le Harniltonieu est fI = P:s:'lL + TJu(l 
u 2 + a::1L el le contrôle extrémal s~écrit '1/ p:r./2]J~1' On calcule facilement 

( 
') sin 21,) 

exp (t, A) = ).. sin t, {; - ).. - -1) - , 

.;., 

et à l'aide de ce calcul explicite on trouve que le premier temps conjugllé pour 
la trajedoire (:1:(1) 0dJ(t,) = 1), correspondant au contrôle 'lJ, = 01 est l'e = 7r. 

Une simnlation numérique permet de vérifier ccci. La figure 9.12 représent.e 
la qllantit;é det(O:I:1 (t), Ib:2(t),.f), où f es\' la dynamique du syst?~me. On ob-
serve bien que cette quantité s'annule pour la première fois en l, 'iL 

l http://www.n7.fr/apo/cotcoLzip 
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1.5,--_--,-_.--____ ....---.----, 

o 

-0.5 

-1 

-1.50 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Fig. 9.12. det,(&1:1 (1,), t5X2(l), f) 

9.3.4 Application au problème du transfert orbital 

Dans le repère orthoradial, on a 

;i; J"'() (:r) + ~ (ul'Fl'(:t:) + '/l,orF()r(~';) +ucFc(:r)) 
111 

111. = -ôlnl. 
Le Hamiltonien de ce syst;(~me s'écrit 

(9.23) 

(9.2<1) 

oü Inl :::; 'lL11/ll:r.' D'après le Cbap. G, en dehors des il-singularités le contrôle 
temps minimal s'écrit 

où (p ((]J,/ï~.(.T)),(p,F(Jr(:c))r(P1Fc(:I:))). Ou en déduit que m(t) = 1no-
()Ul1!n;"t, et on doit, donc tester un point conjugué pour lc système (9.23). 

COTnn/.(>.nt,aiT(~s 

D'uIl point, de vue munérique, le systèmc extrémal es 1; calculé, comme pour lc 
problème de rentrée atmosphérique, iL l'aÎdc de Adaple, ou pal' différentiation 
automatique dans la routine COTCOT préscnte précédemment. Pour déternüner 
la trajeet.oire optimale, on ut.ilise une méthode de tir simple. On test.e ensuite son 
optirualiLô avec un calcul de temps conjugué. 

On utilise les données numériques du Chap. 6. Pour une poussée max
imale de 3 N, le tenlpS Ininimal de transferl, est crenviroll 12 jours, ce qui 
correspond à. environ 15 orbit.es autour de la Terre. Sur la figure 9.1:1, on a 
pris le temps final COlTllTW unité. On prolonge les ext.rémales sur 3.5 fois le 
temps minimal. Le premier temps conjugué appaTaît environ à. 3 fois le temps 
rninimal , et. le deuxième à environ 3.5 fois le temps minimal. 
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".H)W 

" 

Fig. 9.13. Transfert orbital 

9.3.5 Temps conjugués pour des systèmes de contrôle affines 

Préliminaires 

Dans cette section, on considère le problème du temps minimal pour le système 
de contrôle affine mono-entrée 

(9.25) 

oÎl Fh et PJ sont des champs de vecteurs lil:îses sur lR'It, et; u(t) E 1Ft Toute 
trajectoire :7.:(.) temps minimale est singulière, Le. son contrôle associé v.(.) est 
une singularité de l'application entrée-sortie. 

On faiL les hypothèses suivantes. 

(Ho) La trajectoire :z:(.) est lisse et injective. 

Pour simplifier la présenta.tion, on peul; supposer que '/1. O. 
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Cette hypothèse implique que la singularité de J'application entrée-sortie 
est de codimension un, ou encon~ que le premier cône de Pontryagin 1((1,) = 
lm dEI Cu) esi; le sous-espace de codinwnsiol1 un 

où ar] Fo·Fl [FI), FIl· 
Le vecteur adjoint p(.) associé est unique à scalaire près. On peut; l'orienter 

en utilisant la condition If;=:: 0 du principe du nULximum. 

On introùuit; les relèvements Hamiltoniens associés aux champs Fo et Jï'\, 

Avec ces notations, et sous les hypothèses précédentes, l'extrémale est associée 
au contrôle 

u(:t:)J1) 

vérine les contraintes 

et est solution cIe 

où 

{ { H 1 1 Jlo} 1 HO}(:1; 1 p) 
{{ I-h 1 IIo} , Hl }(.T,p) 1 

af1 ail 
a1) ) p= --0" 1 

:1; 

H(:D,p) = Iio(.T,p) + l./(J;,p)lh(x,p). 

Définition 95. 1. Si 1-/0 > 0 : 
a) si {{Hl 1 I1o},Hd > 0, on dit que la f.mjectoire est hyper!Jol'iqu,e; 
b) si {{lh,Ho},Hd < 0, on dit que la lradecioil'e efit ellipUque. 

2. Si lIo = 0, o TI, dit qu.e lCL lmjedoil'e est e:œcplionnelle. 

Tra:nsJonnat'ion in.t,égmlc 

(fla) La champ Fl esl; transverse ~1 la trajectoire ;1;(.) de référence. 

Dans un voisinage tubulaire de :lj(·), on identifie le champ Pl à 

Localement, le sy8t{~rne se décompose en 

:r J(x: :vn ), 

:i'~Tl = g(:ï', :r l1 ) + 1/" 

où :ï' (:Z: Il . , . , :z: 11 -1)' 

(9.26) 

(9.27) 



9.:3 M6t.hodos du second ordre: théorie des points conjugués 2G:3 

Définition 96. La 1,'f'{J,nsformaUon intégrale cOllS'Î.sl,e à. prendre comnle 11.011.

veau cOïl.i'rôlc le contrôle 11 = ;1;'11' On considè7'e alors le syst.è1ne 7'éduil (9.26): 
qu:i s'écrit 

& = .l'Ve,u). 

Le Hamiltonien de ce systèrne est 

Lemme 64. Le t.l'ipld (;7:,]J, '11) est une eJ:fl'énmlc du 8ys/'bnc (9.25) ,si el 
lW'lûemeni si (:l:,lJ, ;D II ) est une e:r:lréma/.e du sJj8tèrne 'f'édnii (.9.26'). De plu;;, 

a DH aH 
(H 

8 82 aIl a2 ii 
(Jn 8t], 81.1, - Ô:l}1 . 

En pm'Uculier, la. eOTul'ition, de Legendre si,ride pOUl' le slJstème 'l'édu'if, équ:ivavJ 
à. la. condition dit.e de Lcgcnd'J'c-Clebsch pour le susl,ème olfüJ.e in:itial. 

Faisons l'hypothèse technique supplémentaire suivante. 

(H4 ) Pour tant 1, E [0, Tl, les 11 l premiers vedeurs ad};Fn.Ft(a:(t.)), 
k 0, ... ,n - 2, sont linéairement indépendants le long de la. trajec
toire de référence. Dans le cas oxcept;ionnel où Fr)(:r(l)) E I((t), on 
suppose de plus que 

On rappelle le résultat suiva,nt de (13]. 

Théorème 54. Sous les hypothèses pTéc(Sdcnles, la lm:iectoin'. SÙIIfl1Nère de 
1'éférence :r(·), définie SUT [0, T], es!, temps rnininuûe dans les cos hyperbolique 
ct, e:rceplionnel, d lcmps mo,1.;1:malc dans le cas ell'ipi/ique! Jusqu. 'à un ptcrniel' 
temps L1 c dU temps conjugué, parmi tmûe.B lcs I.mjedoù'cs du système COll

t,cn'/J,e.~' dans un vois'ina{]c l'Ubulai1'c de x(·). 

L'en.ieu est maintenant de donner des algorithmes de calcul des tcmps 
conjugués. 

Aigoritiunes dans les cas elliptique et hyperbolique 

• Test 1. En utilisant la transformation intégralc, on se ramène au cadre de 
]a Seet. 9.3.3. On COIl8idère 10 système extréuli:ll réduit 

:r ail 
Ii 

aFr 
rh) , 

Ô;I: 
1 
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et on note .idl), ... ! J/l-2 (t) les 'Il - 2 champs de Jacobi verticaux cn 0, 
/)ij(O) vérifiant (8ij (O) , ii(O)) O. Il s'agit alors de calculer numériquement 
J'instant auquel le rang 

rang dir{JJ (t), ... , .Ïn - 2 (t)) 

est inférieur ou égal à n - 3. 

Remarque 48. Le test n'a de sons que pour n ~ 8. Pour n 2, iln 'y a pas 
de Lemps conjugué sous les hypothèses précédentes. 

• Test 2. Ce cletD,:ième t.est; est, intrinsèque et n'utilise pas la transformation 
intégrale. On considère les champs de Jacobi solutions de l'équation aux 
variations associée au système initial (9.25) et des contraintes linéarisées 

dH] d{ IIfh lh} = 0, 

8p(0) vérifiant (8p(0),p(0)) = 0, et (h(O) E IRF1 (;-z;(0)). Autrement dit 1 on 
considère une base ({b:1 (0), ... ,&1: ,1 (0), 8])1 (0), ... \ 8pu(O)) satisfaisant 

(8])i{0),])(0)) 0, 

(8pi(0), F, (;r(O))) + (pi(O), âF1(:r(O)).&ri(O)) D, 

(8pi(0), [170, F}J(;z:(O))) + (pÎ(O),d[Fo, .Fi](x(0)).8J!Î(0)) 0, 

b:Z;i(O) E lPHi\ (:r(O)), 

on calcule les n 2 champs de Jacobi associés, el on détermine à quel 
instant le rang 

rang (d1i(J] (t), ... 1 Ju - 2 (t)), j;\(:c(t))) 

= rang (0;1;] (1.), ... , 8Xn-2 (t), PI (:1:(1,))) 

est inférieur ou égal à 11. 2. 
Puisque le cham p Fo est transverse au cône de Pontryagin le long de la 
trajectoire, ceci eHt équivalent fi, tester l'annulation du déterminant. 

Aigorithlue dans le cas exceptionnel 

On considère la restrict.ion des extrémales singulières sur le niveau d'énergie 
Ho O. Le test, présenté sans passer par la transfonnation intégrale~ est le 
suivant. On considère les n - 3 ehamps de Jacobi solutions de l'équation aux 
variations associée au systènm initial (9.25) et des contraintes linéarisées 

dH1 d{ Ho, II]} = tliJo = 0, 

8p(0) vérifiant, (0]1(0)1 p(n)) 0, et; 0.1:(0) E (:r(O))l et, on détermine 
numériquement à. quel instant le ra ng 
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est inrérieur ou égal à 11 2. 
Puisque le champ m{2 Fl.Fo est. transverse au cône de Pontryagin le Jang 

de la trajectoire, ceci est équivalent à tester l'annulation du déterminant 

Rem.O/IY/lle 4rJ. Le test n'a, de sens que si Tt 4. Pour n 3, sous les hypothèses 
précédentes, il Il 'y a pas de temps conjugué. 

Application au contrôle d'attitude 

On rappelle que les équations crEuler sont 

où 

n) = QI [22{}:1 + bl lJ , 

n'2 = {1.2[2\ {}~I -1- b2 'Ll, 

!2:1 = (laDl [22 + b;~n, 

h - h /:\ - 1) Il - h 
(JI = . {/,2 = -/--, ();I = --r-' 

2 :1 

(9.28) 

voir Chap. 5. On applique l'algorithme de calcul des temps conjugués in
trinsèque vu en Sect. 9.3.5, avec les données suivantes: 

h = 3, /'2 2, h = l, 

et 
bl = 2, b2 = l, lJ:j = 1. 

On efTectue le test avee les données initiales 

La trajeetoire associée est hyperbolique, et on obtient un prenlÎor temps con
jugué il 1.~i7 environ, qui correspond à l~annulaUon de la norme de l'unique 
champ de Jacobi, voir figure 9.14. 

Lf~S équations complètes du contrôle craU:itllde consistent il, ajouter aux 
équations d'Euler ]es équations 

R(t,) = 8(fl(J.))R(t), (9,29) 

oil 
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Tralectoire 

Norme du chnmp de Jacobi 
12 r. --...-~~-~-~-~----, 

10 

Q 0.5 1 

Fig. 9.14. R.ésultats numériques sur les équations d'Elllt~r 

La matrice RU) est une matrice de rota!;ion dans 
élément de ]RD. 

l représentée par un 

Pour le calcul des temps conjugués, on choisit ici la méthode de t1'ans
rormation intégrale décrite à la Sect. 9.3.5. Le champ étant constant, 
il s~agi!, juste d'uIl cha.ngement linéaire de coordonnées. Plus précisément, b: ... 
étant différent de 0, on réaHse la transformation intégrale cm prenant comme 
nouvea.u con trôle 11 = ~l;:h el, on définit les nouvelles coordonnées 

Ùl 
;r = ill - ,-;[2:3, y 

;3 

Le système réduit es!, de la forme 

il(/,) = S(;r(t), yU), v(t))R(t), 

:i:(t) Il (:l:( t), u(l) 1 v(t)), 

Ù ( t) = h ( ;[; ( l ) 1 Y ( t ) l '() ( f. ) ) , 

où .ft et 12 sont quadratiques. 
Pour les simula.tions nurnériques, les données initiales sur Pétat (qui est un 

élément de 1Ft ll) SOllt 

R(O) = Id, J;(O) = 0.05~ y(O) = 0.05. 

Cas hyperbolique 

Si on choisit le vedenr adjoint; initial 

JJ( 0) = (] 1 1 1 1 :1 :1 ] 1 1 1 ), 

on esl; dans le cas hyperbolique. Pour ealculer le rang de la ma.trice, on 
utilise une décomposition alL'\: valeurs singuliôrcs (SVD). On constate qu'en 
dehors cI'un temps conjugué le rang de cette matrice est égal iL il. La figure 
9.15 représente les valeurs singulières 2, 3 el; L1, le premier temps conjugué 
correspondant à l'allIlulal;ion de la quatrième valeur singulière. On obtient 
Ilc = 285.729 environ. 
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Deuxième 

50 100 150 200 250 300 

50 100 150 200 250 300 

50 100 150 200 250 300 

Fig. 9.15. Résultats numériques sur les équatiolls du contrôle d'attitude, cas 
hyperbolique 

X 10-3 Deuxième valeur singulière 
2r-------------------~------------------~------------------~ 

OL-------==~------~----------------~----------------~ o 50 100 150 

Troisieme valeur singulière x 1O-~ 
2r-~--------------~r_----------------~~----------------~ 

oL-----------=====-~------------------~=-~------------~ o 50 100 150 

Fig. 9.16. Résultats numériques sur les équations du contrôle d'attitude, cas 
cxceptiounel 
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Cas c:r:cep/.ionnel 

Si on choisit le vecteur adjoint initial 

p(O) = (J ] 0.99355~112876393 1 1 1 1 1 1 1 1 ), 

on est dans le ca,s exceptionnel. Pour calculer le rang de la matrice, on II tilise 
de même une décomposition aux valeurs singulières (SVD). En dehors d\m 
(",emps conjugué 10 l'aug de cette matrice est égal ~l 3. La figure g.] 6 représento 
les valeurs singulières 2 et :3, le prernÎer tenlps conjugué correspondant à l'an
nulation de la troisième valeur singulière. On obtient tIc = 108.1318 environ. 
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