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# Le traditionrel ot ennupenx chapdtee

sur Jes eapaces afines et los sspaces projectll,

qui ne conshate qu'en simples traductions de 1'Algabee lindaire,
aurail aussi gagnd & dire conaidérablement alligs, =

Jean Dnepuponng, priface du lhvee Algdbee findaira
ot Gdomddris Sémentaire, Hermann, 1968

Avant-propos

Siogulier destin que celul de la Géoméine élémentaire dans toutes ses
formes, depuis les petites classes de Lycée'!) jusquaux premidres années
de "Enseignement supérieur |

Un coup d'eeil sur des sujets du baccalauréat, de 'agrégation ou de 'Ecale
polytechnigue montre & quel poiot la Géométrie & ocoupé une position
dominante, voire hézémonique, dans I'enseignement jusgu’aux alentours de
la Seconde guerre mondiale.

Pourtant, & partir des années cinquante et soixante, |'Enseignement., méme
elémentaire, ne put rester sourd aux exigenees d'une rigeeur acerue ot d'un
agriornamento qui allait hien au-dela d*un simple toilettage. Ce mouvement
de fond qui s'étalt mis en oeuvre semblait devoir renforcer les assises de la
Géométrie classique mais, en réalité, lui a assené un coup fatal. Parmi les
reproches qui etaient faits & cette discipline, M'un d'eux, ef non des moindres,
consistait & en contester la pertinence des bases ;| une axiomatigque floue,
des ohjets définis sans toute la précsion nécessaire.

Il m'est pas faux de dire gqu'avec la complicité bienveillante des manuels
soolaires et des professeurs eux-mémes, le géométre en herbe flail invité &
pesser allégremnent de affine au projectif, puis du projectif & l'euclidien et,
pour terminer, du cadre réel an cadre complexe zans la rassurante probecs
tion des garde-fous les plus élémentaires (31,

Il est wrai quun banal plan affine réel peut &tre considérd & Uenvi comme
une drodte affioe complexe, mais la différence n'est pas du tout ancdine |
Le groupe des transformations de la forme 1 — az + 53 {avec (a,B) €
C* x C), est bien pauvre, comparé au groupe des applications affines (bi-
jectives) d'un plan réel - un éément du premier dépend grosse modo de

"Par Lyeds nows eatendons il he classes de ks Sixidome 4 la Terminale,

o fond, les auteurs falaabent dijh Imphicitement 1o distinetion antre cm diffirents
cadris en tvoquant k2 propridids affines des conigues & |'occasion d™un titre de para-
pgraphe, mais c'était pent-étre daomntage pour satistaire be taximomiste qul sommeillait
en EuN Gie poar rendre manifisies ol transpanentes o8 propridbes fodsmontales,

(et dase le groups des transformations afines bijectives de la droite coanplexs,
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deux paramétres complexes, o'est-a-dire de quatre paramétres réels, tandis
qu'un élément du second dépend, lui, de slx paramdéires réels. Lo différence
est suffisamment notable pour que I'image d'un cercle par un &lément bien
choisi du groupe affine réel soit une ellipse donnée & Pavance, alors que
Vimsge dun cercle par un #ément de !q':. le groupe affine de la droite
compbexe, reste un cercle (41,

Un ouvrage de « Math Elém » comme le LEBossE-HEMERY, qui a accom-
pagné des générations de lycéens depuis 'immédiat aprés-guerme husqu'i la
fin des années soixante, reste el restera sans doute encore pour longtemyps
un ouvrage cibé en exemple, aussi bien pour la richesse de son contenuy
que pour une présentation ot une jconographie & la limite de "austérite,
typigues de 'épogque,

Pourtant, on sent bien qgue la préscoupation essentielle n’étail pas, loin
s'en faut, la précision quant au cadre retenn ; en fait, le contexte affine, eu-
clidien, voire projectil lorsqu'il &tait question du birepport, o'apparaissait
clairement en fait que pour le mathématicien professionnel, maks rarement
pour I'éléve 1%, Souvent méme, seul un coup d'eil jeté sur le titre du cha-
pitfe en cours pouvait renseigner sur la dimension de Uespace amblant :
droite, plan ou espace de dimension 3.

Cela n'était pas forcément trés génant (tant que I'on savait co que I'on
faisnit), mais ne concourait pas 4 conférer 4 Pexposition de ln Géométrie
toute la riguenr souhaitée (%),

Or, c'est anssi de cela qu'il s'agissalt © depuis le x1x® sitcle déja, des ma-
thématiciens comme FAUSS ou Bolvar s'interrogeaient sur le cinguiéme
postulat d'EvcLIDE, le posfulaf des paralléles. 1l devenait urgent, cent cin-
quante ans plus tard, de fonder rgoureusement la matiére, ce d'sutant
plus gue des exigences nouvelles s'"8taient fait jour dens Uintervalle et que
Ies ustensiles requis étaient & portée de main.

Bien sir, on disposait dasxiomatisations précises ot irréfutables, telle celle
de HILBERT '7) mais |'heure de la Géométrie pour la Géométrle, ars grafia
artis, ttait déji passée,

La Géométrie avait contribué historiquement au diveloppement de 1'Al-
gebre, et il n'est pas jusqu's 'Algébre commutative qui ne lui doive ane
partic de ses concepts ; 5 la notion d'idéad & &8 favorisée par les recherches
gur le « Girand » théioréme de FERMAT, les constructions algébriques an-

D ailleyrs, pous Sargirons notee vision de ce plan en be « plongesnt » dans la droite
projective complexe, qul admet cette fobs un groups de iransformations naturelles plus

*Dans la begon sur le bmappert, Pindvitable intervention des dments & 1'infini est
d’abord &ludie, puis introduite par un passage & la lmits.

e n'est pas seulerent une question de rigaeur, mas aussl d'eflcacitd. Mows direns
quelgques mots & o sojet dans les pages qui suivent.

MWoir [L3] par exemple.
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tour des surfaces de RIEMANN Pont enrichie & leur tour, comme elles ont
fait pour la théorie des valuations discrétes, De méme, 1"Algébre bilinéaire
g Indiscutablement trouvé ses premidres justifications dans 'étude ot la
ginéralisation des conbques et des quadriques '8!,

On & pu, en toute honne fol, penser que 'introduction d une bonne dose de
rigueur dans 'exposé péométrique alluit lui conférer une legitimité indis-
cutable et définitive. A la fin des années soixante, des articles de la Revoe
de Mathématiques Spéciales s'enorgueillissaient de redonner par le biais
de I"Algébre bilinfaire une nouvelle jeunesse aux notions de condgues har-
moniguement cireomecrites ou de conigue harmeniguement alfochde @ dews
coniques %), Derridre la notion de conjugeison harmaonique se cachent en
effet des propriétés des formes quadratiques ot nous en donnons un aperou
succinct au V-9.5.7.

Favorisée par une base axiomatique plutot simple, ot profitant de la vagoe
des Mathématiques modernes, I"Algtbre ' prit en pen de temps une place
prépondérants et on atteignit vibe des sommets ; certains mameels de Ter-
minale C du début des anmées soixante-dix allaient méme jusqu's prisenter
la réduction des endomorphismes en petite dimension !

D oo point de vue, la Géométrie a &té bien mal payée de ses efforts histo-
riques de promotion de I"Algéhre | puisque Uon pouvait énoncer, démontrer
et interpréter la plupart des résultats glométrique en termes alpébriques,
la Géométrie se retrouva vite reléguée au rang de simple [aire-valoir de
"Algébre, avec tout appauvrissement que cela impliquait ; la Géométrie
projective, aver 'sspace projectif comme objet quotient, se prétait mal ag
dogme du « tout vectoriel = @ elle disparut |a premitre et, avec elle, tout un
pan de la riche théorie des conigues.,

FPlutit que de s'intéresser aux configurations, on prit un malin plaisir 4
dissdquer les objets pbometriques, en les stérilisant au passage ; le brave
potache pour gui un angle &ait une orbite sous action d’un groupe de si-
trilitdes avait-il encore envie d'étudier une droite de Spason 1 T Les iso-

Bhn surplus, on notera avec guelle dconomie de moyens la Géométric i s jeter ses
propres hases - les paints cycliques, pour ne civer qu'sn o'ont pas &8 introduits s terme:
de spéoulations abstraites maks se sone imposés dss-mémes lorsque on & cherchi &
caractériser bes dqguations cartésiennes des corcles parmi celles des conlgues. Ainsl poroés
sur b= fonts baprismaux, cos points s'ttalent déjs garantl au modns un sucees o 'estime,
mais c'est Procker qui bur apporta e glolre en les o rolissl » sux fovers d'une conicgue
euclidienne.

YWoir par coemple Uarticle [T] de Jacques Bovrenour, cité on bibliographis,

107 w'apinsait 1o de ' Algthre abstralte, cells des structures, et de I'Algabre linsaire, Do
nod jours, la premeére et abandoneds en Terminale, et rédoite & la portion congrus ai
début des &tudes supériears.

Wfiyere be fait quelle laisse son sujet dans on trise ftat, la disseciion mdtBodigue,
méme dans les cas ol elle est justifite, o5t colteuse en temps, Dans besscoup de cur-
sus umiversitaires Infthuox, elle ne lalsse godre que la latitods d8ablic b concouns des
hauteurs d'un triangle. On peut réver, pour un cors de Géomét s, d'us coamnnemesnt
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métries elles-mémes, soignewsement désossées comme composées de symé-
tries hyperplanes, dtaient-elles moing pitoyables quun réveille-matin dont
on aurait align® les rouages sans gavolr be refaire foncliooner ensuite 7

Le lecteur est inwvité & se reporter au Rapport d'éape sur Venseignement
de la Géometrie’'?), un état des lienx lucide agrémenté de propositions
réalistes. Mous en avons extrait la phrase suivante, dans laguelle nous nous
reconnaissons pleinement © € (.. ) en contrepartie, fouws cewr gui, stimulés
par Penthousiasme de lewrs professeurs ef la beauté des figures, ont goddd
i cette discipline savent bien quelle source de plaisic elle peut #tre (et pas
semdement les mathématiciens professionnels gui lut dodeend souvend leur

woration &.

Mous espérons nous aussl, au piveau auguel nous nous sommes plact, par-
venir & redonner de la chair & la Géométrie, en postulant que cette chair
eat précisdément e cobé, n'ayons pas peur des mots, esthétigue des figures
que nous chercherons & échafauder patiemment, pioe par pidce. Mous au-
rons sy passage |'occasion de mettre & contribution les techniques de caleul
acquises lors des deyux premiéres années de 'Enseignement supérieur, I'Al-
gibre linéaire of la bilinfaire, déjd cibées, mads auss les calculs en nombres
complexes, puisque nous donnerons en particulier la part belle & la géomé-
trie plane enclidenne.

L'bexagone de PascaL, heragrommum mysticwm, doooe 'exemple d'une
situation asser complexe mais qui se traite bien par le caloul et il en va
de méme de la configuration de PEUERBACH ; nous ne tirerons pourtant
sucune gloire d'établir des résultats qui étaient & la portée des potaches de
« Math Blém » il ¥ a encore quelques décennies (197,

Certes, nois ne chercherons pas & reproduire ces démonstrations, souvent
purement ghometrigques, mais kes preuves que nous en donnons iront souvent
plus loin dans les résultats. Mous affichons enfin un objectif un pea plus
ambitieux : domestiquer 'hypocyeloide de STEINER, enveloppe de la droite
de SimzoN du point générique du cercle circonscrit 4 un triangle.

Dans cette étude précise, mais aussi dans plus d'une autre, nous mesurerons
PFapport précieux de Uowtll informatigue, non pas en o2 qui concerne les
logiclels de caleul formel dont nous n'avons pas ici en Putilitd 14 mais

plus exaliant |

ZEspentielloment J & Danidd Pernin, Voir en bibliographie nos références 2 sur Tn-
Larmel »

13 Ay prix eowteliols de quelgues propeidtds admises, dont nows verrons d ailleurs qu'elles
saft tout autant analytiques qu’algtbrigues.

Wes calculs sopl souvent eg-mEmes instructils, surtout lorsgu'ils mettent en muvee
des principes universals, tels 'utilisation des polynémes symétriques, |'élimination, la
discsssinn des systbmes lndaires. Meditons oette phrase d'Alain Connes @ o« Quansd
on affectue un kag caleul algthrigue, ba dunée nécessaire ot souvent trés propice &
I'tlaboracion dans e cerveau de ln représentation mentale des concepis otilisés, et
pourguol lordinateur, qui donme be résultat d’un tel caleul en supprimant |a durée, n'est
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tout particulitrement dans le domaine de ceux de Géométrie dypamigue qui
autorizent, en guelques & clics » de souris, élaboration des figures les plus
complexes aves toujours la possibilivd de déplacer quelgques-uns des points
aux fins dune lisibilité optimale. Presque toutes les figures de eot ouvrage
ont éLé composées aver CABRIL gui joint aux fonctionnalités précédentes la
latitude de définir des macros personnelles,

Motamment, & partir de la macro « pré-installée » autorisant le tracé d'une
conique & partir de cing points, nous svons pu généraliser eotbe construction
aux cas d'une conique connue par trois points et un dlément de contact, ou
un point et deuwx Séments de contact, ef cetera '8,

Bien qu'il soit de bon ton de clore tout svant-propos par de chaleureus
remerciements destinés 4 tous ceux qui ont apporté leur pierre aux édi-
fices TEX et BTEX, vous profitons de 'évocation de Powtil informatique pour
le faire dés & présent : le traitement de texte scientifigue et la gualité des ma-
nuscTits ne seralent pas ce qu'ils sont sans les coptributions de DUKNUTH,
L.LAMPORT, mads aussi des conecepteurs de GHOSTSORIPT, d'ASYMPTOTE
on de METAPOST pour ne citer que les plus remarquables 1),

Venons-en & présent au dessein de cet ouvrage. Nous avons retenn le titre de
Géométrie analyfigue clussigue afin d'en situer le propos sans ambiguite ;
la Géométrie algbbrique est une théoric mathématique puissante, mais qui
présuppose des notions approfondies d° Algébre commutative ; la Géométrie
analytique était, elle, la Géométrie avec des calculs. .. algébriques, et elle
s'est développde comme telle depuis I'époque de DESCARTES © nous Pavons
qualifiée de classigue pour ne pas tromper le lectour en o faisant croire
gque nous allions nous attaguer aux varidtés analytiques complexes |

En outre, nous avons soubaité pous limiter & des prérequis auss élémen-
taires que possible | essentiellement, nows aurons besoin des Mathématiques
de L1 et de L2, dont nous utiliserons surtout les chapitres d"Algébre linéaire
et bilindaire, jusques et ¥ compris la notion de signeture (d'une forme qua-
dratique réelle) et nous verrons que 1'intérét de cet invariant ne se limite
pas aun catalogue des coniques ou les quadriques ; 1l permet susst de clas-
gifier agréablement les falsceaux lindaires de cercles dans un plan affine
euclidien et explique & lul seul NMimpossibilité de plusieurs configurations

pas ofcesanirement un progrés. On croit gagner do temps, mais be résoltat brot d'om
calcul sans la représentation mentale de sa signification n'rat pas un progrés =,

L Mous sanrions gré pux concepteurs de Canm de faciliter le placemsent d'étiquettes on
TEX, ainsi que la snuvegarde des fgures au format PosTsorieT @ or g'est en affet qu'ag
priz d'acrobaties et d"une perte de temps certabne que 'on parvient & pallier 'abeence
de cop possibilités. Cels dtant, cos potites imperfections ne remetlont pos en cause le
services ineslimables que e logiciel nous & resdus |

Wia rondu typographigue peut dire & co poind conforme sux exigences o'un auteur
quil peur mEme laisser passer des faules de rappe, dbloui gu'il @t par la qualité de
Bes kpreaves. Nows espérons qu'avec aide de P'éditewr et des relectears, le plos grand
nombre en aura &é expurgs!
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géométrigques, telles les sextuples harmonigues réels.

On s'apergoit d'adlleurs trés vite que le désir de passer & I'étage supérieur se
paie par la nécessité impériense de lontillage d'une Géomdétrie algébrique
infiniment plus compliquée 1471,

Motre ambition est de rappeler aux spécialistes du domaine que méme les
simples coniges penvent apporter des moments d'émerveillement, charge
A cux de pous apporter grice 4 lours acqguis technigues la résolution de
problémes qui, il ¥ & encore cent cingquante ans, semblaient inabordables.

Malgré ces apparentes limitations, pous pourrone aller assex loin dans 'étude
des objets « linéaires @ (les droites) on « quadratigques = (les conbgues, &
en particulier les cercles). Mous apprécierons & 'usage, 4 plus d'un fitre,
la spuplesse des & coordonndes barycentriques = 3 en effet, & la différence
du systéme de coordonnées affines qui fall jouwer un rile privilégié & un
seul point, I'origine du repére, le systéme barycentrique va nous fournir des
relations et formules symdiriques et homogénes.

[ la symétrie nous tirerons surtout des satisfactions esthétiques, maizs 1'ho-
mogtnéitd pous liveera une approche en doweewr de la complétion projec-
tive d'un plan affine. Alors que l'introduction des coordonndes homogbnes
requiert une adaptation « culturelle =, les coordonnées barveentrigues, qui
sont aprés tout elles aussi des coordonnées homogines, parviennent au méme
résultat tout en s déduisant naturellement de formules vectorielles 187,

Le saleul baryveentrique est rarement enseigné comme une fin on sob - les
cours des deux premiéres années de faculté certes définssent bes coordon-
néea baryeeniriguees, mais vont rarcment an-deli des conditions de concours
de droites ou d'alignement de points. Pourtant, besweoup de problémes
affines ou métriques lids & un triangle se traitent trés bien par le caleul
barycenbrigue, pourva que Pon se soit constitué un formialaire adapts,

Nl w'est pas dons notre propes de comparer les capacilds du oaleud laryoen-
frigue aver colles d'oufres fechnigues, mais de montrer gu il mérife micur
gque leg guelgues banalités aurguelles on le confine minsi géndmlement.

L'idée méme de comparer, ou de ne pas comparer, les techniques baryeen-
trigques aveo les bechnbques affioes ou projectives, qui sont & certains plus

Y'pe des raisons en est que U'on s'éoigne vite des fivages rassurants des applications
lintaires ou quadratiques, aver toute ln compleditd que oela comporte, oe serali-on gu'en
matitre de degre, ou de multipllcation des cas deégéndris, En pevanche, o5 propridsds
tangentielles d'une conigue dégénérant en une droite double sont 'upe des premicres o
des plus évidentes illustrations pratigques de 'absconse théorie des schémas.

Ll que I'om 2 manipulé tant soit pea les cosrdonedes barpeentrikpues dans e plan,
on trouve naturel qu'elles soient au nombre de trois, b seubement définies & un coefficient
miEltiplicatif non nul prés. Fn pevancha, Pintroduction dune troissme eoordonnds pour
homagéndiser los coordonnbes afines a, du moine so débat, toujours un potil godt de
surnaturel quaidgu’elles répondent elles aossi & la méme nécesdité de prepdee en compte
les paoints 4 Vinfini.
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cotittumiéres, nons donne Uoccasion d'évoquer un point essenticl quant an
principe de toute techulgue de caleuls,

En effet, la nature méme d'une situation mathématique est intrinséaque et
ne dépend pas du made de calen] choisi. Tontelois, la simplicité des calenls
et trdg lide 4 ladéquation de ce mode aver la situation en question.

Il o'y a plus lien de débattre, ot cela denx siécles aprés PONCELET, sur le
fait qu'il existe plusieurs ghométries et non une seule. Méme &1 nous nous
bornons au plan, reconnaitre la nature d'une sitnation revient essentielle-
ment & savoir & quelles transformations du plan elle survit, 50 c'est e cas
pour toutes les applications dn gronpe affine, on la qualifiera de situation
affine, et on parlers mutatis mufondis de situations ewclidiennes ou projec-
times 9],

Le programme d Evlangen, tnoncd par Felixs KLEIN, a ainsd mis 'accent
sur les groupes de transformations of nous a appris & rechercher avant
tout la Geombtrie 4 laguelle appartient un probléme donné et d'adapter en
conséquence le type de caloul analytigue qui lui convient, Alnsi, la notion
de somimet une parabole appartient 4 la Géométrie euchidienne, alors que
la notion de dieclion de 'axe d'une parahole est affine, comme daillenrs
la notion elle-méme de parabaole,

Cette idée a sans doute mis du bemps & g'imposer : dans les anndes soixante,
on redoutait d'avoir & envisager un repére qui ne fit pas orthonorme, car
a0l se prétait mal aux caleuls d'angles on de distances =, Pourtant, un
probléme de nature affine ne requiert précisément pas ces notions «f, du
fait qu'il doit satisfaire & moins de conditions qu'un repére orthonormé, il
et plus facile de I'adapter judiciensement an prohléme considérs 207,

La Géométrie affine offre une passerelle commaode vers sa grande smur pro-
jective, el nous avons choisi de développer tout particuliétrement le calenl
baryveentrique pour metbie en valeur Ja premiére, toud en préparant le ter-
rain pour la seconde. Le but de notre premier chapitre sera done de traduie
en termes baryeentriques les méthodes et bes objets que lon rencontre en
Céométrie plane : changements de repére, transformations affines, en plus
des concours e alignements dédja Svoqués.

Vedetles jadis incontestées des sujets d'Algébre des concours, ¥ comprs
de ceux de agrégation, les conigues ont 466 par la suite logées 4 la méme

WEt nows rencontrerons mime au chapitre W la Géométrie croelodire, qui Peessortit
an groupe de Midies. Dans cette glomésrie, bes owtils adéquats sont fournis par les
hiomographies, dpaultes par les antibomographies, of e birapport.

3 I'on tlent & tout prix & wérifier par le caloul que les médianes du triangle ARC
concourent, e plis fudiceus st de cholsie (A, 8,7 comme base affine da plan. Les
dquakions caridaiennes des mddianes sort alors X =¥, X 42 = 1e1 IX 4 ¥ = 1 eron
est soulage de constater que le point de coordonnées (17313} appartient. effectivement
au trois. La récompense, si minime soit-elle, de notre choix a &t Fabsenoe de toat
paramtine dars nodre caloul.
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enseigne que le reste de la Géométrie, De nos jours, on se limite habituelle-
ment & en donner les définitions classiques et & les classifier. Motre ambition
est den dévailer aussi quelques helles propriétés, sans pour autant viser 4
IMerudition attendue d'un teupin ou d'un agrégatif des années cinguante,
L'étode de ces ohjets présonte 'immense avantage de rester élémentaire,
alors que celle des courbes algébriques de degré supéticur requiert souvent
le rouleay compresseur de la Géométrie algébrique.

Comme nous désirons parvenit aux approches projectives de la Géométrie
et non pas bes Supposer connues, nous ne pouvions nous permettre de définir
le centre d'une conique comme le pdle de la droite & PMinfind, oi les agymp-
todes d'une hyperbole comme les tangentes en leurs points & PViofind © ces
approches sont bien eutendu les plus fructweuses mais elles ont dd, histori-
quement, résulter d’une lente maturation. Les définitions affines que nous
metirons en ceuvre demandent chaque fols un peu plus de caleuls, mals ont
I'svantage d*utilizser les généralités du chapitre précédent, o, en cela, de les
légitimer.

Quoique Mon puisse donner & la fangende en un point d'une conique une
définition algébrique, il nous sera plus commode de Penvizager analytique-
ment, par le biais du théoréme des fonctions implicites, quitte & la relier
ensuite & dex notions purement algébriques telles que la conjugaison ou la
polarité,

Les connalsseurs poutront encore, & oe stade, peoser que le caleul baryoen-
trique st cortes joli, mais peut-8tre un peu superflu & coté du caleul affine,
qui est parfaitement rodé et documenté dans la livtérature mathématique
frangaise, Cependant, les barveentres trouvent une application éclatante
lorsgu'il s'agit de certaines transformations liges & un triangle : PMisotomie,
lisogonalité et la polarisation triangulaire. Ces transformations sont suffi-
samment fiches pour que nows lour consacrions tout un chapitre.

L'étude des feiscenur de conigues elora la promiére moitié de oot ouvrage,
AVEer comme récompense une preuve algébrigue du théoréme de FEUER-
BACH, Pourquoi d'ailleurs une preuve algébrigue alors qu'il en existe gqui
soient purement géométriques 2 7 Un résultar obtenu algébriquement est
sans intérét 2%l n'a mis en ceuvre que la foree brute du caloul. 1] se justifie
ay contraire s'0 mel en évidence un priocipe géoéral, et que ce principe
soit réutilisable dans d'autres circonstances, Dans le cas qui nous ocoupe,
nous relierons la notion de contact & la duplicité d une valeur propre d'une
certaine matrice dans My (R) 132

N Par exemple, dans [17], pour citer un cuvrage récent.

Epite préoccupation s'efforce en méme temps de répondre & us reproche adressé &
"exposé dassique de la Géométrie : pe pas dégager suffisamment ame théorie Ici, l'inérit
n'est pas de fairs seotir qoe la démonstration illustre la nolion de sodesr propre, notion
qui ne moas a pas attendo pour svoir d'éclatantes justiheoations, mais de montrer en guoi
'existonce d une valear propre double nous fait sortir du cas général,
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Mous verrons anssi comment les foyers des conbgues inscrites dans un qua-
drilatére donnent nassance & une cubigue des plus inbéressantes, La, nous
avons cherché & laisser transparaitre la démarche gui conduit & pressentir
telle ou telle configuration, avec par & méme be plaisir de voir cotie courbe
s dessiner sous nos youx, point par point,

Le chapitre ¥V, comme le suivant d'aillenrs, fait la part belle au plan sucli-
dien identifié & C, en tant que cadre, et aux drodtes et cercles en tant gu'ob-
jete détude. Tontefois, nous ne nous restreindrons pas aux banales simili-
tudes pour &ablir des liens entre oes objets @ en effet, il existe un groupe
de trensformations bien plus riche, celul des homographies, qui conserve
globalement cos familles de parties. Certes, il faudra adjoindre & T le sym-
bole oo pour manipuler convenablement ces applications, mals cetie infime
complication... n'en sera pas une et se révélera particulidrement fructueuss.

Une fois que nous aurons &ludié ces bomographies pour elles-mémes, nous
en tirerons de beaux résultats péométriques : encore une fois e théoréme
de Pascal, dicidément un des lefbmotive de cet ouvrage, meais aussi la
configuration de FERMAT-TORRICELLY, of ¢ milent principes J'Analyse
et de Géométrie.

La encore, chest sur des notions projectives que déboucheront nos nouvelles
acquisitions, Invariant omniprésent de la Géométrie projective, le birappori
éclairera ' une lnmiére différente les concepts o harmonie (de quadrangles)
ou de cocyelicitd, La jolie, ot en mbme temps dlémentaire, formude des sir b
ragports nous offrita un bouguet d'applications géométriques, par lesgquelles
nens terminerons of chapitre,

Le tout dernier chapiire est consacré aux cercles; non pas 4 'étude géo-
métrique de cpux-ci, indéniablerment un pew limitée ef sans surprise, ni
aux configurations de points cocyeliques, que Uon aura abondamoment fen-
contrées depuis be début de cet ouvrage, mais plutét & Uespace des cercles-
droites, dans leguel la forme guadratioue fondamentale joue un rdle central,
et sux familles privilégides de celui-ci,

Les situations que nows dtudierons sont suffisamment riches tout en res-
tant Elémentaires : les faisceaux de cercles, lalternative de STEINER. T st
bien entendu trop tét pour expliquer Uorigine de la complexité de ces confi-
purations, mais on pourra remarguer & la lecture des chapitres TW el VI
notamment gque, en relation sver son Squation cartésienne ou baryoentrique,
la propriétd pour un corcle de passer par des points donnds est indoire alors
que celle d'étre tangent & des droites données est guadmtigue '

F'Parmi ks conlues, los corcles somt des conlques ayant une peopeiitd poreteelle, cella
de passer par les points oycliques. Les paraboles, alles, ont one proprisnd tengentielle,
celle d'dire tangantes & la drolte de Uinfinl. Ces deux types de propridids se mdlangent
mal! Ainsil, 1] ¥ & on géneral quatre conches tangents & Liois diciles — pemser an cencle
irgerin @b aux Lrois cercles exinserits dun trisngio— et s plus dess paraboles passant
par quates pointa, Dans chacin de ces cas, cols reviont pourtant & fixer s méme nombee
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En d'autres termes, autant il est vrai gue la codimension de 'espace affine
des solutions d'un systéme lindaire compatible est dgale au rang de oo sys-
téme, autant sont basardeuses les généralisations gualitafives de ce résultat
aux syvstémes algébriques. Cela se constate déja au niveau des problémes
quadratiques suscités par les coniques, et prend une amplear toube parti-
culigre lorsgque 'on monte en degré, & tel point que certains phénoménes
sont restés longbemps au niveau de paradoxes inexpliqués,

Ce peul fait suffit souvent & rendre mon trivial le moindre probléme de
contact!?), La palme de la difficulté revient d'ailleurs & l'alternative de
PONCELET, & propos de laquelle nous avons di nous restreindre & donner
un simple énoncd. En fait, une compréhension profonde de ce probléme
pourtant si simple & énoncer passe par acquisition de concepts qui dé-
paszent le niveau de oo fivre, et pour lesquels nous renverrons le lecteur &
la bibliographie.

En revanche, nous Sudierons par ke meny les configurations géométriques
suscitées par l'alternative de STEINER, évoquée plus haut. Une des fagons
possibles d'abarder le probléme (mais nous en verrons d'autres) eat de se ra-
mener au moven de linversion au ces de deux cercles concentriques donnés,
parce qu'il appartient & la Géométrie circulaire. Cette latitude n'existe pas
en des termes aussi simples avec "alternative de PONCELET et au contraire
nécessite beaucoup plus de matérie] et de travail.

Aprés ces six chapitres, le lecteur trouvers deux anpexes : la premidre re-
wvient aur le caleul barycentrique et propose notamment des démonstrations
un peu longues, ou un pen technigues, qui nous auraient donné un fanx
rythme dans le cours du texte. La seconde anpexe aurait pu au contraire
faire office de préliminaires, mais nous svons estimé qu'elle intéresserait
pluwht be lecteur désireux de donner un tour axiomatique anx procidés de
complétion projective que I'on n'aura pas mangué de rencontrer par endroit
dans cet ouvrage.

A de rares exceptions prés, les résultats énoncés dans cet CUNVTaEe seTont
démontrés'*5} : en effet, une démonstration n'a pas que I'utilité de gra-
ver un théordme dans e marbre; elle peat aussi étre intéressante en sol

de condithons, cing, sur ces conkqoes ; ces conditions ne sent donc pas dquinabentes b des
systémes lindadres palsgue 'on sait trés hien qu'on systéme linkaiee peut svoir sdro o
une solution, ou une infinité de solutions, mais jamais deux ou quatre

C'est toutefois bien la notion de dimension qui sous-tend towtes oss remargues © bes
dquations des coniques forment un espace projoctif de dimension 5, et il pe Bul pas
s'dtonmper de devolr imposer cing conditbons algeheigques pour cbienit ure partie fnie de
olizl-ch.

My woemple, la construction d'um cercle passant par deux points donmds ot tan-
gent & une droite donnée est un probléme & la fois poncteel et tangentiel. On le résout
commadément. grace aux foisceanrs de corcles, ol cette question nows donnera |"pocasion
dl'trrcquer dafe son contexte Uinvofution de Ddanmgues,

Bgouvent mbree e plusbeurs fagons | Chagque fols que celn prisentera de 1'intéret, nous
veillerons & propaser une preuve analytiqes ot une prewe synthitique, o'est-A-dire sans
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simplement parce qu'elle est belle, ou instructive, ou encore parce qu’elle
illustre un principe général, Ainsi, nous cspérons en parficulier &tre utile
aux candidats sux concours de recrutement en leur proposant des illstra-
tions plométriques de principes ou de technigues algébriques,

Mous ne pouvions pas & la fols constater Uappauvrissement du conbenn
ghométrique des programmes seolaires et universitaires et exiger de nos
lecteurs des préveqguis exorbitants. Essentiellement, nous ne supposerons
connues que la classification affioe des conlques ainsi que les propriétés
immédiates de celles-ci. Mous supposerons connues également 'existence
et la construction des points les plus clasgiques attachés & un triangle ;
l'isobaryoentre, le centre du cercle circonscrit, 'orthocentre et les centres
des cercles {ex)inscrits 28],

Rached MMEIMNE & joud un mdle tout particulier dans '#laboration de co
livre ; en effet, il nous & eocouragé & Uentreprendre, nous a suggéed de
développer davantage cerfaing points qui auraient pu sembler ardus & un
ftudiant d"aujourd hoai, et & enrichi le conteny par des exercices d'applica-
tion. Nous Ien remercions chandement !

O ne soulignera par ailleurs jamais assex "'amour du beau livre qui animait
les typographes de nagudre, Notre livee est passé entre les maios experies
d'Alberto ARABLA, qui s'est toujours effacé derritre bes trés nombreuses
contributions qui ont tant embelli nombre d'ouvrages récents de mathé-
matigques, Ce n'est pas sans quelque insistance que nous lai evons arraché
cet hommage volontairement appuys. Qu'il en soit pour tout chaudement
remercié, el & travers luil également les &ditions CAWVAGE ET MOUNET qui
ont & coeur de perpétuer la tradition typographique de qualicé.

Mous remercions vivement également tous ceux qui, par leurs conseils, leurs
remerques ou la détection diindvitables fautes de frappe, auront apporié
leasr contribution au résultat final,

Espérant n'avoir oublié personne, nous témoignons toute nolre gratitude
i Bpab ApoU-JAoUDE, Hendé Corl, Aurore EIDEM, Berpadette EiDEN,
Pascal GUELF1, Bruno INGRAD, encore une fois Rached MuBIMNE, Arnaud
MORTIER, Frangoks Ripeau, Dominique Rouvx, Ede Van peEr OoRD,

Je ne voudrais pas clore cet avant-propos sang évoquer les professeurs de
Mathématiques, tous épris de leur matidre, et qui ont toujours eu 4 cosur
d'en faire partager la beanté. Parmi eux, Maurice SCHIRTZINGER, trop Lt
en allé, aingl que e Pére Michel ROUGE, qui avaient su prendre le tournant
de la rigueur mathématique sans renier leur profonde colture gométrique.

caleuls. Les démonstrations purement ghométnigues sonl onglemps apparues comims
pliss noddes, mais Vefficacité dis métbodes algébriques n'est ples & démontrer.

e 1'on qualifie aussi do corcles tritangents ou friangls, lorsqu'il n'est pas nécessaire
de faire jouer un pile particulier an cercle inscrit par rapport aux cercles exinscrits.
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Chapitre 1

Le calcul barycentrique

1. Rappels et conventions

Nous supposons connues un minimum de notions d'Algéhre lindaire |{nous
ne verrons apparalive que des espaces vectoriels de petite dimension, findie en
bout cas), d"Algébre bilinéaire (notamment le vocabulaire et les technigues
de base concernant formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques),
et enfin de Géométrie, aussi bien afine qu'euclidienne, et, pourquoi pas.
projective. Toutefois, le lecteur qui voue & la Géométrie affine un amour
exclusif pourra sans inconvénient passer les quelques extensions ressortis-
sant & l'aspect projectifl des choses,

Mous chercherons d'aillenrs & sensibiliser progressivement le lecteur aux
ootions projectives, un peu comme le Iycben des anpées soixante 3'habd-
tuait au maniement des points & Pinfini au moyen des cas d'exception des
théorémes qu'on lul présentall ; le concours & 'inofini de deux droites paral-
léles, ou le conjugné harmonique du milien d'un segment par rapport anx
extrémités du segment. (uoiquone axiomatisation ne soit jamais nocive,
ces potions s imposaient de facon naturelle et concouraient & 'acquisition
de la vision géométrique. Nous n'avons pas voulu esgquiver cette nécesaaire
axiomatisation : on la trouvera dans "Annexe B,

Nows supposons connues également les relations métriques les plus cou-
rantes dans le triangle.

Enfin, un peu d'Algébre linéaire de premiére année ne sera pas superflu,
Au fil des chapitres & venir, nous serons méme (agréablement 7) surpris des
coptributions des formes bilinéaires ou quadratiques et constaterons gue Ta
notion de signafure ne sert pas qu'a classifier les coniques par leur genre.,

Le choix des notations est toujours délicat en Mathématiques : malgré 1a
variétt: des polices de carsctiéres, et le recours & 'alphabet grec, on a it

.
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fait de se retrowver & court de munitions & moins de céder A la tentation
des lettres grasses ou gothiques, su grand dam du lecteur qui souhaiterait
effectucr des caleuls sur une feuille, Que 'on se rassure, ces affres lui zeront
Epargnées.

Dans tout ce chapitre, loteque nouws envisagerons un triangle ABC d'un
plan affine euclidien, nous désignerons selon 'usage par a, bet ¢ los mesures
des longueurs des cités BC, €A et AH, ot par A, B et O des mesures en
radiang des angles aux sommets A, B et 7 respectivement 110,

Toutelols, nous pourrons difficilement réserver les noms a, b et ¢ 4 ce seul
usage, of nous aurons susst & les utiliser comme coefficients dans diverses
frquations et, encore plus souvent, pour désigner les affixes des sommets d'un
triangle ABC, De méme, la letire P pourra servir & désigner un point, un
plan, ou une parabole, la lettre B un (sutre) poiot, ou un rayon !

En revanche, il sera toujours commode, si un triangle ABC {non aplati)
est find dans un plan affine, et 5l un point M est dooné dans ce plan, de
désigner par My U'intersection de la droite AM ot de la droite B, Cette
définition & toujours un sens, seuf lorsque M appartient & la paralléle & BC
menée de A, Les points Mg et My sont définis de maniére analogne,

Par exemple, puisque les médianes du tnangle ABC concourent au point &,
ispbargrendre, ou cendre de growid du trisngle, le poiot & 4 o'est sutre que
le miliew du segment BC oo voit done que cette convention permet de lui
attribuer un nom « automatioque ., Pour la méme raison, dens le plan affine
euclidien, & partir de orthocentre H du traogle ABC on pourra désigner
par Hy le pied de la bauteur issue de A, c'est-a-dire le projeté orthogonal
de A sur B3,

Il ¥ & une notation traditionnelle qui nous obligera & faire une aytre entorss
i la régle ginérale &dictée supra @ i ABC est un triangle d'un plan affine
euclidien, on désigne par I lo centre dy cercle inscrit, point de coneours des
bissectrices intérieures ; toutefois, f4 ne désigne pas traditionnellernent le
point d'intersection de AJ et de B, mais le centre du cercle exinserit « dans
'angle A #, ¢’est-a~dire le point de concours de la bissectrice intérieure issue

1Précisons cette notion o amgle d'un triangle : sauf convention contraire, lesgue nous
partirons d'un triangle de reference ARC d'an plan affine suclidien, nous supposeTons
que oo plan et orientd de telle sorte que be epére affine (4 .ﬁ-\.ﬂ?] soit, direct, Les

s
mesures des angles (orientés, de demi-droites) E.-Tﬂ, ABRC et .E‘E".._-{ ont alors chacene an
reprigentant dana 'intervalle ouvert |0, # [, que lon peat sppeber L mesie principals
de ces angles, mais que nous appellerons pour simplifier angles aur sommeds.

TAu prix d'une petite entorse au réglement @ oous appellerons o8 point My méme
lorsque: B appartieni o la paralléle & 8C mende de A, oo qui se produit s, ot sealement
al, b triange el reclangle en A, Dans ce css, H = A et s points A, H et B,y sont
malgré ot alignds.
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de A et des bissectrices extérieures Bsues de B et de O T en va de mdme
pour les points {5 et I, définis de fagon analogue.

Cuentend-on par le odtd dun triangle T 51 on parle du milien du odté BO, oo
sera bien sir le milieu du segment BC. 51 on parke de 'intersection J'une
drofbe & aves be odid BO, il s'agira cette fois de la droite 80, En général,
les formulations & venir ne seront pas ambigués, mals, par précaution, nous
Evneierons souvent les drodtes portant les cdfds du friangle ABC pour faire
allusion aux droites BC, CA et AB,

Les conditions d'alignement de brodz points, de concours ou de parallélisme
de frods drontes sond en général présenldes comme des erercices dans les ma-
nuels pour lesguels e oalew! boryeendrigue n'esd pas une fin en soi. Nous en
aurons besoim, Men enfendu, mats ne pourrons en resler ld - 8 esl nécessaire
aussl de digposer des mémes oubils que dans lo mandpulafion ¢ classique »
des cosrdonnées cartésiennes, © 'est-d-dire cssenliellement Vafilisalion de
formules matvicielles & propos dapplications affines, ou de changemend de
triangle de référence. Nows e verrons, cele conduil & des Jormulations Loul
& faif analogues, dans lesguelles le calowl barycenidrigue 2e montre lwi oussi
efficace.

Cest aprés nous dive fomiliarisds avec cel outd gue nous powrrons en ap-
prcier ln puissance ef la penéralile,

2. Généralités
2.1. Motion de coordonnées barycentrigues

Ce chapitre avant le plan affine pour cadre'?!, nous nous limiterons &
des coordonnées barveentnigues relatives & un systéme de breds points non
alignés, les péndralisations & un espace de dimension finie quelcongue étant
aisées.

Soit done un triplet de pointz non alignés donnés (A, B, C) d'un plan affine
T, que nous appellerans triengle de référence on friangle fondamental 137
i M est un point de ce plan, il existe alors un triplet {z,, ) de réels(®)
el que x4 g4z 0 et que M soit le baryoentre du systéme massique
'-r."“l E), B, i'n':'1 (), =).

3 Junique nous soyons assex souvent amends A la supposer euchidien. En revanche, s
valeur de la dimension oe sern pas remize en caose.

44 noter que Pordre des trois points est impartant, méme si le terme de briongle peut
laisser planer b= doute & ce sujet.

BMous avons fait e choix de désigner o= triplet par un vectear-ligne, 8 non par une
oolonne, de pear que ln moimdre phrass se coée inotilement des interlignes démesiurés,
Cala ne nous smpbchera pas d'utiliser, comme et Musage, la notation dea triplets sous
lorme de vectours-colonmes dans hes formniles madricielbes.
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On a alors rAM + yHT-f +:0M = 0 gt, pour tout point O du plan,
A = yﬂ_ﬂ‘. + 200 = (z +y + 2)OM. Cette woute derniére formule est
vraie pour foud point O du plan dés qu'ells est vérifide pour ou modns un
tel point, Cela résulte d'ume vérification immédiate.

Bien que le triplet (x,y, ) ne soit défini qu's un scalaire multiplicatif non
nul prés, on l'appellera Je (triplet de) eoordonnées baorgeeniriques de A
irelativement au triangle de référence, 8] v a ambiguité). 11 sera sowvent
commaode de considérer le cas ol T, y et = sont tels que ¥+ y+ 2 = |, quitte
& diviser cos trois réels par leur somme @ on parlera alors de coordonndes
barireendrigues normalisdes du point M. Pour un poind donnég, le friplet de
coordonndes barpeenirigues normalisdes el unigue,

2.2. Lien avec les coordonndes cartdsiennes

3i0A, B, ) est une base affine du plan, ¢’est-g-dire un triplet formé de trois
points non alignés, alors, pour tout point M du plan, il existe un uniguoe
couple (u,v) de réels tel que

m=ﬂm+ﬂ.ﬁ.

Ce couple est appelé le couple de coordonndes cartdsiennes ou de cosrdon-
nées affines du point M, ou plus simplement « les » coordonnées carté-
siennes (ou alfipes),

Il est ubile de savoir passer des coordonnées cartésiennes sux coordonnées
baryoentriques, ol woe-versa.

Pour commencer, si AM = udB + vAC, alors

AM = (1=mu— v]ﬂ vu.ﬁ+ﬂ.4_f§,
de sorte que e triplet de coordonnées baryoentriques normalisées de A est
(1=#—wu,v)
Réciproquement, si (r,y,z) sont des coordonnées barveentriques de A,
alors on &

AM=—Y 4By _—° 3
E+y+z r+y+:
B il

(les scalaires u el v obtenus dans cette dernidre formule sont done les coor-
données affines de M relatives au repére affine &8 = I:A:ATE,..E]: via la
décomposition de AM sur la base {.-'L_E.‘, .IE} du plan vectoriel [l associé &
notre plan affine 1%)).

8Voir sl nécessaire I'Annexe B pour une définition de Uespace vectorsel amsocd 4 un
enpace affine
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Pour ne pas compliquer ks énoneds dans 'exposé qui suit, nous suppaserons
souvent que les points A, B et O soot déjé donnés, o les coordonnées bary-
centriques d'un point M feront référence & ce avsbéne, que nous nOLETONE
pour simplifier ABC, la notation habituelle pour un triangle, En particulier,
Pordre des poinks est spécifié, e nous pe considérerons pas les « rlangles =
ABC et ACB comme identiques 7).

Bemarque. Bien que les coordonnées baryeentriques sotent d'essence af-
Jine, nous avons déja signalé, et nous aurons loccasion de le constater
assez souvent, que le caleul barycentrique se révile efficace égaloment dans
un cadre cuchdien,

Si le plan IT est euclidien, la donnée d'un triangle de référence ABC conserve
e sol toute Uinformation de la médogue cuclidienne. Rappelons-nous par
exemple que

(uA_B' + T.'E |11'E + ﬂ.r"E} =
e | ABI? = (w’ + o) (AB | AT) + 0/ I ACI2,

Comme | ABI? = &2, IACI? = b* et (AB| AC) = becos A, cette expres-
gion prend la forme plus simple

[iu;ﬁ-h wAC |u‘A_H'+t-’JE} = cPun’ + beeos A {w + v} + P

2.3, Interprétation de égalité 2 +y +2=10

51 les points du plan affine rapporté & un triangle de référence ABC se
repérent par des coordonndes barycendrigues [z, y, 2) wérifiant z4y+2 ¢ 0,
nous allons déerire les vecteurs du plan veclorie] dirigeant cel espace affine
& aide de la condition opposde 4y +z =1L

1 est en effel & noter que, 8 on a un triplet non ool (&, y, £) de réels tel que
T +y+ 2z =0, alors e vecteur ¥ = xMA +yMB+=.tTcm_fn¢¢¢:gﬂanz
du point M du plan. En effet, pour tout point M*, on a 2M'A =g M'B +
MC =M A +y;ﬁ+z:‘lﬁ=— (x4 g+ 2z)MM.

=i

Réciproquement, si on & décomposé un vecteur U sous la forme v
y.ﬁﬂ.m, on pourra éorire aussi ¥ = xAA ﬂ.ﬁ +z.ﬁ, AVEC T = —j—%
et donc sossi 7 = M A +yﬁ?ﬁ'+zﬁﬁ pour tout point A,

Alnsi, Uapplication qui & un vecteur ©° associe le triplet (x,y, 2) vérifiant
T =aMA yﬂﬁ+;:ﬁ pour tout point M et 2+ 3+ 2 = 0 est bijective.

TPour &tre tout & Fait rigowrenx, nous convenons que ks donnée d'un drangle de
référence, ou triangle fondamendal, et celle du repére affine (A ; AR, E}I
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On pourra appeler ce triplet le triplet de composantes baryeentrigues du
wecteur v par repport au triangle ABC

11 est commade de considérer quun vecteur ¥ < 0 définit une direction de
droites du plan, o'est-d-dire de le considérer comme un point & Minfini du
complété projectif Py (R) du plan. En effet, deux droites dirigées par v
sont alors paralléles ot « se coupent & 1'infini ». On appellera coordonnées
barycentriques d'un point & 'infini o'importe quel triplet de composantes
barycentrigques d'un vecteur non ml définissant la direction de droites cor-
respondante.

Toutefois, il faut bien noter plusieurs choses @ le triplet de composantes
barycentrigues (x, v, z) d'un vecteur v est unigue (et on ne pourra donc lui
appliquer la convention de normalisation, ce d’autant plus que by somme des
composantes baryeentriques ost nulle ) En revanche, un point & Uinfind est
déterming par une direction de droites ef done par une famille de vecteurs
non nuls et colinéaires : les coordonnées baryeentriques d'un point & I'infini
restent définies seulement & un facteur multiplicatif non ool prés, ot on ne
peut pas non plus les normalizer,

On frounera quelques compldments aur les vecteurs & Udnnere A, En outre,
dans I'Annere B en général et au B-4.1 en particulier, une approche plus
rigourense de ool aspect sera abordée,

Exercice pratique. On donne un triangle de référence ABC, ot le point
M de coordonnées baryeentrigues

(ruz)mec s by+zE Det y+ A

z #F 0 Quelles sont les masses o

et 3 que l'on doit affecter &4 4 et

M respectivement pour que le point M

M de coordonnées barveentriques
{0, %, 2) soit le barycentre du sys. 4 . S
teme ([ A, a);(M,3) &7 B M ¢

Partant de
(z+y+ MM =zAM® +yBM + z2CM' = zAM'

=7
ot des formules MM’:m-maH: F,anamutdesult.&

- _—
(y+ z)AM' = —x Ad + (x+y+z)AM,
d'oll suit que M est be baryeentre de ((A, ~z); (M, z + 3 + 2)).

FMotons que bes hypothises £ 4 5+ 2 # 0 &t y+ 2 # 0 garantissent que les points M
at M ot bben un sens. [Vailleurs, ks condition g + 2 # 0 dquivaut précisément au fait
qui la draite AM coups B
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| —
O peut aussi partir de AM = F (WAB + ;.-E] sachant que I'on veut

_— 1 i ——
AN = crAA 4 FAM).
que ﬂ+_3{ BAM)
—_— |_ —_—
Cela étam, AM = TW{FAB-F zAC) ot il suffit donc de faire en
i r+y+az , IT4y+z
SOThE U ——— = —— » c'eat-A-dire exemple § = —— ot
T AR Y+ = par ple y+=
E .
& = ———— gl Wi, = - et F=x4 42,

I

On peut d'aillours remearguer que MY est sur le cité BO puisque o'est le
barycentre de ((B,y);{C,2)), en effei le poids de A est nul, et que M’
est aussi sur la droite AM puisque ¢'est le haryeentre de (A, a) ; (M, 3)).
Ainsi, ¢'est le point d'intersection de ces deux droites; & ce titre, nous
dizsposons anssi pour Ll de la potation automatique M' = M 4.

La résolution de cet exercice peut sembler laboriense, Heureusement, nous
disposerons bientdt de movens moing rustiques pour déterminer les coor-
donnoées baryoentriques du point d'interseetion de deux droites.

3. Interprétation géométrique des coordonnées
barycentriques
3.1. Aires et coordonnées baryeentrigues

T est ben entendu que 'on powrrail définir la notion d'aire d’un frisngle
dans un cadre affine, de telle sorte gu'une application affine inversible
respecte le rapport des aires de dewr triengles non aplatis. Toutefois. les
applications ufilisant la nofion d'zire interviendrond loules dans un cadre
euclidien ef nows nous dispenserons done de ce roffinement, surfout 51 Da-
niel PERRIN n'écoute pas'®), I en sera de méme. dans cette méme section,
d propes de lo nolion de longueur orientée.

Supposons notre plan affine # euclidien et orienté, Désignons par (v, w] le
produit mixte "™ des deux vecteurs v et w du plan vectoriel attaché 4 #,
Noue savons que I'aire (orientée) d'un trangle MNP (méme aplati) est

B alliusion et vdontaire, L'intéressé comprendra le clin d'oeil.
W R appelons qu'il 3°agit de la fonction déterminond relativement & une base orthonor-
mee directe du plam wectorie] assockd & &,



12 I. Le caleul baryoentrigue

En d'autres termes, I'aire du triangle A'B'CY est & compter posifivement
Bl op triangle est divect, c'est-A-dire 5 une mesure (moduls 27} de Pangle
orienté [:‘1'&*.,&"85] est comprise entre O et 7, et négativement dans le cas
COntTaire.

Mous fnongons alors @ soil un irangle de mdfdrence ABC d'un plan affine
euclidien orientd. Le triplet (x,y, 2) des coordonndes barpeentrigues d'un
point M est proporbionnel & celui des aires orientées

{aire{ BC'M ), aire{C"AM), sire{ ABM)) .

5 M admet des coordonndes barveentrigues [z, y, 2) relativement & un
— —_— —_—
triangle de référepce ABC, nous avons v que xAM + yBM + xCM = 0.
De cela suit que

[.-'iT-:I’.,.r..m i yﬂﬂ + sﬂﬁ] =0,

gt encofe

y[mﬂ‘_ﬂ*] -z [ﬂ Aﬁ] =10

ainz que deux formules analogues obtenues par permutation des sommets
du triangle, 1 &'ensuit que le triplet (x, y, 2} est effectivement. proportionnel
& celul des aires orlentées (aire( BOM), aire(CAM), aire{ ABM)).

En particulier, caractérisons les points M doot les coordonndes barveen-
triques sont de la forme (x4, z), avec des scalaires &, y et & de méme
sigre, Pour que ca soit le cas, il faut et il suffit gue les trois aires orientées
préciédentes soient de méme signe, o'est-d-dire que M appartienne A inber-
section des trois demi-plans limités par les cibés du trisngle et contenant le
sommet opposst, intersection que 1'on appelle 1's intérieur » (120 duy triangle
ABC.

UiEn effet, on & par exemple aire{ BC M) = % [ﬁ.ﬂ_ﬂ] paar tout polat A, U'aire

ligurant dans = membre de gauchs ftant comptée négativement lorsgue Je triangle BO M
enl orientd dans le sens négatif. Les deux membres sopt nuls lorsgue M est sur la droite
B, Lorsqus e plan affine n'est pad muni d'une striecture seclidiénne, on peat encare
abifimir [, v'] comme bo délerminant du coiaple de vecteurs (v, ") par rapport i I base
[AH, AC) et les formubes qui suivent restent valables, Toutefois, lsar interprétation en
terme d'aire o est plus inkrinsdque.

U précigers Uinthrieur phomdtrligie s on craint la confusion avee Viotérisur au
sens Lopalogigue,

Chy prdcisers de méams inbériour ou sena large ou g sens atred selom que 'on inclurs,
o exclurs, les segments B OA o AR,
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A

Plus concrétement, la fgure ci-
contre représente en grisé I'mté-
rieur d'un toangle ABC,

3.2. Un cas particulier

Lorsque le point M appartient & 'un des trois cotés du triangle, 'une des
trois composantes du trplet de coordonndes barycentrigques de M est nulle,
et il n'est pas nécessaire de mobiliser les notions « bi-dimensionnelles » de
produit mixte et d'aire pour diéterminer les deux aubres, Supposons M sur
BC par exemple; ses coordonnées baryeentrigues sont alors de la forme
(0,9, z) et 'ona yﬂ_'H +2CM = 0 et done aussi, en introduisant la notion
de longuewr orfentée sur la droite BC, yBM + zCM = 0. Ainsi, le couple
{w, z) est proportionnel au couple (MC, BA).

Munémotechniquement, on se rappellera que la formule fait intervenic M et
non &M mais que cela garantit qu'un point situé sur le segment BC a bien
des coordonnées baryveentriques {A,0)

de la forme (0,3, 2}, o0 ¥ et 2

sont de méme signe, 11 faudra

quand méme se rappeler que la M
formule échange les roles de B = - -
ot de (7. (B,MC) (C, BAM)

3.3. Le point de LEMOINE

Ces premidres notions nous permettent déja de résoudre ékgamment le pro-
bléme suivant ; flant donnd un frangle ABC d%un plan euclidien, trouver
le point K intérienr (au sens large) au triangle dont lo somme o, +d% +d%
des carrés des distances aur cibds soil minimale,
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Les aires o 4, o g et o des triangles KB, KCA et KA valent res-
peetivement ad /2, bdg/2 et cdo/2 "3 et la somme de ces trois aires est
fgale & Vaire 5 du triangle ABC, puisque K est midrew au triangle ;

ady +bdy + cde = 15,

Imversement, s1 trois scalaives positils dy, dg et de sont lifs par eette rels-
tion, il existe un (onique) point intérieur au triangle dont les distanees anx
edtés solent respectiverment ces scalaires © il s'agit du poiot de coordonndes
baryeentrigques {ady, kg, ode ).
En d'autres termes, nous avons & résondre e probléme 4 auivant : rendre
minimal r* + §* + 2%, sachant que

rzlyzlzz0ar+by+cz=25.

Or, l'ensemble des triplets (z,y, z) © R? satisfaisant Péquation a X + 6Y +
¢ = 25 est un plan affine, ¢ le minimum de = 45 + 2% est obtenu lorsgque
e triplet o5t la projection orthogonale de Porigine sur ce plan (190,

D fait qu'un vecteur directeur de la normale & ce plan a pour composantes
28
ﬂz—_."m{rl: b e).

Comme ce triplet est formé de réels = 0 (et méme = 0}, il fournit auasi la
solution (unique} de &,

En conclusion, e minimum est atteint borsgque

[a, b, &), on trouve par un petit caleul le triplet-solution

25
{da dig,de) = P B (a,b,c),
et le point K cherché est celui qui posséde les coordonnées baryeentriques

= e {a® ¥, F).
(el g, bedg, edes) T +-|:r'*{ﬂ ML)
Un svstéme plus simple de coordonnées baryeentriques est alors (a2, 5, &%),
Le point K est le point de Lemoine du triangle ABC. Nous en entendrons
parler de nouvesu au ITI-6.

Mous aurons encore 'occasion d'utiliser V'interprétation des coordonnées
barycentrigques d'un point par les ares ag TT1=5.1.

4.4. Les coordonnées trilindaires

Mous venons en fait de déduire les coordonnées baryveentriques du point K
de la valeur de ses distances aux edtés du triangle, Jadis, & oité des coor-
données barycentriques, existait le systéme des coordonndes trilindares :
étant donnéd un plan affine evclidien muni d'un triangle de référence ABC,

Vase « hauteur divisk par 2!
HEn effet, r* + * + 22 représente le cared scalaire canomigue du triplet récl {2,y 2],
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on définit, pour un point Af du plan, le triplet (d4, dg,deo) des distances
algdbrigues de M aux cibés BO, U4 et AR, ot la distance d 4 est nuylle i A
est sur la droite AR, et comptée positivernent ou négativernent selon que A
est ou non dans le demi-plan de frontiére BC et contenant A, On convient
alors de pe définir le triplet de ces coordonnées qu'd un factear multiplicatif
non nul prés, Clest par cos coofdonnées que nous Sommes passts pour notre
dtude du point de LEMOINE.

Les coordonndes trilinéaires (z', 3, ') sont lides aux coordonnées baryoen-
trigues (z,y.z) par la relation entrevoe supra, c'est-d-dire (4 un scalaire
multiplicatif non nul prés)

r=azx, y=1y', F=pr.
Intérieur an triangle et dquidistant des trois cotés, le centre J du cercle
inscrit & donc des coordonnées trilinéaires proportionnelles 4 (1,1,1), eo
que confirme la formule ci-dessus.

Lez coordonndes baryeentriques ont ew in fine raison de ce redoutable
concurrent, sans doute grice 4 leur portée affine, donc plus universelle.

4. Les équations barycentrigques

Les dyuations baryeentriques sont Uéquivalent des équations cartésiennes,
Nous nous iniéresserons dabord ici & celles des droites, avantd de nous al-

taquer plus loin aur coniques.

4.1, Motion d'équation barycentrique

On dit qu'un polynéme P € E[X, Y, Z] est homogéne s'il existe un entier
naturel n tel que, dans R[X, Y, 2, T), on ait I'égalité

P(TX,TY,TZ) = T"P{X,Y, Z).

3i, en outre, ce polynéme est non oul, 'entier w est alors unique et s"appelle
le degrd d homogéndilé de P, L'intérdt de cette notion est que, avec ces no-
tations, si (z,y,2.01 € B x R*, on & Ptz gy, t2) =0 == Plz,y,z} =10
On en conclut que Uensemble € des points M de coordonmneées baryoen-
triques (x,y, z] wrifiant Pz, y, 2z) = 0 est bien défind, poisgue la nullite
de Pz, y. z) ne dépend pas du choix d'un triplet de coordonnées bary-
centiiques parmi tous les triplets possibles. Mous dirons que & admet
PLXL Y, Z) = 0 pour édguation barpeenirigue.

Il est importaot de savoir passer des dguations coriésiennes aux équations
barpeendriques, et vice-persa. 51 un ensemble & admet une dquation carté-
sienme (L7 V) =0, les formules du T-2 montrent qu'nne égquation barpoen-
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brigque de & et I{m'ﬂfﬂ} = ([, formule que |'on pourra

am#liorer ensnite en en chassant les dénominateurs.

[nversement, si F{X,Y, £) = 0 est I'équation barveentrique de &, alors une
fquation carbésienne en est il - LU =V, UL V) =0,

Mustrons cette derniére remarque par quelques exemples pratiques : la
d:cdteyﬁ rl‘équatinnzcméﬂiemw L4V =1 a comme éguation barveentrigue
X+Y+Z X+V+2Z
foquation Sgquivalente est alors ¥V £ 2 = X + ¥V + 2, soit encore X = 0.
De méme, la droite A’ d'équation cartésienne 7 + V' = 0 admet pour é
quation baryeentrique ¥ + £ = 0. Du

falt des équations cartésicnnes, on re- A A
eonnait en la premitre droite la droite
B 5 gt dans la seconde la paralléle
& BC passant par A,

Inversement, la conique 2% d'équation
barycentrique Y2 + ZX + X¥ =0 a
aussi pour équation cartésienne OV + V(1 - 07 - V) + (1 -7 = V7 =0,
golt encore [ $ VEL UV - =V = 0.

= 1. Nous chassons done les dénominatenrs : une

B oA

4.2. Equations barycentriques des droites

Soit maintenant une dguation baryeentriguee de degré 1, de la forme aX +
BY 4 cZ = 0 o a, b, o sont non tous mals, Quel ensemble & représente-t-
elle T D4, sl o = b= g, elle dquivaut & X + ¥V + 2 =0, ce gqu'aucun poing
& distance finie ne vérifie. En foit, dans le complétd projectif du plan affine,
on a I éguation bargeendrigue de la droife de Uinfind.

Excluons done ce cas, Alors, & admet une squation carbésicnne de la forme
all -U =V + b +eV =(b—a)ll +(c—a)V +a =0, vu I-4.1. Clest
bien 14 Iéguation cartésienne d'une droite, puisque b — a et ¢ — a ne sont
pas bous les deux ouls,

De méme, si une droite [} admet une dquation cartésienne de la forme

all + gV 4+« = 0, avec o et F non tous les deux ouls, on obtient pour

. . Y Z .
fquation barveentrique N i ﬁxﬁ'l._z + o = [}, soit cocore

Y9 egt normal @ bes points de la droite BT ont des coardonnées haryeentriges de la
Torme {0, g, 2)-

W Prurgued une conique T Xous justifierons ln nature de cette courbe nu TE-3.1. Pour
I'imstamt. on se satisfera de ln remarque que 1'équation cortésienne cst de degre 2. Ao
reste, be degre de oguoation cartésienne que 'on obtlent mongre béen qu'il 2agic d'une
conigque, d'ailleurs non vide puksqu'elle passe par bes trols sommets duo trbangle de refe-
LT
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X F(a+~Y + {3+ 4125 = 0. Les trois coefficients de cetbe équation sont
non tous nuls, et plus précisément ne sont pas bous les trods fgau, Nous
concluons done par e gqui suit,

Llensemble des drovtes (affines) est ezaclement Uensemble des parfies ayand
une dquation brpeentrigue de lo forme aX 40 402 =10 odt a, by ¢ sond
fgf fous dgaur.

On constate i que les rdles jouss par les coefficients respectifs en X, ¥
et & dans une équation baryeentrigue d'une droite sont symétriques, alors
e cels n'est pas le cas des coeficients o, F et 7 de 'équation cartésienne,
La raison en est que les rdles jouds par les sommets du trianghe de réfié
renee sont & plus symétriques » que ceux joudés par lea éléments constitutifs
d'un repdre affine : un point, puis deux vecteurs. Cela donne aux formules
baryeentrigqees un aspect esthétique certain!

Si I'on se donne deux points distincts, M de coordonnées baryeentriques
{z,y, z) et M" de coordonnées baryeentriques (', v, '), alors une égquation
barycentrique de la droite MM est pX + gY + #Z = 0, avec par exemple

pu=yt -ysz gmzr’' -2, r=xy £y

Tout se passe comme #i 'on effectuait le « produit vectoriel formel » des
vecteurs 'z, y, 2) et }(z", y", £'). Pour vérifier ce résultat, il suffit de remar-
quer que ke triplet (p.g, r) et non ol (sinon, on aurait A7 = M) el que
prt+qu+rz=p'+q +r'=0

Le produit vectoriel formel trouve une application dans un domaine analogue -
s une droite A a une égquation barycentrigue de la focme pX + ¥ ++2 = 0,
aver p,q,r non tows bes trois fgaux 'Y alors un vecteur directeur de A & pour
coordonbées barveentriqgues le triplet W, oo W est be prodult vectoriel formel
W= A Ldes vecteurs I = Y1 1,1} et L = p,g,7)

En effet, 5 un point M de & & pour coordonnées baryoentriques £ = [z, 2}, il
suffit de virifior que b point MY de coordonnées baryvoentigques £+ W est ausal
sur A, Or, I:E +! l-i-'} L= E- LWL et chacun de ces deus scalaires est nul (L8}
En particulier, on a done W = WL = 0; celle remargue oous sera utile par
la suite, poblamment au I1-2.9.3.

Cette analogie découle du rdle symétrigue joud par le vecteur des coefficients
(o, 1] et le wecteur des coordonndes baryeentrigques [z, 2} dans la rolation
« d'incidence » 1 wX +v¥ +wd = 0. On n'a pas toot A fait cela avec les Sguations
cartfaienmnes |

Une autre application de cette dualité entre poines el droftes est 4 découvric
an A-5.4.2

L7 Mous exelions done Lo dralte de 1Minfind,
BEn offet, £ L = 0 par hypothése, ot "W L = 0 du fait des propridtés du produit
vectariel (formel o nonl.
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4.3. Les éguations baryecentriques de degré supérieur & 2 : un
avant-godt

De la méme fagon, on établit que les coniques du plan ont une dquation
barveentrique de la forme PIX, Y, 2 =0, ot P est homogéne de degré 2 ¢
nous en verrons des cas particuliers au [1-2. Pour un polyndme homogéne
de degré 3, on parlera de cubiques, mais nous pe ferons qu'effleurer le sujet,
qui est plus que considérable.

4.4. Parallélisme de droites

Dane cette gection, nous dnangens en termes de délerminants une condition
nédcessaire ef suffisante pour gue dewr droites, donndes par lewrs dguations
barycentrigues, sotend paralléles,

B3I I est une drolte d'&uation barycentrique & X + Y + o = 0, ol les
coefficients (a,b,c) ne sont pas touws égaux, les droives [ paralléles & D
gont exactement celles d'équetion aX +0¥ +eZ 4+ MX + Y+ Z1 =0, onr
A est un risel queloongue (182,

En effet, gi ' # [ a pour dquation barveenirigque a'X +8Y + 52 =10,
dire que I et [V sont parall®les revient & dire qu'elles ne se coupent pas
en un point & distance finie ¢t dooe qu'il n'existe aucun triplet [z, y, 2) de

riels virifant
ar + by 4 ez =0

a'z + ¥y + 2 =0
r 4+ y + z #0.

Coela revient & dire que les deux sysbémes lindaires suivants ;
(5) ar + by + ez =10
az+ by +cz=10

et
ar + by + oz =10

(5 r+y+z=0
adr+by+fz=

onl, lea mismes ensembles de solutions. Comme le rang de (5) est 2. et que
&) implique [57), le parall&lisme éguivaut & dire que la troisiéme ligne de
(5" est combinaison linéaire des deux premidres, ce gui conduit bien & la
condition annonoée, La réciproque est laissée en exercice,

Dans la pratique, pour wirifier un paralldlisme avec les notations supra,
on pourta chercher un A, mais on pourrs aussi vérifier que le déterminant

I9En d'nutres termes, <'est Pdquation baryeesitrigue da la drolte géaeclgue di fatecsan
contenant [} ed la droite & Piofing,
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silvant est nul -

n= i

b
b 0.
1

=B on

=T

Aves ces notations, & D et [ ne sont pas paralléles, leur point d'intersec-
tion & pour coordonndes baryoentriques

(b — b'e,ca’ = c'a,ab’ = a'h).

Tout s passe comme 8i 'on effectusit le ¢ produit vectoriel formel » des
vecteurs 'a, b, e) et f(a’, ¥, ). Cette remargue est & rapprocher de celle
de la section T-4.2; cest une manifestation de la dualité entre la notion
de point | grosse medo, un éément de R*) et de droite (grosse modo, un
flément du dual de E*} ot cette dualité est favorisée par la symétrie de la
forme bilinéaire qui 4 '(x,y, z) et & '(p, g, r) associc pr + gy + ra.

5. Alignement et concours
5.1. Condition dalignement de trois points

Nows continuons & dlobliv pas & pas les régles ddmentoires du calewl ba-
rycentrigus. A présent, nous nous iniéressons aur problémes d'alignement
el en comllore, § Ddguation boryeentrigue d'une droite passant por dews
points [distincis) donnds,

Donnons-nous un systéme de réfdrence [AHC), o trois points M, avec
1 £ ¢ = 3, de coordonniées barycentriques respectives [xg, u;, ) ; alors, ces
trois points sont alignés =, et seulement s, on &

Iy W &1
rz e z2z|=0.
Tz Wx =

Four la démonstration, supposons que M) @ Ms, n'y ayank rien & démon-
trer dans Je cas contraire.

Considérons ensemble ¥ d'équation barveentrigue

£1 0t &
n w n|=0,
X ¥y F

ol Pon a remplace les coordonnées baryveentrigues de My par celles du point
courant M du plan., I est clair que ¥ contient My et M. Cette éguation



0 . Le caleul barveentrigue

Equivant en oute §

X{mzs —wen) + Yizes, —3i22) + Zlzyge — 2am) = 0.
5i nous montrons que [ est une droite (affine), alors nous aurons montré
que ¢est la droite M Mz ef la preuve sera achewvée, Vu le 1-4.2, il suffit de
montrer que les trois coefficienta 4y =; — yezy, Tazy — 722 6t Ty — T2y D
sont pas tous les trobs dgaux, 11 faul envisager deux &tapes ;

1. Puisque M, # My, les coordonnées baryeentriques de ces deux points
sonl non proportionnelles, de sorte que la matrice

L1 M &
Iy W =

eat de rang 2, Ainsi, 'un au moins des trois coefficients est non nul,
2. Sachant cela, on montre que ces trois coefficients ne sont pas tous Jes

trofs fgaux, Sinon, en effet, 'équation de D dquivaudrait 4 X +¥ + 2 =

0, oo qui est faux puisque par exemple M) ne vérifie pas cette équation,
Ce qu'il fallait établir. Au passage, nous avons démontré que, s on donne
deux points distinets My et My, une équation barveentrique de la droite
My M5 est fournie par

roowm 21
Ty W2 23
X Y =

=1.

Comme il se doit, on vérifie sans trop de mal que le résultat énoneé ici reste
vial borsgque 1'on se place dans le cadre d'un plan projectif,

Mous atrons souvent bescin de déterminer les coordonndes baryveentrigues
du milien de deux pointa M et M. 5i 'on en connait les coordonnées
harycentriques normalisées respectives (r,y, z) et (2,3, ), alors le point

z4r g4y z+z") .

H“li&mnrdﬂméﬂhmmtﬁqmnu:maﬁaﬁm{: B

plus simplement, de coordonnées non normalisées (x+ =", v+, z 4 '), est
be milien de MM,

Do virifie en effet tovialement que Von & bien AM + AM' = 24M".
Toutefis, si les deux points sont connus par des coordonndes barveenirigues
{normalistes ou non) respectives (z, g, z) et (2. y", =), alors le milien M"
& pour coordonnées barveentriques be triplet

'+ +2 ey )+ (o +y-+ )i, 9. 2.

O le vérifie sans peine en introduisant provisoirement les coordonnées ba-

) \ 1
ryeentriques mormilisées ;I'-E:_‘[I' ¥, =) de M, les coordonnéss baryeen-

triques normalisées (', ¢/, 2") de M et en réduisant an méme

r+y+2
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dénominateur dans 'expression

;[.II ylz] + [IJ:¥J1 zlll:l'

1
r+y+z ¥4y +2
| Vioir qussi la section gui suif. |

5.2. Equations paramétriques de droites
5.2.1. Caz de la drolte passant par deux points

Nous gendralisons dci lo formule dennant Ie milley d'un gegment @ s deies
points My el My disfinets ond pour coordonndes barycentriques normalsdes
respectives (ry, y. o) ef (g, e, £2), alors un poind M apparbient 4 lo droite
9o MMy s, et seulemnend 1, d o des coordonndes baryeendriques de la
Jorme [{yxy + bgza, by + fagn, iz + f223), on les wéels ) of £y verifient
ty 4 by 2 0

En effet, dire que M € @ équivaut & dire qu’il existe un couple (&, L) de
reels bel que fy + fa #F 0 el gque M solt le barycentre du sysiéme massique
((M1,t1),{Mz,12)). Le résultat découle alors d'un ealeul trivial,

L'on retrouve le cas du milieu de MM, avec §; = f3 £ 0, par exemple

1
iy miy = 3

5.2.2. Cas des droites d'un feiscean lindaire

Nous nows proposons de montrer dans celte section que, si My est le poind
de coordonndes baryeentriques [Ty, w1, 21), alors on oblient toules les droifes
du faiscean lindaire [de droites) de base My, c'est-d-dire toutes les droifes
passand par My, comme images de B" = B par les applications A de la
forme (t,u) +— At u), od At,u) est e point de coordonndes baryoen-
trigues (z = tr) +uo, y =ty +uf, = tz) + uy) of o le triplet (variable)
de rdels non fous nuls (o, 3,7) vérifie o+ T4+ 5 =10,

Le triplet ainsl défing est bien le triplet de coordonndées barveentriques d'un

point du plan puisque o) + w4ty +uf+én ruy = Hoy +y+al+uxl
est non nul chague fols que ¢ # 0.

Etablissons ensuite que, si Uapplication A est de cette forme, alors [ =
A(R* x R) est bien une droite, Or, pour towt (£, u), le déterminant

¥y i %
d=a 7 |
r :!

est oul, puisque la derniére lgne est combinaison linéaire des dewx pre-
mibdres. Liensemble D) est donc melus dans la drodte IV d"équation bary-
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centrique (yy; — A2 )X + (o) — v )Y + (B2 — oy ) Z = 01200,
@ & ©

Inversement. IF est incluse dans 00 : ai le point M de coordonnées baryoen-

triques [z, ¥, z) verifie I'équation barveentrique de [V, alors Je déterminant §

est nul. Puisque les deux premiéres lignes de & sont non colinéaires, cela

prouve que la troisiéme est combinaison lindaire des deux autres; dooe,

[x,y,2) est de la forme At w), avee £ 0 pulsque z +y+ 2 £ 0.

Etablissons enfin que toute droite 17 passant par M) admet bien une re-
présentation de cette forme. Choisissons pour cela un point My # M,
de coordonnées barycentriques (rz, 4z, 22), sur D, La section I-5.1 montre
quune Squation barveenttigue de D est

T W &
Iy W E
X Y Z

Nous pouvons bien siir supposer normalisées les coordonnées baryveentriques
de M) et de M. Dans le déterminant 4, soustrayons la premidre ligne 4 la

seconde, o qui n'en change pas |a valeur. On a donc encore eomme équalion
barveentrique de [0 :

§(X.Y. Z) = =10.

oW o5
ax F (=0,
X ¥y 2

aver @ = Ty — Ty, 8 = 43 — 3 el v = zp — x, réels non tous nuls pour
lesquels on 4 bien a+ 34+ = 0.

Remarque 1. Lorsque le point M, est un des sommets du triangle de
riférence, par exemple le point A, il peut &tre tout aussi avantageux de
caractériser les droites passant par A par leurs équations baryesntrigues
la droite @ d'équation barveentrique uX + v¥ + wd = (| passe par A =i,
et seulement s, w = 0. Cela équivaut & dire qu'elle & une équation bary-
centrigue de la forme ©¥ + ws =10,

Remarqgue 2. Dans les deux formes de représentation de cette section T-5.2,
le mot poramétrigue s'explique par le fait que on n'a pas caractériss les

points appartenant 4 telle ou telle droite par une éguation barycentrique,

mais par des expressions de leurs coordonnées baryeentriques dépendant de

paramétres. A poter que les expressions en question dépendent lindairement

des parametres.

) reste toutefals & wrifier que coette dquation est « sdmissible », cet-G-dire que l'on
n'a pag o = b=, Or, gi on avait a = b=, abors af{ry + 1 +21) =axy | by = o2y =1
montrerait que a = b= o = 0 oo dermnber cas et aossl Impossible polsque cola signilierait
qque bem vecteurs lignes (x) gy, 21 ) &t (o, 3, ) st colinéaites.
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5.3. Condition de concours de trols droites

Un des grands intérdts d'une figure géomdbrigue esf de metire en évidence
des alignements de points, des concours ou des porallélismes de droifes,
Nous venons de bduire alpébriguement cos propriélés pour les poinds, ef
nous abordons matmntenant le os des droites.

Dannons-nous Loujours un systéme de référence | ABC), et, cette fois, trois

droites distinctes I, pour 1 £ 4 £ 3, d'8quations barycentriques respec-
tives a; X + Y + o = 0, o, pour tout ¢, les

coefficients ay, & et ¢, ne sont pas tous les trois m,'tl. bhoel
éganx. Nous allons établir que ces trois droites d = gy by o |=0.
sont concourantes ou paralléles =i, et seulement jos by e

si, la condition c-contre est wérifide.

Pour utiliser pleinement cette formule, nous distinguerons ecigneusement
les cas de concowrs et ceux de paralléhsme.

Supposons dans un premier temps que les I concourent en le point M de
coordonndées baryveentriques (x, y, z). Le systéme lintaire 5 en (X, Y, Z) :

X +hY 52 =0

oz X + bl 4 & =10

a3 X +bY + € =0
admet done une solution non triviale, sevoir (x, ¥, 2) et, de ce fait, n'est pas
de CraMEr. La nullité du déterminant du systéme donne exactement le
risultat attendu.

Supposons ensuite que les I sont paralléles, Vi be pésultat énonce au [-4.4,
o a des scalaires A el ptels gue

iy by |
ap+A W+ A o+ A
a+p bh+p o+p

De cela suit immédiatement gque d = 0.
Maintepant, supposons que d = L Alors, le systéme lindaire

{n..'r+by f ez =0

d -

a'r + ¥y + 2z =10
a"z + 8y + r =10

acdmet une solution non triviale (x, ¥, ). Bupposons-la choisie,

Eix+y+z ¢ 0, cela signifie que le point M de coordonnées barveontriques
(x, 1y, z) appartient aux trois droites, et done qu'elles copcourent, 50, au
contraire, £+ ¢+ & = [, une discussion analogue & celle faite an I-4.4
établit le parallélisme des trols droites,
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6. Cas particuliers

A ce stade, nous avens & notre disposition assez de matériel pour refroy-
ver par le calewl des résullats tels gue les théorémes de MENELATS el de
Ceva. Pour ce faive, nous avons besoin de considérer powr commencer les
équaltions mryoentrigues des drodles passand par un sommel du fangle de
riference ABC. Ces drodles sond appelées des obviennes, La symétrie des
riiles jouds par les frol sommeds nous auforise 4 nous Bmiler au cos d'une
cémenne passand par A,

Donnons-nous toujours un systéme de référence (ABC). Une éqguation ba-
ryvcentrigue de la droite (B07) est X = 0 : on peut le voir en remarquant
gue la droite d'4quation X = 0 contient le point B, de coordonnées bary-
centriquea (0,1, 0) et de méme le point ' ; c’est done bien la droite {BC).
Plus simplement, on remargue qu'un point A est sur { BC') &1, et seulement
s, il existe un scalaire \ tel que AM = (1— A)AE + AAC, cest-i-dire si, et
seulemnent i, il a des coordonndées baryoentriques de la forme (0,1 = A, A),
el on peul conclure,

: . =t BN

Aver oes notations, on & aussi BM :Jl.B_E", de sorte que 5 - e :
triplet de coordonnées barycentriques de M est donc aussi (0, —CM, FM).

Une &guation de la droite [AM) est donnée par

un

1 0 0
0 —CM BM|-0. (F)
X Y b

Développer oo déterminant donpe équation Y EM + ZOM = 0 pour cette
droite.

De ces considérations, nous pouvons déduire des démonstrations de théo-
rémes classiques. Supposons donnés trois points A', BY et O situés respec-
tivement, sur les cités (BC), (CA) et (AH). Alows, ces trois points sont
alignéa si, et seulement 8i, on a

v -C& BX
CEF 0 -AF|=0.
-BC& A" 0

Un développement de ce déterminant donne 1"égalité équivalente
CA-AF-BC' = BA-CH-AC",

On retrouve 14 le théoréme de MENELADS ; la relation supra caractérise
l'alignement de trois points situés respectivement sur les trois oités d'un

triangle.
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D méme, les droites [ AA"), (BB') et (C'C") sont concourantes ou paralldles
i, et seulement ai, on a

0 BA CA
AF 10 CH|=0.
A BCT 0

Clest une conséquence de la formule [ F), #ondue au cas des cotés (O A)
et [AH). Développer ce déterminant donne P"égalité dquivalente

CA AF .BC = -BA.CHF. AT .

On retrouve 14 le théoréme de CEvA @ la relation supm caractérise be
concours de troks droites pessant respectivement par les trois sommets d'un
triangle (21},

Exercice. Quelle est 'équation baryeentrigque oX + Y 442 =0 de la
paralléle & B passant par A7

Une premiére facon est de remarquer qu'une éguation barycentrique de
la droite BC est X = 0, Vu le I=4.4, une équation baryoentrique de la
paralldle cherchée est de la forme X 4 MX + Y + Z) = 0. Il reste & écrire
guelle passe par A cela dgquivaut & A = —1, et Pégquation baryoenbrigue
cherchée est done =Y ~ 2 = 0, cest-g-dire encore ¥ + Z = (L

Une seconde maniére est de remarquer que |'on doit avoir o = 0 afin que A
wvérifie cette dquation baryveentrigque. En outre, e condition de parallélizme
avee BT, dont PPéquation baryveentrique est X = 0, équivaut &

o8 5
10 i
11

=1,

ceat-d-dire & 4 = 4. L'équation barycentrique est done bien ¥ + £ =0,

Etant donné un point M # A de coordonnées baryeentriques (x, 4, 2), nous
aurons souvent besoin des eoordonnées baryeentrigques du point M4 o0 la
droite AM coupe BC. Or, PMéquation barveentrigue de la droite AM est

I o i
r oy z|=0,
XY ft

clestefadire 2¥ - g2 = 0 Comme les coordonnées barveentriques de My
doivent étre de la forme [0, 3, %), elles pe peuvent gu'éire proportionnelles
a0y, z) 8i y+ = #0, pous avons bien les coordonnées baryeentrigues du
point M4 ot, sinon, la droite AM est paralléle & B0 ') ot le point M 4
egt & Iinfini.

e droite passant par un somanet d'un trianghe s'appelle une ofmenne.
et une corséquence de Uexerclce.
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7. Matrice d'une application affine

Dane cette section, nous allons élablir des relubions matricielles semblafles
i celles correspondant & un endomorphisme d 'un espoce vectoriel, Rien que
de trés normal @ aprés aveir tudid les objels élémentaires de o Géomdé.

trie affine, nous envisageons les applications affines du plan. Nows n'en
reslerons pas U, puisque le parvagraphe T-9 nous donnera un apergu des

propriétéa d'une application homographique (ou projective ).
7.1. La formule matricielle

On dopoe icl un trisogle de référence ABC ainsi que fros points, A7, B
et . On sait alors qu'il existe une unigue application affine f qui envole
respectivement A, B et O sur A, B et O, Introduisons les coordonnées ba-
rveentriques normalisées de A, BY et O, respectivement {a, b, ¢}, (2, ¥, ")
et (a”, b, ") et, pour un point guelconque M du plan et son image M’ =
JIM), les coordonmées barveentriques respectives (z,y, ) ot (2,3, 2.

Nous allong dtablir gue

x o a a" T
vl=|8 & Flxju].
z e o 2 z

e e T

F

En effet, supposons normalisées les coordonnées barveentriques (z,w, z);
alors on & anssi

r+y+e=la+b+o)e+(a +V + M+ 0" 4+ Me =1

Etablir la relation annoncée revient done & montrer que (i, 2} est le couple

des coordonnées de M dans le repére affine 88 = (A ;Aﬂ', AE}. Appelons
g l'application affine qui & un point M associe le point M dont les coor-
données wirifient

W e=bl=y=z)+Fy+ bz
M=l -y—z)+ ¥y + s

Il nous reste & &tablir que g = f et, pour cela, que A, B et O ont les
mémes images par f et g. Par exemple, c'est le cas pour le point A, de
coordonnées (y =0,z =0), caron aalors ' =y =bet ' =" = [a
méme vérification 8'effectue ensuite pour B et O

Bien sir, I'hypothése que les coordonnées baryeentrigues de M sont norma-
ligdes n'a servi que pour cetie démonstration, le cas géndéral s'en déduisant
grice 4 la multiplication de (z,y, z) par un scalaire idoine. Toutefois, on
aurs bien poté que = les coordonnées barvoentriques [z, y, 2) de M sont
normalistes, celles de fi M), savoir (2" 4", £"), le sont aussi.
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i & eal un repere affine d'un plan affine, une application affine f associc
au poind M de cosrdonndes carléstennes [z, ¥} le poind de coordonndes car-
tésiennes (', y"), cea coordomndes éland lides por une relation matricielle

de la forme (;) =HK (;) . (g‘;) :

B

Les coordonndes (z,y) des dvenducls potnds fires de [ sond donc oblenues
par lo résolulion du systéme non homogéne

x @] iz €I s
= + .
@)=G )=C) )
Il est facile de voir que ce systéme est de CRAMER P 51, et seulement
ai, le acalaive 1 n'est pas valewr propre de la matrice Fy. Fn revanche, les

vecteura *(x, y) solutions de ce systéme n'ond rien & voir avee les vecteurs
propres de cefte mafrice, du fait de la présence du lerme "oy, by).

Dans les eremples qui suwivend, nous allons vodr que, au condroine, wne felle

inlerpriétalion en termes de vecteéurs propres est possible pour Uezpression
barycentrigue que nows venons d'éablir,

T.2. Vecteurs propres et points fixes

Gardons les notations de la section précédente; si on pose £ = (1,1,1),
on notera que U F = U, Cette relation correspond 4 la propriété qu'a f de
& laizser stable la droite & Pinfini » ; en effet, du fait que UF = IJ, on a
limplication X + ¥ 4+ 2 =0 = X" 4+ ¥ 4 2’ = 0. En d'autres termes,
si on désigne par £ ke vecteur-colonne courant de B?*, 'hyperplan de B?
d'équation Uf = X 4+ ¥V + £ = 0 est laissé stable par 'endomorphisme
£ re—s FE gt cest précisément co que nouws dit le fait que "I7 est vectour
propre de 'F,

Comme une matrice carrée & méme polyndme caractéristique que sa trans-
posée, nous savons done maintenant que 1 est toujours valeur propee de F.
Un point M de coordonnées barycentriques (x,y, z) est point fixe de 'ap-
plication f =i, et seulement &, ke vecteur-colonne £ =z, ¥, 2] est vecieur
propre de F associé & la valeur propre 1. En effet, cela équivaut & dire
que les coordonnées baryeentriques de f{M) sont aussi (x, y, ).

B co systéma et de Cramer, § posstde un polnt fxe unlguee, Dass e cas condraime,
lensemibile ded paoinds lixes et wide, et une droite affioe, ou et = plan tout entier, cette
derniére possibilité se produisant =i, et sealement si, § est Papplication Sdentigque.

Tout coba et 1o consdquence 08 propridtss géndrales de 'onsemble des salutions d'un
systdare linfaire,
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Attention ! La matrice F peut avoir des vecleurs propres £ pssociss & Lo
valeur propre 1, meis vérifiant 7§ = 0; ces vecteurs ne correspondent pas
aux coordonnées baryoentriques de poiots du plan et ne fournissent donc
pas de points fxes. Nous verrons des exemples de ce phfnoméne dans la
section T-T.4.

Qe dire des autres valeurs propres? 51 on o FE = A, avee X ¢ 1, alors
UFE=AME or, UF = F, ot op a done U = 0 : les composantes de £ ne
sont pas les coordonnées baryeentriques d'un point du plan affine.

[ est natwrel de se demander cr que représenie une tronsformaofion £ — FE
loraque F ne vérifie plus hgpothese U'F = F. Fn rdalité, i 5'ami [a d'une trans-
formation projective : efle peul envoger des poords & infind, ou envayer & disfance
finde des points & Dinfind, |

T.3. Les symétries centrales

Prenons un premier exemple d'application affine du plan : s [ est 2 point de
coordonndes baryeenirigues normalisdes (o, 7, %) relotivement au triangle
ABC, alors la matrice F' correspondant d la symétrie centrale par rapport
g I pewt tve dortbe de HMune des deur maniéres suivanies ;

2 —1 2y p o
29 mi-—1 23 =28 =(1111—1dy,
2 v By—1 ¥

on Iy désigne la matrice-unité réelle d'ordre 3193, En effet, on vérifie
aisément par exemple que, si A" est l'!?;]:l'l'.'lli-l]:ll de coordonnées baryeentriques
normalisées (2o — 1,24, 2v), alors [A' = ~JA.

Sl un point M a pour eoordobnées barveentriques normalisées (x, v, =}, alors
gon image a pour coordonnées baryeentriques normalisées (2o - 2,35 -
4.2y — z) ¢ la formule n'est pas plus compligquée gue la formule affine,

Le polynfme caractéristique de Foest (X — 10X + 1)%, et le sous-espace

propre assocké 4 la valeur propre 1 est B (o, 4, v) ; cola confirme Vexistence
{et Municité) du point fixe d'une symétrie centrale.

Nous retrouverons les symétries centrales 4 propos duo centre d'une confque.

T.4. Les homothéties-translations

Dans cette section, nous étudions un sous-groupe important du groupe
affine du plan affine P, le groupe des homothélies-translabions, Plxons un

M Dans la formule supra, on notera gue le produit d'use matrice de format 3« 1 par
une de format 1 = 3 est bien upe matrice carrds de format 3 « 3, en cobdrencs avec la
meabrlog scalales qui lisl ozt soustraite.
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triangle de référence ABC du plan, de centre de gravité ; pour tout
scalaire A # 0 et tout vecteur a’ donnés, nous considérons 'application 2
qui i M associe M’ défini par GM' = AGM + o'
Pour A = 1, on obtient la translation de vecteur @ (et on obtient donc
ainsl foufes les translations),
Pour A # 0 # 1, nous obtenons une homothétie de rapport A; en effet,
— —
sait G le point défini par # (") = &, c'est-d-dire GG & MGG + &
cegt-fedire eneore G = G+ ﬁ- Onoa, pour bout M, la Formle GHI i
T, . — ———p
AGM + a': si nous soustrayone (1) de (2), nous obtenons G°M* = AG'M
et cela Gtablit le résultat annoncé, Encore une fols, nous obtenons de cotte
fagom toufes les homothéties de rapport 2 1 (s on donne le centre &
d'une homothétie, et son rapport A ¥ 1, on & pour tout M la relation
GM' = AGM + 707, « Les » homothéties de rapport 1 ne manquent qu'en
apparence : une homothétie de rapport 1 est Uidentité, ef nous Uavons déji
comptés comme translation.

Le lectewr wérifiera sans peine que 'ensemble H des applications affines
ainsl définies est un sous-groupe du groupe affine, o'est-d-dire que

1. Tout &lément 2 £ H eat une bijection affine de P sur P

2. S el & sont dans H, alors & o ¥ 2 H.

3. Si.# est dans H, alors sa bijection réciprogque 5 —' 'est aussi.

Les matrices de ces homothéties-tranalations ont une expression intéres-
sante. Soit une homothétie-translation & désignons par A°, B et O les
images de A, B et ', et par (o, 4,7) les coordonnées barycentriques nor-

malisgfes de ¥ = & (7). De la formule 574" = ACA on déduit les co-
ordonnées barveentriques normalisées de A" : [:-ur I gh:.ﬁ— %Jﬁ,’:r - %.ﬁ.]
et des expressions analogues pour celles de BT e O, Une expression de la
matrice F est donc

2 1 1

— = —

|:r+334. 1 3 e 35'!.

1 2 1
F=|lag_- = _
B—gh B4zh A-2

1 1 9

—CA w—cA g+
T3 YTyt 773

Le polynime caractéristique de F est I1{X) = (X —1}(X — A)%. 1l faut done

distinguer deux cas principaus :

- Bi A # L, le sous-espace propre By de F associs & la valeur propre 1 est de
dimension | puisque 1 est zéro simple de [1. Plus précisément, un petit
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caleu] montre gquiun vecteur directbeur de By est
£="fa— /3,0 - A/3,7 - A/3),

avee UE & 0, Comme § est une homothétie, cela confirme existence et
"unicité de son point fixe. Le sous-espace propre £, associé 4 la valeur
propre A # 1 pe peut, lui, donner de points fixes, voir 1-7.2.

- 3 A =1, la valeur propre 1 est triple, et le sous-espace E) associé est de
dimension 2, sauf lorsque o0 = =~ = 1/3 ot E; = B* tout entier, Dans
l¢ premier cas, By & pour équetion X+ + 2 =0et il o'y o done pas de
points fixes (ce qui est prévisible, puisque f est une translation distincte
de Uidentité). Dans le second, f eat Pidentité puisque f(&) = 7 et que
A =1: elle laisse fixe tout point du plan.

7.5, Application : le cercle d"EULER

T.5.1. Définition du cercle d'EULER. Dans cette section, le cadre est
celul d'un plan affine euclidien, dans lequel on donne un triangle & = ABC,

Nous dlablizsons Ueristence d'un cevele, notd I sur la figure, passant par les
neenf poinds suivants ; les frods miliewr des odids, les pleds des brods kauleurs,
el les maliewr des drods segments joygmant Porthocentre H owe sommets du
triangle.

Le cercle T s'appelle le serele d'Fuler, ou le cercle des newf points, du
triangle ABC; le centre de ce cercle est noté 13 sur la fgure.

Mous allons &tabliv en outre que oo cercle ge déduit du cercle circongerit I
par 'homedisttie & de ceptre &, e centre de gravité du trangle, et de
rapport —1;2, mais aussi par 'homothétie b’ de centre B et de rapport
+1/2,

En particulier, le rayon du cercle d'EULER est la molthe de celul du cercle
circonscrit, et on a les relations vectorielles (2%

cﬁ=-%ﬁ:§, it = %Hd', O = 306,

Il est immeédiat que ces points O, &, 00, H soot tous distinets saufl s, et seu-
lement. =i, le triangle & est éguilatéral. Dans le cas contraire, les relations
vectoriclles précédentes montrent que ces quatre points sont alignés; la
droite & qui les porte s'appelle I"are d'Euler du triangle 5.

Introduisons les milieux & 4, G g, G des cobés du tmu:lgle ils forment un

trisngle &7 ; du fait des relations telles gue AG = 2,."3.-15’,4, oo vodt Lot
de suite gue F' se déduit de F par 'homothétie h.

TEVair ausai au V-3.2 des interprMations de ces relations par bes pombres comphisoes,
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Appelons T Je cercle A(IY) @ ce corcle passe par les points & 4, G, G et
— 1 —

son cenire [ wirifie GO = _Eﬂﬂ- En outre, on voit que les médiatrices du

triangle & coincident avec les hauteurs du trangle &7 ; l'orthocentre de ce

dernier triangle est done le point (), mais c'est anssi le point (). On en

déduit gue GO = —1,-’2G_~H. ol toutes les relations vectorielles annoncées se
déduizent des deux précédentes,

|.. T
a0
L0
.
ool H
e ! - B
k] {-;' I..
N G,
Gy tl
0ne
Il i
H, . f Hy,
- :l"i .l‘-'r
T ‘-'\-ﬁ" Il\. A H_H
v H

Puisque, maintenant, Hi = 1,-"2!'3!:." et que le rayon du cercle A'EULER est
la moitié de celui du cercle circonscrit, on en déduit bien que [ = K[,

Le corcle I passe done aussi par les images par &' des points A, B, C,
¢'eat-d-dire par les points By, Hy, H-

Enfin. nons édablirons an ¥ -3.3 que les trois symétrigues orthogonews de H
par rapport aux oités du triangle 5 appartiennent an cercle circonserit I,
Leurs imiyges par ' sont les pieds des hauteurs, notés Hy, Hg, He, et ils
appartienoent donc & I = &),

Cela achéve la démonstration des propriétés annoncées,
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Comme application de o section précédente, supposons fowjours Ie plan
cuchdicn ef déferminons 4 présend wne dguation bargeendrigue du cercle
d'EULER du friangle ABC,

7.5.2. L'quation barveentrigue du cercle d'EUVLER

Mous venons d'établir que le cercle d'EVLER d'un triangle est Iimage du
cercle circonscrit par U'homothétie k de centre & de rapport =172 il doic
étre désormais facile d'en déterminer une équation barveentrique, & partir
d'une ésquation baryeentrigue du cercle circonserit.

Dans la section IT-2.10, nous éablirons quune équation baryoentrigue du
cercle circonscrit est 0®Y 2 + FEX + 2 XY =0, o a, b et ¢ désignent les
longuenrs des cités BOC,OCA et AR Comme h=' () = 712! Jes formules
matricielles du I-7.4 donnent pour h—!

()= 3 1)-6)

Ainsi, le point M de coordonnées barveentrigues (X, ¥, &) appartient an
cercle d'EUVLER &, et senlement si, le point M* = ™' (M) appartient
an cercle cireonscrit, Cela donne comme dquation barveentrique du cercle
d"EvLER
AX-Y+ZUX+Y - Z)+ P (X +Y -2 -X + Y+ 21+

e -X+Y + 20X -Y+2) =0,

Dians cette formule, on développe les produits en tenant compie des rela-
tions telles que af = B 4 ¢® — 2heeos 4. Aprda simplification par —2, on
obtient "dquation baryoentrigque cherchis

becos A X 4 cacos BY? + abeos C 2% — o*VE - BEZX - XY =0,

&. Changement de triangle de référence

Il nous arrivera de temps en temps de devoir changer de triangle de réfe-
rence '¥71 e serait-ce gu'an numéro TW-1.1; les formules liant les coor-
données baryoentriques relatives & deux triangles sont irés proches, bien
gir, des formules de changement de repére dans le cadre affine.

WOn pemprguera qise, be cercle dirconserit #ant connu & Uaide d'upbe Squation, il e

i commede d'Serire qee o'esl hel qui est Plmoge du cercle d"Eunen par une certaing
lbcation, o est-d-dire ici h"‘. et nom e contraire,

THous rappelons que, par convention, & donndse d'un feiangle de rdfdrenee AR e

celle du repére affine [A; .-i.ﬂ.,..ﬂ.lf':l.
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31 notro « ancien * triangle de référence est ARC (non aplati) et le nouvesn
A'B'C (non aplati), nous devons connaitre les coordonnées baryoentricques
des nouveaux sommets par rapport aux anciens. Supposons-les normali-
stes @ celles de A', B et O sont respectivement (o}, ab, af), (6, B, 0] et
(€1, €3, 74 )

Dang ces conditions, & les coordonndes baryeentriques d'un poind M rela-
tivement @ ABC et A"B'C” sont respectivement (T, z) ef (¢, 2'), on a

la formule
AN
= o & o) |v).
ay by ooy A\
—

‘I
Cette formule est contravariande ; par le biais de la matrice de passage P,
elle exprime les « anciennes » coordonnées barveentrigues en fonction des
« mouvelles o,

L'hypothése de normalisation simplifie la vérification, il nous seTa toujours
loisible de chasser in fine les incongrus dénominateurs : voir l'exemple gui
Auit.

£ - ]

Supposons anssi normalisdées les coordonnées baryveentrigues de M par rap-
port sux deux triangles ; nous avons donc AM = gr.m f zAC. En outre,

AM = P AA + yAB + £ AC
= 2(a} AR + ) AC) + i (B, AB + B,AC) + [, AB + S AC)
= (aha' + boy' + =" )AB + (ajr’ + by’ + 421 AC .
Cela nous donne déjé les formules attendues pour y et z. Enfin,
g=l—y—z=&+y+: —y—:
= (1l —ay —ay)’ + (1 =B = Bl + (1 = = f)2"
=ax’ + 0y +c) 2.
Prenons Pexemple du passage an triangle médian, c'est-f-dire & celni dont
lea sommets sont les milieux respectife de B, OA4 et AE. Les coordon-
nées barycentriques normalisées de A' = (74 sont (0, 1/2.1/2) et celles de

B = G et de ' = 7 s'obtiennent par permutation circulaire. On a
alors les formules de passage
) o ]
;=y‘:+,,1 y=,,+4: 4y
2
et nous pourrons également supprimer les dénominateurs si la normalisation
des coordonnées baryeentriques n'est pas notre souci premier.
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Un autre exemple de changement de triangle pourra #re rencontré i propos
des coordonnées baryeentriques de U'orthocentre, dans la section 1-10.

Mote. Les formules de prasage qui viennent d'8tre &tablies sont de la forme
z=FRlz'y, ) w=>F8iz' ) =8y,

oi (£, Fz, ) est une Bamille libre ) de formes linfaires. Mais res formes linéaires
gont telles que, de plus, 2 4+ ¢+ 2 = 2" + ¢ + &' pour tout point M ; cela pésulte
en effet des conditions de normalisation imposées supra.

Imwersement, soit un triangle de réfirence A BC donmd et une famille libre de troks
formes lindaires {1, £z, f3) telles que 'on ait toujours la relation (RH) suivante :

G’y 1+ bl Sl S =2+ S

Alors, il existe un triangle (non aplati) A"BCY tel que les formules de passage
solent de la forme précédente.

En effet, formons I matrice inversible & € Tia{E] doot les lignes sont les listes
des coefficlents respectifa af, g}, ... ¢y de pos trobs formes. Solt alors les poiots
A’y B et 7 de coordonnées baryeentriques respectives (ag, ag,05), (5, 85, 84) et
fel, 5. ch). WV la relation {BH), ces coordonbées sont normalisées, et nos trols
nouveanx points sont non alignés puisque F est imversible, Ils forment donc un
nouveau triangle de référence, relativement auguel les formules de passages sont
celles annoncées,

En revanche, ai la famille Kbre (£, £, 8] ne virifie pas (RN), elle forme tout de
méme une base du dual de B car elle est libre ot comporte trois dléments. 1 existe
domne des scalaires A, Ag, Ay tels que I'on ait toujours la relation de normalisation
 affaibdie » (AN} suivante -

ME(E ) 4 bl o, Y 4 bl Y = 4y S

Si les sealaires Ay sont tous non nuls, on pourma s ramener oy cas précédent en
remplacant £, f3, F5 par £ = Afy, £ = Aafy et £ = Aafa,

An contraire, si par exemple Ay = 0, alors, vu le 1=4.4, les droites d equations ba-
rvceniriques respectives £ Y, 2 =0 et £{X)Y, Z) = 0 sont paralléles ; potre
point O est rejend & I'infini of notre manipulation est cette fois impossible.

9. Un exemple d’homographie : I'inversion
harmonique

Dans ce paragraphe, nouws melions en pralique nes Previiers Qo coneers

nant les dquations de drodtes ef les gquestionz d'alignement traduiles en

termes de coordonnées barycentriques. A cefte occasion, nous présenfons
un exemple d'application non affine mada qui eonserve alignement.

20En effet, o matrics P definke supre eat inversible, palsgue lea points 47, B e O g
sont pas alignds.
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Etant donné un triangle de référence AHC, nous étudions plus précisément
'inversion harmonigue ***) relative & ce triangle, c'est-a-dire I'application
# qui su point M de coordonnées baryeentriques (x, y, x) associe le point
M' de coordonndes baryveentriques (z, —y, —z) (900,

La premidre chose & remarquer est que cette définition de M' est cobérents,
putsgu'elle ne dépend pas du choax de (x,p, 2] parmi tous les triplets de
cootdonndes barveentriques de M possibles, 11 est ausst & remarquer que &F
n'est pas définie pour fowd point M du plan affine, En effet, 5 M appartient
i la droite Dy d'8quation baryeentrique X — ¥ — F = 0, o'est-dedire celle
qui joint les milienx 7o et Gp des odtés AR et AC respectivement, alors
la somme des coordonnées barycentriques de MY est pulle, Autrement dit,
'application & envoie & I'infind les points de la droite Dp 'Y, Loin d'#tre
une lacune, cetie propridgeé se révélera en fait bien utibe pour certains types
de constructions. Remarquons que & a d'ores ef déjk perdu toute chanee
d'étre une application affine; ¢'est toutefois une homopraphie du fait de
la lindarité de la correspondance entre coordonnées barveentrigques : une
telle application transforme les droites en droites ) cest d'ailleurs cela oui
inspire les constructions péométriques qui swivent.

5i on compléte le plan affine en un plan projectif, & est une involution une
fois qu'on I'a étendue an plan projectif entier. 5i on se limite au domaine de
définition « affine » de &, Pest-d-dire le plan privé de Dy, alors & réealize
fgalement une involution de ce domaine sur hoi-méme. Tout cela découle
des formules on ne peut plus simples définissant &,

Comme on le voit. tout de suite grice & sa définition, % laisse Axes le point
A ainsi que tout point de la droite BC. En outre, U'application & laisse
stables toutes les droites passant par 4 : une telle droite a une dquation
barycentrique de la forme pY¥ + g2 = 0 et son image par & & alors pour
équation barveentrique =pV — g& = 0, c'est-d-dire « la méme ». Enfin,
I'image d"une droite [ paralléle & [ (mais distincte de celle-ci) est encore
une droite paralléle & Dy ; en effet D' & une équation baryeentrique de la
Forme X + MY + Z) = 0, avec A ¢ =1 # 1 et une équation baryeentrique
de F (D) est alors X — AV + Z) = 0.

Pour pouvoir effectuer certaines constructions géométriques, nous devons

0 parle aussi d'hemclogie Rarmotique,

st Vintervention des coopdonnies baryeentcigques de M et de son image MY gui
nog incite 4 parler d'inversion par rappert 4 un iriangle. Voir towtefois la premidre des
deux remarques achevant oette section.

HNEn méme temps, F covoie dans Dy les points & Pisfind.
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disposer d'une construction effective de M7 & partir de M. En voicl une -

Supposons que le point M n'est sitwé ni sur AR ni sur Dy ; la drofte G M
coupe BC en un poimt m et le point M7 est le point d'intersection de
AM avec la parallele A &4 AB mende de m'*2), Les pointillés illustrent le
caractére involutif de la construction,

Justifions cela par le caleul. Supposons que Al a pour coordonnées bary-
centrigques le triplet [z, g, 2), avee s @ Dot z =y =z £ 0, In droite GoM &
pour équation baryoentriges

1 1 0l
r y z|=0,
X Y 2

cest-d-dire p& — 2V + =X — & = 0. Le point m a done pour coordon-
nives baryoentriques (0, y - x, z) (il n'est pas & 'infini). La droite A a pour
fqquation barveentrigue

1 -] i
0 yg—= =2[(=0,
X ¥ £

cest-fi-dire —2X — 2V + (y — x)& = 0. Le point de coordonnées barycen-
triques (z, -y, —z) appartient bien 4 cette droite, ainsi qu'a la droite AM,
d'&quation barveentrigue g2 = ¥ = 0. Cela achéve la vérification.

La proprifté essenticlle qui préside A cette construction est la conservalion de
Paligneraent - 81 trois points My, Ms et My sont alignés, leurs images par & la
sont aussi, Vi la condition d'alignement de trols poants vee an 1-6.1. elb: découle

35 M £ AB, |a droite GgM coups FC en un point moct e point MY est o poing
dintersection de AM mwec la paralldle A & AR menée de m.
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de la pelation suivante enbre délerminants :

L oW = 2 Ty =W -3
£ g nn| ==l |z —-p, -#n
1 Mx =2 Ty ~la -~

D fait que & envoie G sur le point & Uinfind O de la droite AR et gue G,
M et m sont alignés, leurs images par # 1o sont aussi, savoir O, M et m (ca
dernber fant fxé par &, 1 faut dose chercher MY aur la drodbe mCL, alnsl que
sur la droite AA, et c'est hien ce gue nous avons fait,
Alors, pourguol inversion harmonique ¥ Inversion parce cette application
est une imvolution et hormonigue parce que le point M’ est le conjugud
harmonigue de M par rapport & la paive (A, My), o0 M4 est le poinl
d'intersection de AM et de BC '*3) Cette propriété traduit la formule que
l'on pourra wirifier grice aux coordonnées barvcentriques des différents
pointe! )

MM, MM,
Nous verrons au gré de oo livee que, s les possibilités de constroire des
coniques sont Mgion 997 i est plus difficile d'ebtenir des conlgques qui solent
A coup sir des paraboles '™, L'inversion harmonique va nons v aider.

Partons d'une conique ¥ qui passe par 4, B et O et soit tangente & la
droite I 1*7), Son image par & est alors une parabole. Elle pourra par
exemple tre définie par les images par & de cing polngs de %, Intuitive-
ment, cela résulie du fait que % ne coupe Dy gu'en un point et que son
image, dgalement une conique, n's de e fait qu'un point & 1'infind,

Anticipons les résultats des sections 11-2 et A-5.4. La conigue % a une
dquation baryveentrigque de la forme p¥ 2 4+ gZX + v XY = 0 du fait quelle
passe par A, B et 7, et on a la relation (p + g + #)% — 4gr = 0 parce
qu'elle est tangente & [y, Son imege par & & pour équation baryveentrique
pYZ = qZX ~ r XY = 03 C'est une parabole, car, si 'on pose pf = p,
§ = —qet+ = —r, on a maintenant @' +q' 400 — 20 — ' — 20’y = (.

BPlorsque AM | B, ke point M4 oot rejetd & Pinfini, Voir dans ce cas La seconde
remargue & Ls fin de cetie section

Miwy grice aux resultats gonéraux du 11-2.7, En effet, on virillers que M et MY sont
baryeentres di systdome (A, My} avec los masses meapectives (x,u + 2) el (x, —{p + 2))

FiGrace notamment au loglelsl Caprr qui sait en laire passer ume par cie points
« pentrigques » donnés,

I air nuossl TW-1,1.

F Heureusement pour nous, il ¥ en A suflsamment. On peut en Talt accepier (oukes
les coniques tangestes & Dy, méme cells qui ne passent pas par les trols sommets da
trinngle, oela ne faisamt que compliguer un pey la démaostratlon donmbe icl.

M Tagt ume eonique. Pas de miracle en opla, car une bomographle conserve le degrd
des courbes alpthrigques. Elle est ciroonscrite aw triangle @ c'est normal & aossl, palsgue
les sommets sont des points fixes de 5
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Woich Pexemple d'une byperbole T’ passant par A, fangente & D, ot de son
image I par & :

Comme [" ezt tangente en My & Dy, la droite AMp ne coupe [V qu'en 4 @
cette droite est donc paralléle & 'axe de la parabole [V, La figure suggére
augsi que [ et [ sont tangentes en A, Clest effectivement le cas @ d'aprés
une formule que nous verrons au I1-2 que "équation barycentrique de la
tangente en A & [et & [V est r¥Y 492 = 0. Les deux courbes ont bien méme
tangente.

Clest prévigible aussi pulsque la tangente en A & T est la limite de la drodte
AA, lorsque A" € T tend vers A, Or, cette droite est invariante par & et
coincide avee la corde AA", of A" = . [A"), dont la limite est la tangente
en A& T,

Remargoes. Mous conseillons decaminer la dernidre en seconde lecture, aprés
wenir pris connaissance do 11-2.7 ot de I"Apnexe B,

— Cest par commodité que pous avons fait référence au triangle ABC pour
gualifier I'inversion harmonigue. En réalité, cela sugpére peut-8ire gue bes robes
des sommets A, B ot O sont analogues, Comeme nows avons v tout au long de
cebte section, il n'en et rlen @ be sommet 4 jowe un pdle provilégié, en Minverslon
n'est pas modifide & on remplace les sommets B et O par deux points (distinets)
suf la drofte BC.

En d’autres termes, I"inverslon est bien définie dés que 1'on se donne un point A
et une droite ne passant pas par A. Le choix de dewx points B et O sur cetie
drodte est utile senlement pour les calenls de coordonndes baryeentriques.

Bi M # A appartient & la paralléle D & BC mende de A, il & des coordonnées
baryoentriques de la forme [,y 2), avec ¥ 4 2 = 0, Comme les coordonndes
harycentriques de son image M sont {=z,y, 2}, on constate que le miliew de
MM st A, c'est-A-dire aussi que M’ est be symétrigue de M par rapport & A,
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Dans or cas, la division MAWCAM; est efectivement harmonique, paoisgue le
podnt My est A 'infind sur |a droite AM M,

- Motoms o le vectorialisé de notre plan affine. 1l est de dimension 3. La droite
affine (BC7) et le point A ¥ engendrent linfairement un plan eb une I.'|1'|'Ii.1:l:|
respoctivement, que Ion désignera par (O8C) et (OA). L'espaoe projectif V'
asgncié 4 Voest le complété projectif de notre plan affine. Le lecteur wériflera
que Papplication projective qui prolonge & provient d'une spmétriz secforielle
de V', en I'ocowrrence ln symétrie par rapport an plan (QBC) paralldlement i
la droite OA4.

10. Coordonnées barycentriques de quelques
points remarguables

Dang ce eouwrd paragraphe, nous déterminons les riplels de coordonndes ba
rycentriques des pointz remarguables les plus connus d'un friengle, cewr qui
nous accompagneront toud au long de cet owmge, Nous ne recherchons pas
syatdmaliguement ici les coovdonndes baryoentriques normalisées, souvent
moing fdgantes, du faif de la présence d'un dénominateur rendu néceasaire
par la normalisation,

Notre dessemm esf dgalement de mellre en euvre les principes gdndmie du
paragraphe précddent ef non d'dtablir un cotalogue de coordonndes baryeen-
triques. Les calewls d'aufres coordonndes barycendrigues suiveond dans les
paragraphes prochains, mais o sera loigours en relalion aves les problemes
qui nous occuperont & oo moment-la.

Enfin, nous nhésiferons pas & déterminer de plusicurs mandéres les coor-
donndes baryeendrigues des poinds les plis inddressants lorsque cela revdl un
inkdrdt gdomdirigue.

Dans fout co poragraphe, nous supposerons le plan affine mund d'une struc-
fure euclidienne,

10.1. Les (!) cemtres de gravité

Ei on veut metire en dvidence la signification physiqgue du cenfre de gravite
d'un friongle, i cat conseddld d'en découper un solgneusement dans du car-
ton ou dans wn fewillord de fode, de e poser sur une poinde a Uendrod ad
hoc ef de constater que 'objel tend en dquilibre.

Fort ben! Mais cst-ce ainst que nous enfendons [Ysobarycendre d'un fri-
angle ¥ Cerfoinement now, pitsque, dang celte définibion, seuls les sommets
a2 voiend affecter une masze,

Nows avons done la possibilité de considérer de trois fagons celle guestion
die cendre de grovitd « physique # d'un irangle,
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Par définition, €7, 'isobarycentre, ou centre de gravité, du triangle a pour
coordonnées haryeentriques (1, 1, 1). Cela montre an passage, voir I-3. que
les aires des triangles GAE, GEC et GO A sont Sgales.

FPuisque cest dgalement notre propos, on vérifie facilement que 07 esf oussi

le centre de gravité du triangle plein ABC considéré comme une « plaque
homaogéne » 139,

B* G, *

5i l'on considérait en revanche le centre de gravicd O du ¢ périmétre »,
o'est-d-dire de la réunion des troie cébés du triangle {considérée comme un
% fil homogéne =, on trouverait le barvoentre des milieux & 4, &g, G des
trois oités affectés des masses a, b, ¢ respectivernent,

Comme les longueurs des oftés du triangle & 40 500 sont a/2, 52 et /2,
cela montre que & est le centre du cercle inserit de ce trisngle [voir plus
bas, dans cette section) ; de oo fait, il se déduit du centre T du cercle ingerit
& ABC par 'bomothétie de centre G et de rapport —1/2,

Enfin, I'asssociativité: de la barvesntration mootre que G est anssl be hary-
centre de A, B, C, affectds des masses b+ c,c+a,a+ b

Wtpls rérulte de calculs dMintégrales doubles, entre sutres méthodes. On peut aussi
faire skenne la remargue sulvante de Jean-Pirre Ennaany @ on considére Fapplication
affine qui conperve A et permute B ot O, Coite application et une involution et on
lappells ln syméirie obligue par rapport & l& médians issue de A paralléeament au obté
B, Happelons que nous désignons par 7 4 la miliew de BC; ks deux demi-triangles
AR et AG 7 ont alors mime aire orientée, la moitié de celle de ABRC. Comme une
application alfine « consares ¢ loa baryeentres, lea barpeentres des deux demi-plagues
triangulaires se déduisent done Pun de Pautre par setbe syméirie obligue, et bo centre de
gravité de la plague triangulaire « compléte » ABC, b milieu des deax précédents, se
situee done sur la middiane lssue de A. En considérant de midtme les deax antres mésdianes,
an constate alors que lo centre de gravitd de la plague triangulaire A BC appartient aux
trois médianes et coincide de ce fait avec . La médime remarque ne @'applique pas en
gtnéral na centre de gravité du « périmédre » du triangle, car nos symétries obliques
ne congervent pas toutes les trods les distances, & moins que le triangle ABC ne soit
dqpilatiral,
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Toutefois, pour éviter des circonlocutions'*"! et se conformer 4 I'usage, nons
appellerons pour la suite de cob ouvrage cendre de gravild du triangle ABC
I'isobaryeentre 7.

10.2. L& centre du cercle circonscrit

Continpons avec les coordonnées hﬁ.rw::'ul-ri.quﬂ d!.I. ceptre du eerele cir-

conscrit, L'aire orientée du triangle BOC est = R sin 24 : en effet, T angh:
au centre BOC vaut le donble de I angle inscrit 54 A
Il 5"ensuit qu'un t.np]et de eoordonnées ba.nrc'eut.rlquss A

de O est [sin 24, 5in 21, sin EE','I Puﬁ-qutu =2Rsin A,
un autre triplet possible est [umﬁ.ﬂl, boos B, coos ﬂ':l.

Exercice. 5i on désigne par K le rayon du cercle cir- "ﬂh‘-
congerit, el (o, 3, 7)) les coordonnées baryoenbriques B C
normalisées de O, déterminer oe triplet en imtrodui-

sant la fonction f qui & un point M du plan associe a AM® +FBM2 40 M*,
La solution est dans la note en bas de page : (41

10.3. L'arthocentre

Parmi les points remarquebles d'un triangle. ['orthocentre est un de cenx
dont les coordonnées baryeentriques se présentent avee le plus de variantes ;
oo n'est pas tant le fait que les coordonnées barycentriques de co point ne
sont pas unbgques (elest b cas de n'importe quel poiot du plan!), mais cela
réeulte des nombrouses relations qui existent entre les paraméires caracté-
ristiques a, b, ¢ {les longueurs des cotés) et ﬁﬁ,f" (bes angles aux sommets).

Les coordonndes baryoentriques normalisées de l'orthocentre H sont
(cotgB-cotgl, cotgl - cotgA, cotg A corgH) .

| et piquant de constaber que la lecture de San-Asrono a fini par faire croire &
tout le moode gue on dit crconselshons, vy compris & des joumalistes de quotidiens
nationaux |
UEn remplagant dans l'expresaion de § le carrd de distancs 402 par e carré scalaire
e O — (3A, et les deux autres termes & U'avenant, on voit gue, pour tout &
FIM) = OM? 4 0DA? 4 BOB? 5 400" = OM? & B2,

Falre succemsbvement M = A, M = B ot M = £ donne b systdme

A b = 2R
al:=+1u= = 2f*
ab? 4 Fa? = 2RY,

La risolution de ce systéme de Cramer donne alors pour (o 8,50 | valeur
(2R b oos A, 2R o cos B, 20% Jab x coa O,
qui et hien proporticnnedle & celle que nous avons obbamms.
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Lorsgue e triangle n'est pas rectangle, nous montrerons suparavant que les
coordonndes baryoentriques de 'orthocentre B sont aussi I'tg.-'-{, I:gf!‘. tg&]:
ou encore (o cos A, b/ cos B, ¢/ cos Ej

Réglons d'abord le cas pu.rtm:uhu d'un trisngle rec*tangle en A par exemple.
On aalors A = /2 et Baed /2, de sorie que mtg!:i cntgﬂ‘ = 1. Ainsi,
motre résultat est établi,

Excluons done ce cas ; ave: les notations de la figure TIT-6 de la page 146, 1l

suffit de montrer par exemple que Hab = tE—E pour établir la dewsidmae:
Hal igh

formule, celle portant sur les tangentes 19427,

O, par exemple dans le cas o le triangle est acutangle, c'est-d-dire a ses
trois angles aipus, cela résulte immédiatoment de Iégalits

HaB  HoB:HaA  cogh

HaO  HaC:HzA cotgl’
Puisque 'on a ¢ = 2R sin .E, ebe., un autre triplet de coordonnées baryoen-
triques est effectivement {2/ cos A, b/ cos B, ¢/ coa ).
Dans le coas on le triangle est rectangle en A, on e 5 = A ; & on veut inclure
o cas, on peut sussi adopter comme coordonndées baryeentrigques de M le
triphet . ~ L

[umﬁm&,buﬂﬁﬂmﬂ.,cmﬁmﬂ},

gui convient dans tous les cas,

Beste done & obtenir les coordonndes barveentriques normalisées de H . Tne
formule de trigonométrie est 14 pour nous aider @ puisgue B+C=x- A
on & - _
R+t =
wBtwC _ o3
I —tgB-gl

ﬁnnsl, Lgrl + th + Lgl':' l;g.fl th tgr:' de sorte que la division du triplet
[tgﬁ t.gB tgﬂ] par tgA+tgH+th'3 donne bien le premier résultat annoncs,

11 &tait d'ailleurs possible de déduire les coordonnées baryveentrigues de H
de celles de O ; pous powvons en effet @ doubler » le ioangle ABC en
mepant par chague sommet la paralléle au oibé opposé, Ces trois droites
forment un triangle, image de ABC par 'bomothétic de centre & et de
rapport —2, dont nous nommons les sommets A7, BT et O afin gufils se

42 Kimsi, du [ain de b svmberie des oles jods par les brois sommets ot les Lrais arphes,
HpC _ 1A  Hod _ wh
HepA e Aol tgA

an oA aussi
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cofrespondent par cette homothétie,

("

Ar

Les hauteurs de ABC sont les médiatrices de A'B'C" et orthocentre H
de ABC est done ke centre du cercle circonserit de A" B¢ 43, Comme
bes lonpgueurs des cotés de o dernier triangle sont 2a, 25 et 2o ot les angles
aux sommets A, I et 5, les coordonnées baryeentriques de H relatives &
A'B'C" sont done {ncmﬁ,bmﬁ',:mf}. En outre, les coordonndes ba-
rycentriques normalisées des points A°, B O relatives & AHC sont respec-
tivement (—1,1,1), {1,—1,1] et {1, 1, —1), de sorte que les formules du 1-8
montrent gue les coordonnées baryeentriques de H relatives & ABC sont
(z,9.2), 0ft T = —acos A+ beos B+ coos C et oft 4 et 2 s'en didulsent par
permutation circulaire,

On o done sussi o= 2R = sin Acos A+sin Beos B +ﬂluf'm'ﬂﬁ'] puis aussi
e=—R{—sin2A+sin 25 +sin20) = — R - sin 24 + 2sin( B+ C) cos - €)
puis encore T = —EHEdujf—mj+cm[§—f:"j]':'":'. Enfin, nous ablenons

B+A-C_ B-C-4_
2 ' 2

= —"REiﬂIﬂiﬂ {% —é} 8in {% - Ej L]

T = 4Rsin A sin

o ooqui et bien o= =2acos Beos (. Au coefficient -2 prés, o'est oo gue
noiis sevions déja.

Mous caleulerons ces coordonnfes barveentriques encore d'une autre fagon,
dans la seetlon T11-6.

HHappelons que cette constructlon fournit un moyen Lrés simple de prouaver le
comcours des hautours du triangle AR - si F oest le point d'intersection des hagteurs
imwpes de A et de B, on & s égalitds de longueurs B8 = HCY et B0 = HA"; ainsi,
af & auwsi HA' = HE' «f W appartient également d Lo houtour issue de O,

‘“I."u."uqu: .E+f:|—l'-j= T.
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Lotague le triangle est rectangle en A, le point A est le pied des

hauteurs issues de [ et de O Les coordonnées baryveentrigues du pied H

de |a troisitme hanteur, celle issue de A, sont (0, %, c*). Poor |'établir, il
e o

guffit de montrer gue BH, = mﬂ_'lj = u_iﬂ_é Comme H 4 appartient
au sﬂmlw:ﬁt Pl ﬂlfﬁt d'établir la relation suivante sur hes bongueurs ;
BH, = FHEJ = : (Teat en effel le cas puisque BH, = BAcs B =
. 2 2
BAsinl = HBJEV = " Ces coordonnées barveentriques nous seront utiles
i
au I¥W-1

10.4. Le centre du cercle d"EULER

Dans la figure qui suif, nous svons fait en sorte gque 'orthocentre ' du
triangle ABC lni soit exlérieur. Cela permet d'avoir un cercle d"EVLER
moins Etriguss,

Puisque £} est le barycentre de (7, ()] affectés des masses (3, —1)4%) i
admet pour coordonnées barycentriques le triplet

I:EI'GEEE-I'-EEEEE,EEDBE + acos A, acos A 4 beos ﬁ] .

Le méme résultat découle des formules du 1-8 lorsgque "on passe du triangle
mfdian &4 ple au triangle ABC, Ev effet, du fait de Ubomothétie gqui
fait passer de |'un de ces triangles & I'autre, les coordonnées baryveentrigques
de £} par rapport & G40 gG0 sont les mémes que celles de O par rapport
4 ABC. Ensuite, il ne reste plus qu's écrire les formules de changement de
iriangle de référence.

“*Pour voir cela, on peut partir de la relation d'Foeen OF = 3006 o du fit que 0
est le milieun de CHH
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10.5. Les centres des cercles (ex)inscrits

Mais oui, il y en a quatre : les trois bissectrices infdricures d'un triangle
ABC s coupent au cendre [ du esrcle mserl. De méme, lo bizsestrice
intdricure issue de A coupe leg Mssectrices exféricures fssues de B of de O
au centre [4 du cercle exinserit dans Uangle A. Ensuite, on définit mutatis
mutandis lez centres Ig ef I,

Le centre J du cercle inscrit & pour coordonnées barycentriques [a, b, 2).
En effet, I'aire orientée du trisngle BIC est %m, et les coordonnées ba-
rycentriques que 'on obtient par e caleul sont bien proportionnelles &
{a, b, e, On vérife it aussi facilement, gue les coordonnées baryveentrigues
du centre Jy du cercle exinscrit dans Uangle HAE, o'est-A-ire centré sur
la bissectrice intérienre de (AR, AC) sont [—a, b, c). Voir an TV-1.1 une
propriétd intéressante de la figure formée par le centre du cercle inscrit et
b= trods centres des corcles exinserits.
A

B : C

Dang un triangle ABC, le polnt § a-t-il droit de cité dans la prestigiesse
droite d’EULER, qui regroupe déja O, &, et HT
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Exercice corrigé. Soit un triangle ABC ; alors les points H, F et O sont
alignés [48) 51, et seulement si, ce triangle est isocéle.

51 ABC est rectangle en A, H = A et O est le milien de [BC). Donc, H.
et O sont alignés s1, eb sculement si, la médiane issee de A colncide avec la
bissectrice, c'est-d-dire &, et seulement &, le trianghe est socéle (en A, iei).
81 ABC n'est pas rectangle, 'alignement équivaut & la nullité de

afeosd bjeosB of conl
A= o ] . o
acosd  beos B coosC
Cela &tant, on &
1 1 1
L e d comB  coel
cos A cos B eos C cos? A cost B costl

Cela nouws raméne & un déterminant de VANDERMONDE, de sorte que

A= abe = (cos & — cos Aeos & — cos B)(cos B — cos A) .
cos A cos B cos ©

On en déduit done que A est pul si, et seulement s, encore une fois, le
trigngle est izpoéle.

Exercice. Etudier de méme I'appartenance du centre [ 4 du cercle exinserit
dans I'angle (" AF 4 cette Voie lactée du triangle.

[Cette fois, on éoerira que H, Ty ef O sont alignds, ce qui conduira encore
une fois & un déferminant de VANDERMONDE., On frouvera comme condi-
Hon nécessaire of suffisante

me i ucui]l,'tﬂsﬁ'ﬂl-muri]icas& l:uuﬁ,'l =

Comine on ne pewd avodr ni cos B = —cosd, nieosC = —cos A, la pro-
priétd dquivaut & dire que leo triangle AHC eat izoctle en A.]

Mous déterminerons par la suite les coordonnées barycentriques de plu-
sieurs autres points remarquables d'un triangle ABC ; le point de LEMOINE
gu III-6, le point de FEUERBACH au IW-2.2, ke point de GERGONMNE
au A=5.4.5 pour ne cter que les plus connus,

10.6. Pour ne pas en rester 1A

Les points dont nous avons déterminé les coordonnées baryeentriques sont
les plus classiques en matidre de Géométrie du trisngle, D'autres suivront

A Pour un triangle non égquilatéral, cela revient effectivemaent 4 dire que | apparient
& la drolte d'EvLer de o trianghe.
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dans ce livre, en relation avec des problémes géométriques plus particuliers,
miais notre dessein n'est pas d"épuiser le sujet, Le lecteur désireux d'appro-
fondir trouvera ad nousearn des lstes de coordonnées barycentrigques sur Je
gite de Clark KIMBERLING :

http: /S faculty.evansville. edu/ckB encyclopedias
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Chapitre 11

Les coniques

1. Introduction

Longtemps qualifites de sections conigues, les conigues tirent leur appel-
lation des Grees, qui vovaient en elles les sections planes d'un cone de
réwalution.

D'un point de vue strictement pragmatique, cette définition est quasiment
satisfaisante sur le plan de 'exhaustivité ; en effet, si l'on se donne un cone
de révolution dun espace affine cuclidien de dimension 3, presqoee toutes
les coniques euclidiennes, mis & part les formes dont nous allons discuter,
peuvent #tre « réalisées » comme intersection de ce chne avec un certain
plin affine.

On peut en effet obtenir les trois types de coniques non dégénéndes , el-
lipses, paraboles, hyperboles ('), ainsi que les cas dégénéris des hyperboles
{la réunion de denx droites steantes), de paraboles (une droite « donble )
ou d'ellipses {un singleton). Comme on le voit, ne manguent & I"appel que
les cllipses vides et les paraboles dégénérées, rfunions de deux drodtes pa-
ralliles.

Aver le recul, e puriste trouvers toujours & chilpoter ; on n's ceries pas be-
aoin de la notion de odoe de révolution, qui est euclidienne , pour accéder &

V1) st mikibe de préciser en guci Pon obienl tombes sos courbes - on peut, par exemple,
mé pas =8 contenter de décefter que intersection do oimee avec un plan doit #tre une
byperboke, mais on peut en outre &n imposer les longeenrs des axes.

Un joli exercice consiste d'ailleurs & déterminer ke lien dis sommets des copes de
révolution contenant wne hyperbole donnés & d'on plan . 1 s'agit de Vellipse inclese
dans le plan orthogonal & # contenant. "aee focal de 2, dont bes fovers sont [ sommets
e b bes pomareds b Fovers de O, privde toutelols de ses deux paints d intersection
e . D emercioes analogues partent d'une parabole ou d'une cllipss donnds.

— 45 -
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celle de conique, dont nous savons & présent qu'elle est affine . En revanche,
regretter le recours 4 un espace de dimension 3 pour définir un objet plan
serait un grief facile A battre en bréche : il est de intérét bien compris du
Géométre affine d'envieager le plan affine comme plongé dans un espace
(vectoriel) de dimension « un de plus . Clest ce que nous faisons implici-
tement depuls le début de cet ouvrage par lintermédiaire des coordonnées
baryoeutriques, ef en discuterons plus avant, notamment dans I"Annexe B,

Au reste, les difinitions des coniques en tant que lenx!?! ne manguent pas,
Certaines sout cuclidiennes, comme la définition grecque déji entrevue, la
définition par fover et directrice, pour ne pas citer la définition bifocale
qui a le tort doublier les paraboles el les cercles,

A I'antre bout de la chaine, une définition projective caractérise les coniques
comme leux des points d'intersection des droites de deux faisceaus lifs par
une relation homographique!™!.

Fort. heureusement, tout le monde se réconciliera en constalant que 'esen-
tiel est gauf, en ceci que les coniques non dégénérées obéissent & toutes les
définitions, et que ces dernidres ne différent que par leura formes dégénérdes,
Drans ce chapitre, nous avons done pu adopter un moyven terme, en définis-
gant les coniques comme des ensembles de points satisfaisant une équation
du second degré, comme cela sera envisagé dés le paragraphe I1-2.1. Ce
poink de vie ne deveait pas bhérsser les Mathématiciens de ' Académie de
PraToN, méme &'il est formulé en des termes pour enx inhabituels : en ef-
fer, au terme de "Annexe B. nous verrons que cela revient i couper par
un plan le cone isotrope d'une forme quadratique [d'un cspace vectoriel de
dimension 3) et nous ne paierons pas cette généralisation!! au prix fort,
tout au plus par Papparition de conbques trés dégéndrées, Lelles les coniques
vides ou réduites & un point. Nous o'aurons d'ailleurs pas de mal & ignorer
ofs ool ped intéressants, comme nous allons le voir dés & présent.

Mous n'aurons gutre 4 supposer connues que bes classifications des coniques,
qu'elles sojent affines ou euclidiennes, ainsi que les propriétés les plus &8
mentaires de celles-ci, ¢'esf-d-dire celles qui figurent an programme des deux
premigres années d'Enselgnement supérieur,

2. Etude des coniques circonscrites

Doms cefle section, nows domnons o forme gfndmle de UMéqualion bary-
centrogie d"une conique passant par les Irois sommeds d'uvn fmangle de réd-

B ust-a-dire en tant que parties d'un plan eatsfaiant telle ou telle proprists,

A0 comme anveloppes des familles de droites o gnant ks points de deus droites s
homographiquement.

*Labandon de I'hypothése de répslution nous permet de oe peas sortly d'un cadree
affire,
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Sference d'un plan affine ef, en guise de premidre conséguence, en dédutsons
que, mopennand des hypothéses inds gfndmles, cing poinds permelient de
définit une unigue conigue.

2.1. Les conigues clirconscrites

Soit un triangle AR, et le repére affine 8 = (A; E. E} correspondant,
Mous rappelons qu'un point M de coordonnées barveentriques (x, i, 2} pos-
sivdle comme coordonnées cartésiennes le couple

(=253 773
u= = .
r+iytz r+y+=

Mous partons de 'éguation affine (cartésienne) générale des conigues duo
plan, sous la forme d'une équation polynomiale du second degré ;

o 0%+ allV + V2 + AU+ &V 4y =10,
o1 les coefficients (o, ag, g sont non tons bes trois ouls!®),

Wi les formules de transformation établies au T-2.2, on obtient pour les
coniques une éguation baryeentrigque générale de la forme @ (X, Y, £} =0,
ol 2 est une forme guadratique en le trplet (X, ¥, 2), daps laquelle on
suppose que 'on ne peut pas factoriser’® (X + ¥ - 2,

En effet, la substitution (I = Y/(X +Y + Z).V = Z/(X + Y + Z)) dans
I'tquation cartésienne supra doone, une fois que oo s'est débarrassé des
dénominatenrs, Péquation barveentrique sulvante, qui est bien de la forme
annonoés

o ¥4 a;}’3+a33*+{ﬁ11r’+,ﬂ13}{x+ ¥+ 2V + (X + ¥+ 27 =0

Inversement, oo passe de 2(X, ¥, Z) = 0 & la premidre forme en divisant
mcmge i m-:ml:ln‘:Fpm (X + Y + Z), puis en remplagant respectivement
XivizZ Xsvaz  Xyvegrel-v-nbal

Comme notre dessein est d'étudier de vraies conbques, o'est-d-dire possé-
dant une infinité de points, et non pas des coniques vides, ou réduites & un
point, dont 12 seul mérite ost d'avoir une éguation, pous pous limiterons
trés souvent an cas particulier largement suffisant qui est celui d'une co-
nigue ¥ circonscrite, o'emt-d-dire passant par les trois sommets du triangle
de réference. En d'autres termes, oous choisitons trés souvent un triangle
dont les troks sommets soient sur la conigue.

B Avec ces hypothéees, cetie conlgue & toupours des polnts dans Pz (C); en revanche,
dans | cadre affioe réel, elle peut dtre vide (penser & la conique X2 4+ Y2 4+ 1 = 0} ou
encore dégénénis en une droite double ou en la réunion de deux droites.

#Faute de quoi la condition sur b o, ne serait pas virifide =i, d'ailleurs, La conique
déginérerait en la réunion de la droite de Pinfini ez d'une aotre drodte.
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Soit dowe un triangle de référence ABC; une condition nécessaire et suffi-
sante pour que la conique d'8quation barveentrigue @{X. ¥V, F) = 0, aves
les notations supra, passe par les trois sommets est que

F,0,0)=2(0,1,00 = 2(0,0,1) =10

L &guation pénérale de ces coniques est donc p¥ 2+ 02X +r XY =007 A
nober quiun caleul simple monkre que, sip, g el e se sout pas fous ouls, on
ne pout ¥ factorizer (X + ¥ 4 Z). Cependant, la conique peut dégénérer en
la réunion de 'un des cibés eb d"aoe droite passant par le sommel opposé.
Cela se produit =i, et seulement si, pgr = 0,

On dispose d'ailleurs d'une formule matricielle, plus simple s on falt in-
bervenir &y = 22, puisgque lo membre de gaache de notre dquation bary-
centrigue est une forme quadratique en le triplet (X, ¥, Z) :

0 r g X
Pl X Y2 =2pYE 4 gZX +rXY)={X. V.2 |r 0 p||¥
g p O NE

-

Igi, la matrice F porte une boone partie de Vinformation ; par exemple,
det F' oo 2pgr dont la oullité égquivant & la dégénérescence de la conigue.

Dans la swite de ce chapifre, nous fevons souvend usage de la labitude de
madtiplier par 2 & lo ¢ maleice de lo formule précédende, ce afin d'éviter
o presence mutile de facteurs 1/2, une dguation barycendrique n'dtant de
toule fepon définie qu'd wn eoefficient multipdicolif non nud prés,

2.2. Cing pointa définissent une conigue

A ce stade, il va nous étre facile de montrer que cing points distincts défi-
niszent « en général » une unique conique. 5i guatre d'entre enx sont alignds
sur wne droite &, toube conique réunion de & et dupe dreite conbenant le
cinquitme point convient | ce cas est sans inbérét @ excluons-le et énongons :
par cing pofts distinets A, B, O, DL E dond quatre gueleonygies ne sonld pas
alignés passe une unique condique W. En oulre, lo condgue ¥ esl non dé-
peéndrde &, el seulemend si, brols quelcongues de ces cing points sont nom
Vu cos hvpothéses, il existe irois parmi ces cing gui forment un triangle
{non aplati] ‘8! et nons supposerons que c'est par exemple ARC, que nous
prenons comme triangle de référence,

O nioters blen que, dés qu'une condgue & une Squation baryeesateique de cette forme,
el passn por es troks somamets du triangle de réficenoe ot que oela wochit de facto le
formes les plus digénérées de coniques, telles que s conbques vides, ou rédulies 4 un
ping, o constitufes d une droite « doulbde s,

845 pwla modtait pas le cas, ks cing points seraient sur la droite AR,
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Appelons [z, 4y, 21) et (T3, 13, 23) les coordonnées barveentriques respec-
tives de [V et E. Une conique ¥ passe donc par ces cing points s, et
seubement si, elle & une équation de la forme p¥ 2 + g2 X +vXY =0, oi
(p,g,7) est golution du systéme lindaire homogéne

() : { iz = qnr +rom =0
' PYaza + qazdts +reage = 0.
Ce systéme cst de rang 25 en effet, il est de rang = 2, et il n'est pas de rang
% 1, sinon les trods scalaires suivants serajent oals ;

dy = 2yeg(aipe — 2z ) dy = mpplE 22 — 2201 ) da = niza(jnes — yea1)

Or, 51 ni le point I ni le poiot £ ne sont sur BC, alors I'on & zp # 0 et
(L0 0

Ty o 2| =0: 8 tel est
Tz Wz E2

le cas, alors A, ), F sont alignés et il est facile de monbrer que dz et dsy sont
non nulz, Au contralre, s par exemple IV et sur BC, alors o = 0, et done
Tz F Dot o # 0, comme dz = =y zyzays ot dy = Yy oz, il suffit de
virifier que yp ou oz est non oul, ce qui est le cas (puisgue, sinon, E = 4).

En conclusion, notre systéme () est de rang 2 et admet une droite vecto-
rielle de solutions. Les équations de coniques obtenues élant toutes propor-
tionnelles, nous avons bien &labli qu'une conique ¥ ef une seule convient,

3 # 0 de sorte que d; = 0 50, et seulement zi,

On vérifiers & titre d'exercice que la conique est non dégéndrée i, of seule
ment si, trois points quelcongues parmi les cing donnés sont non alignés (91,

Remarque 1. Nous pouvons déduire de ce qui précéde que IMintersection
de deux coniques distinetos consiste en au plus quatre points, sauf i ces
deux coniques contiennent une droite commune 191,

Ce résultat est daillenrs immédiat i M'une des deux conigques dégénére en
la réunion de deux droites, ou en une drolte double, car toute droite incluse
dang cette conique coupe Mautre en an plus deux polots, sauf précisément
g la seconde conque contient elle aussi cette droite,

8i I'ine des denx coniques contient moins de trois points, alors le résultat
est, & aussi, immédiat, faute de combattants,

"VWoici des indications.
Paur ls condition idomsming : resnarquer gu'une droils qui coupe sme comigue en
trois points distincts est incluse dans cetfe combge.
Four la conditbon sulfisante | remarquer que § une conigque consiste o réunion de
dewx droites, ou en une droide double, on ne pewd placer sur orlle-of cing pofnls
aona que drods dendre sux soienf odignes,

JII"']'_'I:-. dans ce cas, Jeur indersection est de cardinal infink.
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Supposons & présent en toute généralité que deux coniques % et ¥ ose
coupent en cing points ag moing. 51 trois denbre eux sont alignds sur une
droite A, alors les deux coniques ont la droite A en commun, Sinon, Ja
démonstration précédente ftablit qu'il ne passe gqu'une conique par ces eing
poinig, de sorte que les deux coniques coincident,

Ce résultat est un cas particulier d'un énoncé beavcoup plus général, le
théordme de BEZoOUT, selon lequel le nombre de points d'intersection de
deux courbes algébriques sans composante (11 commune, de degrés respec-
tifs p et g, est inferieur ou égal A pgU'?, Iei, ona p = g = 2, d'oit la
majoration du cardinal de 1'intersection de deux coniques (197,

Remarque 2. Dans tout or chapitre, nous privilégierons les coniques circonscrites
e oo d'antant plus volontiers que, dés qu'une conigue contlent o points non
alignés. on peut prendre ces trois polnte poor former le triangle de référence et
se ramener & une Equation barycentrique de la forme pVE + 92X +r XY = 0.
Toutebnis, une dquatlon barycentrigue de la forme @ (X, Y, ) =0, oi @ et une
forme quadratique non nulle, peut représenter |'ensemble vide, ou un seul point,
o une droite double, Cela dépend essenticllement de la signature de 2,

Sb oelle esi dgale & (3,00, @ est définle positive et ne s'annule que pour le triplet
nul, qui ne représomte sucun polnt, méme 4 Uinfni. Le cas de la signatare (i, 3)
est analogue [remplacer 2 par =2,

Si elle et fgale & (2,00, plors & est la somene de deox carrés de formes linéaires in-
dépendantes : @ = K+ et la conique d*quation baryeentrigue @ = 0 se péduit
au poent d'intersection des droftes d*équathons barpeentriques £IX, Y, 21 = 0 et
P X, ¥, E) = 0, dventuellement & U'infini & ces droites sont paralléles, Le cas de
la sipnature (0 2) est analogue.

S0 elle eat agale & (1,0}, alors & est le carré d'une forme lingaire non nulle
3 = * ot la conigue dégénére en la droite « double » d'équation harycentriquee
X, ¥, Z) = 0. Le-cas de s signaturs (0, 1) est analogue.

Wil pour les cas od & est positive, oo négative ; ils ne se produisent jamais dans
le caa dune conique circonscrite.

Bi s signature de 2 est {1, 1), alors 2 est la difffrence de deax carrés de formes
linéaires indépondantes : @ = £ = £, Ainsi, la conique est la réunion des droites

Ui pourra #galement regarder be A-4.2 dans ce livee, Pour ls notion générale de
composants, ainsi que pour une démonstration claire du théorme de BEzouT, voir par
exemple [22].

211 st méme égal & pg dana le cas de dews courbes de Py (C), & condition gue l'on
comple ks points d'intersection avec leur multiplicité, y compris les points 4 U'infini.
Cette notion de multiplicité powt se définir algétbriquement, mais == révile compliguée
dis lors quee des points d'intersectlon peavent cux-mémes &re des points singuliers d'ans,
visire des deux, cowrbes, Nobre limitation sy cas des eonigques mous permet g eoniraime
de nie pas soruie do cadre Edmentaire de ool ouvrage

Ve que deus eonbques sont sons composente comimmme pevient prbclebment & dire
quelles ne eontlennent pas aee droibe commune, ¢ c'est bieo oo que nows avons fait
[rour gacaetls une intersection Rnie,
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déquations barycentriques H{X, Y, Z) = 0 ot £ XY, Z) = 0. Ce cas peut se
rencontrer dans le cas des coniques circonscrites dégénérées,

Enfin, si la signature de @ est (2,10, & est de s forme /] + 8 = FE, ot la famille
de formes lindaires (£, 83 #4) est libre. Nous pouvons considérer un changement
de triangle de référence tel que les formules de passage sokent de la forme

-xl : ﬂl:t.lllrl-z} FI =f;_|:.x|}"-..z] zﬂ =r;['r1 .rlll Ej.

of les relations £, = M F, f2 = Agfl et Fy = Mgy, avec Ay gl # 011 vérifient
la relation de normalisation (RN') du I-8. La nouvells équation barycentrique
devient alors A X + MY — A127 = 0; &tant du second degre, elle représente
baen wne conigque, et cette conigue contlent cetbe fows trois points non aligeds, par
exemple ceux de coordonndes baryeentriques (As, 0, A, [ha, 0, =X et {0, X, Az).
3i on prend un troisiéme triangle de référence ayant cos trofs points pour somimeds,
on ohtient cette fois une équation baryorntrique du type py"E% + g2V X" +
rXMYY =0

Le cas de la signature (1, 2) est analogue - remplacer @ par — @61, En résumé,
catte dtude confirme que la restriction au cas des coniques circonscrites ne passs
sous silence en fait que des types de coniques quasiment sans intérkt glométrigue.

En guire, on nofern bien que lo signature de @ esd ndvessairement (2,1) ou (1, 2)
loragu 'elle reprdsenie une comgue cirtonecrile nom dédgdndrde.

2.3. Un petit Mullstellensatz

I existe de nombreus fnoncds du Nullstellensatz, o'esf-d-dire du Hhéoréme
des zéros de HILBERT @ Nullstellensatz compleze ou rdel, affine ou projec-
tif. Grosso modo, fous reviennent & déorire les fonchions polynomiales enn
indélermmées Pixy, ..., 20s) qui Slannulent en fous les poinds o 'une va-
ridled algfbrique, o'esl-d-dive un ensemble de points défind par un systéme
d dguations polynomiales

F]{Il:-" |Il'|}='P?{Il:--'- |In}="'=Pﬁ'iIl:--' :Il'l-}=ﬂ'

YZans voulalr entrer dans des discussiona de cas, signalons que cette hypothése n'est
pas antomatiquement virifis, mals que l'on peut touwjours s'y rumener. Par exempls, si
2N Y. 5= L_E_,]?H# +u)? —{‘t'___:lt on aurs (XY, 214 G(X. Y. 2 = X 4+Y+ 2

£ fy £
pour tout triplet (X, ¥, 2}, de sorte que & = 0, mals an pourra brouiller ks cartes en
remplacant esite décomposition en carmds par celle

i (REEOY L (EB0Y (o
- o €1
L iz

pour laguelle on bien A Azis #£ 0,

ViOm noters dgalement que la signature de @ pe sern pas un ievasiant soflsamment
fin pour dscriminer ellipses, parabales et hyperboles. Nous introduirens su 11-2.5 un
scalaire supplémentaire qui ¥ parviendra.
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Comnme Ie résullal que nows prédsendons dod es! parliculierement stmple a
enoncer b & établir, § ne nous o pas sembld nécessaire de nous appesanbir
sur les formes géndrales de ce thédoréme. Le lecteur pourra approfondir fout
cels dans [22] powr e cas d'wn corps de base plgébriguement clos, gua laisse
déga entrevor & ud sewd toule lo potssance du résuliad, Lo femargue 2 4 la
fin de ce paragraphe donnera fouwlefois un aperpu du Bhéoréme géndral,

FPour cette section, on pourra consulter ln définition de 'homognéité d'un
polyndme & plusieurs inddtermindes en page 15.

Au cours de la démonstration de Pexistence de la conique % au paragraphe
précédent, nous venons de faire voir la proporfionnalild des squations bary-
centrigques d'une conigue circonscrite. Le but de cette section est de montrer
gu'il s'agit J& d'une conséquence d'un résultat plus général.

Mous avons besoin d'une convention importante pour commencer @ que
slgnifie le fait qu'un polynome P € R[X,Y, Z] sannule en un paint M, de
cooprdonnées baryoentriques [z, v, 2) 7 A priovd, puisgque les triplets de la
forme (tz, by, tz), on ¢ est un scalaire non nul, fournissent tous les triplets
de coordonnées baryeentriques de M, il se pourrait que Pitx ty, tz) soit
nul pour cortaines valeurs de f et non ool pour d'autres et que la notion
d'ennulation perde ainsi son sens. _

Nous dirons donc que le polyndme P € R[X. Y, £| s'annule an point M de
coordonnées barveentriques (., y, 2) 81 Ptz ty, t2) = 0 pour tout scalaire

non nul #1185

Dang le cas particulier o0 P est un polyodme homogéne, de degré m e N,
Oous remargueons déjé que, s un point A a pour coordonnées baryveen-
triques (x,y,z) et que Plx,y, ) = 0. alors P s'annule au point M. En
effet, pulsque tout autre triplet de coordonnées barveentriques de M est de
la forme {fx, fy, 2], avec £ c BR*, l'on o done

Ptz ty,t2) =" Pz, gy, z) = 0.
Attaguons-nous an cas général @ un polynéme P € R[X Y, £| de degré total

m s'éerit de fagon unigue sous la forme Zﬁ.. o Fy oest un polyndme

k=i

homogine de degré k'171,
Nous pouvons alors énoncer, avee les mémes notations : le polyndme F
s'ennule au poind M de coordonndes barycendrigues (z,y, 2) 5, et seule-
ment 58, Pulx,y, 2) =0 pour tout k.

“"E'Iln.:;1 .-rﬂ.';'. cette umnula.tin_n-.-.m.m; forcément. vraie aussi pour | =i

" Rappalons que le degre fotal d un monfme non nul AT Y2 E e par dédfinition
™y + mis g el que b degrd dodal dun polyndaee st be maximom des degrs totan de
oA monimmes non nuls, ke degré total du polyndme mul ftant par comeention fxé & -—oo,

Pour prowser existence de la famille { By ), il suffic abors de définic /), comme la somme
e bous les mondimes non mals de degre total & hgurant desns P
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La condition est clairement suffisante vu Pétude du cas particulier supra.
Réciproquement, supposons que P{iz, iy, i) soit ol pour fout £ # 0.
Puisque I'on a

1]
Wi g 0,0 = Ptz ty,tz) = 3 _t*Pulz,p.2),
=0

me
la fonction polynomiale £ € B —s Et*ﬂ{:,y, z} s'annule pour une infi-
kil
nité de valeurs de §, et on en déduit bien gque Peix, p, 2) = 0 pour tout k.
Alngl, dans ce cas, be fait pour P de g'anmler s point M ne dépend pas du
choix du triplet de coordonnées barveentrigques de oo point. En revanche, dés
quun polyndme F est non constant, on ne peut plus parler de la fonclion-
polynéme associée & PY%) poisque 14, an contraire, ce choix a toute son
ML RnCE.

Venons-en & présent au résultat essentiel de cette section : si nous dési-
gnons par F( X, Y, £} le polynéme non nul p¥' 2 4 gZX + v XY considéré
comme élément de B[X, ¥V, £, nous pouvons énoncer que i un polyndme
PeR|X.Y, Z| s'annule en tout point de lo condgue circonserite ¥ d dqua-
tion baryeentvigue Fy(X, Y, 2) =0, alors By divise P dons R[X, Y, Z].
Comme la peciproque de cetle proposition est triviale, nous aurons &tabli
que Pensemble des polyvodmes qui 'annulent, en tout point de ¥ est 1'idéal
principal de B[X, ¥, Z] engendré par F 1'%}

En particulier, si un polynéme I homogine de degrd 2 s'annule on fout
poind de ¥, alors Py est proportionnel & Py, Celfe propridld dlablit alovs
trivialemnent gue, 8 P X, V. Z) =0 et By X, Y, Z) = U sond dewr équations
baryrentrigues homegénes de degré 2 d 'wne méme conique circonscrife, alors
les polymdmes By el Py sont proportionnels,

Il nous reste & prouver la propriété annoneée. La dimonstration guoi suit
utilise yn peuy d'Algébre commutative et pourrs étre omise en premidre
lecture. Nous supposons par exemple que p = r # 02 o laissons en
exercice le cas particulier plus simple of un seul mondme non nul figure
dans Py,

Nous écrivons, dans |'annean K(X, ¥)[£], l'identité de division euclidienne
du polyndme P{X,Y,.) par le polynime Py X, Y, -), le point étant chaque

Bl & un point M du plan assovieesit Pz, y, z).

T¥in jdéal de BIX, Y, 5] ongeeded par une famille de polyotmes bomogénes, pas né
vesgairement de méme degré, est appelé un iddod homogpéne. L'idéal que nous venons de
difinir est done homogéne, Voir dans [22] un approfondissement de cetie notion.

HHappelons que p est Je cosfficient du terme en ¥'Z dans le palynéme Fy, of ¢ celui
du terme en XF.
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fods L pour signifier que nous parlons de polyndmes en & & coefficients dang
R(X,Y)

QUX.Y.Z)  RXY)
QX Y) QX Y]’

ol @y est dans R|X, Y, Z] et Ry, @y dans RIX, V]2,

Montrons que le polyndme By st nul. En effet, pour tout couple {z, 3] tel
que py + gx # 0, on caloule 18 sealaire 2 tel que pyz 4 gz +roy =0, On a
alors Fy(r, y, z) = 0 et donc Pz, y, =) = 0. Il en découde que By (x, y) = 0.

Cela montre que la fonction polynéme (z, y) € B? — {py+qz) Ry [z, 4) est
nulle. Comme P"anneau des fonctions polyndmes & deux variables sur K eat
intégre, et que la fonction (x,y) — py + gz n'est pas nulle, on en déduit
que la fonction polyndme assocife & Hy est nulle, et done que B, = 0,
puisque le corps B est de cardinal infini.

Maintenant, Fy = (¢X + pV')Z + rX¥ et les polyndmes gX + pY et r XV
sont premiers entre enx dans B[X, Y] - ayant établi que Py divise P dans
R(X.Y)|Z], nous pouvons conclure qu'il divise aussi P dans R[X, Y][21,
¢'est-g-dire dans R|X,Y, 2.

Remargque 1. Bien que B ne soit pas algébriquement clos, oe résultat est
aussi simple que celui que nows aurions pu #abliv, mutais mutendis, dans C
par exemple. Cela tient notamment au fait que la conique d'équation bary-
centrique p¥' 2 + gZX 4 r XY = 0 contient suffisamment de points. Mous
nAvons pas & regretter ol notre restrictlon au cas de coniques circonscrites.
Au contraire, la situation n'est pas auss idyllique (sic 7 lorsque I'on s'in-
téresse aux édquations formelles de cercles dans un plan affine euclidien,
Le WI-1.1 est 14 pour nous montrer que notro résultat tombe en défaut
dés lors que l'on acceple de considérer des cercles vides,

Hemargue 2. Pour satisfaire, au moing partiellement, la gitime curiosité
du lecteur, nous donnons ci-aprés la variante affine la plos accessible du
théoréme des séros,

Rappelons pour commencer que, si K est un corpe commutatif, les anneaux
de polyndmes A = KX, ..., X.| ne sont plus principaux dés que n 2 2
mais que, & défaut, ils sont nethériens, cest-d-dire en particulier que, s &
est un idéal de cot anneau, alors il est de type fini @ il existe une famille
finie {Fi}, ¢, dans #, telle que F = AP + . + AF,. Dans la définition

P(X,Y,Z) = (pYZ + gZX + rXY) x

1En partleudier, By est un polyndme en bes soules indéterminées X of ¥ puisgue Fy
ost de degrd 1 par rapport & £, Par axemple,
EX+¥)-X¥ XEye

. +
2 =(YZ+ X+ XYY x = XTVE
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qqui suit, I'ensemble V{4 ) est donc aussi l'ensemble des zéros commume 4
tous les polyndmes Py

Soit K un corps [commutatif) algébriquement clos, n un entier naturel
et & un idéal de 'annean de polynimes K[X,,..., X,|. Désignona par
Vi ) la variétd affine d'équation &

VIF) ={X =(X,,.. . Xp) e K" ¥Pe & P(X)=0}.

Alors, un polynéme P & K|Xy,..., X;| 2’onnule en fous les X € V(5 ) =,
et seulement si, il evisie un entier k = 1 tel gue P* € &,

Il est & noter que, si J est un idéal d'on anneay commutatif 4, 'ensemble
des x € A pour lesquels il existe un entier & = 1 tel que 2% € T est tonjours
un idéal de A; on 'appelle le radical de I et on le note /7, ou Rad(/l.
Dans notre énoncé particulier, le corps de base n'avait pas besoin d'étre
algtbrigquement clos, Pourtant, les hypothises et les conclusions rejoignent
celles du théoréme des zéros qui fait l"objet de cette note.

En effet, si une coniqgue circonscrite % admet pour &guation barycentrique
By(X,Y,Z) =0, avec Fy € A L R[X, Y, Z], on peut la considérer comme
égale 4 V{9, on & est Uidéal principal FR(X,Y, Z|. Dés lors, un poly-
wime M £ A s'annule en tout point de % =, et seulement =i, il existe un
entier k = 1 tel que PF € #. Comme, avec nos hypothiéses, le polyndme Py
est irréductible et que B[X, Y, Z| est factoriel, cela équivaut 4 dire que Fy
divise Fy. Mous volld retombds sur nos pieds.

Z2.4. Le centre d'une conigue circonscrite

Une conigque dégénérant en la réunion de deux droites admet un centre
[c'est-d-dire un centre de symétric) qui est leur point d'intersection lors-
quelles sont sécantes, et admet une infinité Jde centres lorsqu'elles sont
paralléles ; ce sont tous les milicux des segments syant une extrémibé sur
une des droites, et I"sutre sur la seconde.

Considérons désormais une conigque non dégénérée ¥, d'équation baryeen-
trigque p¥ & + g2 X + r XV = 0, aves pgr # 0. Quel en est e centre, ef,
d'abord, en a-t-elle bien un ?

Mous établissons ici que la conique % admet un centre g, of seulement
s, i g 470 = 2gr — 3rp — 2pg 9 0. 5§ clest vérifié, les coordonndes
barycentrigues du centre sont donndes par le produil matriciel

0 r gy
(1.1.1](? 0 p) ,
g p 0

Pour le démontrer, cherchons les points Ty, de coordonnées baryeentriques
normalisfes (4. b, o] gui solent centres de symétrie de ¥, Pour qu'il en soit
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ainsi, il est nfcessaire que la svmétrie de centre Ty envole A, B et O sur
des polnts A, B et O appartenant 4 . Vu le 1-7.3, A', B et ¥ ont pour
coordonnées baryveentriques normalisées (2o — 1,26, Ze), (2a, 26 = 1,2c) et
(Za, 2, 2c = 1), Ces trois points sont sur % &1, ef seulement si,

dpbe + 2ge(2a — 1) + 2rb(2a — 1)
= 2pc{2b — 1) + dgca + 2ra(lb - 1)
= Zpb{2c — 1) + Zga(2c = 1) + 4rab = 0.
Développer ces produits donne la condition nécessaire (32
Hphe 4+ goa + rab) = rh 4 g = ra 4 pocw ga + ph.
De cola suit que le vecteur-ligne

0
(e, b ) x (

(i3

r
q

e ™ S
=T~ I

a ges trois composantes fgales of, partant, appartient & la droite vectorielle
engendrie par [T = (1,1, 1). Comme F a pour déterminant f = Zpgr # 0,
il est done nécessaire que (a, b, c) appartienne i la droite vectorielle I
engendrée par Vo= [FF~!, La matrice (symétrique!) F~1 vaut

T -
Fle—l-m & -],
-pr —gr r*
de sorte gue
dV = ~(p* = pg —pr,q" — qr —qp,* = rp = rq).
8 la somme § = p* + g% + 1 — dgr — 2rp = Ipg des trois composantes de
=gV est nulle, avcun #ément de D ne peut éire le triplet des coordonndes
barycentriques d'un point du plan : la conique n'a pas de centre, c'est donc
une parabols.
Sinon, c'est-d-dire 51 F ¢ 0, il existe effectivement un poiot Te (81 un
seul) dont les eoordonndes baryeentrigques normalisées appartiennent & L1
ce triplet est
al’

T=-—= éwl—m—m,fﬁ—w—w.r" —rp—rg).

**{m remarquera gue rh+ ge = ro + pe = gu + pb Equivaut 4
ad ) i
Hfﬂuht:l = Ffﬂ.i’.ﬂ = Eiﬁ-hnf]-
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Maks, nous navons jusquicl procédé qu'a une condition néeessaire. [] reste
& wérifier que le point Tg est effectivement conbre de symétrie de ¥, rien ne
nous garantissant que nous ayons envisapgd toutes les paraboles en considé-
rant le seul cas o § = 0.

Wu le I-T.3, la symétrie o de centre Ty enwvole le point de coordonnées ba-
rycentriques £ = Yx,y, 2) sur le point de coordonnées baryeentriques $£,
of @ = 20T — lila. Dire gque o lasse  fixe revient & dire que, pour tout
vecteur-colonne £,

CFE= 0= "[BE)F(E) (= ¢ "PFBE) = 0.
Pour établir cela, il suffit détablir que *$Fd est proportionnelle & F. Or,
T = %i UF et done O % —S(20TU — 1dy) = 24 F- S = U 4 S1d, est

proportionnelle & 4. Il sera plus simple de montrer que "W F¥ est propor-
tionnelle & F. On a en effet

"PFY = (24U FT + Sldy ) F(2d FTUL + S1dy)
Développer cette expression donne
"I = (4D (U UV U + 448 UL + S%1d;) .

O, DF1NT = —% et on obtient (enfin) "B F¥ = 5%1d,.

La condition nécessaire a done consisté en la traduction de Pappartenance
de A B el O 4 & 50 fg est el que cetle propriété soil vérifide, alors &
et o ¥ ) passent toubes deux par les € sic o points A, B, &, A", B et &7
et il n'est pas étonnant que & = o). Néanmoins, i par exemple @ est
be milieu du segment [AR], alors B = 4, A" = B ef nous n'avons plus que
quatre points, 4, B, O, et ' sommets dun paralélogramme. En réalité,
om et montrer que, b une ellipse ou une iyperbole contient quatre points
formant parallélogramme, alors le contre de ce parallélogramme est celul
de la conique 2, Rien d'¢tonnant, done, & ce que be point Ty trouve ait
été le centre cherché, méme dans co cas trés particulier,

Maintenant, be probléme inverse se propose & nous 1*1) © connalssant nn tri-

B Par exemple, 8§ ABCD et un ol parsllélogramme, of prend ABC comime trisngle
di rifirenee, de sorte que be point 0 & powr eoordonnéss baryeentrigques (1, <11}, TUne
comigue circonscrite & ABRC a une dqoation barvemtriqoe de la forme p¥ 2 o gZX
rXY = 0, avec =p + g — r = (I} puisgu’elle pesse aussi par ', Dans o= conditions,
5= —drp. Si l'on avsit 5 = 0, alors on aursit par exemple r = 0, doos ausi g=p#£ 0
ol I"dquation barvesntrigue de la conigque seeait (X + Y18 = 0, o8 qui n'est Pbgua-
tiom baryvesntriguee ni d'une ellipse, ni d'une hyperbole (mals de 1o réuslon des drodtes
paraildies AD et BC). Done, pr @ 0 ¢ les formules supra montrent que les eoordom-
nées harprentrigues du cemire sont (plp—(p+ri=rl,gg—p—ri.rr—p—{p+rl)):
aprés simplification par le facteur mulliplicatif —2pr, on obtient bien les coordonnées
baryeenmitiques (1,0,1) du miliew de A, gui est le centre du parallélogramme,

Meie dtude so pbvtlern utile 2 IV-1.
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angle ABC et un point f¢, de coordonnées barycentriques (a, b, ©), existe-
t=il une conigue circonscrite au trisngle et dont Te soit e centre? Vu ce
qui précéde, cela dquivaut & lexistence de p, g et r non tows ouls tels que

b r g
[} la,b,c) = (r 0 p) =(1.1,1].
g p 0

1

Comme le triplet nul n'est pas solution de ce systéme, Pexistence de notre
conique équivaut & l'existence d'une solution de (%), quelle qu'elle soit.
Les inconnues du systéme &tant p, g et v, réerivons-le sous la forme

ge+rh =1

potra =1

pb +ga=1.

Le déterminant du systéme est 2abe et on en conclut ce qui suit,

Si par exemple ¢ = 0, c'est-f-dire i Tg est sur AR, alors le systéme (%)
devient [rh = ra = ga 4 pb = 1). Il est clairement incompatible gi b £ a,
ou #oab = 0, ¢'est-d-dire s T nest pas e milien de AD et, sinon, il
admet une infinité de solutions, de la forme

pra=torred).

aver p réel. Comme nous 'svons vu ples haut, toutes ces coniques passent
par A, B, O et e symétrique O de O par rapport & Ty, les quatre
points ACY BC formant parallélogrammne, Les conigues oblenues ant pour

Squation barycentrique pyz + {% - p;} x+ E:r:.' m [, 8i on & par exemple

p= £1 alors 'équation devient yiz < z) = 0; le lecteur vérifiera que la
comique dégénére en la réunion de deux droites paralléles, figure dont Ja
est bien wn des centres de symétrie,

= Biabe # 0, c'est-a-dire si Je n'est sur avcun des ofités du triangle, alors un
seul triplet [p, g, 7] est solution de ('), 11 faut encore savoir 50 pgr £ 0,
non pas pour rejeter les conigues dégéndrées, mals pour la raison que le
calenl matriciel précédent supposait remplie cette condition. Or, (#7)
admet par exemple un triplet solution vérifiant r = 0 si, e sealement =i,
il existe {p, ) tels que gc = pe = pb+ga = L. Cela se produit zi, ot zeule
ment s, abe # 0 el g+ b= ¢, c'est-f-dire =1, ¢t seulement 51, le point T
est sur la drodte joignant les milieux de [AC] et [ BC], mais est différent de
ces deux milieux, Un dessin montre alors que la conique dégénére, ce que
Fon savait, mais en deux droites paralléles et symétriques par rapport au
point fg @ l'une d'elles ezt AR ot ["autre passe par ', Ce cas n'est done
pas & exclure.
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2.5, Le genre d'une conique circonscrite

Nous revenons a Dinvardant § afin de classifier les conigues selon lenr
penre ; ellipse, parabole ou hyperbole,

Dans la section précédente, 'introduction du scalaire 5§ = p° 4 g° + 775 =
Qg = Brp - 2pvg, qui séparait les paraboles des coniques & centre s sans doute
laissd colfevolr Lo possibilité de digeriminer également ellipses ot hyperboles
grice au sgne de 5, Pour ee faire, le plus simple est eo effet de passer de
I'tquation barveentrigque p¥ 2 +g2X +r XY = 04 Msuation affine de cette
conique dans le repére (A ; E, E] :

pXY +q¥(1=X =¥} +r(l =X =YX =0,

soit encore 7 X2 + (g + 7 — p) XY + g¥? —rX — g¥ = 0. Le discriminant
du trinfme rX? + (g4 r—=plXY + ¥ st d = (g+r=p)® — dgr =
P+ g+ r? - 2gr = 2rp = 2pg = 5. On obtient bien respectivement une
hyperbole, une parabole ou une ellipse selon gue § est > 0, oul ou < 0.
Ici, la classification est un pen plus précise que habituelle classification
affine fondée sur le signe de & @ 50 6 < 0, on obtient une ellipse qui peut
étre éventuellement vide ou réduite & un point. Lorsgque 5 < (), ce n'est pas
Iz cas aver nos ellipses circonscrites puisqu'elles contiennent au moins trois
points @ ce sout done de vrades ellipees. Dans le cas of § = 0, la parabole
oun 'hyperbole peut dégénérer en la réunion de deux droites; ici, lorsque
& = 0, la conigue circonscrite ne peut dégénérer en la réunion de deux
droites que =i, et seulement si, pgr o= 0 : on sait dooe toujours si cele se
produit ou mom.

A noter que 'om a S =i{g+r—pP +{g—r1* — (g+r)* : cels montre que la
Jorme guadraligue gui & (@, g, 7] associe 5 est de signature (2, 1) puisque les fros
formes bndoires gui G {p, g, 7] associent respeclivement g+ r —p, g—r el g+ r
Jorment mensfesiement une fomalle ke,

2.6. Lea tangentes 4 une conique circonscrite

Mous gardons danz cette section les notations précédentes @ pour ume oo-
nique circonscrite % non dégénérée, d'équation barycentrique p¥ Z4+9Z X+
r XY = 0, nous désignons par F' la matrice définie comme précédemment,
Nous établissons ici que, 51 M de coordonndes baryeentrigues {(a, b, c) est
un print de %, & distance finie, lo conigue & admet une tangente en M
dont une dquation borycenfrique est

X
[u,b,c}F(.'r") =0,
&
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Revenons pour cela & une dquation affine de %, par exemple
UV gl {1 = -+ el = =V)F =10,

soit encore T2 4+ gV? + (g + 7 — pIUV — #l7 — gV = 0. Appelons ®{I7, V)
le membre de gauche de cette dquation | cette fonction est de classe O e,
sl les coordonnées affines de M sont (ug,vg), on a

I
22 o) = 2rio + (a7~ o

ad
Fy (o o) = 2gug + (g +r = pluy — q.

O vérifie par un caleul simple mads fastidieus que ces deux dérivies par-
tielles ne s'annulent ensemble en aucun point de ®2%) Un résultat clas-
sique de caleul différentie] montre alors que la tangente en M 4 & existe
et & pour équation affine

(U —ua)(2rug +{g+r—ploa —r}+(V —w)(2qup = (g +7 - plug — 4} = 0.
Lorsque I'on développe cette équation, le terme constant
—2ruf, — 2qu3 — 209 + r — phuote — rug — gre

se simplifie en —(rug +gin) puisgue le couple (ug, v} vérifie I'équation alffine

de #. On revient enfin & 'équation barycentrique en remplagant {7 par

Y = B
—_— puis —————— &t en remarguant goe = —
XtvszZ Yy vz Arquatl que ¥e = i b+

el vy = n+t;+r' L'équation obtenue est celle annoncée, au coefficient
multiplicatif —1 prés.

La formule qui vient d'#tre démontrie masque en fait une formule plos
générale, propre aux courbes algébriques. et qui sera élablie et démontrie
dans I'Annexe A. Nous v renvovons le lecteur.

Application 1. On vérifie facilement grice & la formule de cette section
que la tangente en A4 4 & a pour &quation ¢F 4+ rY = 0. Elle coupe le cité
opposé en le point A de coordonnées baryeentriques (0, g, —), éventuelle.
ment & l'infini. De méme, les tangentes en B ot O coupent les oibés opposhs
respectifs en les points B et ¢ de coordonnées baryeentrigues (—p.0,7)

o T T
] : inbaire & - —
Le d¥terminant du sysléme linkaire w0 v

scalaire & ayant dtd mbeodit an [1-2.4. 5 5 2 0, on montre que & n'est wirifie qu'an
oénkee de la comigue, mais o= point ne bui appartient pas puisqu'elle est non dégénérie.

= 0 n'est amutre que —5, le
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et {p, —i,0). Ces trols points sont allgeés!?) puisque

] q T
—n 0 v |=10,
p =g 0

Ce pésultat constitue un cas dégénéré du théoréme de PASCAL que nous
ftablirons & la fin de o paragraphe.

Application 2. Soit une conique non dégénérée #, et trois poinis distinets
de ¥ : A, B et O, Bi l'on connait les tangentes en deux des points, H et
7 par exemple, nous pouvons construire le tangente au point 4 grice &
cette propriété : nous construisons B et O comme supra, puis A' point
d'intersection de BC avee la droite B'CY et enfin la tangente en A qui est
I droite 44",

La section qu suit est plus abstraite ot pourrs étre omise en premiére
lecture.

2.7. La conjugaison (harmonigue) par rapport & une conigue

Comsldérons une coniquee # aussl géndrale que possible © nous ne la supposons
pas circonscrite g priori et ello pewt anssi &tre dépénérée, Comme dans la see-
tion [1=2.1, nous introdvisons « la » forme quadratique 2y donpant, & un cosffi-
chent maulibplicatif non nal prés, e membre de gaoche de équation barycentriguoe
de ¥, La forme bilinéaire symétrigue & g & L = [z, 2) b L' = (2, ¢, 27
nsmncie LFL est la forme polaire de 3,

Lorscque ¥ est non dégénérée, ce que oous venons d'éabliv ao T1-2.6 peut done
s récrire comme il suil © 8i les coordonnées baryeentriques de M o= #F sont
F oo fa,bc), alors une équation barveentrique de la tangente en M 4 % est
FEylE, L), o £ = (XY, E).

Mons pouvons maintenant donner une définition plos générale ;| deux points,
dizons M et M) de coordonnées barycentriques respectives f = (g, b, c) o2
o= (a' b, ') sont conjuguds par rapport & % sl &hy(f,#) =01,
Récapitulons les résultats de la section I1-2.6 valables dans ke cas d'une conlque
# non dégénérés © d'une part, Pensemble des points conjugués 'on point M & &
edt la tangente en oo podnt ; d'anire part, 81 % admet un centre [, 'ensemble des

¥ ailleurs, la drolte qui jolnt ces podets a pouar dquation barvoemtrique grX +rp}” +
FRE =0
I points qul peusent dvontunllemont Stee & Vinfinl,
WA noter que cette relation st symbtrique, Moins symétrique cst, en spparence
spulemyent, ba formulo Soquivalenun
a

ﬂr%tﬂ.ht]+Fﬁ[ﬂ|b|f}+¢'r§{{l.b.n:l =,
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conjuges de [ oest Lo droite & 'iofini. En effet, les coordonnbes barpeentrigues
de [ vérifsent (o, b, c) F =(1,1,1] et on a done
[

¢
FRIX YV, Z) =0 X+Y+Z=0.

Toujours avec ["hypothdse de non-dégéntrescence, 'ensemble des conjugués dun
point M, de coordonnées baryeentriques £ du plan est ln drodte d"équation S8508 £],
aver £ o (X, ¥, X : on Uappelle la peleire de M (par rapport & ¥). Le lecteur
et invité & wirifier que |'ensemble nins défing est bien wne droite @ bien entendu,
lbquation barycentrigue sst bien homogéne de degré 1, mais il s'aglt de s"assurer
o Sy (f, £) n'eat pas ool pour tout triplet £

Inversement, si on se donne upe drojte & d'équation barycentrique a + 0¥ +
cd = 0, avee (o, b, ¢} non oul, il existe un unigue point M, de coordonnées ba-
rycentriques {z, ¢, 2}, dont A est la polaire; co point, e pdle de A, est tel que
{z,9.2) = {a,b,c) F L.

Important est le caractére symétrique de la relation de conjugeison : un point Af
et un point M° sont conjuguds s, et seulement &, 'un appactient & la polaire de
I"autre. Ediablir que irois points M, M et M™ sont alignés dquivaut & stablir qu'il
engiste un point N conjuged & ces trois puintu':“'. Autrement dit, troés points sonk
alignés sip el seulement si;, lears polaires concourent.

5i on acceple les conigques déginérées, on pend un peu en géndralité. Supposons
ume copigque ¥ reunbon de deux drofies distinetes, 50 ces droites sont sécantes,
appelons A lear polnt de concours, et appelons B e O des points distinets de 4
choisiz sur chacune des droites, de sorte que ¥ est la réunion des droites AB et
AL par rapport & oo trisngle, une équation barycentrique de ¥ est VE = 0,
Si elles sont paralbles, nows choisirons le poiot A sor ln premiére et les poings B
el O sur Lo seconde @ une dquation barycentrigque sera alors XY + 2) = 0, Nows
allons sewlement, faire les calculs dans le premier cas, car ceux du second sont
analogues | nows ne les ditaillerons done pas.

Deux pointe Mz, g, 2) et Mz’ ¢, 2"}, & Iinfini ou non, sont alors conjuguds =,
ot seulement s, yr' 4 gy’ = 0, On wit done que tout point du plan est conjogoes
pvee A, et o polaire de A o' ples de sens. Au contraire, un poing M # A de
coordonndes haryoentriques [z, y, 2], avec y # 0 ou 2 # 0, admet comme polaire
la droite d*équation burycentrique =¥ + & = 0 : e'est une droite passant par 4.
Dieux points (distinets de A) alignds avee A ant la méme polaire, car beurs coor-
donndes baryeentriques e difftrent que par la composante © et une droite passant
par A, d'équation barveentrigque §Y & o = 0 (pvec bt 0 ou o ¢ 1) est la polaire
de tous les points de coordonnées baryoontriques [z, o, b}, of x décrit K.

[hans e cas de dewx droites paralléles, avec les notations supra, le point & Pinfini de
B eat conjugué aves tout point du plan. Tout poiot M distinet da poldot & Pinfioi
de la drogbe BO a une polaire, el elle est paralléle & B Deux polais sur une

MEnD effet, &l & désigne la dralte WA et N b pide de cette drolbe, un point W™ st
sur A osi, et sewlement g, il conjupud & N,
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méme paralldle 4 B oot la méme polalre, loversament, toute drite parallil: 4
B est la polaire d'un ensemble de polnts, tous situds sur une parallile & BC ),

Méme sl la gendralitd en souffre, nows n'exclurons pas les conigques dégbnirdes,
d'autant plus gu'hstoriquement ¢'est oo casli qui s'ext imposé le premier. Cest
d'silleurs la considération de coniques dégénérées qui a &8 & origine de la notion
de forme quadratique ddgdndnde

La notion de droite polaire & d'autant plus d'intérét quo'il existe une construction
da calle-ci, & la rhgle seule dailleurs, La figore gui soie Uillusire dans chacun
des trofs cas précédents @ ume conigque non dégénérds, la réunon de dews droites
sécantes puis enfin la réunion de deus drodtes paralléles, Mogs |la justifisrons dans
te premier cas, les deux autres éant analogues,

Thecrivons la constrection de la premidre figure - par be point M donngé, on méne
deux sécantes & la conbque, disons AA" et BE' ) Les droites AB ot A'F' se
coupent en un point MY, les denites AR’ ot A’ [ 5= coupent en un point M, La
polaire de M est slors I droite M'M”,

Aver ces notations, prenons les points A, A" et B pour former le trinngle de
référence. Les coordonndes baryceotriques de M sont de la forme {x,9.0), la
droite BM & pour équation barycentrique 3 X — #Y = 0 et les coordonnées bary-
centrigues de B sont de la forme (hr, Ay, 2], avec X # 0 puisgque B' 2 B, Nous
en déduizons qu'ine &guation barycentrigque de ¥ est de bn forme pY 2 + g2 X +
rXY¥Y = 0, avec phyr + gAzz + rA%ry = 0 puisqu'olle passe par B, On a donc
anssi piyr + gz + Aray = 0. Mamtenant, on obtent facillement comme coardon-
ndes barycentriques de MY le triplet (Ax, 0, 2] et on en déduit que A ot M’ sont
conjuguis par rapport & ¥ - en effet, cola dqoivant & Ia formule

b r gy fAzx
=, ,0) (f U p) 0] =0,
q ¢ O E)

e cas de deus droites paralldles ne s= distingus doac pas du précédent. Simplemant,
be: poimt ' intersection des droltes est & 1nfind eb ¢est co poist qui joue un rdle particulies,
Mious verrons au [T-3.1 que, = Pon connalit cimy points A, B 0,0 E d'une oo
nique ¥, on sait construire le paint en lequel une droite passant par 'un de ces cing
points recoupe la courbe, Cels permed i de construire A' et B connaissant A, B et M.
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que V'on virifie trividlement. De méme, e point MY est conjugué aves M ot In
polaire de M et done bien MW"

Cette application posséde elle-méme une application « secondaire = illustrée par la
premiére Bgure : solt un poiot M d'of 'on poksse mener deax tangentos distinebes
4 une conbgque F, alors les deux points de contact T et T de ces tangentes sont
les points d'intersection de % avec la polaire de M. En ellet, puisgue AF ost sur
la tangente & % en T, les points T et M sont conjugués par rapport & %, et de
menee I et M. Lo poliire de M est done anssi la droite 777! Dans le cas de e
figure, si le point M avait 806 place & "¢ intéricur » de 'ellipse, la droive A
mat Paurait rencontrés en aucun point.

Revenons malntenant aux notations de Papplication 1 de la seetion 11-2.8 et
montrons que les points A el A" sont conjugiés par rapport & b conbgque T réunion
des droites BE" et O (qui sont des tangenbes & %), Mous pourrons alors re
formuler "énoncé de Uapplication 1 eomme il suit @ soit LroE pons 4, B et
& d'une conigue ' non déginérée,
Ta, Te et Ty les tanpentes en ces
trais points, [ la conigue réunion des
droites T ot Te, de centre le point
A", La droite Ty est celle qui joint
I point A au point d'intersection de
B aver |a polaire de A par rapport
AT Les droites BT ot B'C sont
des sbeantes & [ issues de A, aver |es
points B, BY et O sur [ comme
oes droibes se coupent ae point A le
mde de construction supra montre
que A et A" sont effectivement. conjugués par rapport & I

Wérlfions-le par le caleal : la drofte T4 & pour dquation baryeentrigque r¥ 495 =0
el le point A’ a pour eoordopndes barveentogues [0, —g, v} ; les droltes Ty et T
ont pour équations baryeentriques respectives rX + pf = 0 ek gX + p¥ =), de
sorte que La conigue T a pour équation barycentrigue (rX + pZ)gX + p¥) =00

La matrice de cette forme quadratique est ;F, ol

Irg mp qp
F=lm 0 p|,
gp P 0

ot e relation de conjugrison Sguivant 4 le formule

0 —q r}F(él):tr.
il

dont la vérifcation est immédiate.

Wi, evtle polaire o A'A™ ot ells conpe B6T ao paiat A7,
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Sous ne poovons pas clore cette section sans ramener la notion de congjugaison 4
calle d'harmonie, présonte su surplus dans le titre eb historiquement antérieurs,

Donnons-nous une drolte PO, avee P # 0, et deux polotz M et M7, distinctzs ou
non, sur PO, Moos allons montrer que, si M et MY sonl conjugiés par rapport
4 ume conique passant par F ot Of, dégéndrée ou nonm, mais ne contenant pas la
drofve PO), alors Lk le sont par vapport & foiefes les conlgues de cette forme.

Chodsissong wne polot f formant triangle avee P oot O, of prenons POR comme
triangle de réfirence. Los coordonnfes barycentriquees de M et M sont respecti-
vement. de la forme (2, ,0) et (2,4, 0], avec par exemple {(voir 1-3)

r=—0M, y=PM, &' = =QM', y = PM",

oit 'on remarquera que ces sealaires sont indépendants du choix de B Ve conigque
passant par ' et Q) a une équation barycentrique de la forme 0X7 4 0Y® +
2 4+ 2pYZ 4+ 9ZX + 2rXY = 0 et la condition de conjugalson équivaut &
rizy 4 px') = 0. O, v # 0 sinon équation baryecentrique de cette conique s
factoriserait par & of la conique contiendrait P, oo que nous avons exclu. Motre
condition &quivant done & oy’ + pr’ = 00 5 les coordonmbes barycent riques
de P sont {x,y, 0}, celles de Q sont (z, -3.0].

Lorsque M est le milieu de PO, ona z = g 3 0 et M7 est le conjugué de M si, ot
seulement si, ' + ' = 0, c'est-d-dire 21, of seulement &, le point M' est & IMofing
(sur FQ). De méme, lorsque M est & Vinfini sur PO, son conjugué est be miliew
de PQ.

Intéressons-nous anx autres cas. 51 M = P, respectivement M = ¢, aloms la
conjugalson squivant & MY = P, respectivement M’ = . Sioos, ob & xyr'y #0

ot cotte condition dguivaat & E : ]:';‘ = =1, c'est-f-dire 4

Catte relation montre que le cas ol M cst & 'infini par exemple ne se distingue
pad du cas géndral ¢ si M « tend vers U'infini +, le quotient M F Q) tend vers 1
ot la relation de conjugaison donne, & la limite, MPP/M7Q = —1, c'est-a-dire
« M est be miliew de PO s,

Lorsgque la relation oy’ + wz" = 0 (indépendante du choix de B, c'ssi-d-dire
intrinséque & la configuration des quatre points) est wérifide, on dit que les quatre
pointz alignés P, Q, M el M7 sont en division hermondgue et on dif aussi que M°
o5t be conjugud harmonique de M par rapport 4 PQ' Le membre de gauche
de la formule précédente s'appelle le Mrapport des quatre polots FQM A, mais
n'eat pas a prievi défing lorsgue M ou M coincident avec P oog .

 PRelation indépendants de la conbque.
iy que M est le confugud harmondque de MY par rapport & PQ. La relation est
syt e,
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Etant donnd PO eoenme suprn et A # P 2 Q) sur la droite PO, e construction
de M” tel que la division PQMM' soit harmonigue découle de celle illustrée par
I figure de lu page 67, [l suffit par exemple

de choisir un point /' formant triangle avec B

P oat i}, de consldérer la coniquee % réunion
des droites AF ot RQ} et de construire la po-
laire A de M par rapport 4 %, La droite &
coupe alors PG en le point M cherché ; cela
régulte du caractére « universel = de la notion
de conjugaison qui vient d'#tre établi,

M Pl M, g

2.8, Les asympiotes d'ane hyperbole circonscrite

Considérons ici une hyperbole non dégénérée & circonscrite, cegt-d-dire
avant une dquation baryeentrique de la forme 2, V. Z) mpV E4+92X 4+
TAY =0, avec pgr 206t S =p* + ¢ + 1% — 2gr — 2rp — 2pg > 0.

Nous allons établir qu'il existe, & un coefficient multiplicatif non nul prés,
exactemnent dews vecteurs lignes non nuls L = (a, b, ¢) vérifiont a+b+e=10
et @(L)=10, ef gu'd chague L tround correspond une asymptote de N, d'¢-
quation barycentrigue LF 'L, avec £ = (X, ¥, Z), od la matrice F est définie
comme au 11-2.1.

Eneffet, a4+ b4+ c=0et @(L) =0 équivaut & ¢ = —(a + b) et rab— (a +
bl{ga + pb) = ~(ga® + (p+ g — r)ab + pb*) = 0. Fixons b et considérons
I'expression ga® + (p 4+ g = rlab + pb* comme un trindme en o, de degré
effectif 2. Le diseriminant en est S = 0. Done,

rT=p—g=x ‘l.f'r.":—'J~
20 b
On obtient alors bien & un coefficient prés exactement denx solutions, savoir

{ Li=(r—p—g+ V@,Eq.—r+p—q—f§}
Li=(r—p—q- V52 —r+p-q+V5).

On vérifie sans peine que ces deux vecteurs-lignes sont non colinéaires, et
done en particulier non nuls.

Pour en déduire les asymptotes de ¢, considérons-en I"équation affine dans
un repére dont bes axes sont ses asymptotes. Une telle dquation est de la
forme XY = X, avec X # 0, 5 un point My de coordonnées affines [z, w0
eat sur J¥, une paralléle mepde de M, & une des asymploles ne recoupe
jamais & en un second point. Par exemple, la droite verticale d'équation
affine X = zp coupe & en le seul point My, En outre, parmi toutes les
droites verticales (ou borizontales), seule 'asymptote ne coupe 2 en atcun
poant.

g+ (prg—riob=pt =O0e=a=
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Ay contraire, étant donnd une droite D) non paralléle aux axes, on peut
trouver My sur ¥ tel que la paralldle Dy, & [ mende de My recoupe 8
en un sutre point, On s'en convaine grice & la
figure ci-contre ou, bien sir, par le caleul : s 0
a pour dquation affine ¥ = aX + b, avec a £ 10,
et 8 Toin = A, alora Dy a pour équation affine
Y = alX — z) + yp, de sorte que les abacisges
des points de & 1 Dy, sont les solutions de 3

My
léquation & en X \
X(alX —xa) +y)— A =10,
dont le discriminant est §{zg) = (w—azo)?+4ad = o' —2azgyn+id+4ah.
A
Comme zopyg = A, Tg est non nul et 8{ag) = [zﬁr.l:[-,\+1'_r—]|J qui est stricterment
o

positif sanf pour au plus deux valeurs de oy, L'équation & posséde alors la
solution Ty, mais aussl une seconde solution, ef le résultat est Etabli

En annexe, dans la section A-3, nous reviendrons sur ces questions d'in-
tersection, rendues nécessaires par des constructions ulténoures,

Nous pouvons conclure maintenant. L'hyperbole # posséde un centre, de
coordonnées baryeentrigues U'F ™Y, on U7 = (1,1,1), voir an T1-2.4. Soit
ausai L € {Ly,L;} un des triplets trouvés dans cette section. Utilisons la
remarque précédente pour montrer que la droite Ay paramétrée %% par
{t,u) € R" « Ro— tI'F~' 4 ul est asymptote & la conique. Soit en effet
un point My € ., de coordonnées baryeentriquesf vérifiant £F %6 = 0. Un
caleul simple montre que (06 + wl)FO (€ + ul) = 2ufF 'L, notamment
car £EF' m LF'L = 0, Le scalaire EF'L ne peut étre nul, car sinon la
droite A paramétrée par [£,u) = 8 4 wl serait incluse daps 2 mais
cette conique est non dégénérée. Done, le scalaire (8 4 wl)F (£ 4 ul) ne
s'annule que pour o = 0 (car  décrit B*) et A ne coupe . qu'en un point.
Comme c'est virifié pour tout point My € 2, nous avons bien trouvd une
direction asymptotique. Maintenant, la droite Sq ne coupe la conigue en
aucun point, car

(U F~' 4 wl)F YU P~ +ul)
AP 4 2ull L+ W LF L) = _ 5 2,
2pgr

En effet, UF-' '/ = —%; (ML = et LF'L = 0 par construction de L.

La droite &q qui est paralléle 4 une direction asymptotique ne coupe done
Ia conique en adcun point, puisogue & déerit B e o'est done une asymplobe,

Biglr le [-5.2,
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Pour tout (f,u) e R* xR, ona LF iU F' 4ul) = tL Ut ulF L =0
done &g est incluse dans la droite d'équation baryoentrique LF '8 = 0,
avec £ = (X, V. Z). 11 y a donc bien édgalité,

Comeme on le voil, toul se passe comme si bes asymptotes 4 une hyperbole staient
les tangentes cn sea polnts & 'mfind. C'est ce qui reasort de analogie entre 1équa-
tiom de cefte section of celle de la précédente.

Mote, EL les paraboles T Le priocipe de détermination de axe d"une para-
hole # circonscrite est analogue : sl deux drottes paralltles {mads distinctes)
ne coupent une parabole gu'en un point chacune, alors elles sont paralloles
A I'axe de &

31 # a une dquation baryoentrique de la forme p¥ 2 4 gZX + v XYV =10,
avec pf o qf + v — Jgr — 2rp — 2pg = 0, alors, s on pose

L= (pip—g=rhglg—r—plrir—p-q).
de sorte que les droites paramétrées par (¢, u) # (0,00 — 80, 1,0) + ul et
(£,u) # (0,0} == #{0,0,1% + ul sont paralléles et ne coupent # qu'en les
poants B el O respectivement, Elles divigent done Paxe de #; autrement
dit, 'axe de # admet L pour vecteur directeur.

2.9, Directions conjuguées d'une conique
2.9.1. Milieux de cordes

Dans cette section, nous allons établir ef interpréter le résultat suivant @ anif
I' une congue | non dégéndrde) ayant un cendre [, of dewr drodtes paralléles
distinctes ln eoupant respectivement en des points M, M* et N, N*, alors les
milicuz reapectife MY ef N des segmends MM ef NN sont alignds avee: T,

Nous étwdierons aussi e cas de la parahole, et tirerons aussl quelgues
conclusions de cet alignement.

Commengons par prouver le résultat annoncé. Mous prenons comime tri-
angle de référence le triangle (non aplati} ABC, ob A = M, B = M ot (O =
N la comique T a, relativement & ce triangle, une &quation baryeentrigue
de la forme pY Z + gZ X +r XY =10, avec ¥+ 47 —2gr+rp+pg) £ 0.
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Le point MY a pour coordonnées barveentriques (1, 1,0); la droite NN,
paralléle & MM' et passant par N, a dooc pour équation baryoentrique
X +Y =0 Elle coupe T en N et en le point N, et un caleul simple
montre alors que les coordonnées baryeentriques de &' sont (g—p,p—q,7).
Les coordonnées baryeentriques du miliew N du segment NN sout alors
[g=p,p—=q,%), voir au I=-5.1, Les coordonndes baryeentrigues du podnt J
ont &¢ détermindes ay I1-2.4 ;) ce sont
(# —pg—pr.g® —qr —ap,r® —rp—ry),

de sorie que Palignement annoncé éguivaut & la oullité du déterminant

1 1 0 |

q-p p-q L

Popg—pr gF-qgr—gqp rf—rp—rqg|
O, on évalue facilement ce déterminant : il suffit de soustraire la premiére
coloune & la deuxidéme, de factoriser p—- g dans la nouwvelle deuidéme colonne
el de développer par rapport & la prmiém ligne. Om & alors

~2-9)|

et le pisultat est établi,

Cela fournit d'ailleurs un moven de déterminer le centre d'une conique &
centre : si MM et NN sont deux « cordes » paralléles inscrites dans la
conigque, ke coptre apparticot & la drodbe qui en rallic les milieas, 11 suffic
alors de chodsir deux autres cordes paralléles, mais non pacalléles anx deux
premiéres, pour déferminer une seconde droite passant par le centre. Ce
dernter est alors & 'otersection de ces deus droites. Cette construction cst
illustrée, daps Je cas de Phyperbole par exemple, dans la figure qui sujt.

FIS

P

—pq+r13rr*‘q =0

Le méme calcul de déterminant que celui qui vient d'8tre effectud montre
que les milieux des cordes d'une parabole paralléles & une direction doonée
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appartiennent & une paralléle &' & Paxe & de la parabole, Ces milieux oe
décrivent pes la droite A’ entidre, mais seulement une demi-droite (ayant
pour extrémité le point P o0 la tangente posséde la direction donnée ; cest
le & cas-limite » d'une corde réduite an seul point F). Lorsque la direction
donnée est celle de I'axe, on n'a jamais de telles cordes, tout se passant
comme 8§ 'une des extrémités dtait rejetée 4 |'infini.

Dans le cas de 1'ellipse, voir la figure de la page T2, les miliewx des cordes
de direction donnée pe décrivent qu'un segment, tel le segment 44" que
I'on ¥ observe (%) En ces deux points A et B, les tangentes & 1'ellipse ont
la direction donnée,

Dans le cas de I'hyperbole, les milieux peuvent décrire une droite tout
entitre @ cela se prodult lorsque la direction est telle que les extrémibés
des cordes appartiennent 4 deux branches différentes de la courbe; on le
constate avec les cordes A4', BB et OC°. Au contraire, si les extrémités
restent sur une méme branche, comme cela se passe avec les segments A M,
NN et PP, les milieux décrivent une droite privée d'un segment (plus
préciément un segment passant par le ceptre, mais cela n'empéche pas
la. construction de celui-ci). Encore une fois, on ne trouvera pas de cordes
paralléles & une direction asympiotique d'une hyperbole.

Donnons-pous une direction de cordes, ¢'est-d-dire un point 4 Uinfini {2, woir
I'Armexe B, 5 MM est une corde d'une conique ¥, paralléle & cetie direction,
alors (1 appartient & la dmite MM et, si M7 est le miliea de M A, la division
MAS MUY eat harmonigue, woir au I1-2.7. En d'autres termes, le poiot M™ est
sur la polaire de £ par rapport & %, Cela explique donc 'alignement, de tous ces
ratlieus,

En outre, si % a un centre [, la polaire de J est la droite & V'infini, qui passe
par £ Done, la polaire de T par rapport 4 & passe elle, par 03, Cesk ce gue nous
venons également de virifier par ce caleul de déterminant,

Drans be cas d'une parabole, tout se passe comime 8i le contfe Stagt rejetd & 'infing,

danz la direction de I"axe, et cela confirme les résuliatz qui vienneot d'#re énoncdz
dans ce dernier cas.

On appelle diamétre d'une conique ¥ toute droite passant par le centre
de &, lorsque @ esl une conique & centre, ou Loute paralléle & 'axe de &
lorsgque % est une parabole.

Mous avons établi supra que les milieur des cordes paralléles & une direchion
domnde inscrifes dons une conigue ¥ non dégéndrde appartiennent 4 un
méme diaméfre de %, Ce diamédire est appelé le diamétre conjugué de la
direction en question.

Hlouge pe détaillons pas ces caleuls immediate, [ls reviennent & discugter par un discri-
minant & nombre de solutions d'une &quation du second degré, Dans l= cas particulier
d'une direetion asymptotique, le degré de Péquation s'abai=se & 1, wvoite & 0, et ool
explique 'absenos de corde 2 & distancs finie & sur la conigue
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2.9.2. Conjugaison et bilindarité

Mous allons maimtenant expligquer 'épithéte confugué.

Four cela, nous énongons ce qui suit @ a0 une condgue ¥, dond [dquation
barycentrigue par rapport 4 wun trionple de référence est g(X, Y. Z) = 0,
ot i est une forme quadrofique, ef sofl dewur cordes paralléles MM et NN
inserifes dans ¥, de miliewrs respectifs M of N, alors, si 8 désigne la
forme poleire de g, on a

&, [MM’, M”N"T} = 0.

En d'autres termes, deux vecteurs appartenant respectivemment & une direc-

tion et & la direction du diamétre conjugud sont orthogonaus relativement.
a la forme hilinéaire 38, Le mot orthogonalitd Stant micux adapté au cas
d'un produit scalaire, le terme traditionnellement retenu a done ¢ dia-
métres conjugués plutdt que dioméfres orthogenous.

Ce résultat nous apprend aussi gue la relation de conjugaison est symé
trigue, o c'est ce que nous verifions & partir de la figure qui sait ;

Cette figure reprend ot pricise celle de la page T2, danz le cas de lel-
lipse {*7)  la droite A est le dismétre conjugué de la direction commune de
MM NN" et PP, Les cordes AA", B8 ot OO, paralléles & A, ont leurs
milieux sur le diamétre conjugeé A’ de la direction de A 1351

Bien entendu, le milieu du segment AA" est e centre J de la conigue, de

méme que le miliew de Q0. Cela résulte de ce qui précéde, ou du fait que T
est centre de symétrie de la conbgue,

T Celn serait ln mdme chose avec une hyperbole, sgalement. conbgue & canboe,
3 foer Lo définition qui suit, nows disons tout slmplement que les diamdtres & ob A
sl comfuguéa.
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Grice 4 cette symétrie, on peut généraliser la notion de conjugoison par
rapport & ube conique ¥ oon dégénérée ; deux directions sont conjugudes
gl le diamétre conjugié de 'une admet "autre comme direction. Deux dis-
melres sout conjugeds sila direction de 'un admet sutre comme diamétre
conjugué.

Il nous reste & wirifier la relation d'orthogonalité anponcée, Choisissons,
comme an début de cette section, ke triangle MM'N comme triangle de
référence, de sorte que Péguation barycentrique de % est pV' 2 4 gZX 4
rXY = 0. Les coordonnées baryoentriques du vecteur MM sont (—1,1,0),
viir au A=1; les coordonnées barveeningques pormalisées du point M soot

5(1.1,0), celles du point N sont o (g ~ p,p ~ g,2r), et les coordonnées
barveentriques du vecteur MTN® sont alors %[q—;:,p—q, Ir)— %[I,],ﬂ],
c'est-dedire encor 2—1'_{q —p=r,p=q-rir.

La relation attendue équivaut & celle qul suit, qui est une simple vérifes-

tion ;
b r gy fq—p-r
(=LLOfs 0 pl{p—g—-r]=0.
g p 0 2r

Mouws retrouverons cette situation péométrique & la fin du II-4.1.

2.9.3. Conjugaison et polarité

Pour terminer, nous énongons of Sablissons ob qui suil ; 5117 esd wne conigue
non dégdnérde de cendre 01, si M esf un point disbinet de 00, of &5 A est
s prlaire par mappert & T, alors les divections des droiles 0TM el A& sond
conugudes [par rapport & A,

Woici une raizon simple, que oo préférers sans doute au caleul qui suit ;
considérons A, ke poiot & linfini de A ce point est conjupué avec M
puisqu’il appartient & la polaire de M, 11 est aussi conjugud avee 1 puisque
la polaire du centre d'une conigue est la droite de I'infini. La polaire de A,
eal donc ln droite M, e qui achéve Lo démonstration,

Pour une preuve baryeentrique, choisissons un triangle de référence ABC
inserit dans T, dont une équation barveentrigue est done de la forme p¥ 2+
ga X 4r XY = 0, avec pgr &£ 0. Appelons £ = {z, y, 2) les coordonnées bary-
centrigues normalisées de M, puis I7 ke vecteur-colonne *(1,1, 1) et enfin &

0 r g
la matrice [ 0 p|.
v p 0

Les coordonnées barycentriques du centre {1 gont *07F ! ; elles ne somt pas
normalisées, mads elles le devienpent s1 on bes divise par leur somme, qui
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est HTF-1[, Les coordonnées barycentriques du vecteur 00M sont donc

frrE—1
£E- % sait encore | UF='U') £ = U F-" aprés réduction an méme
dénominateur,

Maintenant, une équation baryeentrigue de A est (X, Y, Z) F%€ =0, de
sorte gquiun vecteur directeur de cette drodte a des coordonnées baryoen-
triques de la forme V = (o, ), ol e Fy = 0, c'est-g-dire encore VI =
0, puisque V' est le triplet de coordonnées baryeentriques un vecteur, On
a sussi V. = 0 du fait de 'équation baryeentrique de la droite A %),
Il reste donc 4 vérifier que les deux vectenrs directeurs annoncés sont conju-
gisss, o'est-f-dire que

Vox Fu{(fUFW)E-UF ) m0,
Puisque *I/F~ T est un scalaire et que F est une matrice symétrique,
FYPUFWE- 'WF") = ("UF'U)F'% - FF-'U,
ot les deux relations VI = Oet VFE = 0 donnent bien Je résultat escompié.
2.8.4. Le cas particulier des cercles

Lorsqu'une conique [ est un cercle, la notion de diométre d'une conique
coincide aves la potion classique de diamélre d'wn cercle; il g'agit dans
les deux cas d'une droite passant par le centre du cerele. De méme, deoux
diamétres sont confuguds par rapport & T si, et seulement si, ils sont ortho-
gonaux au sens euclidien, et deux directions sont orthogonales par rapport
al =i, et seulement si, elles sont orthogenales au sens euclidien,

Le résultat énoncé au TT-2.9.3 devient alors : s ' est un cercle de cendre 11,
w1 M esl un point distinct de 01, ef 5 A esf sa polaive par mapport & T, alors
les directions des drosfes (IM et A sont orthogonales,

Tout cela est quasiment immédiag ; &ablissons-le gométriquement dans le
cag de diamétres conjugnés d'un cercle.

Soit MM' et PP deux cordes paral-
leles inscrites dans I'; alors les mé- M
diatrices de ces cordes passent par
le eentre 11, Ainsi, les milieux de ces
cordes sont alignés avec 11, et le résul-
tat est acquis. L'application {imwolu-
tive) qui & P associe P est toujours
une symétrie orthogonals ; dans le cas
d'une conigque quelcongue, oo serait
en général une symétrie obligue.

P

Moir & 1 fin du [-4.2.
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2.10. L'équation barycentrigque du cercle circonscrit

Mous allons encore entreprendre dans ce paragrapbe 'Stude de Péguation
du cercle circopserit au triangle, unique conigue creonscrite qui Soit un
cercle, mails laissons pour plus tard étude des hyperboles Squilatéres cir-
conscrites © linversion isogonale, que nous définirons plus loin, se préte
mieux en effet & Pétude de celles-ci, grace an caracténe euclidien qui la
sous-tend.

Supposons euclidien le plan du friangle ABC ; nows élablissons gue 'édgua-
tion du cercle cimonserit @ ABC esl

Y Z + P ZX +EXY =0.

En effet, une &quation affine dans le repére 82 = {A;E,E} est de la
forme
NAMIE +ur + v+ w0 =10

avec w = 0 {puisgue le cercle passe par A). Or, nous savons que 'on obtient
une fquation baryoentrique & partir de cette équation affine en substituant

reapectivement A et g Mais,

X+V+Z  X+Y+Z
Iy AB+ZACI ¥+ 2l Zeos A + 4222
(X+Y+Z)32 (X+¥Y+2Z)2
voir le caleul fait en remarque, page 9, de sorte que 1'équation barvoentrigue
du cercle est de la forme

Y32 4 2V Zeos A + 522 4 (u¥ + 02} (X + ¥V + Z) =0,

Le terme en X% est nol, et la nollité des termes en ¥2 et 22050 donne
&2 +u = b+ v = 0. Le coefficient du terme en ¥ Z devient alors 2be cos A —
2 == =g,

Apris simplification par —1, on obtient done I'éguation toute simple a?Y 24+
FEZX + AXY =0 pour le cercle circonscrit.

2

LAMI? = ||z AB +y ACP =

Remargue. Le cercle circonserit est-il bien une ellipse ¥ Pour le confirmer, for-

mons 5 = a4 4ot =202 200 200 Or, on sait quec® = a%4 W —3aheos £,

Un petit caleul donne alore § = —4a*F ain® ©. Comme on a aussl ¢ = 2R ainC,

of B est le rayon du cercle circonscrit, on & aussi la formule plus symdtrique
3

8= —{%:l . et 5 est bien strictement négatif'4'!.

La section 11-2.4 a &tabli des relations entre I'4gquation barycentrigue d'one co-
nigue circonscrite of les coordonnées baryeentriques de son centre. Vérifions-les

A0 Pubsges Lo cerche clreoneerit est une conbgue elrconserite ! O peat ausel Invegquer e
rivies symbtrigues de X, ¥V et 2.
N3 on désigre par T Valre du triangle, alors abe = 4RT, de sorte qua 5% = <1657
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& partir de Pexemple du cercle circonserit. Pour celoi-ci, nous svons (p,q,7) =
(o, b, &%), Puisgque 5 2 0, les coordonndes baryeentriques du centre sont

3 F
[F‘ —W'Fuf"'ﬁ"’ mr =T f"i']=
cleat-d-dire encore

(a*(a® = & — &) B (b — & — o), (" —a® - #)).

Pulsque a® — b* — ¢ = —Zbeeos A, ete., nous pouvons factoriser —2abe dans le
iriplet précédent, ot il nons reste les coordonnées barycentrigues déjs obtenues
{nm&j,bm E’,c:ﬂﬂé‘,l. I est conssilld an lecteur de faire be travail inverse :
refrouver ume Aquation barycentrique du cercle circonscrit & partir des coordon-
nées baryeentrigues de son centre, supposéss connues,

2.11. D cdtd de chez LEIBNIZ

En relation aver I'équation barycentrigue du cercle circonscrit au triengle
ABC, gud wiend d'8tre dlablie, nows fnoncons la formule swvante, dans
laguelle (x4, z) représente le friplet de coordonndes barycentriques d'un
poind M du plan affine enchidien ;

(z+y+ sHeMA? + yMB* + s MC?) = a®yz + Vax + cPay.

En particulier, cele prouve que MW appartient aug cercle cireonserit ag tri-
angle si, ot seulement si, on & zM A% 4+ yMB? + :MC? = 0. Cotte derniére
equation n'est pas une dquation baryoentrique, puisgque les termes tels que
M A? ne sont pas des constantes, mais caractérise les points du cercle cir-
Conscrit.

Mous élevons au carré scalaire puis développons la formule TMA +yﬁ+
$MC = 0. Dans la formule obtenue figurent des termes comme z2 M A4?
ot des termes tels que Emy{m |ME], nous ramenons les produits sca-
laires { M A | ME) & des combinaisons lingaires de carrés scalaires grace &
la Formule

& = BA = (MA - MB)" = MA® + ME® — 2(MA| ME).

Vérifier alors la formule annoncée n'est plus alors qu'une formalité ; tous
les imgrédients s’y trouvent.

2.12, Les cercles du plan

Mous allons monbrer i gque 'squation baryoentrique générale des cercles
du plan est de la forme

Y Z + VP ZX + XY + (pX +q¥ +rZ) (X + Y + Z) =0,

Pourqued cela? 8 on en revient an cercle circonscrit, il a une &guation
affine dans 88 de la forme |AMI® + uX 4 oY = 0, avec u = =% ot
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v = = comme cela a été &tabli au T1-2.10. L'équation générale des cercles
(Eventuwellement de rayon mul, voire vides) du plan est | AM|1? +w'z 4 o'y 4
w' = 0, c'est-d-dire encore | AM|? 4 ur + vy + (Az + py + v) = 0, avec
Ao uw'—u, pmoy'=vet r = w' End'autres termes, les memhbres de gauche
de cos Bquations affines différent les uns des autres par addition d'un terme
de lu forme Ax + py + .

Lorsque |'on repasse six coordonndes baryveentriques, o'est-d-dire en sube.
¥ F 4

stituant respectivement Xiviz ot YoV 2z dox et y, on obiient
comme équation barycentrigue
Wodr ]‘I-l.lﬂ
(@Y Z+BZX + EXY) (A 4 pZ +u(X +Y + Z) (X4 Y +2)
(X 4+¥+4 2P .
qui est bien une éguation de la forme annonoée.

Réciprogquement, toute équation baryeentrique de cetbe forme conduit &
une fquation affine de la forme précédente.

0,

2.13. L'axe radical de deux cercles. Version algébrique

La notion développéde dans lo section qui suif nous sera ubile foul au long de
ce chapitre ainsi que des deur suivants, Toutefois, une approche plus simple
ef plus naturelle est & trouver au VI-2.3. Comme nous le verrons, le caleul
d'une dpuation, barycentrique ou cartésienne, d'un aze radical repose sur
ezistence d'une forme privilégide de "dquation d'un cercle, ef cefle forme
privilégide eal plus dvidende en Géomdirie euclidienne.

Alors, pourquoi en parler ici ¥ Tou! simplement, purree que nows ne pounons
pas ignorer cette notion dans le cadre du calewl borycentrique, méme §%l
n'est pas tout & fail aussi adaplé !

Soit alors deux cercles distinets I et I du plan, d'équations baryveentriques
respectives {voir e I1-2.12)

a*YZ+ W ZX +EXY +(pX +q¥ +rZ) (X +Y + Z) =0
=]
APV Z + RZX + XY + (FX +¢Y + DX +Y + 2) =0.
La différence entre les deux membres de gauche est
()X +lg—d W +r—rZHX+Y + Z).

Nous allons & prdsent interpréter Vensemble A d¥quabion barycendrique
=PI X +{g-q"NY +(r-r)Z=0.
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Si I et [ sont sécants en deux points M et MY, alors les coordonnées ba-
rycentrigqies de ces denx points veritient les dgunations baryeentrigees des
denx cercles, of donc annulent anssi (p—p )X 4+ (g—g V¥ +(r—r") 2. L&
quation barycentrique du premier degré (p—p') X +(g—¢" )Y +{r—r')2 =0
e représente pas e plan tout entier, poisqu’alors I et I auraient méme
équation barveentrique, et elle représente done une droite ; cela ne peut
etre que la droite M M. Nous appelons aze radical de [" et [V,

= B et [V pont concentrigues, mais distinets, les membres de gauche de
leurs équations affines sont respectivernent de la forme || AM? + uX +
vY 4w =0 et TAMIF + X + v + w', avee w' £ w, ot les mimes
caleuls que coux qui viennent d'#tre faits montrent que les membres de
ganche de leurs équations barveentriques ne différent gue d"un terme de
la forme A(X + Y + Z)%, do sorte que (p—p )X + (g — )Y + (r = )2
est de la forme A(X + ¥ + Z). Ici, I'équation barycentrique (p - p') X +
(g —¢}¥ 4 (r — ') Z = 0 représente la droite de Dinfini 142,
i I' et [Y ne sont ni concentriques mi stcants, nous recourons & la
constriction qui suit

Tragons un premier cercle awdliaire 'y sécant avec [ et [V, of construi

“Nous metirons cette remargue § profit & ln fn de cette section, & Uoccasion d*un
BEETTIOE.
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sons |'axe radical de 'y et ', soit mymy, et celui de Iy et [V, soit m{ms.
Ces deux axes se coupent ') en un point M) dont pous allons mon-
trer gqu'il appartient & A, 11 suffira ensuite de construire un second point
M; € A grice & un second cercle auxiliaire [';. Ainsi, 'ensemble A,
qui est une droite pour la méme raison que précédemment, esl la droite
My My, Nous appelons epcore 'eee madical de [ et T7,

Heste 4 établir que My & A Péguation barveentrique de Ty est de la
forme

SPYZ+BZX + EXY + (p"X +¢"'Y ++"2) (X +Y + Z) =0,

Comme I et Ty sool sécants, cas dégd Sudié, la drodle myms a pour Sgua-
tiom baryeentrique (p" ~p)X +(g" —q)¥ +{r" —7) = O et |a droite m{m} a
pour équation baryeentrique (p* — p )X + (" —¢' 1Y + (+" —r") = 0. Les
coordonndes barveentriques de My wirifienl ces deux dquations, «f donc
augsi leur « difffrence » (p° — p)X + (¢ = @)Y + (v' = 7] = 0. Done M,
appartient bien & A, et il en v de mime pour M.
Et 81 les cercles sont tangents T On dispose alors d'un point d'intersection
M, sur Paxe done, et on peut construire un
gecond point de Uaxe grice & un cercle auxi-
linire comme supra, On peut sussi utiliser le
fait que 'axe est orthogonal & la droite joi- =
gnani, les centres des cercles. On notera que,
dans ce cas, axe radical est la tangente com-
mune aux deux cercles. En effet, leur point -
d'intersection appartient & U'axe radical &1 on
gait que e dernier est orthogonal & la droite en "
joignant les centres, Inversement, cette confi-
guration ne s'est pas produite, on I'a vu, dans
le cas ol les cercles sont disjolnts ou sdcants.
Kows énongons donc @ & Dare modicad de dewr cercles est fangend & Jun
i 'ewr, les dewr corcles sond alors fangents.
Exemple. Cherchons "Ssguation baryeentrigque de axe radical du cercle
circonscrit et du cercle d'EULER du triangle ABC. Le cercle circonscrit a
pour équation barycentrique & = a%yz +Pzr + Fxy = 0 alors que celle du
cetcle d'EVLER est, voir 1-7.5.2,

o= becos A X? +cacos BY? & abeosC 22 = @'V Z = 0P ZX - EXY =0,

La ressemblance de — % aves la forme géndrale de 'dquation barveentrigee
des cerches donnée dans celle section est trompense, car (—%) — &

$3La eonstruction pourrait échouer si mymy #tait paralléle & m}my. Pour dviter cela,
il guffit de ne pas centrer 'y sur la deoite joignant les centres de 1 & de 17, En offet, an
chapitre VI, nos définfrons 1'axe radical de fagon plus géométrigue, of nous montrerons
rqu'il est orthogonal & la droite joignant les centres des cercles.
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—(beeos A X? +eneos B YT +abeoa CZ7) et on ne peut y factoriser ls forme
X+Y+ 2.

Mous sllons plutét factoriser artificiellement cette expression, quitte & in-
troduire des termes correctifs ; dans la partie de la formule surmontée par
une accolade, nous avons fait en sorte d'obtenir les termes corrects en X2,
¥? et #? figurant dans —¥ :

W= —(beeos AX +encos BY +abeos CEHX + ¥ + 2) +

+afa+beosC + ceoos B)YZ + bbb+ coos A + acos 0)ZX +
 ole+ acos B + bl:::ﬂj:lﬁ"l"'.
Or, si fi désigne Iimyc-n dE cercle cimﬂnau_:it, b= 2R sin B c= 2R sin &,
de sorte que boos O+ coos B = ZRsin(B + C) = ZRsinfx — A) = a. Ainsi,
le terme en ¥ ¥ o simplifie en 20°Y Z et on &
—% =a*YZ+PZX + XY -
—(becos AX +cacos BY +abes CZ)(X +V + 2)/2.
Cette fois (%)~ /2 est de la forme
Y Z+FEZX + XY + (pX 4 qY +rZ)X <Y + 20,
et l'on en déduit que I"axe radical cherché a pour équation barycentrique
becos AX + cacos BY +abeos CZ = 0.
On préiférera peut-&tre la formule équivalente

1:us.-'1. X4 r.*u:H Y+ cos
Bous cette forme, on reconnalt dans cet axe "axe orthigue du triangle, qui

sera défing an TIT-4.1.

Z&=0.

MPourguol e 'étadt-elle pas avant 7 Tout simplacent parce que Uéquation hary-
centrigue du cercls d'EuLBR, comme Loute Squation baryeentrigue d ailleurs, n'est définie
qu’a une constante mualtiplicative non nulle prés. En cela, les éguations barycentrigques
des cercles pe distinguwent de beums tquations affines en repére orthonorme, que on peut
toujours supposer normalisdes, cest-d=dire de ba forme xe + ¥ +aX +8¥ 4 =00
Le caleul & monted que ¢'est —9 2 qul est de la boone forme, of non pas ¥ ou —%, On
remarquera d'ailleurs gqu'aw I-7.6.2, nous avions simplifié par =2 pour avoir une forms
plus agréable et mous n'avons falt ol que reenetire ks choses dams le mime ondee, 5
=t vrai que oo aurait pu se passer de = faire et défaire = de la sorte, il n'en demeure
s mEoans que le calewl qui vient d'atee fait est un bon eempls qui llostre e condukte
& temir dans le cas gfnéral avec des dquations qui n'ont pas toujours la bonne idée de se
prisenier comime nows I'aimerions,
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Il me faut pas passer sous silence les cas particuliers, encore une fois inévi-
tables. 51 ABC eat équilatéral, les dewx cercles sont concentriques ef lear
axe radical (%) est la droite de infini : c'est confirmé par I'équation qui
vient d'étre oblenue. 51 ABC est un iriangle reciangle, en 4 par exemple,
alors les deux cercles passent par A, ainst gue la droibe des centres @ les deux
cercles sont tangents en A et leur mxe radical est leur tangente commune su
point A toutefois, Vorthocentre H colncide avec A et 'axe orthique n'est
pas definl dans e cas,

Voicl, pour le cas général, une figure d'ensemble, o0 &7 est be cercle circons-
crit, 1" le cercle d'EULER et H Hy Hf, 'axe orthique, les trois points qui
le définissent étant alignés. Le triangle a été construit obtusangle, de sorte
que T et Y sont séeants @ Paxe orthique est anssi Ia droite qui joint lear
deux points d'intersection M et M. Les points de IV innomés sur la hgure
sont les milieux des cités du triangle.

Enfin, il est bon de tirer des conclusions du medus operandi mis en évidence
dang Jes caleuls précédents @ pour obtenir "dquation barycentrique de 'axe
radical de deux cercles, on effectue une combinaison lindaire (non triviale)
de leurs équations baryoentriques de telle sorte que I'on puisse v [actoriser
X +YV + Z. Un exemple édifiant sera exposé au IV-2.2.

Exercice. Vi les réaultats du II-2.10 et de cette section notamment, 1'é-
quation barveentrique géndrale des cercles centrés au point ) centre du
vercle circonserit au triangle ABC, est

A YZ+HZX + XY +AX+Y 4+ 2P =0.
En effet, nous avons 1& Pégustion générale des cercles concenbrigues ag

B Er nows verrons que, dans oo cas, Pase orthigue est également 1o deolte de Pinfin,
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cercle circonscrit. Powr guelle valewr de X ce cercle est-il réduit au sewf
poind (¥

Mous donnons les indications permettant la résolution de cet exercice :
remarguons d'abord gue cela équivant & ce que la forme quadratique @,
qui au triplet (X,V, Z) associe a®YZ + PZX + SXY + X + ¥V + 202
ait pour signature {2, 0) oun {0, 2) 51 C'est en effet la condition nécessaire
et suffizante pour gue 'ensemble des triplets annulant cette forme soit une
droite wectorielle. Or, la matrice de &5 relativement & la base canonigque
de BY eat
A A+c2f2 A4 b2
My A+ 22 A A+ at)z
A+ B2 A4 a2 A

Si la signature de @y est (2,0) ou(D, 2), alors @ est dégénérée et detM), =
0, Inversement, sl ce déterminant est oul, la forme 2, pent avoir 'une
des denx valeurs annoncées, mais anasi (1,0), {1,1) on (0, 1). Or, les équa-
tions barveentrigues obtennes seralent respectivement celles d'nne droite,
e la réunion de deux droites, on d'une droite. Comme nons savons que @ 5
reprisente un cercle, ces cas sont impossibles et la réciprogue est dtablie.

Reste & savoir quand det My = 0, Or, ce déterminant se caleule facilement, ©
eoustraire la premifre coloone suws deax autres pois, dans le déterminant
obtenu, la premiére ligoe anx deox antres. On a alors

A 2 B2
at — b — 2
2
2 CoEoC p

Développer ce déterminant par rapport A la premiére coloone donoe det M, =
ad 4 3, avec

2 2 -
ﬂ=ﬁf—¢ = el - cos® A)
A= E;‘::!z[!:li b -2 b+ A = e e,
2
Ainai, le déterminant s'annule =i, et seulement =i, A = 1 T =
4s5in” A

Pour cette valeur de A, il est intéressant de factoriser — B* dans |'expression

48 40 I1-2.1, nous avons dédailld e imterprété les valeurs posaibles de s signature
d'une conbguea.
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de My, puisque o = 2R sin A, etc. On obtient alors

1 cos2C cos2B
My =—-R* | cos2C [ oos 2.4
cos2B cos24 1

En conclusion, une équation barveentrigque du cercle réduit au point OF est
X+ Y + 2% 4+ 2008 2AY Z + 200828 ZX + 200820 XY = 0,

Pourguod diantre se donwer du mal pour détermines 'Gquation d"un cerclepoint 7
Umn pout apporter & cette question plusieurs réponses, dont 1a remarque qui suit
les résultats du 1-T.4 nous permettent désormais d"crire |'&quation baryeent rigue
de n'importe guel cercle réddult & un polnt. Mais encore 7 51 I" e8t un cercle réduit
4 son cemtre {1, mlors, pour un point M #£ ) & distance finie, & polaire de A
par rapport & [ et la perpendiculaive & 00 mende de (0. Comme Péaquation
haryeertrigue d'un polaire est simple 4 obtenir 17 celle de cotie perpendicnlaire
I'est. pussi,

2.14. Cercles possédant un triangle autopolalre donné

Mous allons appliquer o qui préctéde & un probléme plus simple, mais que
I'on pourra réserver & une secomde lecture car il fait appel & des notions qui
ne seront développées qu'ultérieurement @ un friangle ABC fand donnd,
eriste-i-d un cercle I' par rappert awguel d soit autopolaire ¥

Nous fvoquerons cette notion au TEI-3.2 et &ablifons & celte oocasion
que cela équivaut & dire que I' a une équation baryeentrique de la forme
wX? 4oV - wi? w0

Or, au I1-2.12, nous avons v que 'équation baryoentrique générale d'un
cercle du plan est de la forme

@YZ+PZX + XY + (pX +g¥ +rZ) X + YV + Z)m 0,

Le cercle I st de la forme atbendue si, el seulement i, les teTmes rectangles
de cette équation barycentrique sont nuls, oo qui dquivaut &

ptog+ct =ger+at=r+p+b=0.

Ce gystéme linéaire en (p,q.7) admet, on le vérifie trivialement, comme
seule solution

1
i[b‘+r’—u“.ci+a?—b1.a“+&l—ci],

Teir au T1-2.7.
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e est-dedire encore (beeos A, cacos B, abcos ©) (48], de sorte que I est unique
et admet comme équation baryoentTique

becos AX +cocos BY® +abes CZ2 =0,

Mous pouvons simplifier cetbe dquation en la divisant par le scalaire non
nul abe @ on obtient Mequation squivalente

oo &

7 =
008 A 2 N oos B
i b
Toutbefois, oo cerele et vide 21, et seulement 51, les trois coefficients de cette
douation baryeentrigue sont de méme signe, o'est-d-dire 51, ot sculement =i,
le triangle ABC est acutangle 9%

8i le triangle est rectangle, en A par exemple, on a alors cos B = 0 et
cosC = 0, de sporte que le cercle [ se réduit au point A.

Nous exclurons done ces deux cas sans intérét et nous limiterons au cas ot
I'un des trois angles est obtus 1*2) I'angle A par exemple.

Puisgque la matrice de la forme quadratique 2 donnant "quation bary-
centrique précédente est la matrice diagonale

A = Dingieos A fa, cos B /b, coaC e},

bes eoordonnées baryeentriques du centre 0 de T sont A= = 51,1, 1), c'est-
d~dire encore {ﬂfﬂmﬁ,b,"mﬁﬁ',:,"mﬁ&].

Autrement dit, le centre en question est I'orthocentre H du triangle. Cela
g'explique par le fait que la droite AD est orthogonale & la polaire de A
par rapport 4 T, qui est la droite BC Y, Done, AT est une hauteur du
triangle, et il en va de méme de BT et de O00.

Mous expliquons & présent une premidre construction de T lorsqgue ASC eat
ohiusangle, Nous commengons par montrer que A est intéricur au -:al;cie I':
cos A X4

Y2+ ZP=0.

en effet, la forme quadratique 2 qui au triplet (X, Y, ) associe

8L 22 prend des valeurs positives en B et C et des valeurs

oy
o8 Y2+
] e

400 bew résultats du 11-2.13, une squation baryoentrigoe de Paxe radical de o cerele
et du cerche circomscrit est pX 4+ g7 4+ rE = (L Vi ks valeurs obtenses poar e triplet
(p.g.r), oot axe est enoore une fods aee orthique da triangle ABC. Catte proprists ssm
apprafondie an deapitee VI : alle signifie notammsnt que o8 cercle, le cercle circons-
crit at le cerchs d"Buvnen appartisnnent & un méme faisceon lindgire de cercles. Cetie
constatation nous foarnit bs sstonde des deux constructions qui suivent.

¥in trisnghe scobangle est un trisngle dont les trois angles soot aigus.

Ul vel triangle est naturellement dit obiusangle,

*hn IT-2.0.4, nows avors S84 ronconleé cotde situation, et élabli & cette occasion
I'grthogonalith &n question,
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négatives en H %! ot en A, et ces deux derniers points sont done d'un
& mime cdté = de I, Le pled Hy de la hauteur issue de A appartient a
la polaive de A par rapport & T et est extérieur & ce cercle. Le cercle de
diamtre HH 4 contient les points de contact A" ot A" des tangentes & T
miendes de H g, et ces points sont anssi sur la perpendicalaire & AN menée
de A, Cela suffit pour construire les points A" ot A", puis le corcle T,

Les points de contact des tangentes & T mendes de B, respectivement de O,
gont bes points oi I conpe la droite AC, respectivement la droite AB, étant

donné que les polaires de ces deux points extérieurs & I sont respectivement
les drodtes AC et AR

Wipich ores une seconde construction, qui découle des méthodes do VT-3.3.2
nmons ¥ verrons gie I'on peut construire un cetcle d'un fiscean lndaire dés
que N'on en connait le centre. Tel, seul ke cas d'un triangle oblusangle est
réellement digne d'intérés pulsque, sinon, le cercle [ est vide.

Mous avons représenté ici le triangle ABC, les points O et M, le centre 01 du
cercle d"EULER, le cercle circonscrit ', le cercle d'EULER g, et le cercle
4 construire I'. Figure aussi dans ce faisceau le cercle T de diamétre GH |
en effet, les points 7 et H sont les centres des homothéties qui emvoient I
gur I'g ot 'assertion résulte des résultats du Y1-3.3.4.

B edbe vabour esl a{mi b b oos B + of eca ), sait encore EH-:l_p;ﬁ._i g H 4+ g ()
Cleat pusst 2R vg At B g fqui et trivialomest < 0) du fsit que A + B+ 0 ==
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Le triangle ABC étant obtusangle, I'c et Ig sonb sécants en des points
M et M, de sorte que I'axe orthigue est la droite MM, représentée en
pointillés. Le cercle I' & construire est centré en H el passe par M (et A7)
il e reste donc plus qu'a le tracer.

Remargue. 51 le triangle ABC est rectangle en A, le point /Y cofneide avec A,
les cercles Do et Tp passent par A ef sont centrés sur la médiane issue de A;
enfin, le cercle de dinmdtre & H est centré sur cette méme droite. Ces trois cercles
sont done tangents en A of le cercle T est, hui, séduit aw point A. Clest en quelqus
sorte un « cas limite = do cas d'un triangle obtusangle.

Zi, enfin, le trinngle AFC a ses trois angles aigus, le cercle g, ke cercle I'g et e
cercbe de diamétre (3 H appartisnnent 4 un méme falscean & polnts de PONCELET
voir an ¥1-3.3.4. En soi, cette situation n'est pas inintédressante, mals, le cercle T
dtant sans point réel, il ne se situe plis de fwgon remarquable par rapport aux
trois autres.

3. Autour du théoréme de PASCAL
3.1. Le théoréme de PASCAL

Voici Ménoncé dy théoréme de PASCAL, alias hezogrammum mysticum ; soif
gir poinds A, B, O A", B, du plan, les trods premders n'étand pas alignés.



L1 L. Les conigues

Alors, d existe une condgque possand par ces siz points s, ef seulemend i,
les points P, Q, R, intersections respectives des droites BCY ef OB, CA" et
A, AB" ot BA', sont alignds33)

La condition se lit mieux & partir dune figure :

A noter que existence d'une condition d'appartenance de siz points a
une méme conique est prévisible, puisque cing points suffisent déjd pour en
définir une et qu'il n'y a done avcune raison pour que siz ol appartiennent.

Pour démontrer cela, prenons le triangle ABC comme triangle de référence,
Appelons (z,y, z), (=", 9", 2 ) et (2", 9", 2") les ocoordonnées barycentrigues
reapectives de A’ B' et . La droite BCY a pour équation barycentrique
e
X Y 2
fquation baryeentrique 'Y — ' X = 0. Les coordonnées barvoentrigques du
point P sont done {z'x", 2y, 2'z"). Un calenl analogue donne celles de £
(v 'z y"y, yz") et celles de B @ ('x, 2y, 22'). L'alignement de (P,Q, R)
b S T
vz ¥y "
gfr oy’ oz
conigue cireonscrite & ABC et passant par A, B et 7 si, et seulement =i,
il existe des sealaires u, v, w non tous nuls tels que les coordonnées baryoen-
trigues de A7, B et ' vérifient équation u¥Y Z + vZX +wX¥ = 0. L'exis-
Yz EE T

tence d'un tel triplet dquivaut & la nullité de A" = | /2" 22" 2y

-l o S BT
O, en développant ces deus déterminants, ft-ce par la régle de SarRUs,
on s'apergoit qu'ils sont égaux quels que sofent A', B ot OV, Le rézultat 5'en
déduit immédintement, En falsant co caleul pour tester efficacité du caloul

= [}, c'est-fedire z"X — 2"ZF = 0 et de méme B'C a pour

Buivaut & la oullité de A = . Maintenant, il exizte une

% Dans la section 11-2.8, nous avons décrit un cas « dégénéré s de op résultat. Lorsque
A= B = A et O = 5, bes points A, i et O étant sur une conique &, ks droites
AB', B et OA' a dégénérent » en les tangeotes & % en ces trois points. Les points P,
£ et i sont, & I"ordre prés, ceux guoi avaient ¢bé construits dans ln dite secrion.
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baryeentrique, nous n'avons pas mangué d'#tre Stonné par deux choses ;
d'une part, le cibé purement mécanigue du calewl lui-méme ot d'autre part,
I'égalité entre ces deux déterminants qui ne se déduisent pas ['un de I'autre
par une quelconque suite d'opérations élémentaires, et qui n'ont méme pas

de coefficient en communmn.,

Cetle propriéte dalignement peut se réwiler utile pour certaines consirue-
tions : le cas Je plus typigue est celui o P'on conmalt cing points d'une
conique non dégénérée, disons A, B, C, D), E, et une droite & passant par A
et ol l'on désire déterminer e point M od cette droite recoupe la conique,

Dans ces conditions, on appligue le théoréme de PASCAL aux six polnts
A B, DOE et M, ee dernier &tant supposé construit. On ne connait pas
la droite BM, mais on sait que la droite AM est A, Les droites AE et
BIV se coupent en un point P, & et 00 en un poiot § et nous savons
désormads que BM el OF mocourent en un point aligné avec P et O BM
eat donge la droite A qui joint B au point d'intersection R de OF st de
P, et M est le point d'intersection de A et A, Pour mener & bien cette
construction, il n'est bien siir pas pécessaire d'avolr construit la conique,
anssl |'avons-nous seulement représentée en pointilléa sur la figure qui suit.

On peul imaginer des cas « dégénérés o ¢'est-A-dire des @ cas-limites » du
théoréme, correspondant & Pégalité de certains des six points 4, 4", B, 8°,
i, C" sur une conique non dégénérée &, L'un d'entre sux est celui od ©° -

A. Le probléme se pose lorsque I'on a besoin du point d'intersection de A°C
et de AC”. c'est-hedire de A'C et de AA! 50 ke point A n'était pas assujetti &
se déplacer sur une conigue, il n'y aurait pas de facon privilégide de définir
la drodte AA. Ici, il semble nature]l de considérer que clest la tangente T &
la conigque ¥ au point A, Mous allons virifler que sont effeciivement alignds
les trois points dintersection suivants : AR NA'E, BAN BT et TH AT

Appelons (x4, 2} et (2,9, 2°) les coordonnées baryeentrigques respectives
de A’ et B'. Supposons que % a pour éguation baryveentrique p¥' # 4+
gEX + XY = 0. La droite T & alors pour équation barveentrique rY +
g2 = [ et des caleuls analogues & ceux du cas général donnent pour
nos trois points d'intersection les coordonnées barycentriques respectives
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[z’ 2y 22"}, (20,0} et (gz, gy, —ry). L'alignement de ces trois points
éuivaut & la nullité du déterminant

rz' zy' 22
A=z 4§ 0
qE Q¥ =TH

Or, A = qez'(yz’ — 2y ) —ryy' (22 — 22") et Pappartenance de A" et B' a4 &,
qui se traduit par bes égalités pyz 4 gez+roy s pys" b gz’ ey =0
cotraine que g = yy'(zz’ — zz') et ¢ = 22'(yz" = zy'). On oo déduit bien
que & est oul.

Autrement dit, dés que cing points sont
CONNES SUF une confgue ¥ non dégénd-
rie, nous savions comment trouver 1'in-
tersection de % avec une droite passant
par un des cing points, et désormais
nous sAVONs construire la tangente en
I'on des cing points ") Comme pour
la construction précédente, on obtlent
d'abord les points P et B, puis ) =
FPROCA" et la tangente T' cherchée est
la droite AQ).

Voici enfin un exerciee d'application du théoréme ; on donpe un trianghe
ABC, et deux points distinets M et N du plan, non situés sur les cibés
du triangle. On suppose que les droites AM, BM ot OM coupent respec-
tivement B0, A ot AR en des points My, My et My et que les droites
AN, BN et ON coupent respectivement BC,CA ef AR en des points Ny,
Ng et N, Montrer alors que les points M4, Mg, Mo, N4, Ng et Np sont
sur une méme coniges ',

Définissons A" = MpNonWNg M-, et les points B et O de fagon similaive. 11
suffit de montrer que ces trois pelnts sont alignés. 5§ nous &ablissons qu'ils
sont sur la droite MN, nous pourrons done conclure. Appelons (z, g, 2) des
coordonnées barveentriques de M et (2',y', 2') des coordonnées baryveen-
triques de V. Alors les points Mg, My, Np et Ne ont pour coordonnées
barveentriques respectivement (z, 0, z), (5,00, (',0, 2) et (2,9, 0). Les
droites MgN-, NgMo et MN oot pour équations baryoentriques respec-
tives

r 0 =z z y 0 r Yy =z
oy 0|=0 |z 0 f{=0e |2 ¥ =0,
X Y Z X VY 2 X Y 2

soit (sous forme développée) respectivement —y'zX + 2':¥ + o/ & = 0,

ST joiirs sans supposer F Leaoks | Cels permet au contraire d'en préciser les contours
grice A I'ajoat de polots et de tangentes supplimentaires,
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pr' X —z'Y — a9 Z =06t (p' -y 21X + {2’z — 22" )W+ (x — ' E =00
Ces trois droites concourent puisgue

—y'z 'z xy'
yz' -z 'y
yr' —y'z 'r—zd w2y
En effer, la troisiéme ligne de ce déterminant est la somme des deux pre-
midres. Cela établit bien que A' = MpNe N NpMe est sur la droite MN,
et il en va de méme pour B et O, Voicl une figure, sur laguelle sont repré-
gentés les pointa A, B, O, M, N, A", BY ot {7, ainsi que la conigue contenant
les pointa(®5} A4, ete.
M /

'3
Mg ( M,

A

1(:':
YA c

B
ZEASR
TN
N{:- |

Ce résultat & une Mciprogque @ on suppose que les droites AM, BM et OM
coupent respectivement BC, CA ef AR en des points My, Mg ot My, que
des points V4, Ng et Mo sont situés respectivement sur B0, CA et AH,
quee bes polnts My, Mg, Mg, Ny, Ng et No soot sur une méme conigque,
Montrer alors que les droites AN 4, BN g et ONp concourent en un point &,
| Fndication : définir les points N = ANg " BNg puis Nl = CN N AB et
montrer que No = NL..|

Il ¥ a un cas particulier intéressant, lorsque le plan est euclidien : on prend
pour M le centre de grasité & du triangle, ot pour N lorthocentre M.

5511 gt difficile d'avoir toute la famille sur la phote, Iei, c'est Ny qui est bors chamgp.
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Ces deux poinks sont distincts, du moins si ABC n'est pas dguilatéral, et
les points &5 4, O g, o, Hy Hyg et Heo sont en gdnédral distinets @ ce sont
respectivernent bes milieus des cdéés of les pieds des bauteurs, La conigue
qui puasse par ces six points est un cercle, le cercle d'EULER du triangle,
déja rencontré au I-7.5.2.

La comigue 1" peut trés bien #re dégénérée @ le point A étant choisi, on
congdére le polnt moof la droite Mg Me coupe e cdbé BC, e on chosit N
sur la droite Am. Ainsi, le point N4 cofneide avec my, eb les points Mg,
Me et Ny sont alignés. La conique T est done dégénérde. Sur la figure qui
suit, elle est la réunion des droites & ot A7

3.2, Un déterminant impressionnant... en apparenes

Un commentaire sur les méthodes de la section précddente nous donne dci
Uoecnsion d un calew! de déterminent,

Si on ne dispose pas d'une figure assez précise (on d'un logiciel graphigue)
pour  deviner # que, sur la figure de la page 83, les points A7, B ot O
gont sur la droite AN, il reste toujours espoir de prouver directement
qu'il existe wne conkyue qui contienne chacun des six points M4, Mg, Mg,
Na, Ng et Np, Comme 'équation barycentrique générgue des conigues
du plan affine, pas nécessairernent circonscrites au triangle ABC 0 st

AX 4+ BY * + OB+ DYZ + EEX + FXY =0.

Les coefficients A, ..., F devant #tre non tous nuls, il suffit de montrer que
le gvatéme lindaire homogéne de six équations 4 six inconmues spivant, gui

W La conkpae que nous cherchons o d'autant meirs de chances de passer par les som-
mets que nous loil imposons déji de rencontrer les cités du triangle ABC en les points
Mg, ele,
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traduit appartenance de nos six points & une méme conique, admet une
solution non triviale :

By + Cs* + Dyz =10

Ar?* +C? + Ezz =0

Ar® + By + Fay =10
Byt 40 Dy’ =0
Ar? + 0% 4 Eo's" =0
Ax'? + By + Fr'y' =0.
Le déterminant de eo systéme ost

0y 2 yz O 0
2 0 £ 0 2z 0
= oy 0 0 0y

T P U | 0
™ 0 2 0 L0
2 ¢yt 0 0 0 Iy

Four le remdre plus civilisé, décrivons-le par blocs, sons la forme & =
» §

{#)

A=

, Aver

[ TR wr 00
P=[|2 0o :* Q=0 zx D
T | 0 =y

0oyt 2 ¥ 00
R=|z* 0o :* et 8= 0o 2" 0 3
el T | I 0 =y

MNous remarguons que les matrices ¢ e 5, étant diagonales, commutent.
Cela suffit pour garantir que le caleul de A se raméne 4 celui d'un détermi-
nant d'ordre 3 @ & = det (5F — Q) ; nous justifierons cette formule apris
le calenl de ce déterminant. Mainbenant,

R 5

( 0 vp'lyz' —zy) z2'lay - :"ﬂ})
SP - Qi = | zx'{xz’ - 22") 0 rxffax’ — 22" |,
wx'(zy - yz') wy'(vr’ - o) 0

et il est clair que det (SP — QR) = 0 : une fois que l'on a mis en factenr
respectivement =x', vy’ el 2z’ dans ce déterminant, on s'apercoit gue la
somme des colonnes ¥ est nulle, De cela suit gque [ &) admet une solution
non oulle et que la conigue recherchée existe bien,

Pour finir, établissons la formule promise, savoir A = det (5P — QR). Nous

nous coutenterons de le faive lorsgque le corps de base et de cardinal infing, e
qui et Je cas de B ou de L. Supposons P, G, B el § carcées de méme ordre n,
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et de coefficients py ;. @, re g el 8 ;. Nous allons mentrer que application
polynomisle en ces 4 x n® coefficients & = det {5) = (A - det (5P — QR))
est mulle,

Elle vaut 0 ai det (5) = 0; suppesons donc au contraire § inversible, On a
la formule matricielle

(4 8)(9)-( %),

S

T T

Or det (T) = 1, car T est triangulaire supérieure avec une diagonale consti-
tube de 1, et det (T') = det () = det. (P — Q5™ ' R), car la matrice T' est
trisngulaire inféricurs par blocs. On a donc

A = det (T') = det (8] = det (P - Q5 'R) = det (SP - 805 '),

et oo dernier déterminant est det (5P — QR), car 5S¢ = 5. L encore, on
& établi que ¢ prend la valour ().

En conséquence, la fonction polynomiale nulle est le produit des deux fone-
tions polynomiales det (5) et % = & —det [(FP =0QF), Comme |'algébre des
fomctions polvnomiales & 4n? indéterminées sur un corps infini est intégre,
clest gue 'un des deus facteurs est nul. Comme ce n'est pas le premier,
nous en concluons que A = det (8F = QR) est toujours nul, oo que nous
voulions démontrer,

[Nous avons mis en auvre bei be principe de densitd algdbrigue - ayvant cu besoin de
I'hypothése que det (5] 7 0 pour mootrer que W est pulle, nous wvons introduit
I = det (5) = ¥ qui prend la valeur F dans tous les cas, puis nous svons fait en
zorie de & slmplifier » par la fopetion det (5.

Le terme de defsidd dvoque naturellement la Topologie, et on peot icl invogquer
celle de ZAnEKL Mous remvovons le lecteur intéresss & [22].

4. Quelques résultats sur les coniques générales
4.1. Le théoréme de CARNOT

Une antre manitre d’aborder Nexercice & la fin du I1-3.1 est d'utiliser e
théoréme de CARNOT, dont Pénoncé suit, aver ensuile la complicité du
théoréme de CEVA.

Théoréme de CARNOT, On donne un friangle ABC d'un plon affine, ef, sur
chacune des drotles BC, OA et AB, une poire de points (P, P'), (0, 0"
el [, B') respectivemnend, cos six points flant tous distincts of distincts des
sommels du frangle, Alors, ces siz poinds sond sur une méme conique 84,
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ef genlement 81,

prmf L CQx AR > AR
AQJ@ Bl « BEF

Cette formule bien utile pourra servir chaque fols gue l'on veut situer sar
une méme conique six points placks par deux sur les cobés d'un trimngle,
Elle & sussi Uavantege de ne pes se cantonner aux coniques circonscribes,
quoique cette restriction ne nous ait pas beaucoup pénalisés jusqu's présent.

En effet, supposons les six points sur la conique % d'8quation barycentrique
eX? 4 uw'Y?2 w2 0¥ E + vV ZX 4 0" XY = 0. Cette conique coupe la
droite HC en les points P et P* dont les coordonnées barycentriques (0, y, =)
et (0,4, ') sont solutions de 'équation u'Y? +oV Z +u" 2% = 0. Vu le 1-3,
nnaausﬂiE=—iptE=—Eadamqm
cF ¥y CF ¥

BF « BF ' o

CPxCF  y u"
Dans la formule qui précéde, la dernidgre égalité résulte de la relation don-
nant le produit des racines d'une équation du second degré. Pourguod, en
revanche, a-t-om #" # 07 Sinon, # passerait par le poinl O, qui est aligné
avec P, P d'une part et @, Q" d'autre part. La conique se décomposerait
done en la réunion des droftes OF et OA, o qui est absurde puisque R
n'apparticot pas & cetbe réunion,

‘Clela étant, on effectue sur les mémes calouls sur les autres quotlents (pes-
miutations circulaires 1) et cela monte que le produit fgurant dans le membre

u u'u

de gauche du théoréme est égal & e i 1, ogfd.

L résultat qui vient d'#tre obtenu s'&tend, au prix d'un caleu] analogue, &
des « cas limites » : 'égalité & toujours lieu lorsque B = B par exemple,
i la condition que la droite AF soit tangente & la conique; on peat bicn
entendu avoir plus d*une égalité entre pointa des « paires » (P, P7), (Q, Q')
et (R, R').

Héciproquement, supposons la formule vérifiée, et appelone % une conigue
passant par les six points sauf peut-étre e dernier d'entre eux, A'. Cette
conigque coupe AR en A done la recoupe en un point /7. Ce point n'est pas
un des cibés du idangle, oo pour la méme raison que supre, 51 cst égal
& R, c'est que la droibe AR est tangente & la conique, Caoi qu'il en soit, la
condition nécessaire montre que 'on &

ﬁxﬁxﬁﬁwﬁ?fﬂﬁum_
CPxCPF AU = A BEx B0
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AR . ; , .
=5 et de cela suit B = R'. Done. bes six points

sont bien sur une méme conique.

Done, on a aussi

||
35

On aurait pu anssi former 'équation baryveentrique de et vérifier que les
coordonnées barveentriques de &' Lo satisfont.

Comme cils a 868 annoncé, on peut retrouver le résultat de lexercice cité au
début de cette section. En gardant les mémes notations que dans celul-ci,
le thioréme de CEVA établit los épalités

Eﬂ-'f,.‘ ] ﬁ!ir; x IH,:—_- le,q. ] ..-"[;H.q x .ﬂ.'l-:!'.;'_-'
il

BNy % ONg x ANg = =OUN4 = ANg = BN~
Do cela suit que
BMyx BNy CMgxCNg AMc x AN -1
CMyxCNy  AMp x AN~ BMp x BNz =1
Adngi, les six points sont bien sor une mdme comigue.
Voicd une geconde application du théoréme de CARNOT ;

On donne un triangle oon aplati ABC et un poiot M du plan, & distance
finie. La paralléle menée de A & B coupe les droites A8 et AC en les
points My et Mo, respectivement,. On construit de méme les points Ma, My,
My et My et on suppose que ces six points existent et sont distinets (71

Montrons alors qu'ils se situent tous [es six sur une méme conigue, = indi
quons une construction de son centre lorsqu'il existe.

5T0n vérifie sans dificulte ;]:ue.nnla. se produit si, et seulement s, le poiot A n'ap
partient & anscun des oibéz du triangle, ef 4 avcune des parallébes mepdss par un des
BOdIEeLe & GOLE apposh



§4. Quelques résultats sur les coniques générales o

Dha fait du théoréme de THALES, on a tout de suite
AM,-CM; = AM:-BM,

aingl gue les deux autres égalibés qui s'en déduisent par permutation des
réiles des sommets du triangle. Clest exactement ce qu'il faut établir pour
montrer que

BM; BMyg CMy-CMs-AM, -AM,

O My CMg- AM; IE Enlgﬁl

Alnsl, les gix points sont bien sur une méme conique ¥ supposons que
'est une ellipse ou une byperbole (non dégénérée). Au 11-2.9, nous avons
vu une construction du centre I de % au moyen de cordes paralldles.

Or, les cordes M My et My Mg sont paralléles : le point T appartient donc
4 la droite joignant les milieux de ces deux cordes, Pour la méme raison,
il appartient & la droite joignant les milisux de MMy et de MM, et
celle joignant ceux de MMy et de MoM.. Ces trois droites sont donc
concourantes, précisément au point F.

Remarquons aussi que, selon les définitions du I1-2.9, le diamétre M4 M7,
eat conjugué & la direction BC. De méme, les diamétres MMy et Mo M7
sont conjugués redpectivement aux directions CA et AB,

Une étude détaillée des cas particuliers est possible ; on peut se demander
pour quelles positions de M la conique conlenant les six points est dégé-
nérée, ou bien est une parabole, ou encore une hyperbole équilatére. Tout
cela se fuit avec des caleuls d'une complestité raisonnable et nous allons nous
contenter de caractériser les M pour lesquels les six points sont cocycliques.
A la fn du VI-2.3, & V'occasion d'un exercice, nous établirons que, si trois
cordes NN, PP et QQ" inscrites dans une conique % se coupent en un
point M, alors % est un cercle si, et soulement s,

MNMN = MPMP = MQ M.

Choisissons done les cordes My My, MyMy et My My, sbcantes en M, Disj-
gnons par [z, y, z) les coordonnées barycentriques normalisfes dy point M :
une fquation banyeentrique d'une paralléle & BC est de la forme

sX+u(X+Y+2)=

aver o # (. En écrivant qu'elle passe par M, on obtient 1'équation bary-
centrique suivante de droite M M :

(r+y+ 20X -2 X+Y+2E) =0

Om obtient alors kes coordonnées baryoentriques normalisées des p-nmu. My
et My, respectivement (x, y+ z,0) et (x,0, v+ z). De cela suit que .AM,



100 II. Les coniques

TR zj.ﬂm‘ alors que .-'lM = y.ﬂﬁ+ s AC, B conclusion, MMJ = 2B
D méme, M i'Ilc:I’g = yE‘E‘ La relation supra équivaut dooe &

—yza® = —zxh® =y’
Le seul triplet (x,v, ) satisfaisant cette relation ainsi que la relation = +

y+z=1est {a? ¥*, ). En d'autres termes, le seul point qui

1
a + b + 2
comvienne 8t le point de LEMOINE K du triangle ABC. Ce point & 8
défini su 1-3.

Au VWI=2.1, nous definirons la paissance d'un point par rapport & un cercle.
Iei, lorsque M = K, la conique ¥ est un cercle, eb la puissance de K par
rapport & oe cercle est

ottt

(a2 + B2 +1_-=].'*"

p(K) = KM KM = -

4.2, Alignement de trois images affines
4.2.1. Généralités

Dans la section I-T.1, nous avons donné les formules matricielles d'une
application affine. En voici une application intéressante : supposons donndes
brodz applications affines ¢y, o3 ef o3 ef demandons-nous guel esf e licu
des points M tels que @ (M), wo( M) ef w3(M) soient alignés.

Comme nous le zavons, les coordonnées baryveentriques (', y', 2') du point
s (M) sont lides & celles, (x, 4, 2), de M par une formule du type

x’ a) af i
v )= (b 8 oa)x s
z o o o z
O ——
Fy

80 pouvait susai remarguer gue be guadrilatére B Me M M) ost un parallogramme.
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Dans cette formule matricielle, nows supposerons que la somme des com-
posantes de chague colonne vant 1, oo gui est Ioisible va e 17,1,

O a bien sir des formules analopues pour o ot @y, avec des matrices s
et Fy, pour lesguelles nous ferons la méme bypothése, Ansi, @ (M), @A)
ety M| sont alignés si, ot seulement i, on a

m#+ayy +ayz egr+aiy+aiz azT +eyy +oyz|
biz+biy+ bz bar+by+bi: hr+lhy by | =0,
artoy+os or+oyto: or+oytos)

Il semblerait gue Méguation barycentrique de oo liea fit de degré 3, mais,
si l'on additionne tontes les lignes & la premiére dans ce déterminant, on le
met sons la forme suivante :

r+y+z T+ytz I+y+z
bhr+biy+6 bax+by+idz hr+by+bfz(=10,
ar+aytor omr+du+tciz or+oy+dr

Le degré n'a pas changd apparemment, mais on peut désormais factoriser
r+y + 2 dans ce déterminant. Clest compréhensible - si M et & Pinfing,
d'une part ¥+ ¥+ z = 0 et d’entre part les points @ (M), wa( M) et @ (M)
soint & I'infnd aussi (car ks applications ; sont affines), dooe alipnés. 1l est
done normal gue la droite de Pinfini fasse < partie » du lien et gque son égqua-
tion barycentrique se factorise dans 'équation cherchée. Le lien est done la
réunion de la droite de ohod et de Vensemble & d'squation baryveentrique

1 1 1
X +8Y + 02 BX +BY B2 BX +uY +6Z|=0.
X+ +efZ aaX+ad¥V+47 aX+aY +42

51 on développe ce déterminant, on obtient maintenant Uéguation d'une
conigque ; cette fois, & peut #re vide, rien ne nous garantissant 'existence
de points satisfaisant la condition requise,

51 I'on choisit trois points non alignés Ay, Az et Aa et pour @; 'homothétic
de centre A; et de rapport 2, ancun point & distance finie ne fait partie do
lien. En effet, les images d'an point M quelcongue par les oy forment le
triangle A{ A% A} symdétrique de Ay Az Ay par rapport & M ; ces trois points
e peuvent done dtre alignés,

Drans Les sections qui suivent, nous envisageons le cas des projectlons orthogonales
gur trods droites. Dang un premier temps, nous réglons leur compte ghométrigue-
maent & quelgues cas particuliers slmples (et qui ont poer dessein de montrer que
seule la configuration de trois droites en triangle est réellement inbéressante).
Ensuite, dans 'exemple fondamental de la deoite de S1MsoN, noous connaitrons
d'avance asser de points de & pour &tre sire gue cette conigue n'est pas vide
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4.2.2, Des configurations particulidres

Si trois droibes dewx & deux distinetes Sy, A et As d'un plan affine eucli-
dien concourent en §2, le lieu des poiots M dont les projections respectives
M;, avec 1 £ 1 = 3, sur ces droites sont alignées est réduit au singleton {11},

En effet, {1 appartient clairement & ce liew, puisgue ses trols projections
sont confondues avee lul. En outre, si un point M est distinct de 12, les
trois points M appartiennent au cercle de diamdtre SOM, Or, trols points
d'un cercle ne sont alignds que s deux d'entre eux au moins sont confondus,
et cola n'est pas le cas puisque M 11

i denx droites distinetes &y et Ay d'un plan affine ewclidien sont paralléles
et 51 une troisidme droibe g leur est sécante, le lieuw des points M défind
de la méme fegon est réduit & Ay, En effet, quel que salt M, les points
My et My sont distinets et appartieonent & la perpendiculaire [commune)
& A et Ay mende de M. 51 W € Az, ona My = M et les points M; soot
alignés. Sinon, on a My # M et la droate M M3 n'est pas paralléle & My My
l'alignement est done en défaut.

M Ay

AM | oA,

Si les trois droites A, sont paralléles. alors les points M, sont teujours
alignés et le lien est le plan tout entier.

Il ne nous reste donc que le cas géndral qui suit, et ce cas va se révéler &
combien plus consistant que les précédents.

4.2.3. La droite de SimsoN et 'hypocycloide de STEINER

Appligquons done le principe géoéral supra au cas o bes ; sont les projec-
tions orthogonales respectives sur les cdtés BC, CA et AF d'un triengle
ABC du plan affine euclidien.
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Nous élablissons par le calewd e résulfal sutwant ; le lieu des points dond les
troda projections srthogonales sur les ofitds dun iriangle sont alignées est
le cercle circonserd @ ce friangle,

Passons dés & présent an caleul; par exemple, o laksse fixes les points B
et O ef envole A sur be pied de la bauteur qui en est issue. Les coordonndes
baryeentriques de ce point sont [0, beos O, ccos ﬁ]l. st encore, sous forme
de coordonnées baryoentriques normalisées, (0, beos E"l.-’u,-:cna El.l'aj.

La matrice Fy est done

On obtient de la méme fagon les coefficionts des matrices Fy et Fy (par per-
mutation circulaire), de sorte que I'équation baryeentrigue du lien chercis:
est, avant l'opération sur les lignes,

0 X+a¥eosCfb X +aZcoshfe
bX eonCfa+ ¥ 1] Y +bZeosAfc | =0.
cXesBla4+Z cVeosAb+ 2 0

Si nous additionnons, comme convenu, les lignes de ce déterminant & la
premigre ef que nous simplifiions par X + ¥ + 2, nous avons maintenant

1 1 1
bXcosCla+Y 0 Y+ bZcosdfe| =0.
cXcosBjla+Z cYemAfb+ Z o

Il reste alors & développer le déterminant et & réduire les coefficients. Dans
Iecﬂcu.l du terme en 22X, on est nmmﬁlalmphﬁularplmm § =
b,.-'u{nl:aﬂmuﬂ +eal). Or, cosC = —eos(A + B) o on obtient & =
bsﬂl‘lﬁmnﬂ,-"u. A la fin, on & 'équation barycentrique cherchée

¥ Zsin® A+bZXB:indﬁdnB,i'a+¢IY3indaiqun—EI.

On peut encore améliorer le résultat obteny en multipliant le tout par a? et
- . og in B
en le divisant par sin® A. Comme on a par exemple E!In = = E, on ohtient
&in a

AYZ +FZX +A2XY =0.

Le liew cherché est done bien le cercle circonscrit au triangle.

Déa lors que nous savions que be lieo #ait une conique, ot cela résultait de simples
considérations sans caleuls sur les déterminants, nous avrions pu, do moing dans
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le cas ginbdral, nous passer de ces caleuls pour déterminer le nature exacte de
notre conigue. En effet, si elle coupe be cercle circomserit en cing points au moins,
elle codneide aves Jui ot nous allons le mettre facilement en fvidence lorsgue le
iriangle n'est pas rectangle.

Les sommets du triangle appartiennent an liew : par exemple, les projections
de A sur BC CA et AR sont alignées, car los deux dernidres coincident avec le
point A, Désignons par A', B ef O les symétriques respoctifs des sommets da
trisnghe par rapport au centre O du cercle circonscrit.
Le point A" appartient sussi au lew, comme les deux
autres points, car ses projections sur B0, CA et AH
sont toutes les trols sur e cotd BO en effet, 1'angle
AC AT est deoit (poisque A ot A" sont diamétralement
oppests) ot It projection de A" sur © A4 est le point
de métme, sa projection sur AR est e point 12,

Cela falt bien six points distinets en général, mais
quatre seulement lorsgue le triangle e85t rectangle en
A puisqu'abors B = et £ = B Dans ce dernier
cas, quate points d'intersection entre la conique 1 b corcle oe suffisent pas pour
ftablir égalité des deux ohjets.

Lorsque Af est un point de ce cercle, la droite A qui en porte les projece
tions sur les trois cités s'appelle la drodte de Simgen do point A, Nous
allons approfondiv les propriétés nombreuses de cette droite, el en particu-
lier montrer qu'elle passe aussi par le milien Hyy do segment M. Ce poing
appartient au cercle d'EULER puisque ce dernier se déduit {entre autres)
du cercle circonscrit par 'homothétie de centre o et de rapport +1/2.

La famille des droites de SiMsonN des poiots du cercle ciroonserit s une
propriété remarquable ; toutes les drojtes de cotte funille sont fangentes
& une hypocycloide & trois rebroussements (™), dite de STEINER, centrée
wu centre £ du cercle d’EULER du trisngle et tangente & ce cercle en trois
points distincts ainsi qu'aux trois ofbés et aux trois haateurs du triangle.
Cette configuration est d'antant plus inattendue que 'hypocycloide est
invariante par la rotation de ceptre 00 ed d'angle 27/3, alors quiun triangle
ABC genéral ne joull pas de cetie propriéte,

Il exizte wne interprétation cindmatigee du eésultat gui va Sre &tabli :
gi M parcourt le cercle circonscrit avec une vitesse angulaire constante w,
be podnt Hay qui s'en déduit par homothéte parcourt le cercle dI'EUVLER
A la méme vitesse, En revanche, la droite de SiMs0N recoupe le cercle
d’EULER en un point ' qui, nous le verrons, parcourt ce méme cercle &
une vitesse angulaire fgale & —2w. On sait alors que la droite qui joint ces

S hime &7l et paa familier des courbes cycloidales, le lecteur poarra profiter duo
spictache en examinant bn Gguee qul s,
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deux points, o'est-d-dire la droite de SiM30N, enveloppe une hypocycloide
a trois rebroussements 1500,

Remarguons ausst que, 51 on appelle M7 le point dismétralement opposé
a4 M, alors Hyye est diamétralement opposé & Hyy sur le cerele d'EULER,
mais iy, est égal & Hj,; puisque la vitesse angulaire de ce second point est
double. Les droites de Simson de M et de M* sont done orthogonales au
point f§,.

Remarque. Les propriétés mises en ;uvre supra sont de nature métrique
et angulaire. Cest donc par les nombres complexes que L vérification des ré-
sultats fnoncés s'effectuera au mieux, une fois ke plan euclidien identifié & C,

S on suppose par exemple, quitte & faire subir une homothétie & la figure,
que le rayon du cercle circonscrit au triangle est égal 4 1, une translation
permet de placer le contre de ce cercle & 'origine ; les affixes des sommets
sont alors des complexes a, b ot ¢ de module 1.

Attention. Ici. a, b et ¢ désignent des complexes, et non des longuenrs de
oibes |

Comme le chapitre ¥ nous le montrera, 'affice de B est alors 2y = a+b+c

b+
et celui de 0 est 5q = ST C. Si 2 est affixe du polnt M du cercle
circonscrit, il se projette sur AR et BC en les points d'affixes respectifs
Qb4 z—ab¥ a+c+r—ack
3$=---E—EL£’E‘=T.

Lorsque M ¢ A, l'affixe du point Hyy =
bz + ac
toze + (1 — to)zs, avec ty = oz —al
est bien sur la droite de SimsoN de M. Comme le cerele d'EULER est de
centre O et de rayon 1/2, on obtient les intersections de la droite de Stson
de M aves ce corcle en résolvant Péquation en le réel ¢

a+b4e
2

» oo qui confirme "1} que ce point

Fa
+ 5 est aussi égal 4

Z
|tze + (1 -t} — 2a| =3

C'eat une éguation du second degré dont on connait la solution ¢,. Or, on

B paanltat se pénéralise ; 8i deux podnts A et M parcourent un cerche & des vitesses
aagulaires respoctives w et moe, ol moest un entier ¢ 0 ¢ 1, la drolte A qui les joint
enveloppe une courbe cycloidale, plus précisément une dpicyclofde 4 m = | rebrousse-
menls = m = 0 et uns hypocycoide & 1| = m rebrousssments gl m < 0 1] ¥ a contact
de la courbe et du cercle chaque fols que A = MY, co qul se produit [m — 1] fois au
cours d'un parcours complet du cercle par M, e A est goe tangente de rebroussemenl
chaque ol que M et M sont diamétralement oppests, oo qul se produit aves la méme

Mais il fant pouwr cela s'assurer que to est récd, Or, puisgue &, & ¢ et 2 sool de

medule 1, I 1fes + 1jac

SO e —tja
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vérifie tout de suite que le produit des racines est
z(bz + ac) = 2* — abe
b~ c)¥z ~ a)®

zlbz + ac) = z* — abe _
T Lu droite de

SIM30N recoupe donc le cercle d’EULER en le point Hj, d'affive

(bz + ac)

de sorte que Uautre racioe st ) =

a4 b+4e abe
tyze+ (1=t )z = — 5 T5a’
L —
P
I [} _; i -
Cela établit bien que le vecteur 1H}; « tourne » avec une vitesse angulaire
de gens opposd et de valeur double de celle du vecteur T1H 5.

O peut avoir Hy, = Hy %20 la droite de Simson de M est alors tangente
au cercle d'EULER, puisqu'one droite qui rencontre un cercle (de rayon = 0)
en un seul point lui est tangente.

Le fait que Uenveloppe est une hypocycloide résulte alors du caleul simple
de exercice V-d.d. En outre, ce calcul montre que le point caractéristigue
M de la droite de Smvsor, o'est-d-dire son point de contact avee 'enve-
loppe, est le symétrique de HY; par rapport & Hy ™). Cela fournit donc
une construction de ce point, puisque Hyy est le miliew de A et que H},
est le poink of la drodte de S1M808 recoupse le cercle d'EULER,

La figure qui suil représente les trois ofdés d'un briangle oon rectangle,
les trods hautours ainst que la drodte de Sim2oM d'un point générique du
cercle circonscrit. Ces sept droites sont tangentes & Uhypocyeloide. Le corcle
d’EULER lui est tritangent.

Le plus grand cercle représenté sur cette figure est celui qui contient les
trols points de rebroussement. 11 est centré en £ et son rayon cst triple de
celui du cercle d°EULER.

A noter aussi que ces points de rebroussement correspondent aux valeurs
de = pour lesquelles Hyy et A, sont diamétralement opposés, o'est-d-dire
4 ¢ solution de 'squation Z* = abe; les tangentes aux points de rebrous-
sement passent par le centre 1 du cercle d'EUVLER puisqu'elles joignent des
poinks diamétralement opposés sur oo cercle. Ces poinis de rebroussement
ne gont pas constructibles & la régle ot au compes, car ils exigeot une tri-

B2 0ln se prodult si, of seubement 60, #? = —sbe. Comme —abe et de module 1, ses
trois racines cubigues le soot nosst et 1l p & expctemment trols polets do cercle dans o6
cas,

+b+ abe
B Aver los notatbons supre, | a done pour affize o complexe 2 =

.|. R —
z T aa
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section des angles du trianghe '™, Toutefois, nous allons donner dans les
sections gul swivent une méthode de construction des ceos tangentes avec
I'a outil comigues » du logiciel CABRI, o discutant ensuibe oo gque ot outil
apporte en plus des possibilités de le régle et du compas,

4.2.4. Deux constructions préparatoires

Le but de cette gection est de construire les drojtes de SiMs08 passant par
un point doand M du plan. Avant de détailler les constroctions annoncbes,
wopons & guels npératifs elles répondent. 518 est Uhypoeycloide enve-
loppe de la droite de Sivson d'un triangle ABC et M un point du plan,
noaes aimerions construire les tangentes 4 O passant par M, cest-iedire
encore les drolbes de Sisson passant par A, Cela revient enfin & déerminer
les points M; du cercle circonscrit dont la droite de SiMsor passe par M.

FPour ne pas encombrer les études qui suivent de cas particuliers, traitons
4 part le cas o M est sur une droite portant un cdté du triangle, BO7 par
exemple. Pour un point M* du plan, appelons m{, m, et mj les projections
de M sur BC, OA et AP respectivement.

Soit M un point du cercle circonserit dont la droite de SiMa0n E passge par
M:simf # M, alors £ = BC (et nons savons que BC est effectivement

M Dailleurs les tangentes de rebrossement sont lides aux hauteurs du friongle de
MonrLEY construit & partic des trissctrices du triangle A,
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une droite de SiMs0n). Sinon, m = A et une condition nécessaire est que
M’ soit sur Ja perpendiculaive & B mende de M,

Cette perpendiculaire peut ne pas couper le cercle (g1 M est extérieur au
segment [B'C"| projection orthogonale du cercle sur BC @ voir 'exemple
du point My sur la figure), Dans ce cas, M n'appartient qu'd une droite
de B1Mz0N. Sinon, cette perpendiculaire le coupe en un ou deux poinis :
ftudions par exemple le cas oi il v & deux points distincts M) et M.
Comme la projection de chacun de ces points sur BO et M, les droiles
de SIMEON de ces deux points passent par M e conviennent done, On a
trouvé en tout deux droites de SiMsoN supplémentaires (59

Co qui vient d'tre traité inclut-il le cas oo M est un sommet, O par
exemnple T Comme ce point appartient & la droite 8O et & la droite OA,
on peut lui appliquer la construction précédente pour chacune de ces deux
droites, mais le lecteur wirifiera que cela ne fournit en tout gue trois droites
de SiME0N passant par O @ celle de O lui-méme, qui est la hauteur issus
de ) et celles des points diamétralement opposés & A et & B, qui donnent
respectivernent les droites BC et A, Ces trols droites peuvent n'en faire
que deux, lorsque Je triangle est rectangle en 4 ou en B,

Soit maintenant M dooné bors des droites BC, OA ot AE; pour un
point A" du plan, appelons toujours mj, mf et mj les projections de M’
sur BC, OA et AF respectivement. 51 M’ est sur le cercle circonscrit, elles

S5 intereoction est formés d'un seal point M) lorsque A £ 3 On ne trowve alors
quune droite de Smson en plus de BC. Clest le cos justement des points B et O
préchdemment construits,
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sont alignfes, et la droite qui porte ces trois points contient aussi le mi-
lien M"™ du segment HA'. La droite de SisoN de M’ passe alors par M
#i, ot seulement si, bes cing points m), mg, mb, M et M* sont alignés.

Mous pouvons réduire cela & deux probldmes ;

= Probléme Fj. Chercher les points M’ du plan tels que les iriplets de
points (m, my, M), (mf, m}, M) et (m}, m5, M) sojent alignis.

Ca problme énonce manifestement une condition méeessaire, 51, par contre,
les trais conditions d'alignement sont vérifides, on a par exemple mg £ my o)
et la droite T qui porte ces deux points passe aussi par M™. 3i, par exemple,
M' 2 mi, alors la troisbéme condition snoncke par Je probléme stablit que m)
est aussi sur B Cela montre que les polnts MY trouvés sont forcément sur le
cercle cireonserit et que leurs droites de Sidson passent par M.

- Probléme Py, Chercher les points M* du plan tels que les trois triplets
de polots (m), M, M™), (5, M, M") et (m§, M, M"") soient alignés.
Cleat empore une conditlon nécessaire, Supposons irversement ces trods aligne
ments virifils par un point M7 du plan; e cas le plus général est que M™ @ M,
Dans ce cas, les trols alignements montrent que les trols poloks ) sonb sur
la droite M M™ et en particulier sont alignés. Le point MY convient bien (en
particulier, il est pécessairement sur le cercle #),

Reste le caz ot M"Y = M. Cela sgnifie que M et le milieg de HAMY; 50 MY
n'appartient pas au cercle circonscrit, ce point ne peut comvenir et il faudra
le retirer de U'intersection trouwde, Slnon, il admet une drolte de Sidson dont
nos savons qu'elle passe par M, c'est-d-dire précisément par M, Dans ce cas,
le point M’ eonvient bien 57,

Cette disjonction de cas ne se réwilora pas superflue, car nous verrons gue
le lien contient toujours le pont, que nous appellerons My, tel gque W soit le
milieu de H Mp, c'estadedire le mmétrique de H par rapport & M. Nous saurons
donc démesguer of éradiquer cet dventwel intros.

Apris cela, la recherche des tangentes de rebrowssement ne sera plus qu'un
cas particulier, celul correspondant au cholx A =10,

Les deux sections qul suivent détaillent I"stude de ces deux problémes. Bien
qu'il ¥ it une face Mord et une face Sud, le matériel descalade requis sera &
peu prés le méme pour les deus expéditions, L'« outi] coniques » ¥ trouvera
toute ga place.

¥ ey trois projections d'un point oo soot pas forcément distinetes @ on Aoy = g
lomque M = A; en romnche, elles ne sont jamals toutes ks trobs dgales,

78] M appartient au cercle d'Eucer du triangle, deux droftes de Sivson (s moins)
passent. par ce point. L'une d'eotre elles est la droite de Sneson d un podng M 1l A
MY =M,
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4.2.5. Le Hy par la face Nord : le probléme P;

Soit tout & fait géodralement deux droites A et A" concourantes, et un poing
M p'appartenant & aucupe de ces dewx droites; désignons par Fa a0 ar
l'ensemble &5y des points M tels que les projections de A sur & et AF
soient alignées aves M,

Vi e qui préctde, sl un point M w'appartient 4 aueune des droites BOC,
CA ou AB, 'ensemble &y est précisément

Fapacy N Fpopar N Foacom-

Ici, ces conigques sont des eas particuliers de celles du type #a as . Le fait
que nous avons déjh studié le cas o M & B [par exemple) nous dispenss
d'envisager le cos on M € AU A’ dans I'stude générale qui suit,

Le logiciel CABRI a hesoin (comme nous) de cing points pour tracer une
conique et permet d'utiliser dans une construction les points d'intersection
de dewx coniques qu'il & préalablement tracées, Comme nous allons montrer
que tout liew du type #Fa a¢ e85t une conique et que nOWS SAIFONS comment
la définir par cing poiots particuliers, nous aurons assez d'informations pour
tracer les trols coniques intervenant dans l'intersection, savoir Fap 4o .
Faopam et Foacnm.

Soit dooc les droites concourantes A et A', et un point M ¢ AU A
ayant fixé ces trods objels, nous désignerons plus simplement par 2 le lieu
HFp ar . Puisque les applications g, s et @y qui & un point M* associent
respectivement sa projection sur A, sa projection sur A" et le point A sont
des applications affines (la troidsiéme est méme une application constante),
le lien # eat une conique, éventuellement vide ou dégénérde, vu le 11-4.2.1.
La figure en page suivants montre un tracé de #F utilisant les propriétés
qui vont dtre établies juste aprés,

Or, le point P de concours des droites A et A' appartient & %, puisque
WP = [ P); de méme, les perpendiculaires & A et A’ menées de M
coupent A" el A en des points Q) et B respectivement. Ces points appar-
tiennent anssi au lien considénd : voir pour cela sur la figure les alignements
MOy et M RERy. Cela nous fait déji trois points en général [quoigqu'il soit
passible gue O = P par exemple), La figure nous mootre comment obtenir
autant de points de % que Pon désire - par M on méne une droite va-
risble [J, qui coupe & et A’ en M| et A5 ; lea perpendiculaires respectives
i A en M{ et & A" en M se coupent (car olles ne sont pas paralléles) en
un point A € # et il est immédiat qu'a dewx droites 1 distinetes corres-
pondent deux points M’ distinets. [l ¥ & toutefois deux exceptions @ cetts
eonstruction ne donoe pas de point si D est paralléle & A ou & A7,

En fait, nous allons préciser un peu les propriétéa de # : o'est une hyperbole
dont nous allons construire les asyvmpiotes (et done le centre}. Cette étude
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sera utile dans Pinterprétation ultérieure du nombre de points d'intersection
enbie 008 Conigques.

Woici une caractérisation d'une byperbole et de ses asymptobes, doot on
trouvera une preuve en annexe [voir le A=3) ; soil une conigue [0 e une
direction D de droites ; &% toutes les droites de direchion i) coupent 1" en au
plus un poind of qu'l enisle une drotle Dy de divection i) qui ne renconite
pas T, alors T esl wne hyperbole non dégénérde, .E_ZI" en 25l une direction
asymplofigue el Dy en est une aspinplobe.

Llextstenee de Dy ne rencontrant pas I est importante, car, sinon, I serait
une parabole (et n'aurail pes d'asymplote).

Repgardons les droites de direction orthogonale & A; 5t m € A, un seul
point A" de 2 appartient & la perpendiculaire D, eo m i A, En effet, la
droite M coupe A® en un point m' et le seul point A" possible doit se pro-
jeter en m' sur A’ : clest done l'intersection de Dy, ot de s perpendiculaire
en m' & A% Inversement, ce point convient.

Toutefods, il existe un point m pour keguel cette construction dchose @ c'est
le point My intersection de & et de la paralléle en A 4 A7, La caractérisation
précédente (appliguée & la conique % et & la famille des perpendiculaires
i A) montre que # est une hyperbole non dégénérée et que la perpendicn-
laire Dy en M) & A en est une asymptote (voir la demi-figure de gauche).
La demi-figure de droite s'applique aux perpendiculaires & A" cette fois et
etablit de mime que Uantre asymptote 1) de # est la perpendiculaire 4 A’
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mends du point My, intersection de B avee lo paralléle menée de M & A
Le centre {1 de & est le point d'intersection de ces deux asymptotes (58},
La figure générale précédente récapitule, elle, toutes cos constructions,

M, F mh S A CAm N oA
Mous avons désormais jetd toutes les bases nécessaires & la constriuction de

chacune des trois coniques %45 a0 0, Fpe pan et Poacp s, que nous
savons méme étre des hyperboles.

Le point M du plan étant donné, seul un caleul asses long permet de savolr
combien de tangentea & 'hypocycloide vont v concourir. En fait, nous nous
contenterons de montrer que ce nombre est non nul et inférieur ou dgal & 3
la preuve se trouve & I"annexe & -3, Toutefois, on peut mener le caleul & son
terme et &tablir qu'il est égal & 1, 2 ou 3 selon respectivement que M est
« extérieur » & cette courbe, sur cette courbe, ou « intérieur » & cette courbe,
les adjectifs extérieur et indérieur étant & prendre au sens géométrique du
terme, et non topologique (5%, L'étude qui suit montre que le nombre de
points d’intersection de nos trois hyperboles est effectivement inférieur ou
égal & 31700,

Deux coniques non dégénérées peuvent avoir jusgu'd guatre points d'in-
tersection. Toutefois, ich, Fag acw ot Fpeo pa v par exemple ont une
direction asymptotique commune qui e2f orthogonale & la droite AE, Tout
s passe comme sioelles avabent un poiot d'intersection & 'infing, et cels
diminue de 1 le nombre de points d'intersection 4 distanee finie, Clest com-
patible avec le résultal dvoqué & 1'instant,

La figure qui suit représente le cas d'un point M duquel trois tangentes
peuvenl dre mendes, Mous avons appelé pour simplifier nos trois hyperboles

BN noter ques 'angle des paymptotes eat Sgal & celul dos deoites A ot A°. L'hwpechals %
e dquilasdre s, et peulement ai, & et A" sont orthogonales,

D pilbeurs, pour la topologie euclidienne, intériear de cetts courbe est vide, Bigou-
reusement, Ihypocyclofde est un arc de Joroan dont be complémentaire posséde deusx
compoaantes connexes, wne non bornds, " ectérkeur 5 ot une bornde, |'« mierer =

TOhfnis o0 se soaviendra que, 5k un polnt M est obtenu par o constraction de 1'in-
tersection précddente, il faut encore conatruing as droite de Spmesos pour e déduire wne
tangente passant par .
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La. Lg et Lo respectivement, My, My et M leurs trois points communs,
et By, £y, By les droites de S1M80N correspondantes.

4.2.8. Le Hy par la face Sud : le probléme P

Pour attaquer l'aréte SIMS0N par la voie P, nous devons mettre en ceyvre
{trois fois) la construction d'un lieu 2, o 0 du type sulvant : &ant donné
une droite & et deux points H et M, déterminer le lieu #5, o o, des points
M’ tels gque le point M, le millea M de FM' et la projection m' de M’
sur & soeot aligngs,

Pour la méme rason qu'au I1-4.2.5, ce lieu est une conique, Elle passe
manifestemnent par le symétrique My de H par rapport &4 M puisque le
milieu de H My est M. Ce point appartient dailleurs an lieu quel que soit
le choix de A,

Choisdssons un repére orthonorme du plan dont Vorigine seit H, et tel que
P des abscisses soit paralléle & la droite A, Une équation cariésienne
de A est alors de la forme ¥ = A, et M a des coordonnées que nous
appellerons (e, #). Pour un point Mz, y) du plan, le point m' a pour
conrdonnées (x, A) et une dquation carbésienne du lieu est donc

X X2 o
A Y2 ogl=0.
111
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Catte équation équivaut trivialement & la suivante (il suffit de développer
le déterminant et de factoriser) :

(X =a)Y = - A)=a(l-d).

O reconnadt jel Mégquation cartésienne d'une byperbole équilatére, dventuel-
lement dégénérée, d'asymptotes paralléles aux axes (c'est-d-dire en toute
gtméralité paralléles respectivement & A et & la direction orthogonale & A).

Le centre £y de 'hyperbole a pour coordonnées (o, 84 X) ; or, e point Ms &
pour coordonnées (2, 23) et le symétrique H' de H par rapport & A a pour
coordonnées (01, 24). On peut done construire (g comme milieu du segment
MyH'. Ensuite, les asymptotes sont la paralléle et la perpendiculaire a A
s de Ty, la seconde étant Ml lorsque ces points sont distinets, oest-
B-dire borsaque A # 0,

Cette hyperbole dégéndre en la réunion des droites d'8quation cartésienne
X=metY = 3+ %, clest-d-dire de ses asymptotes, lorsque ok = 3) = 0.
Le cas o = 0 correspond & "égalité H = M ou & l'orthogonalitéd de A ot de
la droite H A ; le cas A = [ correspond & l'appartenance de M & A, Dans
les deux cas, Je tracé de 'hyperbole revient & eelui des denx asymptotes,

Mis & part ces cas, 'hyperbole est équilatére et non dégénérée, 5i la droite
HM n'est pas paralltle & A, ces droites se coupent en un point Hy, de
U'hyperbole (en effet, o projection de By sur & est By, alignd avee M et
le milbew de HH, ). Comme cette courbe est symétrique par rapport & ses
deux axes, qui sont les bissectrices des asymptotes, cela suffit « en général »
pour placer de nouveaux points, en nombre suffisant ™) pour permettre la
construction par CABRL Sinon, on peut recourir & la constructbon qui sult,
permettant Pobtention d'un mombre arbitraire de poiots : on choisit un
polnt g sur &, on trece la droite D = Mmyg ainsi que la paraliéle D' & D
en Hy. Cette droite coupe la perpendiculaire D% & A en my en un point my
du liew, qui est en cutre son seul point d'intersection avec 0.

En effet, pour gu'un point M™ de D" soit sur I'hyperbole, i1 faat et [ sufit que
le milleu M de HM' solt alignd svec M et la projection de M” sur A, qui est
précisbesent g, Cela se produit 8, b seulement g, 1& point M™ appartient & ¥,
«'esit-dedite encore s, ot senlement si, M est sar 0,

Cetle constructbhon chouws s, eb seulement &i, [ et [F sont paralléles, o'est-tedire
s, et seulement i, mp est la projection de M sor A

Compte tenu de la caractérisation des directions asymptotiques énonofe
an [1-4.2.5, cela confirme bien qu'une direction asymptotioque de hyper-
bole est « verticale » ef cela confirme la position de Vasymptobe « verticake s,

VA moins cing-
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Pour obtenir les points M* dont la droite de SimMsonN passe par M donnd,
il reste done & former intersection ¥ pe gy N Foy g 1 #F g g ot
de prendre les dispositions nécessaires & propos du point Mp selon qu'il
appartient ou non au cercle circonscrit,

Ly

i
]
I
]
i

Dans la fgure qui précéde, nous svons désigné par exemple par Ly 'y per-
bole Fgo gy ap o les sutres noms s'en déduisant par permutation circulaire.
Ici, Iz point My n'est pas sur ce cercle et ne convient pas : les droites de
SIM30N passant par M sont celles des points M, avec 1 £ i £ 3, mais nous
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ne les pvons pas trackes pour ne pas nuire A la lisibilité de la figure (oo truce
gera effectud au contraire dans un cas particulier évoqué un peu plus loin).

Une propriété remarquable de la figure est & signaler : lorsque les droites
de S1Ms08 de trofs points distinets M, M3 et My passent par un point A,
alors 'orthocentre du triangle Ay M. My est le symétrigque de H par rapport
au point M,

En effer, chacune des trois hyperboles équilatéres passe par les points M.
Nous verrons au ITI-8 qu'elles passent alors aunssi par |'orthocentre du
triangle Ay Ms M5, Or, nous avons vo que le quatritme point comimun &
nos hyperboles est précisément le symétrique de i par rapport & M.

I ¥ & toutefois un cas particulier & prendre en compte @ celui ob le triangle
M MMy est rectangle, en My par exemple, Dans ce cas, I'orthocentre est
My, el mon un quatriéme point, et les points M3 et My sont symétriques
par rapport & O, Mous svons vu au I1-4.2.3 que les droftes de Sivson
des points My et My se coupent orthogonalement en un point H' du cercle
d'EviER, Ce point H' est done le point de concours M des troig droites de
SIMS0N.

Aver Jes notations du 11-4.2.3 utilizant des affixes, M, a un affixe z, celui

+ b Z
de My est alors —z et celui de M est alors 2 tel que 2 2-|h":+E =
b :
ﬂ+2 e Eﬂﬂti;' c'est-d-dire Z = —abe/z? ; en outre, 'affixe du point H' =
T
Mmtﬂ+b+r « Le symétrique de M par rapport & /" 5 pour affixe

C2a?
—abe/z* etona H' = M = M,. Le résultat subsiste done dans ce cas aussi.

Cas particuliers intéressants. Soit un trisngle ABC non rectangle ; choi-
sissons alors pour M lorthocentre H du triangle. Quelles sont les droites
de BIMs0N passant par T

[Vaprés la méthode Py, nous déterminons les hyperboles équilatéres du
tvpe Fy g, o0 A est 'une des droites portant les cités du triangle. Vu
I'égalité H = M, chacune de ces hyperboles dégénére en la réunion de Ja
droite A et de la perpendiculaire en H & A, cest-d-dire en la véundon d'un
cité et de la bauteur Bsue du sommet opposé.

II eat -EIDI'E- immﬁdl.at que EEC,H.H M E‘E':AIHIH ] -IFA R.HH esl, f-l.'-lll'l'l.'l'ﬁ d.-E
quatre points ; les sommets du toangle ot 'orthocentee H, Comme Portho-
centre d'un triangle non rectangle n'est jamais sur le cercle circonscrit (73,

T3upposons H sur le sercle circonserit; il cofgcide de toute fagon sver au plus un
somnmet du triangle, 5i par exemple B ¢ B # O, pous consbdérons e symétrique B de
H par papport & B 11 st ol aesi sor ke cercle circonscrit, voir ¥W=2. La médiatrice de
I passs done par O or, cette médiatrice est BC. Done & € BO L le trisngle est
rectangle en A.
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les droites de SIM30N passant par H sont celles que nous connassions déja,
cegt=fedire celles des sommets, o'est-d-dire encore les hauteurs du triangle.

Aver la méme hypothése sur le triangle, choisissons pour M le centre {1 du
cercle d'EULER du triangle. Par exemple, Ihyperbole 5~ o passe par le
symétrique de & par rapport & {1, c'est-d-dire le ceptre O du cercle cireons-
erit alnsl que par le symétrique H)y de H par rapport 4 BOC, symétrigne
qui appartient au cercle circonscrit {voir au V-2). En outre, Iz centre de
Phyperbole est e milie de O HY , vu notre étude générale, Le cercle circons-
crit au iriangle coupe donc 'hyperbole en un point symétrique du centre
{du cercle) par rapport au centre (de 'yperbole). On sait alors que ce
cercle recoupe |'hyperbole en trois points formant triangle équilatéral (voir
au ITI-8). Cela confirme le résultat du caleul effectud en annexe et dvogudé
au IT-4.2.5.

Dans la figure qui suit, nous avons désigné par L), Uhyperbole #5. 4o,
les autres poms s'en déduisant par permutation civculaire, e, pour chague
i compris entre | et 3, par ¥, la droite de SimMson du point M.

&

4.2.7. En guise de conclusion

De fagon imagée, les constructions géométriques s'effectuant i la régle et
Al compas permettent les € guatre opfrations » dans e corps de base, ainsi

Au IIL-8, nous pourross dtablir co resaltat d'une autre maniére : linverss isogonal
d’un poiint du cercle circonscrit distinet d'un somneet et & 'iafing,. O, Morlbocsnkre
dun trisnghe non rectangle admet toajoars un inverse sogonal A distance finie, savair b
centse du egrcly circamserit,
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que les extractions de racines carrées. 5i 'on introduit 1'outil conigue, bes
extractions de racines cublgues deviennent possibles elles sussi,

Le becteur désireux d'approfondir pourrs trouver cela détaillé de manitre
exhanstive et rigoureuse dans le passionnant article de J-M, ARNAUDIES
et P. DELEZOIDE, [3], cité en bibliographie.

[tésumons ce qui éclaire nos propres constructions. Nous identifions le plan
affine eyclidien & T el nous supposons que nous disposors d'une figure
initiale, ¢'est-d-dire d'un ensemble fini # de points dont en particulier les
images des complexes 0 et 1, Appelons K le plus petit sous-corps de © qui
contienne les affixes des points de 3 et qui soit stable par 'application de
conjugaison 2 € C—— F e CTH,

Dans ces conditions, un point M d'affixe zy est constructible & lo régle ef
au compas & partir de la figure #* =i, et seulement si, il existe une tour finde
dextensions de corps

Koo KyC-C K,

telle que zp £ K, ef que chaque K,y soit une extension quadraticue (74
de K, pour 0 = s 5 r= 1.

Dans 'énoned précédant, constructihle a la régle of auw compas est 4 prendre
au sens évident du terme : chaque construction intermédiaire consiste soit
en le tracd d'une droite passant par deux points de la figure (outdl régle)
ou d'un cercle centré en un point de la figure et passant par un second
poind de celle-ci (oudd compas), soit en "enrichissement de la figure par
des points d’intersection de deux cbjets séeants obienns & aide des denx
outils précédents. Tout pouwwean point peut servir dans une construction
ultérienre et l'on accepte un nombre fini d'utilisations de chague outil,

Nous ne définirons pas la constructibilité @ la régle, au compas of avec outil
conique puisque cela reprend la méme définition, avec un outil de plas.

Il n'est pas envisageable de tracer des coniques sur une feville de papier,
ol alors tout tracé sera approcimatif (4 main levée, 51 on est adroit) ou la-
boriewx '™, En revanche, certains logiciels graphiques représentent sans so
faire prier une conique dont cing points sont connus et permettent de réuti-
liser dans lea constructions Jes points d'intersection, pris individuellement,
des ohjets graphiques {droites, coniques dont bes cercles (7))

TACette cluose de stabilité et Importante ; T+ = & QU1 +ix) alors qu'use construction
aussi classique qu'dbmantaire permet de construire 4 la sdgle ot au compas Vimage de
I —ir & partir de celles des complexes 0, 1 et 1 4 .

M corps A7 est une extension quadratique d'un sows-corps K 8%l eciste wn sbément
x dans K'Y\ K tel que 2% € K o tel que K = K] = {u+ | (u.0) € K7}

TEEvoquons seulement pour mbmoire kb track de Uellipse du jordinder © celui-ci n'est
pasalble que s Von connait bs dews foyers of Ta Jongoeur du grand axe

"8 Les cercles sont des conbques privilégies pulsqu'il sufit d'en fournic be cenitre #1 un
point.
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Avee cetbe latibude supplémentaire, un point M d'affixe zyy est constructible
i ln régle, au compas ef avec Uowld conigue & partir de la fgure 3 =, ot
seulement s, i existe une four finie d'extensions de corps

oo Ky o - K

telle que zp € K. et que chaque K,y soit une extension quadratique ow
cobique ' de K, pour 0 £ s € r =1

Les Grecs savaient déja que le probléme de la construction de 32, dit
probléme de Délos, se ramenait & la recherche du point d'intersection des
coniques d'équation respectivement XY = 20t ¥ = X2, Il ne leur manguait
done plus que lordinabeur et la souns (hors de prix & 'époque).

Revenons enfin & nobre hypocyeloide & trois rebroussements, Mous avions
identifié le plan affine ewclidien (oriente) & O el désigné par o, b et o les
affixes des trois sommets d'un triangle. Les points du cercle circonscrit 4
ce trisngle et dont la droite de SIME0N est une tangente de rebroussement
ont des affixes solutions de 1'équation £* = abe qui ne sont pas en géndral
constructibles & la régle of au compas & partir de la figure formée par
le trangle, quoigqu’ils puissent '8re daps des cas particuliers (lorsque le
triangle eat doquilatéral, par exemple).

En revanche, l'adjonction de ' outil conigue autorise la détermination de ces
points, puisqu'il suffit de construire les droites de S1Ms0N passant par e
cenbre du cercle d'EULER du triangle. Cela est conforme avec les résultats
ghnfraux fooncts dans cette section, puisque, précisément, les solutions
de I'équation 2% = abc appartiennent & une extension cubique du sous-
corps Ky correspondant & la figure initiale, celle formée par le trianghe
donné,

T corps K eab une extension cubigue d'un sous-corps K s'il existe un Sément T
dans K'Y\ K tel que 2 € K ot tel que K = Klr] = {4+ o1+ e | (u,0,w) € K7}






Chapitre III

Correspondances
remarquables liées a un
triangle

1. L'inversion isotomique

1.1. Dfinition

Considérons un point M du plan dan triengle ABC, Supposons dans un
premier temps que M n'appartient & ascune des droites mendes d'un som-
met du triangle parallélement au cbbé opposé. Alors, la droite AM coupe
BC en M4, et on définit de méme Mg et M. Appelons MY, le symétrique

de M 4 par rapport au milien 4 de BC et définissons de méme Mg et M.
Nous allons montrer que les droites AMY, BMp et CM[, sont paralléles,

ou, sinon, concourent en un poind M"Y que Von appellera Minverse [ou

o remarquera que o poing se construit & baorégle ot au compas & partir des poinis
A, H, 2 et da point M donné

- 121 -
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le conjugné 21} isotamique de M. Lorsque ces droites sont paralléles, nous
pourrons considerer qu'elles coneourent en un poiot MY A& Uinfing dans e
plan projectif Py (R).

Dang le cas oi les points Mg, Mp, Mo, M}, Mg et M5 sont distincts
des sommets du triangle, on peut méme précizer qu'ils appartiennent & une
méme conique : cela résulte en fait du théoréme de CARNOT, voir au [1-4.1.
En effet, on a par exemple BM, = —C M), ainsi que cing autres égalités
enlre longueurs orientées, de softe que le quotient caractérisant I"apparte-
pance & une méme conbgque vaul blen 1, aprés simplification. Comme jes
droites AM 4, BME et UM concourent, 'exercice du 11-3.1 montre alors
le concours des droites AM), BMy et CM.

Comme ces deux pisullals requéraient. tout de méme quelgues calenls consis-
tants, pessons maintenant & une démonstretion directe du concours an-
DnCE,

Boit {z, v, 2} des coordonnées barveentriques de M ;) alors (0, ¥, 2} est un
triplet de coordonnées baryeentriques de My ; pour s'en convalners, remar-
quer que My est sur le coté (BOC) et que les points A, M et My sont
alignés : voir pour cela les formules du 1-5.1. On introduit meintensnt le
point MY de coordonnées barveentriques (0, z,y) : alors,

[y 4 zF 4 M 4 =gﬂ3—;ﬁ F 2G40 = —yG a0 = 2G4 B = =y + 1G4 M7,

dof suit que GaM5 = —ﬂ‘,q,."t:l',.; puis que M = M. On obtient de la
méme fagom les points M, de coordonnées barycentriques (z, 0, x) ot M5,
de coordonnées harveentrigues (y, &, 0). La droite (AM,) a pour équation
barveentrique ¥Y = 22 = 0, et les dquations des deux autres s'obtiennent
par permutation circulaire, Pour conclure, il suffit de vérifier la mallitd du
déterminant

0 v =z
D: —I | x
I y 0

BAM, BM?
Jusque-14, on peut se dire qu'il edt suffi de remarquer que et =4
4 R s Y PR VI

sont inverses 'un de I"autre, et d'appliquer le théoréme de CEVA plutdt que
de metire cn branle les lourdes formules précédentes,

En fait, ooz caleuls en dizent plus @ on peut résoudre le systéme suivant,
pour déterminer les coordonndes barveentriques du point de concours MY

*Mnis an priférera parler diimeerse, le terme de comjugud faisant double emploi wec
cebui défing an TE=2.8.
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de nos droltes -
¥ —zZ =10
=X +2Z = 1)
X —pY =0.

On en tire tout de suite le triplet cherché @ (yz, zz, Ty).

1.2. Cas particuliers

Tout cela appelle plusieurs guestion et remargues :
= Quand les trods droites sont-elles paralléles ¥ Comme nous 'avons v dans
la section I-4.4, cela ze produit si, et seulement si,

0 y =z
=xr 0 zl=gertiz4zy=10,
1 1 1

et cela correspond bien au fait que le point MY de coordonnées baryoen-
trigues (yz, 22, oy est & infini. L'ensemble des points M de coordonndes
barycentriques (X, ¥, Z) tels que Y2 4 ZX + XV = 0 est une conique
circonscrite au triangle, voir 11-2; comme le laisse supposer la symdtrie
des roles jouds par les variables X, ¥ et 2, cotte conique est centrée au
centre de gravitd 7 du triangle (maiz, c'est aussl une conséquence des
formules du IT=2.4), elle passe done aussi par les symétriques respectifs
A, B et O de A, B et O par rapport & 7. En outre, son équation
cofrespond au cas p = g = r = 1, pour lequel on a 8§ = —3; ootte
conigue est done une ellipse et elle a regn le nom d'ellipse (circonserite)
de BTEINER du triangle ABFC,

Cette conigue est ellipee d'aire minimale qui contienne le trisngle dans
son & intérieur . Elle ne dépend pas de l'ordre dans legquel on émameére
les sommets de ce triangle ot joue, d'une certaine muandére, le role du
cerele eireonscrit, mais dans le cadre affine ¥, De son cité, et nous le
verrons bientdt, le cercle crconsenit intervient dans une autre inversion

5D maniére plus précise, si f est Papplication affine qui eovoie les sommets d'un
trianghs AFC (non aplaii) respectivement sur les spmmets d4'un second triangle A° 87
{non aplati), alors Pimage par [ de Vallipee de Steives de ABC st ellipee de STRINER
de ATB'CY ) en pevanche, le corcle citeonscrit me ouil pas de lo mime sollicitude de
In part de f, saal &, ot seulement sl les trlangles sont semblehles, aoguel can f oest
une similitude, S un triangle AR est isocdle en A, Dellipse de STmuer ot e cerche
circomserit sont tangeots cn A, ot mémes confondus si (et seulement si) be triangle est
énuilatéral. Dans ks autres cas, ils se coupent, mis & part les trois sommets, en un
qualféme point, dit poind de Steiner du triangle, et dond bes coordonnées baryoentriques
poat [(a¥ — BEc® — a®), (8 — F)a? — 87, (c® — a? )b — 2], Une géndralination de
celle inlerssction eatse coninues circonscrites iMerviendrs paturellement dans 11I-2.2.
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lide au triangle ADC.

.

- DRgignons par &y la droite mende de A parallélement au odté BC, et

par &g ot Ag les deux droites définies de manitre analogue aprés per-
mutation des sommets A, B et O, Nous n'avons pas encaore envisagd be
cas oi M appartient par exemple & Ay, 50 M est le point A lui-méme,
alora la droite AM n'est pas définie, en revanche on & Mp = My = A,
puis My = O et Mj = B; les droites BMY}, et M sont bien définies,
mais confondues avee BC @ le point M n'est done plus défini (Lout se
passe comme si 'image du poiot A = éclatait » par I'inversion en tout le
ciité opposé B,
Si au contraire M de coordonnées baryoentriques (x, y, z) appartient &
&4 privee de A et de ses points d'intersection aves Ag, Ao et Pellipse
de STEINER, alors des calculs analogues & ceux du cas général &tablissent
que Mz, My puis My et M. sont bien définis et que les droites BA | ot
CMp se coupent epcore en e poiot M de coordonnées barveentriques
(yz, zz, zy) qui appartient & My,
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En outre, le point Mg est & Uinfini sur la droite &4 @ on peut alors
congidérer que My = M4 et que AMY = A 4 autrement dit, le concours
des trois droites du cas général est conservé, Clest un bon exercics gue de
le vérifier [on commencers Par MMATGUET guune Sgquation barycentrigque
de g est ¥V 4+ 2 =10,

Rieste enfin, mais, promis, c'est find, e cas ot M est par exemple le point
diintersection de & 4 et &g, autrement dit ke poiog tel que e quadrilatérs
AM BC soit un parallélogramme. Seul le point Mo est alors bien défini,
c'est mimne le milien O de AR, et on a anssi ML = . On pourra
toujours considérer que AMY = Ay et BMY = Ap et donc que M’ =
M. En fait, les coordonnées barveentrigues de M sont (1,1, =17 et les
formules & ginérales » donnent elles avssl pour MY les coordonndes ba-
rycentriques (=1, =1,1) ; cela confirme que M = M.

— Lz poing M qul vient d'étre trowve est laissé fixe par Uinversion. Y en
a-t-il d'autres 7 5i un poiot M de coordonnées barycentriques [z, ¥, 2} est
laissé fixe, alors il existe X £ B tel que gz = Az, 2z = Ay et oy = Az,
Cela implique que Tyz = Ar® = Ay® = Az et done que = = 4y = 4z,
Inversement, le point de coordonnées baryeentriques (1, 1, 1}, o est-d-dire
I'isobaryeentre du triangle, et fixe, de méme que ceux de coordonnées ba-
rycentrigques {1, 1, —1), nous venons Jde 'sfudier, (1, —1,1) et (—1,1,1} :
il s construisent de la méme fagon, aprés dchange des rles des sommets
A, Boet O Comme [z, ¥, 2) n'est défini qu'd un facteur multiplicatif non
nul pris, il o'y & pas d'autre poiot fixe, Mous en resterons & quatre,

Il n'est pas mauvais de récapituler les cas d'existence de inverse d'un
point M ;& l'on s'en tient au cadre affine, un point M admet un inverse
si, of seulement si, il n'appartient pas 4 Uellipse de STEINER. 50 'on
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consent & considérer Uinversion comme application d'une partie du plan
projectifl véel dans une autre partie, alors on conzidérera que seuls leg
soonmets du triangle n'ont pas d'inverse,

51 le point A est sur le coté B, mais distingt de 5 et de 7, on vérifie
tout de sulte que M' = A : de méme que A éclate en le cdté BC, le cité
B se « rétracte » par l'inversion en le point 4.

A vrai dire, cela n'est quun des aspects du fait suivant ; i on restreint
Ir plan affine F & une partie 3 que nous allons définir, alors Minversion
isptomigque est une involution de # sur clleméme. Prenons en effet
pour & le plan P privé des troiz oités du triangle et de Pellipse de
STEINER circonscrite, définie supra : autrement dit, # & pour équation
baryeentrique le aystéme

(XYZ#O0YZ+ZX + XY #0,X +Y + Z £0).

Il est imeoddiat que si (x5, 2} vérific oo systéme, alors (yz, zz, Y] |2
vérifie aussi puis que le point de coordonnées barycentriques (zxxxy, ryx
Yz, 4z ¥ zx) = ryz % (x,y, 2) et confondu avee celui de coordonnées ba-
rycentriques (T, 4. 2.
Le foisomnement des cas parficaliers rencontrds dang colie seclion deiral
persuader le lectewr du Men-fondé de Vapproche projective de la Géométrie;
lea cas de parallélisme se fondent alors dons lo moasse !

2. Droites, coniques et inversion isotomique

Mous avons déji désigné par # le plan P privé des trois oités du triangle st
de 'ellipse de STEINER circonscrite E ; en outre, appelons dans toute cette
section @ le plan affine privé de l'ellipse de STEINER du triangle AHCT,
el i l'inversion isotomique par rapport au triangle, Consldérons maintenant
une droite affine ' du plan qui nest pes un cdté du triengle (dans le cas
conbraire, Eon image serait sans intérés ), Mous nous intéressons el & Uimage
& de DV @ par 1.

Soit une &quation barycentrique de D, disons pX + qY + r& = 0, avec
ipgrd @ (0,0,00. Un point M de coordonnées barveentriques [z, w, 2],
aver iz # 0 (et x + 3+ 2 # 0}, appartient & A g1, ¢f seulement si, on a
11 11 11
PLELT g g L1 11,
r ¥y z ¥z I Ty
Cela équiveut & pyz +gzz+rzy=0, avec T+ y + 2z £ 0

Si an contraire xyz = 0, M est sur un cdté du triangle @ si c'est un som-
met, pous ne pourrons avec la meilleure volonté du monde bui sttribuer un
inverso, mais 8’ est par exemple sur le oité AR privé des points 4 e B,
alors son inverse est le sommet opposé O,
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Dans tous les cas, nous avons montré que, si M € A, alors o M) appartient
A la conigue circonserite I d'Gaquation pb" 2 +qZ X +r XY = 0, Nous vérifie-
rong wlbérienrement que 1 A) est en fait la conigque T privée d'un nombre
fini de points lorsque [ ne passe par aucun sommet du triangle : il va
donc étre crucial de distinguer les cas qui suivent,

Pour simplifier nos sous-titres, nous convenons d appeler droile ofimenne
tonte droite passant par un des sommets du triangle de référence,

2.1. Linverse isotomigque dune droite cévienne

Moyennand guelques conventions d¥noncéd, nous allons dabliv que 'image
i 'une cfvenne par {inversion fsoformigue esf une ofvienne issue du méme
sonmel.

Supposons que la droite [ passe par A son équation harycentrique est
de la forme g¥ + vZ = 0, avec {g,r) £ [L,0) et la conique [ a pour
equation X{r¥ + g2} = 0, Done, T dégénére en la réunion du cété BC et
de la droite D' d&guation rY 4+ 9F = 0, qui passe par A, Puisque nons
avons remargud que le point A « éclate s en le cbbé B, o chié représente,
d'une ceortaine maniére, la contribution du seul point A & l'image de D, la
droite 1) contenant, elle, 'image du reste de la droite 0.

Précizons cette image un peu mienx : les droites [ et I coupent respec-
tivement le cbbé opposé B en des points m et m', et recoupent £ en
des points 7 oot 7', Comme ¢ est une imvolution de # sur elle-méme, tout
point M de I, distioct de A, m el 7 a son image par ¢ dens [V, mais
distincte de A, m' et 7', Comme lea ridles de [ et [ sont symétriques e
gue ¢ est imvolutive, cels montre que

DY fA,m 7)) =D {Am". o'} .

Les points A et 7 n'ont pas J'image, et le point m admet A pour image.
Finalement, nous avons une image pour « presque » tous les points de 00 :

A0y fAw =D {m' 7'}
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A vrai dire, le point m’ manguant correspond & la limite de o{ M) lorsque M
tend vers A et le point ' manguant est la limite de o M) lorsque M tend
vers 'infini sur la droite 13,

3 D oest la droite Ay, alors IV = [ Ie point moest rejebé & V'infini et le
point T cofncide avee A ; nows aurons alors of DY {A}) = D { A}, Le point
manquant, A cette fois, est la limite de (M) lorsque M tend vers 'infini
sur la droite 12,

Pour ces ralsons, et pour simplifier nos formulations, nous pourrons dire
dans tous les cas gque o[ [Y) = [V, Comme la figure le montre, la droite ¥
s'obtient aussi & partic de D par la symétrie affine o4 par rapport i la
médiane AA’, parallddernent an oité BC Y. Définissons de méme les sy-
métries affines o et @ cela nous permet de formuler d'une autre fagon
la construction de inverse d'un point M ; 51 M n'est pas sur un des cbbés
du triangle, les droites o (AM ), og(BM) et oo(CM) sont paralldles, ou
ge coupent en le point of M.

2.2, LMinverse izotomigue d*une droite non cévienne

L 'miersion tsodomique ne dmfte pas § dgalild céviennes of non-céviennes |
i une droile ne passe por aucun sommed du trangle ABC, son inverse
isotomique o5t une conique circonscrite, Linversion dsogonale fail de
méme [ voir ITI=5. De son cdiéd, Mnversion géomélrique, que nows défi-
nirons en V=T, agil différemment sur les droites passant, on ne passent
pas, par son péle.

L'éguation baryeentrique d'une droite £ ne passant par aucun sommet cst
celle fois de la forme pX +q¥ ++Z =0, ol p, g et r sont fous les frois non
nuls. Happelons en outre que p, g et r ne sont pas tous éganx (sinon, 0
gerail la droite de UVinfini), Nous savons déjd que of DY) est meluse daos la
conique circonscrite ' dégquation baryoentrigque p¥ & + 92X + 7 XY =10
comme D coupe chague cité du triangle en au plus un point, et Pellipse £
en an plus deus poiots, DO F est done la droite I privie d'au plus cing
points, Pour sa part, T' ne repcontre les cbids du triangle qu'en les points
A, B et O et rencontre T en ces points, plus en géndral un guatriéme, que
nous appellerons Dy, de coordonnées baryoentriques

((p—r)la—p)ig-p)r—ghir—qilp—r)).

En effet, la résolution du systéme pys + gex b rzy = sz 4 oy + gz m 0
peut s2e ramener & celle, plus classique d'un avsiéme lintaire @ d'abord, on
cherche les solutions de la forme [z, y,0) par exemple et on trouve alors
les sommiets du trisngle, On cherche ensuite les solutions pour lesquelles

IMais on notera bien que la formule = globale » o D) = o400) ne signific pas gue,
poar un point A de £ on a aussi (W) = o M.
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ryz #F 0. Pour celles-cl, on & pyz <+ ger+rey = 2r+ey+yz = 0, cest-d-dive
1 | 1
-
E+E__=_+_+:=|-|:_
roooy oz E -

et on obtient tout de suite, & un fecteur multiplicatf non oul prés

(Ve w1zl ={r—qp—r.q—p.

51 p # g & ronous avons bien troud le gquetriéme des points annoncés. Le
compte v st

Au contraire, si par exemple p = g, nous n'avons pas de quatriéme point,
Leguation de I est de la forme ple+ gl +rz =00 elle est paralléle & AB,
et celle de I7 est alors pziz + 4] + roy = L Vol vient qu'elle coupe X en
un point de moins que les autres 7 DVaprés la section I1-2.8, ks &uations
barycenteigues des tangentes respectives en C A R et AT sont 2+ =0 et
4+ pr = 0. Voilé donc la raison : les deux coniques sont tangentes en O,
de sorte que ce point compte pour deux dans e cardinal de 'intersection.
Retowrnons an cas géndral, saroit o 2 b 2 o5 Le lectewr soupconnens s demandera
peut-itre &l (g — rlig — o), (g — piir — gl (r — g}ip — ] est bien le triplet de co-
ordonndes baryveentriques d'on point & distance finie ! [Vabord, qu'il seit & Pinfini
ne serail en rien ginant. Ensuite, gu'on point (péel] dume ellipse soit 4 Pinfind
scrait ftonnant, Maks wirifions quand miéme ;

ip—rilg—pl+ig—pllr—q) +ir—glip—r]

lg=r #(r=pF o+ (p =)
2

Cette guantité n'est done pas nulle, pulsgue p £ g # v 1l n'est gans donle pas

nécessaire de rechercher une astuee de ce genre chague fois quiil faut Studier

le gigne d'uns forme quadraibgue, puisguee le cours est Ld pour cela @ la forme
quadratique @olx,w, 2) = —(2¥ + v + ¥ — gz = zr — zy) a pour matrice (dans

la hase canonique)
1 (—:a 1 1 )
Fe= 5 1 FLU A
1 1 -2

dont les valeurs propres sont O (simple) et =372 [double], toutes deux négatives
ou nulles, La forme g est done négative ot e prend le valear @ que lorsgue
(x.y, =) F = (0,0.0], Un cabeal simple confirme que cela se prodoic s, of seule-
meent 5, ¥ =y = &, oo gue nous avlons cechi.

Ces digressions nous ont quelque peu &loignés de la discussion de Mimage
exacte A de DM@ par 1. Comme dens la section précédente, on a que
d DM &) = ' & Dans le cas pénéral, celui ot D coupe ks trois oftés
du triangle, les images par i de ces trois points d'intersections sont A, B
et O3 les dventuels points de DM E nont pas d'image par @ et nous avons
done finalement & =T {Dx].

=—(p+¢ +ri+gr+rptpgl =
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51 maintenant D || BC, la méme discussion montre que O n'est pas dans &,
mais cette fois Dy = O ona done encore & = 'Y { Dy}

Dans tous les cag, nous dirons encote que 3 2] = [, d'autant plus volontiers
que be point & retirer ¢85t en fait la « limite » de o M), lorsque M € I tend
vers le point & Uinfini de 0.

Evidemment, on a aussi (' E) = D1 # et nons direns pour simplifier
que 1[I} = D13,

Quel est ke genre de T'7 Intuitivement, ' & autant de points & Uinfing qu'il

v a de points d'intersection de ¥ avee E, puisque @ envoie tous les poinks
de T4 Uinfini. Vérifions oe Fait.

Une &gquation barycentrigque est pX + gY + 2 = 0 pour D et p¥E +
gEX + v XY = 0 pour T. Le genre de I est donnd par le signe de 5§ =
P4 4+ r* —2gr — 2rp — 2pg. Un point M de coordonnées barycentrigues
[z, ¢, z) appartient & DNE si, ot seulement =, prtgy4rz = yedzrdzy = L
Cela dquivaut &

”
rey — (px + qy)(z +y) = 0.

On & rry - (pr+ qu)(z + ) (pz® + (p+ q — r)zy + qu”) et une discus-
sion analogue & celle effectuée an 1T-2.8 montre que DOE comporte 2éro,
un o deux points selon gue, respectivement, le discriminant de oe Erindmse,
savoir & = (p+q — )% — 4pg est strictement négatif, nul, ou strictement
positif. Or, § = 8, de sorte que

gl & < 0, D) ne rencontre pas E et T est une ellipse ;
- &1 § =0, I} rencontre £ en un point et I et une parabole ;
- & 5 =0, I repcontre E en deus points et T est une hyperbole,

3. Application 4 des constructions
géométriques

3.1. Combien de paraboles par quatre points

Nous sovons gue cing peinds définizsent en gfndmi une condgie | retle foe
niqie n'n aucune raizon particuliére d'¥ive une parabole, pas plus que 4%¥tre
un cercle ou une hyperbole dquidatére. Puisque, paormi les coniques, les pa-
raboles sont celles guwi satisford une condibion scalaire, confer o discussion

*Plus pricisément, si [ est une conlque circonscrite pon digindrée, on montee de
et e 1[I} st nne drodte pe posaant. par aocun des sommets du trianghe, oo A pris
des mdrmes abus Jderiture, 51 an contraire T est dégindrée, son i isolomigue est
une drodte passant par un des sommets | leguael ¥
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di I1-2.5, # sl naturel d'espérer que quatre poinds vond suffire & definir
une parabole. O'esl presgque cela, puisque par quatre points trois & trois non
alignés on peut faire passer zéro, une ou denx parabales (82,

Donnons-nous quatee points A, B, O et M trois & trois oon alignds, Consi-
dérons le triangle ABC et l'inversion  qui lui est attachée, Bupposons pour
l'instant que A & . 5i une parabole [1 passe par nos quatre points, alors
(II) est une droite passant par i(Af) et tangente & £. Réciproquement,
sl [} eat une droite passant par o M) et tangente & ¥, alors o D) est une
parabole qui convient, On en déduit que

Ei o M) est extérieur & T, exactement deux paraboles passent par A, B, O

et M.
- 8i 1{ M) eat intérienr 4 £, ancune parabole ne passe par A, B, C et M.
851 M e E, alors sl M) est & l'infini et on trowverait encore deux paraboles.
Rien que de trés normal : d'un poiot & iofini, on méne deux tangentes 4 E,
qui sont d'ailleurs paralléles entre elles (et méme symétriques par rapport
an centre e l'ellipse, ¢'est-a-dire le centre de gravité du triangle).

Cuant au cas « apparemment omis » ob o M) appartient & E, il correspond
an cas ot M est 4 Uinfini, ce qu'il n'est pas interdit d'envisager. Pour traiter
e cag, il suffit de démontrer que, per trois points 4 B O passe une unigque
parabole de direction asymptotique donnde, & la condition que B, CA et
AB ne soient pas paralléles & cette direction |7,

La figure ci-contre montre le
cas ot m = 1| M) est exté-
rienr & E. On a construit les
dewx paraboles passant par
A B Cet M, Les droites I
et [V sont les tangentes me-
nécs de m & E, et les pa-
raboles P et P sont leurs
images respectives par i.

B 'est en réalité un cas particulier d'une situation plus giéndrale © les conigues passant
par quatrs points bmais & trois gon aligniés Forment un faiscesu Hndaire de comdques et
parmi les conlgques d'un tel falseeno, sfro, une ou deux somt Langentes A une droite
donnde, pourvit qoe cette droits ne passs par Aocan des guatre poiots. Nous retooovons
le probléma quib nous oomups kol an Temarquant que ks paraboles sont celles des coniguses
qui sont tangenies & la droite de Pinfini, Une étude détaillée des faisceans linéaires de
conlques est & trouver au [V-1.

THors de toot contexte glamétrlque, o'eat une consbaquents du thiordrs d'inbarpoe-
lation de LachaMcE : en effet, si on choisit un repére affine tel que la direction dons
néw saif celle des ordonndes, les aboclsses des pointa A, B et O sont distinetes deux &
deux, et 'équation (afine} de la parabole est nécesspirement dans ce repére de la forme
¥ =aX? 48X 4.
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4.2, Secrets de fabrication. Les triangles autopolaires

La figure de la zection précddente appelle la question suwivante | comment
comstrwre les fangendes mT et mT” mendes d'un pointd m & wne conigue T
non dégendrde, quand elles existend P Nous allons déorire ef justifier ici une
medthode possible.

Die noonn méne dewx séeantes & T, qui la coupent respectivement en A, B et
O, 13, On construit le point
pintersection de AC et BD,
et le point p’ intersection
de AD et BO. La droite
pp ezt alors indépendante
des secantes choisies, et les
tangenbes existent s, el sou-
lement gi, cette droite coupe
I" en deux points, qui sont
alors les points de coutact
des tangentes cherchées,

Lasection IT-2.7 &ant « facultabive & en p«n&mlere lecture, donnons de cetie
propriété ume prouve directe, Awe ces notations, prenons les points A, B
et 7 pour former le triangle de référence. Le point D & des coordonndes
baryoentriques (u, v, w) et la conique I a une équation harveentrique de la
forme AY E + pZX + v XY = 0, avec dw + purer + vy = 0 puisqu’elle
passe par 1, La droibe BIY g pour équation barveentrigue wX — s =0 et
elle coupe le cité AC en le point p de coordonnées baryeentriques (u, 0, w).
De miéme, on obtient les coordonnées baryeentriques de p', savoir {0, v, w).
Pour sa part, le point m & pour coordonnées barycentriques {u, v, 0} puisgue
c'eal le point d'intersection de AR et de 0.

0w

Désignons par F la matrice | 0 .-5.) construite & partir de 'éguation
[T |

baryoentrique de [ Un caloul simple montre que

" 0
(e, FO0 | =(wr.0)F|v]|=0.
it Ll ¥

Done, la droite pp’ & pour équation baryeentrigque {w, v, 0} F | ¥ ik
£

Alors les coordonnées baryeentriques de chaque point d'imtersection de cette
drofte aver [ vérifient o fortiori cette dquation et cela signifie bien que m
est sur la tengente & I en cos poinks (voir 11-2.8),

Zelon In définition donnde & la fin de lo seciion I1-2.6, les points m ot p
sonl conjugns par rapport & T, et il en va de méme des pointa m et p’, ainsi



23, Application & des constructions géométriques 133

que des points p et p’ ; cela pésulte d'an caleul analogue & ceux supra, ou
des riles symrétriques jouds pas ces trols points dans la construction faite
dans la figure. On dit que le triangle mpp” est autopolaire, ou autoconjugué,
par rapport & T
51 I'om forme une égquation barycentrique de [ par rapport & ce triangle mpp’
pris comme triangle de référence (%), on obtient une &quation de la forme
NE2 4 y'Y? 40" 22 = 0, c'est-d-dire & décomposée en carrés », En offet, %6
X
quation barveentrique de I' est dés bors de Ja forme (X, V. Z) F' (Y | =0,
FA
ot F' est une matrice symétrique d'ordre 3 a priori quelcongue - il n'y & plus
aucune raison pour que les termes disgonaux soient encore nuls. Toutefois,
comme dans la section IT-2.8, on établirait que deux points, de coordon-
nées harycentriques respectives (r,y, =) et (x',4', ') sont conjugus =, et
:I_.r
seulement s, (z,y,z) F| v | =0'". Les points m, p et ¢ ayant comme
£

coordonnées barycentriques respectives (10,00, (0, 1,0) et (0,0,1), leur
conjugaison deux par deux montre immédiatement que les coefficients non
diggonour de F sont nuls, ef la matriee est au contraire diagonale, Mous
sommes J& aux antipodes de la notion de conigue circonscribe!

3.3, Le quatridme point commun & deux conigques

O se donne deus condgues [ ef [ non dégénérées, dond on connafl défa
frods poands comimiens, Nows allons élablir gu'en géndral elles en ond un
guatritme, Comment le construire ¥

Supposons que [ passe par A, 8,0, Det Ect I par A, B, C, D et E'. Cala
sous-entend que les trois points dintersection déja conns sont A, B e O,
Ces trois points ne sont pas alignés, sinon les coniques seraient dégéndrées,
o que nous avons exclu. Appelops @ Minversion isotomigue par rapport au
triangle ABC. Vi ce qui préctde, i([7) eat la droite 5 = o[ D) E) et (1)
la droite " = o D'} E"). Supposons ces points i distance finie, en laissant

BIl faut towt de méme montrer que ces trois poiots sonk non alignés. Formons le
déterminant de leurs coordonnées barycentriques dans Pordre p', p,om pour amislioner

Iesthétigque de la formule
b w w

w 0w
wou 0

Ce déterminant st non mul, car, si par exemple & = ¥, alors Jes point B, © et D sont
ali sar I qui est alors dégénérée, ce que nows avons exclo.

[rans cette section, ln matrice avait = diagonabe mulle puisqu'il s"agissait de condgques
circonscrites ; le cas général requiert les mémes calouls. Om peut nussi s'en convaimers: en
derivant les formuddes de changement de trianghe de référemnce, voir 1=8.

.ﬂ,: =
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an lecteur le soln d'adapter le principe qui va suivee aox autres cas. Les
drojtes & et 4 g8 coupent en un point m, éventuellement & Minfini et done
M = 1(m) appartient & [' 111", 5i M n'est pas un sommet do triangle,
c'est done un quatridme point d'intersection ef il o'y en a pas d'autre, Au
contraire, on peut verifer que, si M = A, alors T et [ sont tangentes en A,
et le quatriéme point est A, qui « compte pour deux =.

La construction de M peut done s’effectwer & la régle et au compas & partir
des données, puisque tel est be cas des points auxiliaires de s constrietion
], o E), o[ D), t[E'), puis et enfin M,

.

1{1':."J

-
1 I¥)

4. Triangles et polarisation
4.1. La polaire triangulaire (ou trilinéaire)

Cette polarisafion n'est pas une application pencfuelle, c'est-g-dire qui &
un point associe un point, comme peut 1'étre linversion isotomigque | grosse
moda, cette dernidre met effectivernent en correspondance des points, méme
5i des précautions dolvent élre prises en terme de domaine de définition.
Au contraire, la polarisation triangulaire associe une droite & un point (et,
inversement, un point & une droite) @ cela n'a rien d'extracrdinaire en soi
puisgque nows connaissons déji des situations analogues, En effet, & un point
gimple d'une courbe régulidre, on peul associer la tangente en e point
et A une tangente le point de contact; mais cela ne nous donne pas une
eorrespondance portant sur « suffiskmment » de points et de tangentes,
En revanche, 4 la fin du II-2.8, nous avons défind la polaire d'un point
par rapport & une conique non dégénérée el Pexercice laissd au lectenr
itablissait gn'elle mettalt en correspondance le plan privé duo centre et
I'ensemble des droites ne passant pas par le centre %),

WEY mime le plan projectil eatier of Pansemble des droltes projectives du plan si Von
se place dans oe cadre.
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Donnons-nous un point M suffissmment général {nous préciserons cela dans
prn de temps); la droibe AM coupe BC en My, el Uon définit de méme
Mpg et Mp. La droite Mg Mo coupe BC en MY "'V ot 'on définit de méme
M}, et M}.. Ces trois points sont alors alignés, nous allons établir cela tout
de suite, et la polarre (rangularre ) de M oest alors par déefoition la droite
qui porke ces trols polnts,

31 M a pour coordonnées baryoentriques [, y, 2), alors M4 a pour coor-
dounées barveentrigues [0, ¥, 2] @ nous supposerons que g+ #10, s+ e £ 10
et ¥+ y £ 0" pour gue les points M4, Mg et M soient définis tous les
trois, Le point M, existe si, ot seulement si, ses coordonnées baryoentrigues
[0, Yo, Zn) verifient Y5 = Zp # 0 et

0 ¥y Za
A e 0 oz | =0.
r y 0

HBir=0, M e BC et MgMp est confondu avee BO : excluons oe cas, Dans
ce cas, A = 0 équivaut 4 2V + y& = 0; nous avons done un point A,
de coordonnées baryveentriques (0, —y, £}, st Pon exclut le cas oi y = 21198

Wles propriécés s 4 la potion de conjugairon harmenique, voir au 11-2.7, nous
permettent d'observer que My et MY sonl conjugués harmoniquement par rapport &
{8, ). Cela expligue la conslroction imemnss gui va suivee, celle do pdle connaisant
ln pobaire, ainsi que les rombreux alignements eb conoours gue 'on décéle sur la Bgure
dicrivant la «dite constrction.,

B est-d-dive M o apparilent pas 4 o parallée mende d'un spmmet au cdlé opposé.

N eriRer que y = 2 tquivant & dive que M oest sur la misljane issoe de A
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qui envoie My & linfinl. Compte tenn de ces exclusions, MY appartient
4 la droite d'équation barveentrique ysX + :2Y + 232 = 0 et il en est
de méme des points M et M. si M n'appartient pas non plus are denx
autres médianes.

Nous dirons done que la polaire trisngulaire, dite ausd polaire trilinéaire
est la droite d'éguetion baryoentrique gz X + 22V + 252 = 0 chague fois
gue cela definit bien une droite, Cels permet de « repécher » tous les points

du plan, sauf les sommets.

8i M = A par exemple, alors yz = 2z = zy = 0 et Dous D'AVONS pas
I'squation baryeentrique d'une droite. 851 M est le centre de gravité, alors
¥: =z = xy # 0 el la polaire est la drodte de Pinfin,

Dang tous les autres cas, la polaire est bien une droite & distance finis. Le
lecteur pourts montrer que, dans les cas particuliers précédemment & ex-
clus », nos points auxiliaires MG, ME el M7, gu'ils solent 4 distance finic
ou non, sont bien sur cette droite chague fois gu'ils sont définis.

81 M est Vorthocentre H du trangle, nous pouvons en définir la polaire
triangulaire 4 condition que H ne soil pas un sommet, c'est-h-dire que le
triangle ABC ne soit pas rectangle, Dans ce cas, les coordonndes bary-

, a b o . .
centriques de H sont I[n:uuri maﬂnuuf:] et la polaire & pour éguation
baryoentrigue _ - _

A B
8 Ay DBy Oy
i b e

formube qui cofneide avee 'équation baryeentrique de axe orthigue intro-
duit au IT-2.13,

Dans la section II-2.6, nous avons établi que, s une conique circongorite
a pour Ssquation barveentfigque p¥ Z 4 gZX + r XY = 0, alors ks points
d'intersections des tangentes aux sommetls avee ks oOlés opposés sont sur
la droite d'équation barycentrique gr X +rp¥ + g2 = . Cette droite est la
polaire triangulaire du point de coordonnées baryeentriques (p, q,7) © cette
remargue permet d'interpriter géométriquement be triplet (p. g, r) des co-
efficients intervenant dans I"éguation barveentrigue d'une telle conigue. On
pourra vidr cele dgalement comme une fagon de metire on correspondance
les points du plan projectil e les coniques dreonserites ; plus précisdment,
les points & I'infini oot des coordonndes barvesntriques (p,q.7) telles que
ptg+r=0et les coniques qui leur correspondent sont exactement celles
qui passent par |isobarycentre €7 du triangle puisgque cette condition équi-
vamt A pxlxldgx lxl4rxlx]l =0, Aux coniques circonscrites ne
passant pas par F corrospondent les points du plan & distance finde,

FPour &tre complet, il nous reste & diudier la manidre de construire un point
du plan connaissant ea polaire triangulaire, c'est-é-~dire la construction in-
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vorse de celle que nows avons faite au début de cette section.

W
4

M, r /

&1 une droite A est un oitd du triangle, par exemple le coeé BC, d'équation
barveentrique ¢ = [, elle est la polaire triangulaive de n'importe quel poiot
du edté B, & Uexception des points B ot O pux-mémes qui n'oot pas de
polaire. Avcun point du plan n'a de polaive criangulaive passant par un
sommet, mais distincte d"an coté ; en effet, 'éguation barveentrigue 3 ane
polaire triangulaire est toujours de la forme gr X 4+ rpd 4 pgZ = 0 et 1l est
impeossible gqu'un et un seul des trois coefficlents gr, rpoet pg soit nul.

Considérons done une drodte renconbrant les edtés BC, OA et AR respec-
tivement en des points Ay, Ag et Ap. Les droites BAg et ChAy, si elles
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ne sont pas paralléles, se coupent en un point M4 ot on définit de méme,
sous réserve diexistence, les points mg et me. Les droites Am g, Bmg ot
Cime se coupent alors en un point M, dont & est la polsire. Les cas parti-
culiers de parallélisme se traitent de fagon analogue grace & Iintroduction
de pointa 4 infini.

Nous laissons au lecteur le plaisic {52 1) de vérifier eela par le calou] bary-
centrique ') en indiquant toutefods les rsultats intermédiaires i obtenir,
Supposons que & a une équation barycentrique de la forme p’X + 'Y +
rZ =0, avec g’y non mal 1'%, Avec nos notations, le point A4 a pour
eoordonnées haryeentriques (0, =, ¢°), la droite AA 4 a pour éguation ba-
rycentrique 7Y 4+ r'E = 0 et le point m g pour coordonnées baryeentriques
vy, -, —p'y). Les droites Amy, Bmp et Cme ont pour équations ba-
rycentriques respectives ¢'Y — P2 =0, -p’' X +rFZ=0et p’X —g'Y =0,
Le point M de coordonnées baryoentriques (g'v', r'p, p'g’) appartient ma-
nifestement 4 ces trois droites et la polaire triangulaire de ce point a pour
éguation baryeentrique #'p'p'g’ X + p'g'g'F'Y + ¢'r'r'p'Z = 0 : c'est bien la
droite A, puisqu'on a be droit de simplifier par la quantité non nulle p'g'v’.
Un examen attentif de la derniére fipure montre des alignements et concours
intéressants. Introduizons les points M4, Mp ot My comme pous 'avons
toujours fuit © M4 est le point de concours de AM et de BC, ete. Alors les
points M4, Mg et Ay sont alipnés et on a deux alipnements analogues. Rien
que de irés normal poisgque nous savons que A oest la polaire trisngulaire
de M, Nous observons aussl que mg et mg sont sur le droite Chy ;o cela
résulte des égalités

1 0 1 0 [ 1
-q p 0 |=|—¢ p 0 (=0
vy oY -pe| |—r¢ Y oY

Cela montre que la polaire triangulaire de M par rapport an trianghe
mamgime est auss e droite &, Par cxemple, la droite mag M coupe la
droite mgmo an point A, la droite me W coupe la droite meom 4 an poing 5
et la droite meM coupe la droite myme an point . Ensuite, la drojte
AB coupe mamg au point & et la fin de la construction redonne bien la
droite A

Le lecteur pourra vérifier que la polaire triangulaire de M par rapport an
triangle M Mp My est encore A, en vérifiant les alignements el coneours
niECREEAITES,

Wy grace & [s remargue que My 'obtient par la construction du conjugué harme-

nigue de & 4 par rapport & (B, ),
Vi Puisque & e passs par aucun des semmets,
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4.2, La dualité, ou polarisation, « formelle »

Mous nous donnons toujours un plan affine, et, dans celui-ci, un triangle de
référence AB. Motre dessein est d'associer & tout point M, de coordonnées
baryoentriques [z, ¥, 2}, la droite d"équation baryeentrique X+y¥ 425 =0,
nous soubeitons done que les coefficlents de cette Squation barycentrique
solent les coordonnées baryeentriques de M.

4.2.1. Préliminaires

Il ¥ a plusieurs types de remargques & faire, pour commeneer,

- Les coordonnées barveentriques d'un point M ne sont définies qu'é un
scalaire multiplicatif non nul prés. Cela ne nuit pas & la cobérence de
notre définition, puisque les équations barveentriques 2X +yY +:225 =10
et AxX 4 AyY + AzZ =0, ai A est un scalaire non nul, définiasent la
e drodte.

- La droite d'éguation barveentrigue ¥ = £ = [ ost associée au point de
coordonnéss baryoentriques (0, 1, =1}, qui est & iofing, Pour avodr toutes
les drogtes du plan, il ne faut done pas exclure lea points M & Uinfini.
Die e, au centre de gravité (7 est associée la droite d équation bary-
centelgque X + Y + ZF = 0, qui est la droite de 'infini : il faut done la
prendre en considération elle aussi.

Ces précisions étant apportées, il est immédiat que application qui & M
de coordonnées barycentriques (x,y, z) assocke la drolte d(M) déqua-
tion barycentrique X + y¥ + 22 = () met en bijection le plan projectif,
egt-d-dire le plan affine complété par sa droite & U'infini et les droites
de celui-ci.

Mous dirons que la droite S{A) est la duale du point M et que le point M
est le duad de la droite SIA). Vu la symeétrie des rdles jowds par les
coordonnées barveentriques et les dquations barveentriques dans cette
définition, 8i un point M a pour duale une droite A, nous noterons auss
M =4aA).

- Il st & noter enfin que cette association n'est pas canonique puisgu'elle
dépend du triangle de référence. Cela n'est pas ginant car on sait bien
qu’il n'existe pas d'isomorphisme naturel entre un espace vectoriel mon
mul et son dual.

4.2.2, Dualité et constructions géométrigues

Notre dualité est effective ; nous savons construire lo duade d'un poind M,
el le dual dune drodte &, Nows détoillons les construckions dons ce gui suil,

S e point M de eoordonnées baryoentriques (x,y, 2} est donné, la droite
AM coupe le efté BC en le point My de coordonnées barycentriques
(0, 2). Le symétrique M/, de M4 par rapport au milien do cité BC' a
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pour eoordonndées barycentriques (0, z,y) ot le conjugue harmonigue M)
de ce dernier point par rapport au couple (£, C) a pour coordonnées hary-

centriques (00, =z, y] "% : co point appartient 4 la duale §{ M.

Done, pour un point M asser génédrol, on sait construire le point MY, et,
de méme les points M et Mg, Ces trois points sont alignés et la droite
qui les porte est précisément e dusle cherchée S{A).

Voici quelques cas particuliers @ si M = A, alors déja M4 n'a pas de sens,
donc M, et MY pas non plus, mais on obtient Mg = C et M7 = B, de sorte
que la duale de A est e odté opposé BC, ce qui est houreusement conforme
A notre définition formelle : sy point A, de coordonndées barveentriques
(1,000}, nous avons décidé d'assocer la droite d'éguation baryoentrigue
1X =10, c'est=-dire la droite BC.

30 le poiot M apparticnt & la drofte BC privee des poinis B et O, alors on
obtlent Mz = M{ = A mais My # A : ces deux points suffisent pour la
conatruction de la duale §{ M), et c'est la droite souhaitée.

Le lecteur est invité & examiner les cas particuliers restants, par exemple
I'appartenance de M & une des médianes du triangle (177

Tnwersement, &ant donnd upe droite A, elle coupe en gfndml les chtés
du triangle en des points MY, MG et MY, et on effectue la construction
imverse : le point M) est le conjugné harmonique de M par rapport an
couple [B,C) et M4 le symétrique de ce dernier par rapport au milien du
cité B, On construit de méme Mg et My, de sorte que le point M est &
l'intersection des droites AM 4, BEM g et O M. Les quelques cas particuliers

s'étudient aver la méme bienveillance,

4.2.3. Propridtés de la dualité
En voici un catalogue, résumé dans la liste qui suit.
L Med(M") «= M ed(M).
2. 10 est la drodte MM <= §( D) est a Vintersection de S{M) et S{M7).
3. Les droites [ et D 88 coupent en M <= J(0) € S(M ) et D) € (M ).
4. Les points M, M’ M"Y sont alignés < les droites §(M), §(0°) et
& M") concourent.
h. Les droites £, [V [ concourent <= les points §{0V]), S(DF) et §{0DF)
sont alignés.

Cos propriébés sont immeédiates et laigsdes en exercice, Par exemple, sl Jes
points M et M* oot pour eoordonnées barveenirigques respectives (o, y, £)

i g I11-1 ot au I1-3.7.
TE M eat mur e mddbene AG, alors MY et & Pinfind, Oe n'est pas plis ghoant que
oola.
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el (x'y'. "), ona
MedlM) = zr' + '+ 22" =0 = M' ci(M).
Cette dualidé expligue & elle sewle les sinilitudes dans les formules @ base de

deéterminantd caractdrisant le concours de trods drodtes, ou UValignement de
trois points. Elle mel aussi en correspondance le « produit vecloriel formel »
qiie nous avons sgnald ou 1-4.2 puis ou [-4.4.

Mous enrichirons co catalogue ulbérieurement, en A=5.4.2.

5. Définition de l'inversion isogonale

L'inversion ssogonale o des pomds commmuns aves Uinversion isofomigue,
dega dludide g porlie du ITT=1, Comme elle, elle esl Bée g un Irangle, mods
elle s'en distingue en Joisand appel & une définilun euclidienne & non pas
simplernend affine, Elle est foufefos suffisarnment mbdressante en so1 pour
meériter une flude spicifique.

Soit M oun point de Py (B} qui n'est situd sur avcun des cddés du triangle

ARC, Nous allons montrer qu'il existe un point M (unique) de Fa (R) pour
lequel on a les egalités entre angles orientés

BAM = M'AC, CHM = M'BA, ACM = M'CB.

Le point M est appeld 'meerse fou le conjugue) sogonal du point A ; il
est clair que M est alors Uinverse isogonsl de M7 puisgue cos relations font
inbeTvenir de manidre symeétrique les points M et MY,

En outre, nous établirons que, sl (x4, 2) sont les coordonnées baryoen-
triques de M, celles de M' sont le triplet (o /x, B2 My, 62 /2), clesi-d-dire
encare (afyz, b zr, day). Cela montre que A7 est 4 Vinfind &, et senlement,
gi, M apparticnt au cercle circonserit du triangle ABFC.

Yu la définition de M, 'unicité est évidente puisqu'il lui est requis d'ap-
partenir &4 trois deoites distinctes. Le « miracle » est dans Vexistence de
M'! Comme "énoncé en fournit, les coordonnées baryeentriques, il suffiv de
virifier que ce point vérife la premiére fgalite, bes autres s'en dédulsant par
permutation cireulaire,

11 est instructif de donner des régultats annonciés plusienrs démonstrations
I'ine dentre elles, purement barveentrigue, sera viae au IV-2.3.1 lorsque
nous aturons engrange un peu plus de connalssances sur les conigques, Pour
linstant, nous avons deux midthodes & notre disposition ; toutefois la se
comde, requérant des connaissances en Géométrie projective {ou un coup
d'meil préalable su B-4.2), pourra #ire réservée 4 une seconde lecture,
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5.1, La preuve giométrigue

B M, A’ M, c
Congidérons un point M, de coordonnées barveentriques (x, ¥, £), non situé
aur ABUBC, Alnst. on & ¥y # 0, Considérons un point M # A quelcongue
tel que HAM = M AT [angles nommés o sur la fgure), et désignons-en
les coordonnées baryeentrigues par (x', 3, £'), avee 32" # 0. Commengons
par établit que (yy', 22") est proportionnel & [, c%).

En effel, les aires m—ium&&i des tnangles MAB ot MOA sont &gales 4
AM-c-sing et AM b sin(d — a). Le I-3 montre alors que

ES AN - mineg - Sy

¥ AM bosin(d—a) bsin(A—a)
Le mime caleul dtablit que 'on a

F4 ;?ﬂf-c- EiIII:E' a) e m'nlf.-i. —al

y AM b-sine —  b-sina

Ainsi, on a effectivement zz'/yy’ = ¢ /b, Inversement, un caleul analogue
Etablit que si les coordonniées barveentriques de deux points A et M' non
sitwks sur ABFUAC virifient cette relation, alors 'égalité angulaire annoncée
et verifide,

Mous concluons & présent @ & M non situd sur Mun des odtés, de coordon-
nées baryoentriques [z, ¥, 2], et donnd, alors nous introduisons le poing AF°
de coordonnées barycentriques (x' = o’ /r, gy’ = by, 2" = ¥ /2). On a en
particulier z2'/c% = yy' (b, de sorte que BAM = AT* AC. Bien entendu, les
deux autres égalitds angulaires s'établissent de méme. L'existence de A"
st done garantie.

A vrai dire, la démonstration n'est pas tout & fait terminée, car le caleul

ci-dessus devient douteux si le point A est & U'infini. Dans ce cas, ses co-
ordonndes barveentriques sont de la forme (2, ¢, 2 ), s 2" 4y 4 2" =1L
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51 on introduit le point ALY oi la droite AM' coupe BC, alors les coordon-
nées barveentrigues de Af sont (0,37, 2). Le caleul d'aires, appliqué an
point MY, montre alors que 'égalité angulaire BAM = Hﬁﬂ Bouivaut

s2ffe? = yy' (B Or, les angles M, AC et M'AC sont égaux, et nous
retombons sur nos pieds.

Le lecteny el invild & retrouner por un colewd d'oires analwgue e coneours
des céviennes définissant 'imverse sotomique d'un poind donné; voir & ced
effet la gection TTI-1.

5.2. La preuve par les homographies

Supposons que AM et AM' ne soni pas paralléles & B, les cas contraires
s traitant de facon analogue, comme cela s déja &8 vu au moment de
Vétude de IMinverse isotomique. Appelons m et m' les points oft AM ot AM'
coupent BC; les eoordonnées baryoentriques de ces polots relativement au
couple (B, ) sont (y, z) et (0 zz, Sy}, c'est-be-dire aussi (¥ z, ¥y). 11 suf-
fit de montrer que, s1 on définit ¢ comme application qui & m, &#ément de
B, de coordonnées baryeentriques (z, y) assocke le point m'" de coordon-
nées baryecentriques (b z, ¢y, alors BAm = m' AC, c'est-a-dire encare fue
Am’ eat symétrique de Am par rapport 4 la bissectrice intérieure 44" de
l'angle A, Or, cette dernidre application, appelons-la o, est une homogra-
phie involutive du complété projectif de la droite AR, tout comme 1'est .
1l suffit de montrer que ces deux applications oot les mémes points fixes,
et une paire commune de points homologues, Maks A' & pour coordonnées
baryeentriques (b, ¢) et ¢{ A"} a pour coordonnées baryeentriques (¥ e, 25),
c'egt-Bedire encore (boe) :ona @A) = A et il est clair que @ (A") = A" 11
en va de méme pour le point A" o la bissectrice extérieure de 1'angle BAC
coupe BC, Mainbenant, o{ B) = O, car les coordonndes baryoentriques de
B sont (1,0) et (B} = O de manidre évidente. Cela suffit pour montrer
que p et o sont égales.




144 1. Correspondances remarguables lites & un triangle

5.3. Premidres propriétés

Liaspect euclidien de Pinversion izogonale frouve icf foufe son illualration.

51 un point M est un foyer d'une conique 4 centre non dégénérée I ins-
crite 1*%) dans le triangle, alors son inverse isogonal M’ en est 'autre fover.

En effet, un théoréme de PONCELET, voir [6] ou [14], s"énonce comme il
suit ; la paire des tangentes [T, T¥) menées d'un point P & une conique &
centre de fovers M et MY a mémes bissecirices que la paire (FM, PM);
En d'autres termes, kes angles de droites [T, PM) et (PM,T7) sont Ggau,
O applique alors ce théoréme & chacun des points A, B et O 2 woir [a Agure
de droite de la page 1431190,

5i, au contraire, c'est une parabole qui est inscrite, alors son fover M ap-
partient au cercle circonscril ef son inverse Bogonal est rejeté & U'infini. En
effet, les projections orthogonales de Af sur les cités du triangle. qui sont
trois tangentes particulidres & la parsbole, appartiennent & la tangente au
sommet de celle-ci et sont done alignés. Le résultat est done conséquence
du théoréme de la droite de Siqson,

Tl existe une sutre construction de Mowerse sogonal d'un point M consi-
dérons-en les symétriques orthogonaux M}, Mp et M7 par rapport respee-
tivement. s oMés B CA el AB, 51 M n'est pas sur le cercle circonscrit
& ABC, les points M, My et M{. forment enx-mémes un triangle, et le
centre £} du cercle circonscrit & ce triangle n'est autre gue I'inverse isogonal

de M.

En effet, 11 ezt le point de concours des
médistrices de ce dernier triangle. Or, la
miédiatrice de MMy et AC, ot celle de
MM, est AB. Donc, A est équidistant
de M, Mg el Mg el appartient en pargi-
culier & la médiatrice A4 de MgMe. Un
caleul simple d’angle permet de wérifier
que cette derniére médiatrice est préci-
eément la droite symécrique de AM par
rapport & la bissectrice du triangle ABC
passant par A, Le poiot £1 est donc bien
I'inwerse isogonal de M.

O powrra cotpléter ulilemnend celle vemangue avec Uenercics gui ol celle
sechion,

W dit gu'une conique oon déginérie est inscride dans un triangle ABC & elle et
tlﬂF:nrr: & charun des oftés de ce triangle.

Y9Par exemple, les tangentes mendes de A & la conique I sonl jusiement les cotbs AR
et AC et la bissectrionr commues st la droite 44"
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Un cas particulier inbéressant est celul oo M = H, Northocentre du triangle
ABC. Nous établivons au ITI-6 que le symétrique MY, de i par rapport
& B est sur le cercle circonscrit & ABC; la construction qui vient d'8re
faite confirme alors que inverse sogonal de H eat le centre O du cercle
cireomscrit,

Exercice. Dans la fipure qui suit, M est un point d'une ellipse & de
centre O, de fovers F et F', T est Lo tangente en M 4 &, P et F" sont res-
pectivement le projeté orthogonal de A sur T et le symétrique orthogonal
de M par rapport & T. Supposant connu be fait que T est une bissectrice
de (MF, MF'), montrer que M, F et F" sont alignés et que la distance
FF*" eat égale 4 2a (longueur du grand axe de 'ellipse) ; en déduire gue la
distance OF est égale 4 a.

| Dans cette figure, les foyers F' et F' ont él¢ construits géométriguement a
Uadde du logreiel CABRI, Ils sond beoucoup plus prés des sommels gu'on ne
Uimagine lorsque Pon trace une felle ellipse & main levde ! |

Hetrouver alors le résultat &tabli supra ; si F est un foyer d'ane conbgue
i centre ') inserite dans le triangle, alors son inverse isogonal F' en est
lautre foyer.

5i un point M n'est pas sur le cercle circonscrit & ABC, ses projetés ortho-
gonaux sur les cotés du triangle ne sont pas alignés, el on désigne par Ty
le cercle circonscrit au triangle formé par ces trois points. 5i M # M’
et Tpr = [pp, montrer que M et M sont inverses sogonaux 'un de
I'autre (210,

M0 pe vérifiera pas que e cas d'une byperbole se traite de ls méme maniére que
oelai de Pellipse.

{0 retrowve be méme cas particulier - lomsgue M = H, les trois projetés orthogonaus
du point sont sur le cercle d'Evcen du triangle, car o= sont les pieds des trois hanteurs, =t
il en wva de méme des trois projetés du point O, qui sont les milieux des céotés, dgalement
sur e cercle d'Evien!



146 11 Correspondances remargquables lides & un triangle

6. Des couples célébres

Dans ce bref poragraphe, nouws melions én ddence guelyues paires de poinls
inverses Dun de aulre por isogonalitd.

Retrouvons & présent les coordonndes
baryeentriques de orthocentre H, en
montrant que O et H sont inverses iso-
gonaux par rapport au trisugle ABC,
Lisogonalité revient & DPégalite des
angles BAC et FIE’, ainsi qu'aux dga-
lités que l'on obtient en permutant cir- o
culairement les sommets du triangle. B

Supposons par exemple e triangle acu-
tangle. Hy

A

Le triangle AO8 est ipoctle en O, et AOB = 2. De cela suit que FAG =
E ==, On obtient la méme valeur pour HAC en se plagant dans le trisngle

rectangle AH 4O, En conséquence, si le trisngle ABC n'est pas rectaugle,
le proimt £ n'ﬂpmrtient. & aucun des odtés et les coordonndes baryeentriguees

b e )
mﬂA cos H E
Prolongeons la hauteur AH fusqu'd ce qu'elle recoupse le cercle circonserit,
e, un point Y. Pour montrer que le symétrique HY, de H par rapport &
BC est sur le cercle circonscrit, il suffit de montrer que HYj « i) t, pour
cela, de montrer que le triangle H BH est isocéle en B, Or, les angles HBC
et HAC sont éganx (& :rr,l’E—E':l et les angles inscrits H BC ot 1] AC sont
fgaux, car ils interceptent le méme are, Le résultat s’ensull done,

Le centre T du cercle ingscrit est son propre inverse [voir par exemple la
counstruction géométrigue de linverse), et il en va de méme des centres
{a. i et I des corcles exinscrits,

51, maintenant, on considére le polyndme Pz) = (2 — 202 — 2 )iz = 2.),
ol Z,, 2 et z. sont les affixes de A, B, O, on définit les powmis de Lucas
du triangle, comme les images L et L' des zéros du polyndme dérive P
{on vérifie alsément gue cette paire de points ne dépend pas de la fagon
d'identifier un plan cuclidien donné avec C). Mous allons montrer que ces
points sont inverses isogonaux 1'un de Pantre. Soit en effet £ Paffixe du point

ot eenps P L
L at £ celui de L' ; de égalité ——== P(£) 0 décou J{-—-an+f—-3b £ E':_UI

Dans chaque gquotient, on multiplie haut et bas par le complexe conjugué
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puis on prend le conjugud du résultat, on obtlent alors

£—1, £—p £— 2
+ + =
€ —zaf® * [E— =l |§— =
Cela montre que £ admet pour coordonndes barveentrigues le triplet

0.

(1/LA% 1/ LR, 1/ 007 .
Pour montrer que L et L' sont inverses sogonaux, il suffit de montrer que
(1/LARL A L/ LBEL B 1 LOR L O
est proportionnel & (a?, 8%, ¢2).
O, par exemple, oo &

GLATL'AY = 320 — EM20 — £ = [P (2a)]? = |20 — 2 )2 — 2c|® = £°F°,
et |e résultat annoncéd s'ensuit.

Enfin, on appelle symédiane au point A dans le triangle AR le symétnigque
de la médiane ssue de A par rapport & la bissectrice de Mangle BAC. On
définit de méme les deux autres symédianes : ces trois droites concourent
done en IMioverse sogonal du point & ; on 'appelle le peint de Lemoine du
trisngle, et ses coordonnées baryeentriques sont (o, B, &) (2],

Vaucuns trouveronl peul-8tre un peu compliquée la construction de K
comme intersection des symédianes. En volel upe autre @ nous désignons
comme toujours par 07 4, G et G les milious des ciités, par Hy, Hy
et Hy les pieds des haoteurs, et enfin par HY;, Hj et Hf, les « milienx
des hauteurs », c'est-f-dire les milieux des segments ARy, BHg of OH-
Alors, les droites G Hy, GaHy et GoHp concourent en K.

Dans la figure qui suit, nous avons représentd en trails pleins les segments
néceszaires pour la conastruction, ot en pointillés ceux qui vont nous servir
& démontrer le résultat annoncs (231

HA'eal bo poinl K caractérisé par la propriged emarquable stablie su 11-4.1 : la
paralléle mende de K 4 BOC coupe s ol AR el 40 en des points My o My om
deuk points, ainsi que ks qoatre paints sSimilaxirement construits A partir des paralléles
mentes an deux autres cdtés, sont alors sur un méme cercle.

Une proprittd i rappeler est la suivame @ kb point de Lemoine est le point do plan
euclidien dont la semase des carnés des distances aux cotés du trlangle est minimake,
Clest ow o nous svons deélormind au 1-3.

TG e priangho eal soctle en A maks non squilatéral, lea pobnts (4 ot H g eofneident,
mais les deux auires drojtes suflisent pour la constrection de K. Enfin, 8 ABC est
dguilatéral, on a K = & = 0.
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Supposons done ABC non équilatéral, et supposons &galement dans un
premier temps gu'il n'est pas rectangle. Le coneours des trois droites découle
de la remarque suivante @ dans le triangle médian 7 40 500, la bauteur
izsue de (74 est la droite (74 HY (c'est la paralléle menée par (74 4 la
hauteur issue de A dans le triangle ABC). En outre, le point HY est le
aymétrique de Hj par rapport au milien () de (7p(7c (qui est aussi le
milien de A 4). Puisgquune constatation analogue s’opére pour les points
@ et H{., nous reconnaissons la la construction de inverse isotomigue,
par rapport au triangle médian, de 'orthocentre ¢ de ce triangle. L'inverse
isotomique est le point K et nos trois droites concourent en ce point.
Cela ne prouve pas encore que K est le polnt de LEMOINE du triangle AR,
mais un petit caleul baryeentrique va 'établir,
En effet, le triangle médian dtant bomothétique au triangle ABC, les valeurs
des angles aux sommets sobl encofe respectivement A, B,C, de sorte e
les coordonndées baryveenirigues de & relativement au trangle médian sont

fmtgﬁ-mtgﬁ,mtgﬁ-mtgj.mtgﬂ-mtgﬁj.
Adnsi, celles de son inverse wotomigue K sont

{I = t-g.élg{‘::|y = t'sCﬂ't'Eﬁlz = tE‘E-lEE.:I
Les formules de changement de triangle de référence montrent que, par
rapport au trianpgle ABC cette fois, le point K & pour coordonnées bary-

centriques le triplet (7,1, 7'}, vt = = 3 4+ 2’ = tgA (tgF + tg0), et ot y
at z s'obtiennent de maniére analogue,
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= . sin(H + f} , sin A sin A
Or ﬂ'-l- | = - PUls T = = K ——
e teC cos B oos C ¥ cosd eos B ooosC
Cela montre que les coordonnées barveentriques du point K sont également
(sin?® 4, sin® B, sin® C).

Comme o= triplet est proportionnel 4 (2%, 5%, ¢*)'*) nous reconnaissons
bien l& les coordonpndes barveentriques du point de LEMOINE du triangle
ABC.

Lorsgque le triangle est mctangle, en A par exemple, cerfains points se
confondent : Hf- avec &g, ot Hy avec G notamment. Les droites Gg Hy
et (g H}- se confondent donc en la droite &g, paralléle & BC. Comme
le point MYy appartient & cette paralléle, et comme il appartient aussi &
4 M. c'est lui le point d'intersection de nos trois droites. Le point de
LEMOINE K est done le point Y, milien de la hanteur AH 4 issue de A.

A

'5:: KGH

B Gy H C

Ce résultat est confirmé par le caleul baryeentrique ; les coordonndes ba-
rvoentriques de K sont (o, 5%, %), avec ici a? = 8 + &, de sorte que K
appartient & la droite d'équation barycentrique X w Y + 2, clest-d-dire &
la drodte & g3 . Eo outre, ke point & 4 coincide avee le contre O du cercle
circomscrit, et la symédiane issue de A est done la hauteur issue de A Cofd |

7. Droites, coniques et inversion isogonale
Liaction de Uinversion isogonale sur Dengemble des drodles du plan esl ana-

logue & celle de DVinverson isolomigue, Nous nous condenderons done o une
liste de résullals.

7.1, L'inverse isogonal d'une droite cévienns

Désignons par I 'inversion isogonale par rapport au triangle ABC, dé-
finie pour tout point M n'appartenant pas au cercle cireonscrit . Nous

Mpr o = 28 sln A, ete.
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n'allons bien entendu pas refaire tous les caleuls et discussions du pa-
ragraphe TT1-2.1 puisque les formules donnant les coordonnées baryoen-
triques de ILAM en fonctions de celles de M sont quasiment les mémes que
colles gui donnent les coordonnées baryeentriques de o A).

Soit done une droite [, passant par A : elle a une équation barycentrique
de la forme ¢Y ++Z = 0, avec (p, ¢) #(0,0). En outre, I{ D) est incluse dans
la droite I¥ 1*5) d'équation barveentrique reY + g2 = (.

Les indvitables cas particulicrs se produtsent s D ou [V est tangente en
A b ou paralléle au citdé BC, La tangente Ty en A & v & pour équation
baryeentrique Y 4 8*Z = 0 et la paralléle Ay & BC menée de A a pour
fquation baryeentrique ¥ + 2 = 0.

i D =Ty, alers I a pour équation barpcentrique oY + 22 2 = 0, soit

encore ¥ + & = 0; ¢'est dire que [ = A 4. En géntral, ici, D' # D, alors

qu'il ¥ avait égalité dans le cas de 'owversion sotomique, 11 vy & done deux

cad & EUVISAEET :

- 5i le triangle n'est pas isocdle en A, alors B £ % et I £ D, La droite
I¥ recoupe + en un point 7', et on a [0 {A)}) = D {2}

— 8i le triangle est isocéle en A, alora B = o* et I¥ = D. Alors, on a
LD {A}) =D {A}

Maintenant, si 0 = A4 et que ABC ne soit pas isocéle en A 13%) alors elle

recoupe <y en un point 7 alors que IV recoupe BC en un point m'. On a

alors KD\ {A,x}) = D', {m’}.

31 0 n'est pos tangente en A &, ol paralléle & BC, clle recoupe le cercle en
un point 7, Comme D' n'est pas tangente en A & -, elle recoupe ce cercle

e un point 7 et BC en un point m'. Dans ce cas on a, comme au 111-2.1,
onal[Dy{A,=}) = D'\ [m' x'}.

Dans tous les cas, nous dirons pour simplifier que I{D) = ¥,

7.2, L'inverse isogonal d'une droite non cévienns

La digcussion est la méme que celle détaillée au IT1-2.2 : & D ne passe
par aucun des sommets, elle a une Sguation barycentrique de la forme
pX +g¥ +rZ =0, aves p, g et v tous non ouls, Son image par I est incluse
dans la conigue circonserite T' d'éguation baryeentricque pa?Y 2 4+ g ZX 4+
i XY = 0. Cette conique coupe le cercle circonserit v en les points A,
B et © et en un quatriéme point O, éventuellement confondu avec 1'un
des sommets lorsque D est paralbtle su cdté opposé. On trouve encore dans

Fetie fois, I eet Vimage de £ par ls symétric orthogooale par rapport & la bissectrice
de angle BAC, Intérieure ow extéricurs, la bissectrice T Clest pareil !
5] Peat, nous sommes dans la méme situation que lomsque D = Ty
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tous les cas I{D) = 'Y {D,}. Nous dirons ici encore que I{D) = ' et que
LT} = DT,

La discussion du genre de I est identique : selon gue D) et~ sont séeants,
tangents ou disjoints, T' est une hyperbole, une parabole ou une ellipss.
Dans la section qui suit, nous allons nous intéresser plus particuliérement
aux hyperboles duilatéres circonscrites.

Nous allons avant cela déterminer 'angle des asymptotes de I' = I(D)
loraque cette conbgue est une hyperbole,

La droite [ coupe le cercle circonscrit en deux points, M et M'. Lorsque
le point courant m de [ tend vers M par exemple, la droite Am tend vers
la droite AM et la droite symétrique de Am par rapport 4 la bisseetrice de
BAC tend vers la droite symétrigue de AM par rapport & le bissectrice de
BAC, notée A sur la figure. Or, Ilm) tend vers l'infini quand m tend vers
M et done A dirige une asymptote de T, sans étre d’ailleurs nécessairement
confonduee aves elle. De la méme facon, on construit A° & partir de AM® et
elle dirige I'autre asymptote de T'. Ainsi, Pangle des asymptotes de T oest
celul des drodtes & et A%, qui est lni-méme celui des droites AM et AM',
i

noté w sur la figure. On wérifiers facilement que sinw = w

Un cas particulier intéressant est celui oft [ passe par O ; plus précisément,
w = w2 si, et seulement si, I'hyperbole I eat équilatére et cela se produit
done s, et seulement si, la droite I passe par O, A noter aussi que, =i
e D oalors H m I(0Y) € T : nows allons approfondir ce cas dans le
paragraphe qui suit.

W Plus précisémest, si Y est une conique circonscrite non dégindpée, on montre de
mme qiee 1) esd ame droite ne pasant par agcun des sommets du triangle, as prix
des mémes abus d'écriture. Si au contraire I et dégénéeds, son inverss sogonal el ume
droite passant par un des sommets.
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8. Hyperboles équilatéres circonscrites 4 un
triangle

Alors que, pour une conique, la propriélé d'étre une porabole eal une noklion
affine, celle d'éire une hyperbole dguilabdére en sl une cuclidienne ; enage
d'une hyperbole dguilatire par wne isomdirie du plan est encore wne hyper-
bole égquilatére, alors gque U'on pewt! seulement garantir gue 2om fmage par
une application affine reste une hyperbole, Nous allons voir que inversion

isogonale réserve aur hyperboles dpuidatéres un fratlernend & part,

8.1. Propriétés générales

Bupposons toujours nodre plan affine cuclidien, et donnons-nous un trisngle
ABC, dorthocentre H. Supposons que H n'est pas un sommet du trismghe,
cest-A-dire que le triangle n'est pas rectangle.

Alors, une conique I' passant par A, B e O esf une hyperbole dquilatéve &,

ef seulernend st, elle passe qussi par H. En outre, le centre [ de lo condque
appartiend au cerele d"BEULER du triangle,

Démonstration. Soit one hyperbole déqguilatére I passant par les trols
points, Choisissons un repére affine orthonormé dont les axes solent portés
par los asymptotes de [, Cette conique a slors une équation affine du type
XY =k, svee k véel, 51 k = 0, la conique est dégénérée et la virification
est triviale ; supposons done k # 0 ; on a alors foreément xx'=" # 0,

Les eoordonnées affines des points (distincts) sont respectivement [z, y),
{z'.y') et (", y""). Un vecteur directeur de la droite BC' a pour composantes
(z'z", —k] et la hauteur issue de A & pour dquation affine

7K —z) = k(Y - y) = D.

Omn vérific ') que cette derniére recoupe I en le point Hy de coordonnées
(=& lzx' "), —z2'z" k).

Les coordonndées de Hy sont des fonctions symetriques des abscisses x, 2
et " ¢ &l on dchange les rides de A4, B et O, on retrouve le méme point Hy
et il appartient bien aux trois hauteurs; c'est dire que Hy = H, or Hp e I”
par construction, et ke résultat est acquis (29).

Réciproquement, supposons un trisngle ABC non rectangle, syant A pour
orthocentre. Une conique Ty queleongue est circonserite & ABC si, et seule-
mient &1, elle & une dquation baryveentrique de la forme p¥ 2492 X +r XY =
0, avec (p,q,r) # (0,0,0}. Cette conique passe par H =i, et seulement =i,

2EMe pas nu'h]ic.t.'.q.].n.r:.y =k/z!
“Poar ce sens direct, nous o'avons pas utilisé e fait que Je triangle n'est pas rectangle.
En fait, s'il 'est, il 0"y & rien & démont rer.
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les coordonnées baryvoentriques de 5 verifient cette &gquation barveentrique,
clest-fedire s, et sulement i, voir I-10,

o ah
o r- —

co6 B coa € cos € cos A E'Cﬁri.l:'ﬂ.ﬁ-.ﬁ

1 (),

wlpa ) Zp

Il est clair que 2y est une forme linéaire non mlle de B? et done que Ker (0)
en est un sous-espace vectoriel de dimension 2,

Diterminoms-en une base, Une équation baryeentrigue de AH est de la
forme go2 + o} = 0, et done la conbque Ty céunion des droites AH et B
a pour équation baryveentrique g2 X + XY = 0. On o el go,re) = 0
puisque T4 est une conique circonserite, fit-elle dégénérée, passant par H
aussi. De méme, la conique ' réunion des droites BH et ©A & une équa-
tion barveentrigee de la forme ;VE +m XY =0 et on a goplp, 0o ) = 0,
Comme les triplets (0, ga, 7o) et (py, 0, ry) sont non muls, et clairement non
colinfaires, s forment une base de Ker 2 et T a done une équation bary-
centrigue de la forme A{geZ X + o XY+ 0(m Y Z + 7. XY) = 05 il ne reste
plus qu'ds montrer que toubes les conigques ayant une soquation barycentrigee
di cette forme sont des hyperboles Squilatéres,

Revenons pour cela & un repére affine orthonormé @ AH a une égquation
[affine) de la forme mX + nY + &8 = 0 et B une dquation de la forme
m' X n'Y + 5 =0, aver o’ 4 nn’ =0, de méme on a, pour BH et O4
des doquations de la forme m X +0"Y + 8" =0 et m™ X + 0"V 4 8" =0,
aver mMm™ + o™ =0, Ainsl, I a une squatkon affine de la forme

AmX4nY 48im X +n'Y +8" 14 pim" X 40"V 46" m" X +a2"¥ 25" = 0.
Un caleul rapide montre que la somme des coefficients en X2 et en Y2 st

AMmm' + nn') + pim™m™ 4+ 1"n™), laquelle vaut bien 0. Cela établit que
la conique " est effectivernent une hyperbole squilatére.

Dlans cette réciproque, nous nous sormmes servi du fait que M est différent
des trois autres points. En revanche, 6 AR est rectangle en A, le régultat
tombe en défmut.

Il mous reste 4 &tablie que le centre de T est sur le cercle A'EVLER du
triangle, Récrivons la formule golp, g, r) = 0 sous la forme Squivalents

walp, g, ) = phe cos A+ qq:'a.ma.ﬁ + rabeosC =0,

nﬂmapm&%:mﬁmﬁmﬁxw“mﬂ.

M0 & aussi
whlp gt = p(AB | ACT) + (BC | FA) + o{FA | TH),
ot b produit sealaine est noté { - | - ).
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Avec les notations du 11-2.4. les coordonnées barveentrigques (x, », z) duo

centre § sont telles que (=, 4. 2)F = (1,1,1), ¢'est-d-dire encore telles que
ritgr =1
re+pzr =1
gr +py = 1,

Si zyz # 0, c'est-f~dire si T n'est pas sur un oité du trisngle, om a, 4 un
facteur multiplicatil prés,

p=zlr—y-2z)

g=yly—z-2z)

r=Hzr=zc=y)
&, puisque ofip.g.7) =0, on a

h:lf{ﬂf—y—:jﬂcﬁﬁ+my[y—x—z]umﬁ i nﬁs{x-—m-—y}mf:ﬂ.

C'est bien dire que [ est aur le cercle d’EuLER du triangle : pour comparer
aver ['équation hmyc«mtnquc du I-T.5.2, on aura juste & vérifier que, par
cxemple, e=acos B+ boos B,

Reste le cas oit [ est sur un oité, BC par exemple, Si [ est le milien de
B, alors il est Men sur le cercle d"EULER et, sinon, la conique I contient
aussi deux autree points de BC @ ce sont les symétriques de B et O par
rapport & 15 done, I dégénére en la réunion de BC et d'une autre droite,
orthogonale 4 BC puisque ' est une hyperbole équilatére @ cotte seconde
droite est forcément la hauteur issue de A et T est intessection de cette
hauteur avec BC, O, ce poiot, que nous avons désigné par M 4, appartient
bien au cercle d°EUVLER.

Réglons tout de méme le cas d'un triangle rectangle en A ; nous établissons
qu'une conique (non dégénérée) passant par A, B et C est une hyperbole
doquilatére s, et seulement #, sa tangente en 4 est la hauteur issue de 4.

Pour ee faire, choigissons un repére (affine] orthonormé d'origine 4 ot J'axes
portés par les droites AB et AC respectivement. Les coordonnées {affines)
de B gont alors de la forme (b 0), avec b ¢ 0, ot celles de O de la forme
(0,e), avec ¢ ¢ (. Une conique % « générique » a pour éguation affine
X Y) = pX? 4 gXY + r¥V? 45X + 1V + u = 0. Elle passe par A si,
el seilement &, w = 0, elle passe par B si, ot seulement si, 5 = —pb, et
par C' si, ot seulement s, f = —re. Comme & est supposée non dégénérée,
I'tquation de la tangente T en 4 & & est sX + 1Y = 0031 alors qu'un
vecteur directeur de BC est (b ¢). Done, T est orthogonale & BC s, et
senlement s, cs+ M = 0 done si, et seulement si, =pbe—bre = 0, clest-b-dire
enfin si, ot sculement si, r = =p. Cette derniére condition dquivaut bien au
fait que ® est une hyperbaole équilatére.

8 rappeler que e gradient de & ost un wecteur normal & cetle droite,
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Etait-il prévisible que la tangente solt la hauteur ¢ lssue de AT Oui, &f on se
rappelle 'interprétation de la tangente comme limite d'une corde @ si un point
A’ est choisi proche de A sor la droite &, 'orthocentre A” du triangle A"BC
appartient & #F et il est proche de 4 aussi, Upe hyperbole dquilatére passant
par A', B passe aussi par AY et la droite A" et doone upe corde de cetie
hyperbole, Quand A tend vers A, A" tend vers A aussl, mals la drodte 4'4"
reste confondwe avec &, C'est bien cedie droite que nous avons frowwds comme
tangente en A dans la configuration-limits,

Sipgnalons pour &re complet gqu'll ¥ a deux hyperboles Squilabéres deégpénd-
rées passant par les trois points -

1. Laréunion de la droite BC et de la hau-
teur issue de A, On peut alors parler de
tangente en A & cette « conlgque &, ek
clest bien la hauteur attendue.

2. La réunion des droites AE et AC. La O
tangente en A n'a plus alors de gens 132),

H
T

A

Woicl un exercice, proposé par un ami anonyme | on considére un triangle
érquilatéral AR, de centre O et une hyperbole éqguilatére % passant par
les sommets du trisngle (et done aussi par O qui posstde aussi la casgquette
d'orthocentre dans ce cas-14), Moutrer que le centre J de Uhyperbole appar-
tient au cerche inscrit au triangle ABC, et que ¥ contient le symétrique O
de {F par rapport & 1.

Mous allons donner une solution de cet exercice, puis en édnoncer et stablir
umn? réciprodgue,

Solution, Puisque ABC est équilatéral,
o A :&=c.:i=ﬁ=é=n,r'3
et I'équation barveentrique de # est
de la forme p¥VZ 4+ gZX ++XY =10,
avecr p 4+ g+ r = [, aprés simplifica-
tion de Pexpression de g, Supposons e
outre que p° + ¢ + rF = 1, aprés di-
vigion fventuelle par un scalaire idoine ;
comme (p+ g+ =0, de cela suit que
gr+rp+pg=-1/2.

11 ezt facile de wérifier que le cercle d'EULER coincide avec le cercle inscrit et
cela montre que J appartient bien au cercle inscrit. Les coordonndes bary-
centrigues normalistes de O sont {173,173, 1/3); i nous appelons {x, 9, 2)
celles de [, alors celles de O sont {22 = 1/3, 2y - 1/3. 2z - 1/3), voir I-T.3.

B Tautelois, les ghoméires anciend ne craignaient pas de dire gue la hauteor isue de
A est tangente 4 notre conigque, puisgu’elle la coope en diux points confondus !



15 I, Correspondances remarguables lides & un triangle

Il noaes Teate & Eablir que 0 € &, c'est-a-dire que
P2y —1/302: — 1/3) + (22 = 1/3) {22 — 1/3) +r(2x — 1/3)(2y — 1/3) = 0.
Or, confer 11=2.4, nows savons que [z, y, 2) est égal &

- S 1 4 _ _ —_ — T?—T —_
Ez.l.qi_l_r!_gqr_gfp_zpq'fpl Iy W“qz qr i i W:II

=1/3

Les termes figurant dans la parenthése se simplifient eux aussi :
PP=pg—pr=plp—q-rl=pi2p-p—g-r)=23".

Reste donc & Etablir que

Pl2g" =1/3){2% —1/3) (20 —1/3) (25" —1/3)++(25°—1/3)(2¢* —1/3) = 0.

Appelons A le membre de ganche dans la formule précidente ; il est &gal 4

. - +q+
Apgrigr + rp + pg) %{m* e prd o+ grd gt et gt A pg#-
En ontre,

e prt+grt +ap’ +rpt g’ = (g r)p® 4t %) = (0 gt 7).
Compte tenu que p+ g+ r =0, + ¢ +r¥ = let gr+rp+ pg = =1/2,
on a done s

,r_r,,=_1rw,-+2f"'1. ' “; rr .

Appelons [1(.X) le polynéme (X -~ p)iX — q)(.X —r): on a aussi [1{X) =
X3 X 2—pgr (relations entre coefficients et zéros du polyname I1). Poisque
[M{p) = Ilig} = l{r) = 0, on & anssi

P = pf24pgr, ¢ = qf24pgr, v = rf2+ pgr,
de sorte gque p* 4 g7 + r* = Ipgr. Cela montre enfin que A = 0.

Réciproguerment, supposons une hyvperbole équilatére & (dégénérée ou
non}, de centre {1, et un cercle # centré en un point ¥ # {1 de 8 et passant
par le symétricque 1% de 1V par rapport & 0. Montrer que % recoupse %
en brols autres points formant trisngle Sguilatéral,

Mous adaptons un repére orthonormé du plan anx axes de Ubyperbole @
admet alors une équation cartésienne de la forme XY = a®, ¢'est-a-dire
encore 22 = 2% = dia?, si I'on pose ¥ = X +iY. Une équation cartésienne

e ¥ st de mime
(X = x)® 4 (¥ ‘!-fu]?—'i{“’%"'ﬂa]-

o {Tp, o) sont les coordonnées cartésiennes de £,
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Posons 7y = ry + ipn @ cotte équation devient (£ — zy)( & — 29) = 455z
Effectucnos e changement de notation 27 = & = z5 : les équations de hy-
]:r&rin]n et du cercle sont alors respectivement {27+ 2 )% — (2 + ?uf = dig®
ot £'F = 455z, c'est-d-dire encore 2 £ 0 et & = 455z/ 2" puisque le
podint £¥, d'affixe 25, n'appartient pas au cercle.

Divelopper les carrés dans 1'équation de I'hyperbole, v reporter 27 en fone-
tion de &' et réduire au méme dénominateur donne aprés ealeul la condition
nécessaire subvante pour gue le point d'affixe Z appartienoe & 5 0¥

(2" + 22){ 2 — 855%29) = 0.

La premiére parenthése g'annule pour 57 = =23z, ¢'estedidire £ = —zq
c'est affixe du point (1" qui appartient bien d Vintersection, par construe-
tion. La seconde parenthése s'annule pour trois complexes [distincts) dont
les images forment un triangle équilatéral 1), On wérifie facilement que,
inveTsement, oes rods points appartiennent 4 I'mtersection.

Equilatére, équilatéral ; est-ce & cette propriété que ces hyperboles doivent
cetie épithéte T O bien est-ce dia & 1'égalité des longuears des axes focal et
non focal ™17 Aux historiens de trancher !

8.2, Théoréme de Pascarn et hyperboles équilatéres

Llana cette section, nous donnons une jolie prewve, altribude & BRIANCHON &f
i PONCELET, dun nédsultat vy auTIT-8 @ & " est une hyperbole dgpuilatére oir
conscrite d un triangle ABC, alorsl'orthocentre dutriangle appartient a1 3%},

La prewve repose sur un cas particulier du théoréme de PASCAL : on considére,
sur I, les six points BHFEAC, ob, outre les points A, B ot 7, on définit H
comme le point ob la hauwteur du triangle issue do O recoupe I, puis E et F
comme les points & 'infind sur les deux asymptotes de I' (lordre oo &tant
guebcongue). 11 s'agit done de montrer que H est 'orthocentre de ARC,

Sont alors alignés les points d'intersection respectifs de AR et EH, BC et
EF, CH et AF, Puisque EF est la droite de 'infini, BC N EF est le point
4 l'infini (B de la droite BC; EH est la paralléle & la « premiére »
asymptote de I' mende de H et elle coupe AR en un poiot & ; AF est la
paralléle & la « seconde # psymptote de T menée de A et elle coupe CH en

B L'un de oo brois points peut Stre §7 ; dans ce cas, cercle ot hyperbole sont tangentes
en c& paimk.
iy désigme habituellement par a et & les demi-longueurs des sooes. d'une conbque, la

demb-distance focal Stant alors ¢ = ya* + & dans le cas d une byperbale. Une hyperbale

fuguilatére est done caractérisée, parmi les canigues, par sun excentricits ¢ = %
FValr Géomdtrie des courbss, Recherches sur lo déterminotion d%ne hyperbole dqui-
latére, gu moyen de guatre comditions denmdes. Annales de Gergonne, walume 11
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un point B, Wu le théoréme de PASCAL, les points (804, B et O sont
alignés, c'est-a-dire la droite B'C" est paralléle & BC. Observons le triangle
AB'CY « ln hauteur fssue de B est B'H, du fait que CH st orthogonale
i AC"; la hauteur issue de © est O'H puisque C'H est orthogonale 4
Al (ces droites étant paralliéles ane ssymptotes de I, orthogonales par
hypothése). Cela montre que H eat orthocentre de ABC" et done que
AH est orthogonale & B'CY, done aussi & BC qui i est paralléle : ainsi, H
cst bien 'orthocentre de ABC, et cet orthocentre est sur le conique.

9. Deux exercices de révision
9.1. Les deux Inversions

Voici un premier exercice qui méle les notions d'inversion isobomique {gqui
ressortit & la Géométrie affine) ot d'inversion isoponale (propre, elle, & la
Géomitric euclidienne). La solution de celui-ci suit la figure.

Mous nous donnons el un triangle ARC non isocéle dens un plan affine
euclidien. 5i M est un point de ce plan, nous désignons ici par if M) 'inverse
isotomique de M, lorsqu'il existe, et par I{ M) son inverse isogonal, lorsgu il
exisle.

1. Etablir qu'il existe une conique I telle que si un point M, non situé
sur une des droites portant les cbtés du triangle, est aligné avec i M)
et I{M), alors M €T
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- Montrer que, pour tout podot M, kes points [[M ) et I{M) apparticnnent

& la polaire de M par rapport & . En déduire un principe de constrac-
tion de la tangeote en un poiot M 2

Montrer que ke trisngle ADC est autopolaire par rapport & I,

. Weérifier par le caleul baryeentrique que le centre de cetie conique est

le point de STEINER T 1% du triangle ABC. Expliquer sussi ce fait
Efombtriguement.

. Werifier que les points suivaots appartiennent & T ; les contres Jq, T g, I

et { des cercles (ex)inscrits au triangle ABC, les quatre points de oo-
ordonnées baryeentriques (£1,£1 4 1) 97,

En déduire guee [" est une hyperbole dquilatére (s'aider de la notion de
quadridaiére orthecenirigue, voir au IV-1.1).

. 81 les longueurs des cotés sont telles que a = ¢ > b, comme sur la figure,

monkrer gque seules les droites BC el OA coupent T' (en des poings
riels). 8i Ay et A2 3% respectivernent [, ot By, sont les points oi
BC, respectivernent OA, coupe T, monbrer que les divisions Ay A; BC
et HyH,OA sont harmonigues ef que les droites 44, AAs, BH, st
BB, eont tengences & T, Bi, en outre, A" ot B désignent les milienx
de A} Az et de B By, alors les droites AAY et BBY se conpent en E.

i i

Solution

1. Equation de I'. Rappelons que, si un polnt M a pour coordonnées
baryveentriques (x, ¥, z), alors les coordonnédes baryoentriques des conjuguds

¥%air su 111-1.2.

Y iCols donne quatre points ; le point & et les points appelés A, B, O° air ks Bgure,
Far exemple, le point ©F et el gue ACTBC st un parallélogramome,

Hhinlgrs d'afectususes sollicitations, lo point Az n'a pas accepté de figurer sur la
figuars
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isotomique et izogonel de M sont respectivement les triplets (yz, 2z, xy) et
{a?yz, b zx, cAzy).

Lalignement de ces trols points dquivaut done 4

x Y z

yr Ir Iy
a’yz Wrx Ay

=1,

Développer ce déterminant donne tout de suite la condition dquivalente
xyz x (e — 01" + (a? — c*h® + (B — 1333} =10,

Pour un point Af non situé sur un dea cités du triangle, on & ryz # 0, de
gorte qu'il existe bien une conique [' répondent & la question ; elle & pour
équation barycentrique

(P =B)X ¢ (a® =AY 4 - a®)2* =0,
Cette conigue nw'esf pas wide o lo suite fablina gu'elle contient les douze
points cités dans 'énoned, Au resle, nous pouvons en 8re sir dis g present,
puisque lo signature de lo forme quadratigue g : (X, Y, 2) = (& —F1X% +
(a? — ) ¥ 2 4+ (b® —a?) 27 est de la forme (2,1) ou (1,2). En effet, sil'on a
par exemple a > ¢ > b, ceflte sunabure esf (2,1).
En particulier, g est non dégénérde, ot T' 'est done elle aussi.
2. Conjugaison de tout point A avec ses inverses. Happelons que,
v |"équation barycentrique de I, les points Af et M de coordonnées bary-
centriques respectives [z, y, ) et (', v, 2} sont conjugut par rapport & T
si, et soulement s1, on &

(e = Wz’ + (a® - '’ + (B - a2’ =0

5i, par exemple, 5 on choisit pour M' 'overse isotomigque dua point M de
coordonnées barveentrigques (£, ¥, 2], Bous avons & vérifier que

(e® — B )zyz: +{a® - Dyxz + (B —a¥lzzy =0
En cifet, on obtient bien le résultat espéré. Il en va de méme du cas oo M°
est inverse isogonal de M.
En particulier, la polaire par rapport & I d'un point M pon sited sur un
des cotés du trisnpgle est la droibe (M )ILM), car on vérifie tout de soite
que ces deux points sont alors toujours distinets.
S0, de plug, M est sur [, alors cette droite est la tangente & [ en ce point,
3. Autopolarité. Vu la section 111-3.2, cette propriété résulle immédiate-
ment du caractére dicgonal de la matrice {relativement & la base canonique)
de la forme quadratique g, c'est-d-dire la matrice §} = Diag(c® — b%,a% —
&5 — a?).
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4. Le centre E de I, Ce point & pour coordonnées baryoentrigques le triplet
(1,1, 17", Aprés avoir chassé les dénominateurs, on obtient comme co-
ordonnées baryoentriques de E Ie triplet

((a® = B)* = a®), (¥ = *)(a® — 8%}, (& — ™ )(F* = 7))
On reconnait 1& le point de STEINER du triangle : voir ag TTT-1.2.

En woici une explication géométrique : dans la section cibée, on & établi
que le point de STEINER et le poiot du plan pour lequel les ioverses soto-
mique ef izogonal sont & 'infini. La polaire de E est done & U'infing, of cetie
propriéeé caractérise lo centre de la conique I,

5. Pointa remarquables et nature de I'. La vérification de I'apparte-
nance & I' des huit points donnés est immiédiate ! Mieus que cela, elle est
prévigible : par exemple, le point I, centre du cercle inscrit, est confondu
avee son inverse sogonal et Palignement des poiots T A0T) ot T(T) est tri-
viale, Cetie remargue vaut aussi pour bes trods centres des cercles exinscrits,
ainsl que pour bes points A%, B, O, G qui, eux, eolocident avee leur inverse
IS0,

Comme le quadrilatére F4Tgl-T est orthocentrigque, la conigque T est alors
une hyperbole équilatére. Elle passe donc aussi par Porthocentre H' du
triangle A" BT, qui se déduit de oeloi de ABC par I'homothétie de centre G
et de rapport =2,

6. Deux alignements remarquables. Avec 'bypothiése a > ¢ > b, on
voit que les points d'intersection de I' avee BC sont les points 4 et Ag de
coordonnées baryeentrigues (0, via® — 8 +a? — ¢¥), Grace & la formule
du II-2.7, on vérifie que la division 4, A; BC est harmonique. On procéde
de méme avee lo division By B20A. En revanche, la droite AR ne coupe
paA [

Bien siir, le trinngle AR st antopolaire par rapport & I, de sorte que les
points B et O sont conjugués par rapport & elle. Cela confirme 'harmonie
de la division Ay d28C. En revanche, seal le calen]l permettait de savoir
guels ¢dids du triangle coupent effectivement I,

Puisgue les points Ay et Az, appartenant & T, soot sur la droite BC, les
tangentes en ces points se coupent en le pole de BC, qui est le point 4, du
fait towjours de Pautopolarité du triangle ABC, Les droites AA; of AAd;
sont donc bien tangentes & T, et il en va de méme de HH, et de BH;,
Enfin, sur T, les cordes A; Az el B'CY sont paralléles (penser aux paral-
lelogrammes BCACT et ABCE'); les milieux de ces deux cordes, savoir
respectivemnent A% et A, sont donc alignés avec b centre £ de la conique,
Cela explique que AA", ot de méme BBY, passent par B,

On notera aussi que les directions AE ef BC sont conjuguées, I en va de
meme des directions BE et O A, et des directions O et AB.
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8.2, Des triangles d'aires dgales

On considére, dans un plan affine euclidien P, une hyperbole éguilatére H,

a) Soit deux points distincts 4 et B de M ; & un point M de M, on associe
lie point ¢ qp( M) de H en lequel la perpendiculaire & la droite AR menée
de M recoupe H. Montrer que wag est e restriction & B d"ane application
affine de P dans lui-méme.

b} Sait trois points distincts A, B et O de H, ot M un point de & ; établir
que le triangle A'BC" = wae(Mpoa(M)pap(M) & méme aire que le
triangle ABC,

Solution du a). Rapportons le plan P & un repére orthonormé dont les
axes soient les asymptotes de M ) une éguation de cette conigque est alors
de la forme XY = &, o k # 0. Désignons par (a,k/a) ov (b &/b) les
coordonnées cartésiennes de A et de B, ot par (x,y), o0 y = &/x, celles
de M.

Le ealeul établi an IT1-8.1 montre que les coordonnées de w4 M) sont
(=E? fabz, =abz k), cest-d-dire encore [ —ky/ab, —abe/k). Lapplication af-
fine @ 4p qui & un point de coordonnées (X, ¥') associe le point de coordon-
ndes [—kY fab, —abX [k} convient done. On vérifie d'allleurs immédiaternent
qu'elle envoie H sur elle-méme.
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Hemargue, Explicitons misux cette transformation affine : vu le I1-2.9,
nous sevons que les milionx des cordes de B paralléles & la direction &
orthogonale & celle de AR appartienoent tous au diameétre A" conjugud de 4,
Liapplication o 4p n'est done antre gue la syméirie obligue par rapport &
ce diamétre, ot parallélement 4 la divection 4.

Solution du b). Conservons les notations du a) ¢ désignons par (c, k/c)
les coordonndées du point O, L'aire du triangle wgol Mol Mg apgiM)
g5k alors dgale an déberminant,

—kpfbe  —kyfea  —ky/ab
A w |~berfk —cax/k —abzfk|.
1 | 1

Mous ramenons facilensent le caleul de ce déterminant & ceolui donnant aire
du triangle ABC; commengons par factoriser —ky/abc dans la premiére
ligne et —aber /& dans la densdiéme ; nous factorisons ainsi kabery /(6 abe,

clesl-d-dire | O oa done encore

a ] i
A=|kfa kb Eflef.
1 1 1

On reconnait & 'aire du trangle ABC; il s'agit d'ailleurs méme d'aires
oriendies,

Remarques. Avec ces notations, Vapplication affine qp et une nwolu-
tiom ; ¢'est prévisible puisgue la constroction de ¢ 4 5 (M) & partiv de M € H
est elle-mime involutive™), Cette involution échange los directions des
asymptotes de H ) en effet, lorsgue M € H, considérd comme point neo-
bile, a"¢loigne & Pinfini vors M'une des asymptotes, le point o 4m( M) alors
construit 5'€loigne & 'infini vers 'antre asymptote. A noter que, selon les
résultats du II1-8.1, ke point pap(M) n'est autre que Uorthocentre du
triangle ABM, lorsgue M #£ A F B

Llorthocentre My du triangle ABC est lub-méme sur H ; les points @ ge i Mg ),
woalMg) et wap(My) coincident alors respectivement avee A, B et O
L'égalité des aires n'en est gque plus triviale,

Le cerche circonscrit au triangle ABC recoupe M en général en un quatriéme
point, que nous appelons Y, Venfions, grice sux résultats du W-3.2, &
venir, que les points A" = @ge(l)), B' = goall)) et O = pap(D) se
déduizent alore des points A, B et © par une symétrie centrale.

En effet, les points 4°, B et O ne sont autres que les orthocentres des
triangles BC T CAD o ABRD, Cholsissons cebte fois un repére orthonormé

W'ext Vinvolution d point de Frégier définie par le point & Uinfinl de la dieection
arthogonnle & celke de la droice A8
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ayant pour origine le centre du cercle ABC D, ot identifions grice & oo choix
notre plan euclidien 4 C.

Appelons, pour étre cobérent sver le W-3.2, a, b c et d los affixes de nos
quatre points : les affixes des points A'B'CY sont alors b4 c+d, c+a+d
ef a4+ b+ d: on voit qu'ils se déduisent de o, b et ¢ par Vapplication z s—
[a+b+c4+d)— 2.



Chapitre IV

Les familles de coniques

Dans les deus premiers paragraphes de ce chapitre, nous allons laisser « un
degre de liberté » our coniques circonserites 4 un iriangle, Celte sttuation
mdriterait guasiment d°¥re développde dans un ouvrage entier; nous en
awens done forcément lnisse de oflé lowd un pan, MOt peRsons Jue oo Jue
nous avons consertd convainera e lecteur de lo richesse ef de lindérét de ce
concepl. Plus loin, au A=3.5, nous én cvoquerons Sgalement Uaspect dual,
& partir deg familles de condgques inscrites dons un quodrilabére,

1. Faisceaux linéaires de coniques circonscrites

Dans la section précédente, nous avons montré que I'équation baryeentrique
géndrale des hyperboles équilatéres circonscrites 4 un triangle de référence
(non rectangle) ABC était de la forme p¥ Z 4+ g2 X 4r XY m 0, o le triplet
(1. ¢, ), non nul, annule la forme lindaire gy

Appelons plus généralement faoiscenn ndaire de coniques |circonscrites) ()
l'ensemble des coniques svant une équation baryveentrique de la forme p¥' 24
gEX A r XY =0, of le triplet pon mul [p, g, 7)) anoule uoe certaine forme
linéaire non nulle € # (R R). Nous appellerons cet ensemble plus sim-
plement un fosseean de contgues of o désignerons par &,

Supposons i choisie ; toutes les coniques de &, passent bien sir par A, B
el O : nous allons vodr gu'elles possend alors oussi foules par un quatridme
point'® | éventuellement 4 infind, ou encore dventuellement confondy avee
un des sommets du triangle ‘maois dons oo dernier cas elles possédent une

Uel, nonss mlanrons pas & supposer que ABC n'est pas roctangle
Tans le cas des hyperboles Squilatées, nous savens djd qus oo quatsidos point est
l'owrthocentra H du erlangls,

165 -
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propriéte supplémentaire). Nous vervons ousst que les centres de celles des
eondgiees du foiscean gid ne sond pas des paroboles, appariiennent d une
nouvelle conigue passant par les milisir des odtés ef gud gendralise en cela
e corcle d'EULER du triangle.

Donnons-nous done une forme lindaire o, qui & (p,g,r) € B? associe up 4
vg+uwr, aves (u, v, w) # 0, On voit tout de suite qu'il ¥ & deux cas suivants
& eTIVISAZET.

1.1. Les faisceaux 4 quatre points de base

Supposons dans un premier temps que wew # (0. Alors on ne change pas &,
1 1 1

: t T} = — — —r!¥, Le point I, de coord

on posant o(p, g, 7] w® + u? + el poim 0Ti-

nées baryeentriques toutes non malles (1 /w, 1w, 1 fw), n'est pas un sommet
du triangle (il n'est méme pas sur un coté du triangle), et appartient &
toutes bes coniques du faiseeau, Le point D) est & Uinfini si, et seulement si,
vir+ivu+uy = 0 el les conbgues ont alors toutes une direction asymptotique
COMITInRE.

Inversement, si 'on se donne un point £, de coordonnées harycentriques
toutes non nulles (7o, uy, 250, alors les coniques passant par A, B, C et D
sont celles d'éguation baryeentrique pagzp + goorn + rgin = 0, ce qui cof-
res i la forme linéaire définie par w(p. q.7) = puozo +q 20Ty =1 Todn,
nﬁlf'{::inhienuvw;&[]. PO = PR ST
Il w'est pas raisonnable d'espérer un cinquidme point commun puisgwe, nous
I'svons vu su 11-2.1, une seule conique passe par cing points donnézs dont
guatre quelcongues ne sont pas alignés®4), Si Pon vout résumer cela : les
conigques d'un tel foisceanu ont qualre points comrmuns ef pas dovanfage, of
fa donnde d'un cinguidme poind rend alovs la condgue unigue. Le lecteur
prudent pourrs toutefois be wérifier an prix d'un petit caleal.

u u w

1.1.1. Faisceaux et inversion isogonale

Ezaminons les images par inversion isogonale des conuques de F,'5, 8
Plon & une conigue d'équation barveentrique p¥ 2 + 92X + XY =10, avec
up 4 vy + wr = 0, alors son inverse isogonal est une droite et a pour
équation barveentrique pbc” X 4 gcfa®Y 4+ ra®*h®Z = 0 : clle passe par
Iinverse isogonal DY de D) de coordonnées baryeentrigues (a®u, B, 2an),
Les droites obienues appartiennent toutes & un faizcean lindaire de droibes,

St -ddive en divisant o par uvi.

ABt c'est foreément be cas i puisque ks quatre poiots déja connus 4, B, & et D sonk
trods & trois non alignds, méme si D st A infini.

*L'inwershon isotomigque aureit un efet analoges, mais les hyperboles Squilatéres s
comportent mieux vis-d-vis de la premidoe.
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celles passant par le point IF {lorsque D est & I'infini, ces droites sont toutes
paralléles). Inversement, si DY est un point dont Uioverse sogonal DX o'est
pas sur un eobé du triangle, ensemble des ioverses sogopaux des droltes
passant par 0 est un faisceay de coniques, admettant [ comme quatriéme
point de base, Les trols coniques dégéndrées du faiscean correspondent alors
aux inverses isogonawx des droites O/ A4, 'R et DYC.

Mous savons qu'une conique circonscrite est dégénérée si, et seulement si,
elle est la réunion d'un odté et d'une droite passant par le sommet opposé, [1
¥ & donc exactemment trois coniques dégéndrées dans le faiscesu de conbques
de points de base A, B, T, D) ; co sont les réunions respectives des droftes
AD et BC, BD et TA, CD et AH, Leurs inverses isogonaux respectils sonl
les droftes AD', BD' et O,

La forme linéaire o &tant connue, et avec elle le point D, nous connaissons
déjh les centres des trois coniques dégénérées du faiseeau F, : ce sont les
intersections des droites AD et BC, BD et O A, D et AB, un (voire deux)
de ces points pouvant se situer & l'infini. Selon nos conventions constantes,
ces points seront appelés Dy, Dy et Dy et leurs coordonnées baryoen-
triques respectives sont (0, w, ), (w0, ) et (v, w00,

1.1.2, La conlgue des neuf polnts

Intdressons-nous aur centres des aulres condgues du foisceau, du moins
celles qui ne sond pos des paraboles, Le méme caleul que celui fait au TTI-8
etablit que les centres de ces coniques wirifient 1'Squation baryoentrigue

F: uX(X-V-Z)+o¥(Y -2 - X)+uwZlZ-X-Y)=0.

Cette fquation étant du second degré, elle représente une conigue, que
nous appellerons . Comme on peut s’y attendre, les points Dy, Dy et
D sont sur 2, ce que confirme une substitution dans % des coordonndes
barycentrigees de cos points.

Notre molsson ne s'arréte pas 1& : &'y trouvent aussi les milienx G4, Gy
ot - des chtés, de eoordonnées baryeentriques respectives (0,1, 1), ete,,
et, gi [ n'est pas & Uinfini, les milieux de AD, BD ot OO0, de coordonnées
barveentriques respectives [2vw + wu 4 uv, wu, uv), ete,

La wérification est immédiate, mais la présence de ces points Stait prévi-
sible ! par exemple'®), si &4 est le milien de AR et €' ¢ symétrique de
par rapport & 7 4, la conique passant par A, B, C, 0" et D admet & 4 comme
centre,

Dans le meilleur des cas, qui est aussi le coas ghnéral, nous avons consbrut
ainsi neuf points distinets, mais 1] serait lassant de discuter les inpombrables

© ®Yoir nussi le 11-2.4.
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cas d'sgalité possibles!”), On appelle & la conique des newf points du
On V'appelle traditivonellement la conique des newf points parce gue ces
neul points sont faciles & construire & partir des quatre points de base, 11 est
pourtant possible de lewr en adjoindre d'autres, au prix d'une construction
un peu plus dlaborés,

Ala fin du TI-3.1, nous avons remargué que, & partir de dews points M et
N, Von pouvail constraire six points sur une méme conigee. 5i 1'on choisit
M = {7, cette construction nous donne les points numérotés T, 9 et 12 dans
la figure suivante (les milieux des oftés) ) si 'on choisit ensuite N = I, on
construit alors les points oumérotés 2, B et 10. Ce sont bien sir déja six
points sur la conique des peuf points,

Ensuite, les milieux des segments AD, BIY et O D nous oot fourni les points
numérotés 1, 4 et 6, c'est-f-dire mewf points jusqu'd présent. Seulersent,
cetbe dernidre fournés déstquilibre les riles des points & et I pourguol &
ne contribuerait-il pas & la construction de trois points supplémentaires 7

Les trois points 1, 4 ef 6 auralent auss pu &re obtenus comme i sait ; la
podadre triangulaive du point &, centre de gravité de ABC, par rapport au
trlangle ABC est la droite de Pinfini, voir ay TT1-4.1. La droite A coupe
cette polaire en le point & infini de 1a droite AD, noté A, par exemple.
Le conjugué harmonique de A, par rapport & AD est elors justement le
miliey du =egment AL, et |'on avrait procédé de méme avec les points B
et . Mous allons adapter ce principe pour rétablir 'squilibre dans les rdles
de & et de D,

Appelons A la polaire triangulaire du point D' par rapporl au triangle
ABRC; la médiane A coupe & en un point o e conjugué barmonigue
de o par rapport & AG est alors encore un polot de la conique des newf

':"l‘:lr evemiple, =i Iy se :nj:fnrbd. aver le milien de 5C, nous « perdons » un poing,
mais gagnons une propridtd @ la conique et tangente en ce poiot & SO
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points *!. On construit de méme le conjugué par rapport & BG du point 3
oi ja droite BG coupe &, et Je conjugud par rapport & O du polint 5 o
la drodte OF coupe &, Ces trois oouvesux points sonl ceux numérotés 3,
Bt 11, et le compie ¥ est.

el est le genre de cetbe conlgue? Pas de chance, elle n'est meéme pas
circonscrite '*) | Heureusement pour nous, elle passe par Ga, Gg ot Go,
dont les coordonndées baryveentogues sout simples (et indépendantes de ],
FPrenons ces trois points comme nouvesn triangle de référence. Les formules
de changement de coordonnées barycentriques 1'% s'écrivent

X=Y'4+ 7
¥=X 42
Z=X"+V",

de sorbe que 'squation barveenttigque de 2 relativement & oe pouveay
triangle est aX'(¥" 4+ 2 4 oY"[Z + X"} 4 wZ'[X + ¥') = 0, clest-d-
dire encore (v 4+ w) pY'2" + (w+u) X' 4+ (u4+0) XY =0,
[ L L
. 0 v

Ainsi, ¥ pent étre dégénérée ; cela se produit si, et senlement si, p'g'r’ = 0.
Par exemple, w4+ v = 0 &1, ¢l seulement si, 1 coordonnéss barycentrigques
de I sopt de la forme (174, =1 4, 1 w), cest-dedire i, et seulement si, le
point [ appartient & la droite paralléle & AR passant par O, Dans oo cas,
la conique 5 dégénire en la réunion de la droite & 4G g et de la droite
passant par 7o et le miliew de O,

Sinon, ke genre de 2, voir la section IT=2.5, dépend du sigoe de 5 =
P g e g — 26 — 2Py qui vaut e —4{vw + w4+ w).

1. De e fait, ¥ est une parabole lorsgue v + we + ry = 0. Cela cor-
reapond au cas ot le point [ est & Uinfini, car 1/u + 1fe + 1w = 0 =
v 4+ i 4wy = 0, le point ¥ &tant alors sur le cercle circonscrit 4 AR
Les milieux de AD, B et OO0 n'ont adors plus de signification, mais nows
gagnons un procédé de construction de paraboles.

En effer, Canil nows permet de tracer une conigue passant par cing points,

“Mos ne détnillons pas ce caleul, mais il est facile & meener grice & un caleul ba-
rycenloigue relatifl au triangls de base ARC,. Le painl o 8 poiir coordonnées baryoen-
triques (1 4w, =w, =iz et son conjgné harmoniquoe a pour cocrdonndes barycentriques
(3u + v+ w,w,u).

Bl passe déin par domee points, Yous n'espiries tout de mdme pas gu'elbe sllait
passer en plus par les sommeets du triangle... DFailleurs, le pourrait-elle ssulement 7 Elle
coupe e oitd B en deux points, ssvoir D4 &t be milien de BC ;& elle contensait un
trodsiéme point de cette drodte, elle contiendrait 5 entier o, done, sl clle passait par
lest Lrois sominets, olle contisndrait tois droites, Swcune condque o’y résisterait.

1 en anciennes en fonction des nauvelles, voir 1-8,
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et nous en avons méme 51X, sitiwds sur une méme parabole!

Meme s'il en existe d"autres, cette construction n'est pas & dédaigner puisgue
I'om peut toujours placer cing points approximativement pour que par eux
passe une ellipse, ou une hyperbole, mais obtenir une parabole requiert un
Macement exact, ce qui est ici ke cas,

2. Ensuite, # est une ellipge lorsque v + um + wy = (b, Cela correspond
an cas ol le point [ est intériear au cercle creonserit,
Su=vewel e et F apour dquation baryoentrique Y727 +
K 4 XY = 0 dans le noveeau repére @ c'est Uellipse de STEINER cir-
conscrite & & 40 g, Cest-g-dire une ellipse tangente en &4, Gy et o
anx cotés 1) du triangle ABC; on 'appelle Pellipse de STEINER inscrite
dans le triangle ABC, Cest UMimage de Vellipse de STEINER circonscrite du
méme triangle par I'homothétie de centre (7 et de rapport 1/2; c'est anssi
I'ellipse d’aire maximale qui soit contenue dans Uintérienr du triangle ABC.

Ea figure qui suil les reprisente ensemble,
A

VA

B [®

Supposons que le triangle ABC n'est pas rectangle. 51 0 = H, nous savons
depuis le III-8 que # est un cercle, le cercle d"EuLER du triangle. Tnver-
sement, 5i % est un cercle, ¢'est le corcle circonscrit au triangle 740 55

UEn effet, la tangente & vette ellipse en 4 est la paralléle menée de ce peing ag obbd
oppost G pllo @ c'est pricistment la droite BE.
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el il & pour dquation baryeentrique oY 2 + R EX 4 AX'Y = 0 relati-
vement & ce triangle, car les longueurs des cobés sont maintenant a2, b2
ot o2, Alors, on a (& un coefficient multiplicatif non nul prés) » + w = a®,
b+ e —a? -
Tu = beecos A, et le
reste par permutation civculaire, Un triplet de coordonndes barveenirgues
de IV est alors (6 cos A, b cos B, ef cos C). Autrement dit, ona D = H et
toutes les conigques du faiscesu sont des hyperboles quilatéres,

Remargue. 531 [ est Vorthocentre du iriangle non rectangle ABC, alors
chacun de ces quatre points est Porthocentre du triangle formé par les
trode autres {faire un dessin!) ; on dit alors que e quadrilatére ABCD est
orikocenirique.

A partic d'un trangle non rectangle ABC, le quadrilatére formé par le
centre du cercle circonserit et les milioux des trois oftés est orthocentrigue
{dessin )

En woic un autre ; les bissectrices d'un toangle ABC concourent en le
centre § du cercle inscrit | la bissectrice issue de A rencontre les bissectrices
cutéricnres issnes des denx antres points en le centre [y d'un cercle exins
erit ') et Pon constroit de méme les points Tg et T Alors, le quadrilatére
Talgled est orthocentricue,

La figure ci-contre fait apparalitre
I comme orthocentre du triangle
Tadglo, s pieds des hauteors
etant A, B et  ; cela montre en
particulier que le cercle d'EULER
du triangle f4igf- est le cercle
cirronscrit & AR, et oe der
nier passe done aussl par bes
six miilioux des segments formés
& l'nide des sommets du qua-
drilatére [4lplol prie deux &
dex 13

w4 u=~=b ot u+tv=c, dod l'on tire u =

Relativement au triangle ABC, les coordonndes barveentrigues de ces slx
miliewx ont des expressions asses simples @ celles du milien de Fyf sont par
exermple {—a®, b+ &), olb + ).

ey cercles exinsorits gomE, comme be cercle inscrit, tangents aux trois oités do tri-
angle ABC, maig les points de contact ne sont pas bous sur les segments BO, OA et
AR,

vy Iétude faite au We3.2, on peut en déduire gue Vissharyoentre du systéme
Talplzl e le contee OF du cercle circonseril au triangle ABC
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3. Enfin, ¥ est une hyperbole lotsque rw+wutur < 0, Un cas particulier
intéressant est celui on D appartient au cercle circonserit & A BC. Montrons
en effet que # est une hyperbole dquilatére M4}

Si le triangle ABC n'est pas rectangle, le triangle GGGy qui lui st
homothétique ne l'est pas oon plus. Le conique & passe par les trois som-
mets de ce dernier triangle, ainsi que par le point O gui et le ceptre d'une
conigque particuliére du faiscean (le cercle contenant A, B, C, D) Or, € est
l'orthocentre du triangle €40 p(d- (faire un deasin) et % est équilatére
{comsfquence du ITI-8).

Si le triangle ABC est rectangle en A, le trisngle &40 55 - Pest aussl,
cette fois au point & 4 ; cela équivaut & 'égalité of = ¥ + 2, De I'équation
baryeentrique (1% de %,

v+w)Y'Z + (w+u)ZX +(u+ o)XY =0,

on tire 'éguation baryeentrigque de lo tangente & I'hyperbole 2 au poiot 54 5
(u+ )Y + (u+w)E = 0. Cette droite passe bien sir par 7 4 ; pour que
# soit une hyperbole équilatére, il fant et il suffit, vu I-10, qu'elle passe
aussi par le pied de la hauteur issue de 5 4, de coordonnées barveentriques
(0,8, ). Cela se produit si, et seulement =i, {u + v)b* + (u + w)e? =
uwa® + ob® + we? = 0, cest-de-dire si, et seulement s, le point D de coor-
données baryeentriques (1w, 1/v, 1 /w) appartient & la conigue d'équation
baryeentrigue (relative & ABC) @Y Z + P ZX + 2 XY =0, qui est bien le
cercle circonscrit 4 ce triangle.

Plutét que de conclure dans ce dernier cas gréce & un caleul baryeentrigue
(mais c'est le dessein secret de ce chapitre), pous aurions pu metire en
lumitre une propriété ginérale des conbgques. 5 & eat une conigue non dé-
générde et M un point de celle-ci, ['hypotdnuse de tout triongle rectangle
en M inscrit dona ¥ rencondre la normale en M 4 % en un poind, fven-
tuellemnent & infing, indépendant du choir du dangle [of appelé point de
FREGIER du point M), En d'aulres fermnes, les hypoténuses de dewsr fri-
angles rectangles en M inscrils e coupent en un poind de la normale en ce
poanl

La preuve de ce résultat sera donnée & la fin de ce paragraphe, au I'V=1.4.

Ici, i le triangle ARC est rectangle en A et gque A, B, C, D soient cocy-
cliques, nous appelons & a, Gg, Ge, Gy ot G les milieux respectifs des
segments BC, CA, AB, CD et BD. Ces cing points sont sur la conigque #
o1 nous avons denx triangles rectangles en (74 @ GGG et GuGRGH

M4 noter ln « pbriprocité = ;s ks quatre paints de base sonl sur un cercle, ¥ e
alars une hyperbole équilatére alors qu'dle est un cercle krsgqes toutes s conigees da
fadsreau sont des hyperholes dquilntéres.

Y9 Toutes les cocrdonnées barpoentriques qui suivent font référence & (7 407 giip,
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{voir la figure, on les angles droits ont &6 places en A et I par souel de
lisibilité). Les hypoténuses de ces deux triangles sont paralléles, car paral-
leles & B ; elles e coupent & Pinfini sur B et la normale & % en O 4 est
done BC. La tangente en cf point est done bien Lo bauteur msue de Gy,
et & eat bien une hyperbole équilatére.

1.2. Les faisceaux de conigues tangentes

MNous reprenons maintenant I'étude dea faisceaux linéaires & définis par la
famille d"quations baryeentriques pbt" S+ 2 X +r XY =0, ol upvgtwr=10
et, catte fois, wewr=il.

5i deux des trois scalaires w, v et w zont nuls, disons v = w = 0, maizs
w # 0, alors les coniques de 9, ont des équations baryvesntriques de la
forme X{rY + g2} = 0 et sont toutes dégénérées. Nous exelurons oo cas
inintéressant.

Supposons done que u = (), mais vw # (. 1] est immédiat que vg + wr =0
fqquivaut & ; [, ) est proporbionoe & (w, —v). 51 le Beteur de proportionna-
lité est nul, on & g = r = O et forcément p ¢ 0. Une conique du faiscean pour
laquelle g = r = 0 & done pour équation baryveentrique Y& = 0 et c'est la
réunion des droites AC et AB. Appelons-la %, Les autres conigques du fais-
ceau ont une dquation baryvoentrique de la forme p¥ E 4 wZX — v XY =0,
avee p réel (191

Cette fois, nos conigues n'ont en commun que les points 4, B et . En
effet, ces trods points conviennent ef, récproquement, Lol point oommun
& toutes les coniques du fasceau doivent en particulier appartenir & %5 et
done & AFLAC. Déa lors, un point Mz, y,0) de AB commun & toutes les
conigues dott wirifier vey = 0 (ave v # 0} 5 chest done e point A ou le poing
B ; de méme, sur AC, on ne trouve comme points communs que A ou O

“‘Fui.;qun.; Jes -be-]u.u.ti-:ru barycentrigues d*une méme conigque ne différent que d'un
facteur multiplicatif non nal,
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La conigque ®; n'a pas de tangente en A; en revanche, Pégquation bary-
centrique de la tangente T en A & une antre conique de &, est vY —wd =0
elle ne dépend pas du cholx de p et toules nos conigques, mis & part ¥,
sont donc tangentes en A7) Cela justifie le nom de faiscean de coniques
tangenies (18,

Dans b faiscean, nous connaissons déji Lo conigque dégénérée . Une autre
conigie du faiscean egt dégéndrée si, et seulement i, pisr = 1, cest-d-dire s,
ot seulement si, p = 05 il n'y a done dans #, que deux coniques dégénérées,
la seconde avant pour éguation barveenbrique X{vl — wZ) = 0 (c'est Ja
réunion de T et de la droite B, Les faisceaux de coniques tangentes se
distinguent par cette dimioution du oombre des conbgques dégénérées, ef
cela va avoir des consdgquences ultérieurement.

Mous pouwvens poursuivee notre fude parallélement & celle des faisceans
A quatre points de hase. En ce gui concerne les inverses isogomarx d une
conigue dan fadscean de comigques tangentes, il o'y en a pas de bien défini
pour la conique #, mais Pinverse isogonal de la conigue d'éguation bary.
centrigque p¥ & + wZX = o XY = 0 est la droite d*éguation baryoentrigue
PEX + wfa®Y — v Z = 0. Cette droite passe par le point DY de
coordonnées baryoentriques (0, ¥, c®w), qui est cette fois sur le citéd B
Réciprogquement, s une droile passe par [F, maig est distiocte de BC,
gon inverse isogonal est une des coniques duo faiscean F, antres que .
Mous pourrons done considérer que la conbgue mangquante % et la droite
mangquante B s correspondent elles anssi par Papplication L

Mous avons écrit de facon imagée au I1T-1 que IMinversion sotomigue faisait
« Eglater # b point A en be ofté B Llinversion isogonale a bien sic les miémes
propridtés explosives ; icl, toutefois, elles sont « canalisées = par le contact des di-
verses coniques ag point A, Si M décrit une des conigues non dégénérées do fuis-

ceau et tend vers A, il le falt de sore gue la deoite AN tende vers la tangenie T,
ainsi |'inverss sogonal de M tend vers le point de BOMIT), quoi est justement. 127,

"0 peut en Fait considérer que T coupe ¥ en e point double A, puisqu'slle coupe
en A chacune des droites A8 et AC. [l est tradstionnel de dire alors que T @t guss:
taﬂg.!.-nl.e & .

LBSi mous me nous restreignions pas aux faisceaux de coniques circonscriles, nous pour-
rions avoir ausai des [aisoeaux de condigues Sdongenies, cel-d-dire des ensembles de
conigques ayant deux poinls communs A £ B en lesguels elles ont ioutes les mdmes tan-
gentes, A savoir des droites donndes T et T respectivement, des [iscesny de conigues
paculairices, o eat-d-dire avant un point comman A en legeel Wules ont e abme cercls
asculalear, ainsi qu'un second point common B o eofin les faiEceaus de conigues suroa-
culadrices, e'wmi-d-dire ayant un point commuan A en legusl toules 2onl suroselal oo
En outre, o8 poinls cammuns peuavent #re péels ou pon, & distance finie ou non ot cela
ouvre la vaie & des disposctions interminables de cas, surtout sl P'on se limite 4 B en
tant quw corpe de base (mais celle pesLriction peut &tre imposbe par le contexte : 8i l'on
ainbitresse pux cobstructions & la riégle el au compas, se placer « dans © & n'est pas for-
oiment raksonnable). Les falsceaux de cercles concentrigquss sont un exemple de faiscen
de combgues hitangentes, an les polnts cycllqees T et 1.
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Le point A est ke centre de la conique dégénérée ¥, du faiscesu. i T n'est
pas paralléle & BC, ln conique &) réunion de ces deax droites admet pour
centre leur point de concours T M BC. 81 elles sont paralléles, o'est-i-dire
lprsque v+ w = 0, toul point de la droite & pFo est centre de symétrie
de #;.
Comme pour le cas des faisceaux & quatre points de base, les centres des
coniques non déginérées sont sur le conigque #F d'8quation baryeentrique
¥V -Z-X)+wZ{Z-X-V¥) =0, le seul changement étant dans 'annu-
lation du coefficient u. Le passage au triangle de réfrence 7 4 & 57 p fournit
la nouvelle équation barveentrique V¥ (v 4 w) V' E + wZ' X' + 0 XY =0,
Comime w2 0, il ne subsiste quiune possibilité de dégbnérescence pour 2.
5 ov4w # 0, F est non dégénérde, et son genre dépend du signe de
S =(v+wP+v?+uw? = 2vw - 2wiv+w - 2v+wy= —dvw. On
trouvera donc une ellipse ou une hyperbole, mais jamais une parabole.
Biv 4w =0, ¥ dégénére en la réunion de la droite e et de la
droite d'équation baryrentrique £ - ¥ = 0, qui est la médiane AG 4. A
vrai dire, la droite (7 g (7o reprisente & elle seule le lieu des centres de la
soule conique %) et les autres coniques du faiscean ont leur centre sur la

mddiane A4,

Approfondissons Pétude de 3 lorsque cette conigue est non dégéndrés,
c'est-d-dire lorsque v 4 w # 0. Cette coninue passe par 4, 74, Gy, G
et par le point Ty = T0 BC, de coordonnées baryeentriques (0, w, v} par
rapport & ABC. La présence de ces cing pointa s'explique comme dans
le I¥-1.1. En revanche, nous avons ici perdu guafre points : le quatriéme
point de base, le polot I de la section précédents, s'étant « confondu »
aver A, nous avons perdu frois milieux de segments, en plus d'un centre
de conique dégénérée. Passons-les par profits ef pertes, mais pagnons 4 la
Place d'autres renseignements précieus,

Tout se passe comme 5i le point D de e section précédente tendait vers 4 Je
long de la droite T (puisque toutes les coniques du faiscean sont astreintes
i avoir cette tangente en A) : le miliew de B0 tend vers G en suivant
la droite T° déduite de T par 'homothétie de centre B et de rapport 12,
Il est done prévisible que TV ext la tangente en G & 5. Vérifions-le @
la conique # a pour équation barycentrique (dans le pouvean triangle)
(v +w)¥Y'E + wd' X' + XY =0 et la tangente en Gp: a pour dguation
barycentrique wX' + (v + w)¥' = 0% alors que T a pour équation ba-
rycentrieue (v = w} X’ —« wY¥" + 0F = 03}, Ces deux droites sont bien

19Ppur dviter bes bourdeurs, nous parlerons d'anciennes et de nouvelles coordonnées, ou
énuations, barycentriques pour fxire référence & Poanciern triangle ABC ou an meuseau
trianghe &7 407 plae.

Des nouvelles coordonnées baryoentriques de G sont (0,0, 1]

UParmubes de changement de trisngle de référence !
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paralléles puiscgue

Meimtenant, nous remerquons que le quadrilatére AG gl 40 - o5t un paral-
Ielopramime inscrit dans 2, Le centre ¥ de 22 est dooe le milisu commun
des segments AT 4 et Gplie ot les polnts (g et G &tant symétriques par
rapport & TF, les tangentes en ces deux pointz sont paralléles @ celle en
ge déduit done de T par 'homothétie de centre O et de rappors 172,

La recherche de la tangente en A va nous récompenser de certaing de nos ef-
forts passés < en particulier, nows allons pouveir interpréter én fine plusieurs
résultats grice & la notion de conjugeison harmonique [mais les énoncés les
plus importants se passent de cette notion). L'application 1 du 11-2.6 nous
en donne la construction qui suit © les tangentes & % en g ol G (gui sont
des paralléles & T) coupent respectivement Az et A7 g en des points (7}
et {7}y la droite joignant cos deux points coupe (- en un point A" tel
que AA’ est la tangente cherchée, Les résultats du 11-2.7 nous permettent
d'aller plns loin encore - Jes points A et A° sont conjugués par rapport. &
la conigue T’ rhunion des tangentes en g et (fp, parallles & T. La po-
laire de A" par rapport & I" passe par A et est paralléle & T @ cest done
la droite T'! La droite T' coupe & p(¥- en un point T tel que la division
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GaloA"T) est harmonique. Le point T est done aussi sur la polaire de
A’ par rapport & #. Comme cette polaire passe par A {vu que 44" est
tangente & cette conique), c'est encore la droibe T, Comme elle recoupe 5
au point Ty, ce point est conjugud de A’ par rapport & %, el cela montre
que la tangente & % en Ty est la droite AT 4.

Enfin, la tangente & 2 en &4 est paralléle & celle au point A, puisque ces
deux points sont symétriques par rapport au centre de la conigue.

1.3. Coniques remarquables d'un faisceau

Cetbe bréve section a pour dessein de récapituler quelques-uns des résultats
des denx précédentes,

Dans le cadre projectif, il o'y & que deux sortes de coniques ; les déginénies
et les non dégénérées. Une conigque ne sera réellement « remarquable » que
si elle est dégénérée, et nous savons déji combien un faisceau en contient,

Dang le cadre affine, les coniques non dégénérées se classifient selon leur
genre, of nous pouvons donc distinguer parmi elles les paraboles, coniques
sans cenbre, O, justement, Loul se passe comme 81 une parabole avait son
centre & Uinfind o cela explique la disjonction de cas suivante @

1. 51 un faiscean contient deux paraboles, le lieu 5 des centres des co-
niques du faiscean & deux pointa 4 Uinfini. Ce lien est done une hyper-
bole. En outre, les asymptotes de 2 sont dirigées par les axes des deux
paraboles du [akscean.

2. De méme, si ce faisceau contient une seule parsbole 2] le lion est
Tui-mime une parabole,

3. Enfin, c'est une ellipse dans le cas od le faiscean ne contlent aucune
parabaole.

La preuwve rigourcuse de cos assertions s'effectue comme dans le TT1-2.2.
Mous pe la referons pas ici.

Dans le cadre euclidien, on peut encore distinguer les cercles, of les hy-
perboles dquilatéres! Un faisceau & quatre points de base ne contient un
cercle que ai, et seulement si, les points de bese sont cocyeliques et, dans
e cas, il n'en contient qu'un seul '®*!. Un faisceau de coniques tangentes
o contient un cercle que si, et seulement g1, be cerele circonscril au triangle
ABC virifie Ja condition de contact qui £ remplace » le quatriémes point de
base, L encore, il o'y & quiun cercle dans le fasceau.

22%p qui ne peut se produire guee dans = cas d'un Faiscean & quatre points de base, lo
gquatrifme &tant A U'infini.

23 ain alors, pourquol existe-t-il par ailleurs des fasceanx de cercles 7 C'est parce guse,
dans ce cas, deux des points de base (b= poiots cypcliqoes) sont non réels, possibilité que
nouEs 1'avons pas envisagée ici : nos faisceanx contéennent au minimum troés points de
base réels.
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Cuant awx hyperboles équilatéres dans un fisceau, nows pouvons les dé-
nombrer grice aux généralités du début de la section TV-1.1. Les inverses
isogonaux des conigues du falseean 4 quatre points de base A, B, C et D
sont les droites passant par 'inverse isogonal DY de I par rapport au tri-
angle ABC. 8i [V = (), toutes les conigues sont des hyvperboles équilatdres.
Sinon, il en existe exactement une, qui est Uinverse zogonal de la droite
Yo}, c'est-d-dire encore la conique passant par les points A, 8,0, 0, H.

Lorsqu'il ne passe quune hyperbole Squilatére par ces quatre poiots, il est
facile d'en construire le centre £, En effet, il appartient aux cercles d'EULER
de chacun des trhiangles BOD, ACD, ABD et ABC. Clest doac le point
d'intersection de oes quatre cercles, et i est inbéressant d'apprendre au
passage qu'ils concourent,

Ces cercles ne peuvent avolr deux points d'intersection en commun, puisque
n'importe quel polot commun aux guatre cercles convient et que nous sa-
vons gque 'hyperbole Squilatére est unigue,

Dans ls figure qui suit, nous o'avons représenté que les cercles d'EULER
I'g et I'p des trisngles respectifs ACD et ABC, En effet, placer les quatre
resdrait la figure quasiment illisible (24),

Et dans lo cas d'un faiscesu de coniques tangentes T Mous savons que les in-
wverses isogonaux des coniques de &, sont les droites passant par le point
de coordonnées harveentriques (0, b v, c®w), qui est sur le coté BC. Si 0O
n'est pas lui-méme sur BC, clest-d-dire si le triangle n'est pas rectangle
en A, seule une hyperbole dquilatére appartient au faiscean : clest la co-

Ml deniz corclen e concourent pas qu'en 01 il ¥ & nécessairement un secatd point
d'imtersection pour deux cercles, sauf =, par extraordinaire, i sont tangents. Ici, Ty
et I'p comnourent en {3, mais aussi en e milieu de AC pulsquoe ce point appartient aux
carcles d' EuLEr de ACTY et ABC ot que ces doux triangles ont of cOlé el commun
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nique dont Uinverse isogonal est la droite 007 ; cette conigue est celle gqui
passe par A, B, O et H avec la condition de contact au point A.

Si O appartient 4 BC, ¢'est que le triangle ABC est rectangle en A. [y &
cette fois deux sous-cas :

- 81 [¥ ¢ O, ladroite OFF est lecoté BC, que nous avons considénd comme
imverse izogonal de la conique dégénérée ¥,
Cela suffit-il poar gque cette conigue soit une hy perbole équilatére ? Comme
cette conique est la réunion des droites orthogonales AR et AT, fen ne
BV Opse.

= 81 [V = 0, la conique ¥y est toujours Gquilatére, co pour la méme ra-
son, et les autres coniques du faisceau le sont aussi puisque leur inverse
isogonsl passe par ke point O,
En particulier, la droite (04 est 'inverse isogonal de "aatre conigue dégé-
nérte du feisceau, réunion des droftes T et BOC ¢ ces deux droibes sont or-
thoponales et T est done la hauteur du trisogle ssue de A, Cels confirme
les résultats du TTT-8.

Mote. Dans la théorie affine euclidienne des [akEceaux lintalres de conlgues,
on définit un faisceau comme une famille de coniques ayant, relativement & on
repére orthonormé, une équation de la forme

(ha 4 pa' )X 4 2000+ b XY 4 (Ae 1-;.|-|:’:|1"'j -
200+ pd )X+ 20+ e VY + Af + uf =0,
ot le couple (A, p) décrie B Y {(0,0)}, los autres coefficients étant fixés "), Une
contgue du faseess eat une hyperbole squilatére of, et senlement si, la somme des
coefficients en X7 et en Y7 est nulle, c'est-d-dire si, ot seyloment si,
Ma+e)l+pla +)=0.

On voit bien que, sie+e# 0oua + & #0, il ¥ a exactement une hyperbols
squilatére (gl par exemnple, &’ + ¢ # 0, la relation g = —; _:_i_.:k définit une
seule conique, la variabilité de A revenant & en multiplier IPéquation affine par
un scalaire). En revanche, 5 a 4 ¢ = o' + ¢ = 0, toutes les copbques sopt des
hyperboles équilatéres,

Awer cette représentation, on volt ausel que la présence de cercles n'est pas géné-

rale dans wn faiscean : il n'en existe un que =i, et sealement si;, il existe an couple
(A, o) mon ool tel que Aa 4+ pa’ = Ao b pe’ et Ab 4 pb o= 0, Cela Squivaut & la
pullive du déterminant |* N ¢ o " ¢ |

Fn impese aussi que les coefficients du second degré a,a’ b4 e =t o ne sont pas
tous muls, faate de guoi kes & conigues » sernient abors toutes des droites.
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1.4. Le point de FREGIER
M

¥ Miu)

B M N M (D)

M(t)

MNous nous proposons d'étahlir le résultat suivant, restd en suspens depuis la
section IW-1.1 : 51 % eat une conique non dégéndrée ef M un pownd de celle-
e1, ' hypoténuse de toul triangle rectangle en M ingerit dans € rencontre la
normale en M 4 ¥ en un point N, Sventfuellement & Uinfind, indépendant
du choiz du triangle, ef que nous avons appeld le point de FREGIER de M,

Nous connaissons & vral dire déja le eas odi la conique est un cercle, Uhy-
poténuse d'un triangle rectangle en A inscrit est alors un diamétre. Elle
rencontre la normale en M au centre du cercle. La figure de gauche montre
le cos d'une conique « générale .

La figure de droite illustre le choix d*un repére orthonormé facilitant les
caleuls @ Torigine en est placée su point M, U'axe Mz est porté par la
normale et I'axe My par la tangente, Une équation (cartésienne) de & est
alors du type BX.¥V) = pX? + XY + 'Y 4+ gX +¢Y +r =0
Puisgue la conique % passe par P'origine, on a r = 0. Comme ¥ est

non dégénérée, équation carbésienne de la tangente & Dorigine M oest
I%[ﬂ.ﬂ} + F%iﬂ.ﬂ] = 1, ehest-fedire gX + ¢'Y = 0. Puisque cotte
tangente est U'axe My, on a done ¢' =0 (et g # 0).

On justifie alors classiquement le paramétrage '™ suivant de la conique,
que 'on obtient en posant Y = tX dans Péquation (X, ¥) = 0 ci-dessus :

t
[:#[!:l = —m1 wit) = —m] ]
dans lequel # décrit I'ensemble @ égal & R privé de lensemble des zéros du
trindme D{1) = p+ p't + g1t
Sif et weont dans @, Je triangle MM M(u) est rectangle en M =i, ef
seulement i, 1 4 tu = 0 : ealealer le produit sealaire (MM(t] | MM {u}).

# A wvral dire, l'image de ce paraméirage est € privie de origine, On obtient le
point M en & complétant = B par le symbaole oo,
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Une équation cartésienne de la droite MM (u) est alors

(X = 2()) (w(t) — wlw)) — (¥ — w(t)) (2(t) = 2{u)) = 0,
e cotte droite coupe le normale Mz, d'équation ¥ = 0 en le point d'abscisse
E= X =azit)—y #lt) —alu) _  z(E)ylu) - ::{u}y’{t_'.l orsque le déno-

wit) = ylu) wl(t) = wlu)
minateur n'est pas nul dans cette expression.

ppitu pt+ :J”
t)— =
Sip+p" o0, pit) = ylu) ne se pn:ldult jamais avec § et u distincts de oo
puisqu'alors £ = =t + 1/¢ & 0 et g £ 0. On achdve alors le caloul pour

trouver £ = _;-Ep“' Le point de coordonnées cartésiennes (£, () est bien

indépendant du couple (f, u).

Sip+p" = 0 la conique est une hyperbole équilatére et on a toujours
yit) = ylu) chague fois que fu = ~1. La droite M{{)M (1) est alors dans ce
cus boujours horizontele of coupe la normale au point & 'infini de celle-ci,
lui auesl indépendant du couple (¢, u).

Dans les denx cas, on & une dégénérescence intéressante : Jorsgue § tend
vers l, u = =1/t tend vers oo la droite M M(1) tend vers 'axe Mz puisgue
M(0) est sur cet ave, tandis que le point M) tend vers M et la droite
MM (u) vers la tangente en M ; Pangle droit se conserve hien, et axe Mz
est un cas particulier limite de draite M(£)M (w). Cest pourguol nous avons
cherché 14 le point de FREGIER,

Que la conique soit une hyperbole dquilatére ou non, nous gagnons ici un
ayutre moven de copstruire lo normale en un point M A& une conigque ¥,
On choisit deux points A et A', on construit les points B et B' oi les
perpendiculaires en A & % la recoupent. La normale en M est la droite A
qui joint ce point au point d’interseetion des droites AR ot "B,

=—qit —u)——— pulsque tu = —1.

Il faut pour eele disposer d'une construction qui n'utilise pas le point d'in-
tersection des deux droites (puisqu'il peat étre & I'infind, ou, ce qui revient
au mime dans la pratique, hors de la fenille ou de I'écran). Le lecteur pourra
mditer la construction qui suit.
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Sur la droite AR, on choisit un point O différent de A (on aurait pu chol-
gir B} par lequel on méne les paralléles & AM ot AA, cette dermiére recou-
pant A'B" en un point O, Par O on méne la paralléle & A'M qui recoupe
la premiére paralléle consttaite en un point MY, La droite & cherchée est
alors la droite A AL

el est e lien 5 des points de FREGIER des points d'upe conique % non
dégénérée donnée 7 51 % cst une conique & centre distinete d'uoe by perbole
douilatére, S est une conigee homothétique ot de méme centre. 5i cest une
parabole, # st une parabole se dédwisant de % par une translation de
vecteur paralldle 4 son axe.

Etablissons-le pour le cas d'une conique & & centre par exemple. Rapportée
4 un repére orthonormd bien choisi, elle a une &gquation carbésienne de la
forme AX? 4+ u¥? = 1, avec A # 0 et, puisque ce n'est pas une hyperbole
drquilatére, X+ g #0,

Soit un point M de &, de coordonnées (z, v}, Choisissons pour A e point de
coordonnées (—x,y) et pour 5 le point de coordonnées (z, —p), le triangle
AME étant alors bien rectangle en M, L'bypoténuse AB a pour &guation
yX +z¥ = 0 tandis gue la normale en M & % a pour équation py X -AzY =
(p—A)ry. 8i xy # 0, ces deux droites se conpent en le point de coordonnées

[::I-Tim,—::—iy]-ﬂi.#}u.z 1/+'A et g = 0 par exemphe, M est sur
ame O et 'hiypoténnse est confondue avee la normale {mawvais choix 1) On
. . 1 =4 24
choisit alors pluthit A o B de eoordonnées respectives [:— 1—}
VAREA 4 A
1 p=—A 2vA ., . .
et I':—-——:— -——J.La.drmie AR coupe alors la normale, qui est Faxe
Oz, Yoo ot e amosdonnées (L B2 g i est le poi 4
a 1 — ], L t atten
x, en le point de coordonn (-.,.-"I;L+J'- ]ﬂ:qu.n:a point & u

dans ce cas particulier 47,

Posons o = £ ;i ; Papplication b définie analytiquement par (X, ¥ s
||'J.

(oK, = p¥) n'est pas une bomobhétie, mais F e déduit bien de % par ['ho-

mothétie kos, of 2 est la symétrie par rapport & Oz, définie analytiguement

par {X,¥) — (X, =Y (et elle laisse ¥ stable).

1.5. Une belle figure

Pour clore ce paragraphe, examinons upe situation riche en propridlés géo-
métrigques. Donnons-nous un trisngle ABC ni isocéle ni rectangle, et dési-
guons comme loujours par G4, @ g el Ge les milienx des cités BC, CA
et AE, par O le centre du cercle circonserit, que nous désignerons par ¥,
par B 'orthocentre ef par £ le cenive du cercle d"EULER.

ITEL bw auites cis partiullers recolwmt wn traltement analogue.
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Les points A, O, &y, Gg et G sont trods & trois non aligmés @ par ces cing
points passe done une unbgque conique Ty, non dégénérés, qui est une hy-
perbole équilatére puisque O et Porthocentre du triangle GaG G (une
petite révison oe fal jamais de mal ;@ dans le triangle ABC, la média-
trice O 4 est orthogonale ay cité B, mabs le oité BC est aussi parallile
i ln drolte GpGe ; ainsi, (0G4 est bien une haoteur du triangle & 4G pG e,
et on ralsonne de méme pour les droites (G g et (o). En outre, le qua-
drilatére AGAG0 e inscrit dang Ty est un parallélogramme ; du 11-2.4
découle que be centre de Ty est le milien commun (V' des segments AG 4
et GGy,

Intéressons-nous A quelques tangentes particuliéres, Le trianghe OG- A ins-
crit dans ["4 est rectangle (propriété des médintrices) : la tangente en &
i I' 4 est done la normale & OA menée de G o'ost une conséguence des
résultats du IV-1.4.

e méme, la tangente en g & 1"4 est done la normale & O A mende de G g.
Ces deux droites sont paralléles (rien que de tods normal puisque les points
{7 et g sont symétriques par rapport ag centre de la conique).

La droite BC, qui contient déji &4, recoupe [y en un point A" et la
tangente en 7 4 est la normale 4 OA' menée de G4 (le triangle OG 4 A” est
rectangle et inscrit). De méme, la normale & OA menée de A recoupe Iy en
un poing A" et la tangenbe en A est Lo pormale & 04" mende de A, Comime
ces deux tangentes sont paralléles, puisgque A ot &4 sont symétriques par
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rapport an centre de la conigque, les droites A" et 0AY coincident et les
points @, A’ et A" sont alignés

Par construction, on a £ # A" ot on & awssl O ¥ A" puisque O n'est
pas sur le odté B Comme il ne pout ¥ avoir troiz poiots alignds sur une
eonigque non dégéndrée, on en diduit que A° = A" et on en déduit une
autre construction du point A’ : ¢'est le point d'intersection de BC avec la
normale & OA mende de A (et cesl un sixdme point sur Ty ). DVailleurs, le
milieu de la corde AA" appartient & la droite g7y (Femarquer pour cela
que 'omothétie de centre 4 et de rapport 172 eovoie la droite BC sur la
droite FpFe).

Unie putre définition de [y nows aurait Evek directement le point A" : considérons
en effet le fhiscean de coniques tangentes formé des comiques pessant par 4, 5,
ol tangentes en A an cercle circomscrit, Le len 2 des cenbres de ces conigques eat
I coniguee passant par les milienx des cités, le point A [qui est entre autres le
centre d'one des conbques dégéndrées), be poiot O [puisque le cercle circonserit est
une comigue particuliére du faiscean) ot par be centre de antre conigque dégénérés
qui eat le point d'intersoction de BC avec |a tangente commune T aux conigiies
du faiscean en A, ce point étant précisément le point A° %%,

Comme nous 'avons vo dans le cos général des faisceanx de conigues tangentes,
nous compensons iy perte de certaing des « neafl & points par une constroectlon
simple de cortaines tangentes & 2, Le lecteur wirifiern quoe les tangentes en &g,
e et A" somt bien celles prévues par la théorie.

Voici une construction de la tangente en O, que nous justifierons ensuite :
par 01, nous menons la normale & 04, nous appelons O le point od ells
coupe (P& p et OF e symétrique de O par rapport & O, La tangente en O
eat alors la normale en O & O A, En outre, le point O est lui sussi sur I 4.
En effet, nous allons vérifier le lemme ') qui suit,

Lemme, Soit "4 une conique non dégéndrée, distincte d'une parabole. Soit
en outre guatre points distinets sur I g, My, My, M], M) tels que les droites
My My et MM solent paralléles. Alors, les milisux des segments M, My
et MM sonl alignés aves le centre 10 de Ty,

Prenons pour triangle de référence le triangle My M3 M| par exemple, La
conigque 'y & une squation baryoentrique de la forme

pYZ +gZX +rXY =10,
avec pgr ¥ 0.

HA e lecteur est invitk & weriber que les résultats trouves dans oo cas particulier desting
i melles les hyperboles bquilatéres en majestd confirment orux déerits & propoes du lieso
des ceptres des conigques d'un faisceau de conmiques tangentes,

Ty bien examiner les résultats ghnérsux du 11-2.8,1,
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Les coordonnées baryeentriques de MJ wirifient cette dquation baryoentrigue
ainsi que celle de la paralléle & My My menée de M, savoir X +Y = 0. On

trouve alors que oo point & pour coordonnées baryoentriques (g=p, p=q,7)

ot le milien de MM (g = p, p - q,2r). L'alignement annoncé équivaut & la

nullité du déterminant

g-p pP-4q 2r !
plp—g—r) qlg-=r—p) rir-p—q),

que 'on vérifie sans difficulté, Cafd!

Menons done par O la normale & & OA, qui est parallile & AA’. Puisque
AA" coupe 'y en deux points, cette direction de droites n'est pas une
direction asymptotique de 'y et A recoupe done I 4 en un second point OF,
Comme nous connaissons déja deux tangentes paralltles & 447, celles en
Dg et en O, la droite A n'est pas tangente & 'y et done O & 0. On
applique le lemme auwx quatre points A, A", O et O @ les milieux de 44°
et O sont alignés avec §1 et done le milisuw de OCF appartient & Gglip,
comme nous le savions déji de [V et du milisu de A4, Done, O est le
symétrique de O par rapport & O, point d'intersection de A aves GeGe.
Enfin, comme le triangle inscrit ACO" est rectangle en O, la tangente en O
eat bien orthogonale & AQ".

A chaque fois que nous avons trois points sur "4, nous pourrions leur
adjoindre 'orthocentre du triangle qu'ils forment, mais cela introduirait
des points dont 'iotérét est discutable. Un triangle toutefois retient notre
attention : il s'agit du triangle inscrit AQ G0, qui se déduit de ABC
par 'homothétie de centre A et de rapport 1/2. L'orthocentre HY, de ce
triangle est done le milieu de AH et il appartient & I"4. DVailleurs, Y, est e
symétrique de ) par rapport & ¥ (%) et on en dédnit en particulier que la
tangente en M’ est la paralléle en oo point 4 la tangente en O, ¢'est-fedire
encore la normale en H' 4 la droite A0,

Mous connaissons désormais quatre points appartenant & la fois 4 Iy et an
cerche d'EULER : le point A, et les milieux des cotés du triengle. Il n'y a

done pas d'autre point commun & cos deux conigues.

La figure qui suit montre, pour commencer, la configuration de tous les

HEn effet, si on applique & Ia figure formbe par A, 0,11 o H,, oo s'npergolt que cela
revient & montrer gue b syméirigee de ' par rapport 4 74 est s point Ay diamétrale
ment opposé & A sur ke cercle civconsorit. Voar pour oela W3,
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points aingl découverts,

A noter que, dans cet exemple, nous n'avons pas usé de toutes les pos-
sibilibés offertes en matiére de construction de points dintersection et de
tangentes par Jes principes mis en avant dans les I1-2.6 ot [1-3.1. En effet,
les pointz auxiliaires qu'elles mettent & contribution sout plus « anonymes »
e oeux gue nous avons ubilises il et qui participent réellement & la fgare,
De méme, nous avons privilégié les propriétés des hyperboles dquilatéres,
afin d'en montrer 'étendue, plutdt que les résultats généraux concernant
les tanpgentes & la conique 2. Toutefois, le lectewr avant lu Je II-2.T pourra
comparer la construction de la tangente en A svec celle de la polaire du
point A’ par rapport au cerche circonserit.

Avant denvisager une figure densemble (zans toutes les tangentes qui la
rendradent illsible), nous allons construire aussi les asymptotes de [ 4,

Pour cela, remarguons giue, si M et un point de T4 et @ est la paralléle
menée du centre 11 de la conigue & la tangente en M, alors les asymptotes
aont Jes bissectrices des droites 0 A et 9. Cette propriété vaut pour toutes
les hyperhaoles dquilatéres non dégéndrées (910, Si nous choisissons pour M le
point O par exemple, cela nous fournit les asymptotes de [ 4 {en pointillés
sur la fgure gqui suit),

HRapportons s hyperbole dquilatére pon dbgiodeie & A4 o5 axes | une dqualbon
carlisnne do ¥ est alors de e forme XY = A 81 Mz y) est sur oetie courbe, La
diroiate (A eat dirigie: par le vecbeur (2, ) abors que la tangents an M Pest par be soectour
(n, —.-'l._."::i]-. est-A-dire encors b vectewr [x, —g) puisque oy = A Ues deox divections de
droites somt béen symétriquss par rapport aux asymptotes de .
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Dans tout oo gqui préctde, nous avons fait jouer un role privilégié & 4 par
rapport aux deus autres sommets du triangle ABC, Nous pouvons done
anssi définir 'hyperbole équilatére Ty qui passe par ©, B et les milienx
des chtés, et I'hyperbole équilatére [y qui passe par O, O et les milieus
des cotés. Awec [ 4, elles appartiennent au faisceau avant pour points de
base O et les milieux des cibtés, Toutes trois sont centrées en un point
du cercle I’EUVLER du toangle & 45 G0 (plus précisément leurs centres
pont les milieux des cotés de ce trangle, comme nous lavons vu lorsqu'il
s'agissait de la seule Ty,

Les tangentes en A& g, en B & Ty et en C & le coneourent ! En effet,
nous pouvons définir, outre A’, le point B od la tangente en B au cercle
circonscrit coupe £ A et le point ©° ol la tangente en 7 au cercle circonserit
coupe AF; au I1-2.8, nous evons montré que A, B et O pont alignés sur
une droite @y, Appelons {2 le point dont cette droite est la polaire *%) par
rapport ay cercle circonseril, Alors, oo point ef A" sont conjugués par rap-
port au cercle circonscrit et [l est sur la tangente en A & T 4. I appartient
pour les mémes raisons aux deux autres tangentes.

Voici une figure densemble, sur laguelle nous avons représentd notamment
le cercle cironscrit, le cercle A’EULER, Ty ot sos asymptotes, U, Te, le
point T et les segments qui le joignent 4 4, B et (.

Mir an 11-2.7.
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2. Applications des faisceaux linéaires
2.1, Discusslon de exlztence d'un triangle autopolaire commun

Oufre Vinddrdt gue revéd Vinterprdfalion de celle propriélé géomsirigue en
termes de maotrices ef de formes quadratiques, cetle secfion va prdparer ln
démonstralion alpdbrique du théoréme de FEUERBACH, que ['on frouvera
dans la gechion suivanie.

Revenons sur les triangles autopolaires par rapport & des conbgques non
dégénérées. Supposons un fasceau de coniques F & quatre points de base
A, B, O et I, oh les conrdonnées baryveentriques de [ sont owies non
nulles relativermnent su triangle de référence ABC. Bur la figure qui suit,
nous avons représenté deux conigues non dégénérées du falsceau, ainsi que
les trois centres M, M’ ot M des coniques dégénérées du faiscean.

5i1'on se reporte & la figure du IT1-3.2, on constate que le triangle MM MY
est autopolaire par rapport & toutes les conlgques non dégénérées du faiscesu,
puksque par exemple les points M et A" sont obtenus & partir de deux sé
cantes mendes de M & ces coniques. 11 est possible de démontrer que o'est le
seul triangle & jouir de cette propriété vis-A-vis de toutes les coniques de .

Au condraire, nous allons mondrer gu'il n'erisle pas de rangle aubopelaire
commun aur condgues d'un foisceau de comdques tangenles, of ce pour une
gombre affaire de valewr propre deuble. Nous allons en effet velier l2 pro
bléme & celui, Men connu, de la diagonalisabilitd d'uvne mabrice d'erdre 3.
Tout d'abord, stablissons les formules de changement de triangle de ré-
ference pour PPéguation barvcentrique d'une conigue | SUPPOSODS WNE C0-
nigue I d'équation barycentrique (XY, Z)F{X, Y, Z) =0, ot F est une

matrice symétrique d'ordre 3. -4
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&1 'on donne un nouwvesu trisngh: de référence A" BC7 ot que la matrice de
passage P soit définie comme au I-8, on a la formube = = PYX Y 2N,
Ei
de sorte que  la nowvelle dquation barveentrigue de Test 27 'PFPE = (.
e
Ainsi, la & matrice # de la nouvelle équation barveentrique est F* = 'PFP,
YV la section [II-3.2, le triangle A"IPCY eat autopolaire par rapport & T
g, et seulement si, F*oest une matrice diagonale.

Sodt done F un faisceau de conigques passant boubes par rois poinks ABC
non alignés, syvant ou non un quatritme point de base {la discussion viendra
ultérieuroment), mais ne comportant pas que dos coniques dégéniérios,
Choizissons ARC comme triangle do référence, et choisissons dans 5 deux
conbgques distincies [, non dégénerée, et Ty, d'éguations barycentrigues
respectives 'S0 = 0 et *2002 = 0. 51 un trianghe A’ B'C est antopolaire
par rapport & toutes les coniques de &, il 'est en particulier par rapport &
Ty et & 'y, @ 8i P est la matrice de passage définie comme précédemment,
alors &) = PP el Ay = 'PQL P sont diagonales.

Réciproguement, s Ay et Ay sont diagonales, alors "POP est diagonale
pour toute matriee Q@ de la forme A Q) + AaQe, car alors 'POQP = A A +
Az, Le triangle A"B'CY est alors autopolaire par rapport & toute conique
du faisceau 5133,

Faisons le point ; si A'B'C" autopolaire commun existe, alors &y = PQ, P
et Ay = POy F sont diagonales. Comme Iy est non dégénérée, Q) est

inversible et done &y Uest aussi ) cela implique que
AT A = (POPYVIPQLP P'lﬁl[' PP QuP P'liﬂflﬂq]f-’.

=Ly

MNous ¥ voild enfin! La matrice # = Q7' Qs est nbeessairement dingomali-
sable, puisque semblable 4 la matrice diagonale A7 A, (990,

-

0O r g
M En effet, ( est de la forme (1' 0 p).-nl‘.‘l [Py g, ™) [reon nalj décrit le noyan Ker gy
7 p 0

' certaine form lingaire non nulbe, @0 co nayan est un plan incles dans B, Comme
iy et Qz somt deuy matrlces non proportionnelles, les tripless cormspondants (py, g, 71}
ot [pr, g2, r2) forment une base de Ker g et be résultat s'ensuit.

M notera bien que les Formles de passsge de Ej'-,"ﬂh & ﬂ.,'l.ﬂq sant du type < =3
militide de matrices = alors que eelles des @ aux A sone du eype & congruenog de
matrices =. Cela thent au falt que -l;ll_'l'Q; et an it la makrles d'un certaln endomar-
phizane : il existe en oot un endomorphizme o de B wol que "20052 = YulZ) )0 E pour
toul vecteur-colnne Z. Un a précastment u(=) = QL_LQQE pour tout =, de sarte gue
7ty et la matrice de cet endomorphismes relativement 4 la base canonique. Comme

hes Fnstrices O ot Gy, eot endomorphiEms o'est dilind qu'd wne constants multiplicative
non nulle prés.
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Pour montrer qu'un faiscesu de conbgues tangentes ne possiéde pas de tri-
angle autopolaire, il suffit done de montrer que o condition précédente est
en défaut (la construction du triangle autopolaire indiquée au début de
cotte gection échoue dans le cas d'un faisceau de coniques tangentes puis-
gquill nlexiste que deux coniques non dégénérées dans le faisceau, mais cela
ne suffit pas & prouver qu'il n'en existe pas un, qui pourrait &re obtenu
différemment).

Soit done un falscean F de coniques passant par les sommets ABC d'un
triangle de référence, et ayant en A une tangente donnée T Nous cholsissons
pour [} une conique non dégénérée quelconque de &, associée 19914 la

0 r g
matrice &y = [ r 0 p|, aves pgr # 0, et pour [z la conigoe que nous
g p 0 0 10
avons appelée &), associée 4 la matrice Jy = [ 1 0 0 ). Onaalors, aprés
quelques calouls, o 00
N —pa P
th=c—14¢ -pg O
2
W"‘ -rg —rp 0
R

La matriee B admet la valeur propre double 0 et, dailleurs, la valeur propre
simple —2pg. Toutefols, un rapide caley] montre que le sous-espace propre
assockd & la valenr propre 0 est de dimension 1 seulement @ la matrice B'
n'est sinsi pas disgonalisable, la matrice Qi_’{;!'; pas non plus, et le faisceau
n'admet pas de trisngle autopolaire commun,

Pour la suite de potre dfude ] nest pas mavvais de remarquer qu'un fais-
cean de conigues bitangentes ") posséde au contraire une infinité de tri-
angles autopolaires communs.

Dans la figure qui suit, nows désignons par 4’ le point d’intersection, éven-
tuellement & l'infini, des droites T' et T, et qui est le pdle de la droite
AE par rapport & toute conique non dégénérée du faisceau. Ensuite, nous
cholgissons sur AF un point 5 # A # B et désignons par O son conjuges
harmonique par rapport & AR %) Alors, be triangle A'B'CY est autopo-
laire par rapport & toutes s coniques non dégénérées de oo faiscean (ef il
¥ & une infinité de ces triangles). En offet, 5i 'on se référe & ces conigques, le
point A" est conjugué par rapport & B of O qui appartiennent & la polaire

ViRappelons la conventbon falte ao T1-2 pous permettant de mulviplier cos matrices
par b comificient 2,

Mheppelans qu'on Pebtient cn considéeant ensermble dis coniqisns ayant deux points
communs A # H donoés en lesguels elies ont toutss bes mimes tangsnies, & savoir des
droites données T st T respectivement.

I Woir la fin de la section 11-2.7.
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de ce point, et B et O sont conjugués par construction. Il o'y a dailleurs
pas d'avire triangle.

Les faisceaux de coniques osculairices ou surosculatrices ne possédent., e,
sucun triangle autopolaire commmn.

2.2, Le cas des cercles ot le théordme de FEUERBACH

Dans cotte sechion, nous approfondissons Ie Hen endre le contact de deus
cercles ef Vezisfence d'wne valewr propre double d'une cerloine matrice
dovidve 3, gue nous fobriguerons comme précddemment. Nouws nous Noe-
terons au cas de dewr cercles, cor celud de dewr conigues entraine Pétude
d'un grand nombre de sous-cos occasionnés par lo discussion de la rdalite
de points d'infersection ef lowr éventuelle posifion d 'mfing.

Au moins, la situation relative de deux cercles est sans surprise © ils peuvent
étre tangents, sécants (forcément en deux points) ou disjoints!

Commengons par une étude fondée sur bes équations affines, en repére or-
thonormeé tout de méme, Soit done deux cercles distinets I et T ni vides
ni réduits & un point '*8) ; placons Porigine de notre repére orthonormé an
centre de T et cholsissons 'axe des abscisses de telle facon que [ soit centrd
sur celui-¢i : le cercle T a une équation affine de la forme X% +¥V7 — B2 = 0,
ol B =0, tandis que [ a une équation de la forme (X —aP + ¥2 —¢% =1,
o r = 003

Ecrivons ces équations sous la forme %5 ME = 0 et M =10, oit 'om a

Mo les appellerons de erais cercles,
¥ pus excluons béen sor e cas ofl 6 = 0 et r = F pour lsquel nes cercles seralent
conford s,
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post £ = HXY1) et

10 0 1 0 il
M=]0 1 0 . M0 | ]
0o —-Re g 0 g =
La matrice M ey inversible, o 'on a
1 | —i
MM = 0o 0
* a/R® 0 {r*—a?)/R?

Le polyndme caractéristique de N est
¥lA) = (1= 2)(a® + (1 - A)(+? — o® — B20)) /B2,
WiAl

FPour le vérifier, on commencera par développer par rapport & la deuxidme
colonme de N — Aldy.

31 a = 0, c'est-d-dire si les cercles sont concentrigues, le polyndme ¢ 8'an-
mule en 1, eb oo sealaire est done valeur propre double de N, Cette matrice
eat daillevwrs diagonalizable : ici, elle est méme déga diagonale,

Supposons désormais o £ 0 on a done (1) # 0 et le discriminant de
et A m (R 4 r? — 2?)® = 4R** qui se factorise sous la forme

A={[R+r)f -a®)[{R-r) -0a%).

Ce discriminant est nul =, ot seulement si, on a (R £ r| = |a], c'est-a-dire
gl leg cercles somb tangents; il est strictement positif s, et seulement s,
[a| = K+ roula| < B - r|, cest-d-dire si les cercles sont disjoints et il
est onfin strictement négatif si, et seulement si, |H = v < la| < |H + 7,
c'est-d-dire & les corcles sont sécants,

On s'dbonnera peut-fire que & spit < 0 lomsquee les cercles sont séoants, o'est-A-
dire qu'a un polyodme sans zéros réels corrsponde une patre de points réels. En
fait, si I'on so place dans le plan projectif complexe Py (C), les cercles [ et T,
lorsqu'ils ne sont ni concenttques ni tangents, oni comme points d'intberscction
lea podnis eyeligues T ed I, ainsi gue deox autres points, distinets, 4 ee B 50 les
cercles soni sécants, A et B sont réels, ot les corcles appartiennent an fakscean 4
points de hase T, 1, A ot B Une conique dégénérée du faiscean #st la réunion de
la droite AR, axe raldical des deux cercles ed de la droite I3, gqui est la droite de
Iinfini : ¢'est une conique réelle. En revanche, bes deux sutres conignes dépindydes
passant, par cos dewx points de base ne sont pas réelles, of cela explique que le
polyndme y ail ses denx antres zéros non réels, S0 les cercles sont disjoinis, on a
tonjours la réunion de Paxe radical et de la deodte de infind, et denx autres
coniques dégénérées qui, & défaut d'etre réelles, oot tout de méme ane dguation
rielle (ear les coordonnées de B sont les conjuguées de celles de A, et de mime
calles de J sont les conjugudes de celles de 14, d'of les trods séros péels de .
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Le miracle est que les propriécés obtenues grice & 'équation affine se géné-
ralisent au cas d'éguations baryeentriques pour nos cercles. Au moven do
cen fquations, nous pourrons aussi en connaitre la position relative. Cest
important, car, #ant doané un triangle d"un plan affive ewclidien, les &qua-
tions affines de cercles tels que le cercle I'EULER ou le eercle inscrit sout
particuliérement compliquées dans Ie cas le plus général, alors que leurs &
quations baryoentriques sont bien plus commodes, & défaut d'8cre simples.

Rappelons que, e tnangle Ap Byl &tant dooné, on passe d'une dquation
affine F{X,¥) = 0 d'un ensemble inclus dans un plan affine rapporté au

repére {Ag; AgHy. AgCh) & son dquation barycentrique en éerivant (4

¥ Z
F{xvv*z ) x~r+z)=”'
Danps un bel repére affine, uoe coubque & une squation (affioe) de la forme
PEME = 0, ot M est une matrice symétrique d'ordre 3 et oi I'on & posé
Ew= YX V1) cela ne fait que généraliser le cas des cercles que nous avons
Etudiés jusqu'ici. L'éguation barycentrique obtenue par ce procédé est done
*EME =0, on 'on a cette fois £ = ¥/ (X +Y + Z), Z/(X + Y + Z)).
Cette équation nous inflige un dénominateur commun &gal & (X + ¥ + Z)°,
mais on s'en débarrasse en la multiphiant par ce berme, e gqui oous doooe
I"éguation barycentrique réduite "6" ME™ = 0, avec £% = Y¥, Z X +Y + Z).

Posons done "
Fo=10
1

Ainsi, nous avous

o £ - R o i ]
£ =PUX,Y,Z) et 'E"ME =(X.Y.Z)'RMR(X.Y.Z).

o

0
£ GLaiR).

= O =

1
1

Tout va done s passer comme daps ba section TV =21 ; deux erois cercles
IMet I (distinets) ont des fquations affines de la forme

EME =D et FEME =0,
plus précisément respectivement
X4 ¥i =0 et (X—-a)+¥?_# =0,

lorsgqu'on & fait le choix d'un repére orthonormé adapté, comme au début de
cette section, les matrices M ot M7 dtant celles que nous avons définies & ce
moment-lé. Le passage aux équations baryoentriques remplace ces matrices
reapectivement, par N = "{yM Py et N° = "FRyM' R,

Aoir la section T-4.
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Il serait trop contraignant de se lmiber & un triangle Ay BpCh tel que Ay soit
le contre de I'an des dews cercles @ un changement ulbérienr de triangle de ré
farence remplace les matrices & et &' par F = ‘PNP et F' = *PN'FP res-
pectiverment, o P est une matrice de passage comme on en & défini au I-8,
(On a done aprés ce second changement de matrice F = Yy PIM P el
Fw Y B PIM PP, de sorte que F' est encore inversible, comme le sont
M, Pel Fyetgue F7UR = (B P17 (M A FoP ;o comime dans la sec-
tion précédente, les matrices £~ F ot M ' M’ sont encore semblables et
possident done les mémes valeurs propres.

La discussion de la position relative des deux cercles se raméoe done &
I"étude du spectre de F'~' F' et ce quel que soit le triangle de référence !

Nous allons appliquer co principe général & la démonstration du théoréme
de FEUERBACH @ 88 ABC el wn friangle d'un plon euclidien, alors son
cerele d'EULER est fangent au cercle inserif ef auz frois cercles erinscrifs.

3i le trianghe est squilabéral, e cercle d'EULER colncide avec le cercle inscrit,
et dtant tangent aux eotés du triangle, il est tangent awx trods autres cercles
en les milieux des cotés, Excluons ce cas trop banal.

Le I-7.5.2 nous a déjd lived UVégquation barveentrigque du cercle dI"Evier.
L4, nous avions trowwé

AN Y+ 2N +Y -2+ F (XY -2 -X+V+ 2
+EA-X+Y + 20X -Y +Z)=10.

Matriciellament., écrivons-la sous la forme *£F7E, avec

o o2 b
F= ol [ p—— a*
b a® of =gt =B

Pourcuod Pavoir appelée F* plutét que F7 La raizon de ce choix est gque
c'est la matrice de autre cercle qui intervient naturelloment sous la forme
d'une matrice ioverse ; nous avons proferd faire en sorbe gue la malbrice &
étudier soit F'~' F’, conformément 4 nos notations, et non F*TUE

L'¢équation barycentrique du cercle imscrit est caleulée aun A-5.4; nous
avons méme 'embartas du cholx et préférerons celle qui fait intervenir les
longuenrs des oités plutdd que les angles, Ce sera done "EFE = 1), avec

0 at+bh=c atec="h
Fl=la+b-¢ 0 [
a+c=F bdec=—n ]

Liauteur de ces lignes avoue ne pas avoir &0 enthousiaste & Uidée de former
le produit F~'F" e, encore moing le polyndme caractéristique d'icelui, le
fait que l'inverse de F &tait déja caloulé et la certitude d obtenir une valeur
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propre double &tant de bien pidtres consolations au regard de la complexité
des caleuls & attendre,

Bien sfir, il est lolsible de soumettre ce produit matriciel & la puissance
de feu de MATHEMATICA @ op logiciel de calewl formel nous livre pieds et
poings lits la valeur propre double Ay = 2abe, ainsi qu'une valeur propre
gimple Az = 2{b+ ¢ —a)(e+a — b){a + b — ). Le résultat est donc &tabli,
du moing grace & |'informatique.

Heureusement, nous pouvons nous en sortic auss par un caleul abordable @
O & Eussl

det (F~1F — Mdy) = det (' — AF)/det F,

et Je numérateur du membre de droite de cetbe derniére expression se révéle,
nous allons le voir, bien plus propice aux caleuls,
En réalité, on va voir que ce n'est pas la découverte d'une valeur propre
double qui est la clef de la méthods, maiz, du moins, la méthode utilisée
prouve que ¢'est bien l'intervention de I'objet F=' F' qui se révéle décisive,
Cette fols, nous n'échapperons pas au caloul de F puisque clest F-1 que
nows connaissons. En posant p=b+c—a, g=c+o—betr=a+b—g
on & tout de suite
(P m -
Feo (- @& -
=pr —4qr
mais nous & omettrons @ le eoefficient multiplicatil —1,/2pgr inutile dans
une Eguation baryveentrigue. Nous adoptons done
2

L i
F=\-p ¢ —yr
-pr —qr g

L'expresgion de la matrice ' — AF n'est pas t1é4 encourageante, mais ten-
tong ke toul pour be tout @ elle semble en effet se simplifier notablement
lorsgque Uon pose X = —1. Oo a ainsi

b w® e

FeF=| o —Z2wn u®
2

U w —2un
o l'onapséu=b-c,vsc—aetwma-h
Wollust ward dem Wierm gegeben 3 f On a

det (F + F') = 2urw(u® +v° + w® — Surw)

41 Phrase extruile de i’H}'mn: i la Joie Elle tradduit une exultation particufidre.
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ot cette dernidére parcothése est nulle : pulsque w = ={x + v}, on & auss
ut o = v = w7 + 07 — (u+ ) + Jueu 4 v) =0,
Pulzque neas en parlons, il est bon de remarguer la factorization sur O
w4 o’ = Buew = (u + v+ whe + o+ Pw)ie + T 4w

Elle est lite au déterminant eirewlant 192

T LR
Amiw w1,
T OWw mu

La raghe de SARRUS montre que A = u® +o® 410 — Jupw | en outre, be déterminant
el mual lorsquee o 4 v+ w = 0 ; c'est oo que noes avons vérilid, mais on le voil

mieux en faisant la somme des trois colonnes. Le déterminant est nul aussi lorsque
w4 ju + [*w = 05 11 suffit, pour la voir, d'effectuer sur les colonnes opération
Aldmeniaire suivante, qui annule [a premice colonne

Oy +— Oy 4+ jCa + 5 Ca.

Mous touchons au but; le TT1-2.13 a établi que, 8§ dans dquation bary-
centrique "£(F + F*)¢ = 0, qui est une combinaison linéaire non triviale de
celles des deux cercles, nous pouvons factoriser X +Y 4+ 2, alors nous aurons
obteny éguation barycentrigee de leur axe radical. 5i cet axe radical est
tangent au cercle inscrit, les deux cercles sont bien tangents, comme cels a
fbé Annoned,

F + P = 2(—vwX? — um¥? — wpZ? 4 o®YZ + 022X + 0 XY) =
=—-2X + Y + Z){vuX + wul 4w Z).
M'oublions pas que w = —{u4v); ainsi par exemple les termes en XY sont
bien les mémes dans les deux expressions @ w® = —w(u + v). L'axe radical
des cercles a pour &quation baryveentrigque v X + wul + wvd = 0et ]
ne reste plus qu'a vérifier quill est tangent au cercle inserit (50 Or, voir

Iz A=B.4, il suffit de vérifier que cette droite satisfait Péquation tangentiells
de ce cercle, c'est-A-dire que

b+ ec=ahwu-wv+{cta—buw vw+ la+b=—clvw-ru=10,

Clest, bhen b cng, car, aprés avoir factorisé wae of remplaced o, v et w par
leurs valeurs, on a & vérifier que

(btc—a)ib—el+(et+a-ble—a)+(a+b-clla-b)=0,
ce que montre un caleul immédiag.

Ayoir aussi Vexercice de la page 247,

A3 gui dispense de montrer que cebte droite n'est pas |a deoite de infioi, Mais, de
tonite Tagon, oot clair @t umdut = wofuda)tut m =) m ={u? ferpod) @ 0
pirisgqu'on n'a pas U = & = .
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Appelons F le point de FEUERBACH, point de conbact de nos deux cercles,
Draprés le A-5.4, on en obtient les coordonnées baryeentriques en formant
F=1 % Yo, wu,uv). On vérifiera aisément que les coordonnées barycen-
triques de $ sont

(b clib+e=a), (c—a){c+a—b),la— b la+b- c}}-
Comene les frods sont 2 0, ke poiot $ est oujours € intérieur » an triangle.

En outre, la tangente commune auwx deux cercles est aussi tangente & 1el-
lipse de STEIMER inscrite dans le triangle, car elle en wvérifie aussi Péguation
tangenticlle 1Y VW + W+ UV = 0 (en effet, wu- v+ uy- vw+vw-wn =
wriw+ v+ w) = 0). Comme on peut montrer de la méme maniére que les
tangentes communes du cercle d"EUVLER avec les trois cercles exingerits sont
auss tangentes & cette ellipse, nous avons done recensé les quatre tangentes
communes & ces dewx coniques 193],

Récapitulons tout cela par un énoned ; o cercle d'Euler d'un triangle ABC
est tangend au cerele inserdl en un poind F, ot aur cercles imecrils respecti-
vernent dans {"angle 4, dans Vangle B ef dana Uangle O en des poinds Fa,
Fg el Fio, Les langendes au cerele d ' Fuler awe pointds F, Fy, Fp et F sond
doalement tangendes & Uellipse de Steiner du friangle.

En prime, nous avons ['squation baryeentrique de la tangente commine anx
deux cercles : vinX +unl +uvrd = 0. 8 le triangle est isoctle en A, mals non
dquilatéral, on & b = ¢ et dooe u = 0, ce qui simplifie I'équation en X =0,
car on a dans le méme bemps vw # L Les deux cercles sont langents au
oité BC en son miliew. Cela se comprend ghométriquement sans difficulté :
dans ce dernier cas, la hauteur issue de A est aussi la médiane, ¢f c'est un
axe de symétrie de la figure. Comme les deux cercles passent par le miliew
de B qui est sur 'axe de symétrie, ils sont tangents en ce point.

S le triangle n'est pas jsocele, on aowri # 0 et une équation baryeentrigue
de la tangents commune est
X ¥ -
El—.-r+r:—£t_:1—h_
Cette droite est done la polaire triangulaire du point & Uinfini de coordon-
nées barveentriques (b — o0 — a, 2 — ). Le A-B.4 nous & aussi appris que
I'on obtient les équations tangentielles des cereles exinserits en remplacant
I'um des trois scalaires a, b ou ¢ par zon opposé. Cela est sans effet sur
I"équation barveentrique du cercle d"EULER, qui ne fait apparaitre que a®,
B et ¢* et la suite des caleuls est exactement la méme. Cela prouve sans
voup férir le contact de ces trois cercles avec le cercle d’EULER

.

Hialr o A=B.4.
A0 qui est le nombre maximal de tangentes communes & deuy comiques distinctes.
[l peut bien entendu ¥ en avolr meins gue quatee.
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La configuration de tous ces objets est intéresgante en soi. En toute gé-
néralité, lorsque deax cercles sont tangents en un point M, oo point est
le centre d'une homothétie gui envoie le premier sur le second : ainsi, il
exigte une bomothétie & de centre & qui envoie le cercle d"EULER sur le
cercle inscrit. [l existe en outre une homothétie #%5 de centre A qui envole
le cercle inscrit sur celu, noté &y, des cereles exinserits qui est centré sur
la bissectrice lssue de A%, La composie & = #5 o &) envole e cercle
d'EULER sur & 4. Comme composfe de deux homothéties, & est une ho-
misthétie, ou une translation. Le second cas se produit &, b seulement s,
le cercle ' EULER et 4 sont de méme rayon. Sinon, #° a un centre &, qui
est @ la fois sur la drodte Ad et sur la droite {84, cette dernifre contenant
aussi le point de contact &4 de &4 et du cercle A'EULER.

IVailleurs, i on appelbe rgq e rayon de &4, et sachant que le ravon du cercle

. - , . 0 Rj2
d'EULER est la moitié de celle du cercle circonscrit, on 8 =£—= = =——
a1 R2 Pala —~ TA
alors que === = F -2 Cela montre i II-2.7) que la division {04 40,
"!:‘_.1 f.q_ Ta

eat harmonique 1471,

En effet, ces dewx quotients de longueurs orienbiées sont opposts ef sont
Sgaux au signe prés aux quotients des rayvons des cercles (cela résulte des
propriéiés générales des homathéties, puisque 4 et &', sonl les centres des
deux homothéties qui envoient le corcle d'EULER sur le cercle &40,

HBEn effet, la draite & qui joint b centres de ces cercles et o bissectrioe Bsue de A ;
de plus, par A passent ks droijtes AR et AC qui sond des Rangenles communes sox
deux corcles o qui saot svmétriques par capport & &, 11 est alors immédial que S e
I"homod hétie de cemtee 4 qui envaie § 2ur T,

0o dnoned o géebralise : dous corcla do ceptpes respectifs A e M7 distinets b de
rayons distinets ont denx cemcres d'bomathétie & e &' La divislon MM "$d et alors
harmoniguse,
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2.3. Faisceaux linéalres et conjugakson isogonale
2.3.1, Faisceaux ot involutions quadratiques

De méme gire rous nows sommes demandd 5 ensie des fangles aulo-
polnires par rapport 4 foufes les condgues d'un faisceau ndaire, ftudions
les prires de poinds conguguéds par rapport & foutes les coniques d'un fel
faiscesu.

Partons d'un trisngle de référence ABC et donnons-nous un faisceau li-
néaire & de coniques circomserites, & quatre polnts de base. Nous savons
gqu'il existe des scalaires tous non nuls w, v et w tels gue les conigues de &
aient foutes une Squation barveentrigue de la forme pbV Z4+9ZX +r XY =10,
avec (p, g, 7] triplet non nul vérifiant wp + vy + wr = 0.

Soit maintenant un point M de coordonnées barycentriques (x, ¥, 2), éven-
tuellement & I'infini, dans le plan. Les polaires de M par rapport am eo-
nigques de # concourent en le point M’ de coordonnées barycentrigues
(2,4, 2"} i, et seulement s, ce point et M sont conjugués harmoniques
par rapport & toutes les coniques de #F. YWu le I1-2.7, cela se produit i, e
seilement sl, oo a

Wi g, r) Z pluz + 20) +qlzx’ + 22 + rlzy’ +yz) =0

chagque fois que pip,q.7) = wp + vg + wr = 0.

O, cela équiveut & dire que kere) = kery of, puisque @ et 4 sonl des
Jormes lindaires sur R, cela dquivaut & dire aussi que ces deux formes sont
proportionnelles,

Puisgue o # 0, cela dquivaut & dire cofin qu'il existe X & B tel que (yz" +
oz + 22wy + yx') = My, v ).

Mous discutons puis résolvons done le systéme linéaire 7 suivant en le
triplet, (x',3/, ')

4y = A
ez’ = A
yr' + ey’ = M.

Le déterminant de ce systéme est 2ryz. Lorsque ryz 0, il v & une solution
unigue s(A) pour tout A

s(A) = (.-".:l:{—u:l: + vl + wz) ﬂ.lﬁm =pywz) Az{uzr 4 vy — t.uz])
Zryz ' Eryz ' Zryz '
Ce résultat brut demande & étre amélioré un pen. Remarquons déji que,
dans le triplet supra, les trods expressions entre parenthéses ne s'annulent
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jamais toutes en méme temps. En effet, le systéme linéaire en (£,y, 2)

—ur +ay +ws =
wr —oy 4wz =10
wr Aoy —ws =1

a pour déterminant 4uvw #£ 0. De cela suit que, si zyz # 0, ke triplet s(A)
trouwe supra est non oul dés que A # 05 en outre, tous les iriplets oblenus
aingi sont proportionnels et cela prouve que nous pouvons cholsir comme
valeur de A le dénominateur 2ryz, Alnsi, Pexpression des coordonnées ba-
rycentriques de M se simplifient ot nous pouvons énoncer @ le point MY de
coordonnées baryeentrigues

(2{—uz + vy + wz), ylur — vy + w2), 2{ur + vy — wz))

#f celni-ld sealement, cst conjugnd harmonigque de W par rapport & toutes
les coniques de &,

Bien sir, oo point M’ peut irés bien se trouver & U'infini @ cela se produit si,
et soulement i, la somme des composantes du triplet précédent ost oulle,
c'est-A-dire 5i, et seulement s, le point M appartient 4 la conique & 4%
quation baryoentrigque

—uX? =¥ —wZ + (u+ o)XY + v+ w)YZ + (w+u)ZX =0,

Nous reconnaissons la la conique des neul points du faiscean #. Autrement
dit, si M appartient 4 cette conique, mais non pas & une droite portant un
cibit du triangle, le seul point M existant est rejeté & infini. Cette conigue
coupe les trois oftés du triangle en six points en tout (voire moins =4 v &
egalit® entre cortuins d'eptre eux) et e cas de ces poiots sera &tudie dans
o qui suit.

Reste 4 étudier be cas ol xyz = 0. Supposons par exemple que = = 0,
clest-i-dire que M est sur la droite AE, of récrivons en conséquence le

systémae: 5 :
yi' = Au
' = Av
pr' + Iy = Aw,

Asant un déterminant oul, o2 systéme n'est pas de CRAMER ; il peut e pas

avoir de solution, oy en avoir une infinité,

Une discussion simple montre la présence de dewx sous-cas :

1, 81 zy # 0, cestededire que M n'est pas un sommet du triangle, le
Au

An
systéme est de rang 2. Comme on & nécessairement ' = ? =z e
condition nécessaire d'existence de solutions est que Auz = vy) = 0.
5wz 2 1y, il est ndoessaire que A = 0. Le systéme devient alors homo-
gine of admet an moins une solation, Cette fois, oo vérifie tout de suite
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gque ensemble des points M7 est le singleton {(x, =g, 0}}. Ce point n'est
autre que le conjugud harmonique de A par rapport & AH, voir 11-2.7.
Cr point est conjugué avee M non soulement par rapport aux conigques
du faisceay, mais méme par rapport & toute conigue passant par A ef
H. Rappelons enfin que oo conjugeé est & Uinfini si, et seulement =i,
T oo gy, ool o s produit gue lorsgue M oest le miliew du segment AB,
51 ur = vy, M est le point de coordonndes barveentriques (v, u,0). Ce
point est d'ailleurs e contre de 'une des conigques dégénérées du fals-
cean, voir TW-1.1. Dans ce cazs, on wrifie tout de suite que Uensemble
des points M est ls droite d'équation barycentrigue a X 4 v¥ —we = 0,
cest-d-dire la drodte joignant les centres des deux aubres conigques dégé-
nérées, Cette droite passe par le point de coordonnées baryveentrigques
(o, =i, ) gqui est, comme dens le cas précédent, conjugué avec M par
rapport & oute conpgque passant par A et B,

2. 51 on a par exemple § = & = 0, cest-dedive 5 M oest le poing 4, on
vérifie tout de suite que ' n'admet des solutions que s, et seulement
a1, A = 0 et que, dans o cas, e seul point M7 est be point A lui-mdme,
Le point A est conjugué avec lii-mime par rapport, cette fois, & toute
comnigue passant par A.

Recapitulons ; g Desceplion des cendves (gue nous awns appelds Dy, Dg
ef D) des frois condques dégéndrées, fout point M du plan est conjugued
par rapport & toutes les comdgues de F avee exacfement un posnd MY, Les
polxires de A por rapport aur conigues dégéndrdes de & passent par A" ef
por les cendres respeckifs de ces condques ¢ ce sond done les droites D4 M,
DM’ el DM et elles comeourent en M* (st MY est a Uinfind, c'est gue ces
droffes sont paralltles ). du condraire, & par exemple M = Dy, nous auons
v aw ID-2.T que fout pornd du plan est congugué avec M par rapport & celle
des condgues dégindrdes domt le centre est prdvigdment [, Les poloirs de
M par rapport aur deur awlves confques digindrdes sond alors confondues
el eela explique gue dans oo oas, ef o cos sewlernent, nous ouons rourd une
infinitd de points M'.

Enfin, la formule donpant les eoordonnées barveentoigues de M7 ;

' =x{—ur + vy + w2y = ylur — vy + wz), 2 = s{ur + oy - wz),

guid o5t g priors valable dans be cas of ryz # 0 reste veake dans bous les cas
o M7 eat unigue. Par exemple, 51 2 = 0 et M # Dy, cotbe formule donne
pour coordonnées baryoentriques le triplet [z =wur 4 vy), yluz — oy, 0) gui
est bien proportionne] & (2, —g, 0) puisgque —wr + oy # 10,

L'application ¢ qui 4 M & {D4, Dg. Dy} associe le point MY sappelle
Minvedution quadraligue associée au faiscesu

Lrappellation invedution est un pew usarpde o, 81 Don préféoe, un peu
vague. En affet, si 'on veut une partie du plan projectif qui soit laissée stable
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par o, retirer les trods points Dy, Dy el Dy oe suffit pas; en revanche, be
plan projectif privé de la réunion des droites joignant ces trois poims dewx
4 deux est stable par o, et o induit une involution sur cette partie. Elle
cut qualifide de quadratigue puisque la formule ci-dessus donne pour z°, ¥
el 2" des expressions polysomiales du second degré,

L ceaditi: essentielle de Ly configuration décrite dans cette section est le fait, pour
les coniques considérées, d'appartenir & un méme fasceau lindaire, En revanche,
gi I'on considére trofs comiques quelcongues %, ot 4 € {1, 2,3}, elles n'ont au-
cune raison d'avoir quatte points communs, fit-ce dans le complétion projective
commpleste de notre plan afine.

D Jorg, & un point A do plan, on o'a pas non plus de rason particolidre de
pouveir eneore assocer un polot MY gul hal soit conjugué par rapport & ces troks
COTL RS,

Pus précisément, si l'on a pour chaque %, une dquation barycentrique [par rap-
port & un trlangle de réference) de la forme (X, ¥, Z1RYX, Y. Z) = 0, ou F}
cai une matrice symétrique d'ordre 3 et si M a pour coordonmies barveentriques
{x, 1, 2], Vexistence de MY dquivant & L nullité du déterminant

Fu "érd-Et[FL Y, w, 2} Fa (2, p, 2), Fa (z.y.20) -

Ce déterminant est anabogue 4 celoi rencontré au T1-4.2.1, 4 coci prés qo'il ne
s factorise pas on génfral. En d'autres termes, Péquation & = 0 est en géndral
celle d'une cubigque non décomposée, que 'on appelle Lo jecobienne de la famalle
des eonbgues ¥,

Dans la section suivante, nous considérerons & nowveeau imvolubion gqui
vient o ‘Eve décrite ot nous allons mondrer que Vmversion sogonale par
rapport & une rangle est un cas particulier d'une belle imvolution. I en va
de méme de 'inversion izofomique ef nous laizzons le lecteur &linapirer de
la construction qui suit pour le démonirer.

2.3.2. Application & IMinversion isogonale

Dang celle section, nous appliguons les résulials de la section prdcddenie 4
la comjugaison par rapport aur condques d'un folscean lindaire dhyperboles
dpuilatéres © & partir d'un point M donné, le point M" construif comme
dans la section précédente est alors le congugud sogonal de M par rappore
aug triangle formé par les centres des comiques dégindrées de ce foisceau.

Dians un plan affine euclidien, nous envisapeons pour COMMENCET W0 CAS
particulier de conjugaison harmonique par rapport & une conique [ dégé-
nérée : celui ofn la conique est réunion de deux drodbes orthogonales Sy
et S, steantes en un point 10, Dans ces conditions, sl un poiot M est
distinct de 13, la droite TEM & une méme symdirique orthogonale A par
rapport & Ay et & A, et A est précisément la polaire de M par rapport
&l
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En effet, suivons les généralités développdes & la fin du TI-2.7 : si, par
exemple, M & A, la paralléle & Ay me-
née de M coupe A; en un point P et
Sy en un polnt Q& Uinfink, DMsignons
par M le svmétrique de M par rapport
& P oalors P oest le milieu de MM et la
division POQM M est harmeonigue. Cela
établit que M appartient & la polaire de
M par rapport & I' ot que cette polaire
et bien TS

Considérons maintenant un triangle ABC et construisons les points de
concours des hissectrices f, T, Tp et Tp comme au IV-1. Nows avons
|4 trois conigques réunions de denx droltes orthogonales @ T4, réunion des
droites [4f et Igl-, puis 'y, réunion des droites fgf et fof4 et enfin
[z, réunion des droites IoJ ot J4lm. Ces trois coniques dégénérées appar-
tiennent au faisceau F des coniques passant par I, Tq, Tg et o (c'est un
fabscean & quatre points de base), Or, nous venons de montrer que les po-
laires de « presque tout = point M par rapport & Ta, U et e concourent.
En outre, nous allons faire woir que le point de concours est le conjugué
isogonal de M par rapport au trisngle ABC, ce qui nous permet d'obtenir
une nouvelle interprétation de oo conjugué.

Prenons comme trisngle de référence [ 45 l-. L'orthocentre de ce triangle
est d'ailleurs le poimnt J {puisque, entre autres, les droites Ta0 et Tglo sont
orthogonales, ftant respectivement les bissectrioes inlérieurs et extéroure
iznues de A dans le triangle ABC; en conséquence, les pointa 4, B et O zont
les pieds dea hauteurs du triangle f4f5fc). Il existe donc trois scalaires
u, ¥, w, tous non muls, tels que les comiques de & aient comme équa-
tion barveentrique par rapport & falgle pVE 4 gZ2X + v XY = 0, aver
up + vy + wr = 0, volir le TW=1,

Cotmme leg centres des conbgques dégénérées du faiseean sont précisément
les points A, B et ', il découle du TW-2.3.1 que, pour tout point AF
distinet de ces trols poiots, il existe un (unique) point A" conjugué de Af
en particulier par rapport aux trois coniques dégéndrées, Comme les droites
AM et AM' sont symétriques par rapport & la 'I:nmaar:tnne |nt.énr='u1'e iREe
de A du trlangle -‘!Bl'.:-' il et |1'.|:|:|'|1¢lim1._ﬂu_E on a BAM = M'AC of, de
M, CBM = M'BA et ACM = M'CH. On en conchut aque A est
effectivement Minverse mogonal de M par rapport & ABC,

En outre, ke point M est & V'infini =, of seulement si, le point M est sur le
cercle circonserit & ABC. En effot, il résulte encore une fols du TV-2.3.1
que le point M est 4 Vinfini 8, et seulement g, e point M est sur la
conique des neaf points du faiseean . Cette conlque passe par ks centres
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des conigques dégénéréos du faiscean @ ce zont les pointz A, B ot 7, cest-4-
dire les pieds des hauteurs du trisngle 50 g1-, et elle passe par les milieux
des segments joignant deox & deux les poinis T, Ty, Tg et Je, On econnaft
la fiche signalétigue du cercle des neuf points du triangle [0 g le. Comme
il passe par A, B et O, ¢'est bien le corcle circonscrit &4 ABC,

L'équation baryeentrique de oe corcle circonscrit est
uX?+ 0¥ P+ wZ? — (u+v) XY = (v+w)¥Z - w4+ u)ZX =0.
Le lecteur pourra wérifier qu'il s'agit bien de "équation barveentrigue ha-

bitwelle, mais transformée par les formules de changement de triangle de
référence, voir an I-8148),

3. Points cycliques et foyers d’une conique
inscrite

i1, Une bréve présentation des points cycliques

Identifions un plan euclidien P, rapporté & un repére orthoporms, i C, ce
qui est upe fagon implicite de T'orienter.

La construction de I et de J qui suit peut sans inconvénient étre admise
comme Ctant intuitive. Le lecteur courageux, ou soucieux de rigueur, en
trouvers une justification compléte au B-4.8,

Mous ¥ &tablirons en effel en substance que, le choix du repdre orthonormeé
de P ayant en I'effer de fAxer une orientation de ce plan, les points cvcliques
gont les points & l'infini des droites de pente i et —i une fois que 'on a
étendu & CF le systéme de coordonnées cartésiennes

Cela n'a bien sur de sens que s oces deolles e dépendent pas du chodx d'un
repére orthonormé direct ; or, c'est bien le cas car les vecteurs 1, i) sont
vecteurs propres des matrices d'ordre 2 de rotation @ pour tout /e B, on &

(::g .mfmlnﬂﬂ) * (t) =e (})

Ainsl, & curieux que cela paraisse, dans "squation cartésienne de toute
droite isetrope, c'est-f-dire de pente 21, équation de la forme

¥ = +i X+p,
" "F

m

WPour oela, on aura hesain des coopdonnées baryrentriques des points T4, Iy, o par
rappart & ABT = oo sant les triplets (—a, b, ¢}, etc. - et des coordonnées barveentriges
de [ par rapport & Fafplo 2 on les obtiendra & partir de celles qu'll posséde par rapport
& ABC, savolr (a. b ),
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le coofficient e reste inchang® dans tout changement de repére orthonorme
direct {491

3.2, Coordonnées barycentriques des points cycliques

Mous Enongons & o4, o el 2. sond les affires des sommels du friangle
ABC, les coordonndes boryeendrigues des pomts cycligues T of J sont alors

(2c = %oy 20 — gy 35 — Za) o {3r_f&rf-:=_3c-:3+“3¢}-

Omn sait en effet que l'on peut immerger P dans un espace vectoriel P
« universel » evclidien de dimension 3 et que l'on peut munir P d°un repére
orthonormé (04, 7, k) tel qu'un point M(z, ) quelcongue de P admefie
pour coordonnées dans P le triplet (EXTRIR
Cela étant, les coordonnées barycentriques (r.y.z) de I sont un triplet-
solution du systéme (50

zHe(z;) + yRe(zy) 4+ 2Re(z) = 1

wlnizs) + ylmiz) + #Imfz:) i
T + y + z = 1.

Le déterminant & de ce sysbéme n'est pas nul, les points A, B et O n'étant
pas alignés, ot on obtient alors tout de suite par exemple

[1 Re(z) Re(z)
i Imizm) Imiz)

I

A A
puis y et z an méme facteur de proportionnalité préa /A
Hemargue, 51 l'om choisit comme triplet de coordonnées barycentriques
de I le tnplet %{s.. = Ihy By = Ipy B = Ta )y 00 peut vouloir interpréter le fait
qu'il satisfait les lignes Ly, Ly et Ly du systéme précédent.

Le fait qu'il wérifie la troiséme équation correspond au fait que T est &
I'imfini, woir I'Annexe B. Le fait qu'il vérifie L; +ily correspond & I'identité
triviale

falte —2n) + 2z — 2} + 2elsn — 2) = 0

A¥Et il est remplack par son opposé dans le cos d'un changement de ropére orthonor-
mé renversant Porientation, Les pointa cycliques s'échangent. alors, En d autres seremes,
oricoter un plan affine euclidien P revient & distinguer "un des deux podmis cyclques I
el J du complésd prajectif Pz (C) du complexifié de I qui, sinon, sont indiscernables,

Wpous remercions Bruno Inerao de nows Uavoir suggéed, Outre qu'il sinscrit trés
biem dans le cadre de PAnnexe B, il et plus alsé & justifier que la méthade que nous
avions initialement prévue.
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Plus intéressante est en revanche Pexpression Ly —ils =0 :
i — —_ —
E{{zh — 252+ (2o — 2p)30 + (22 — ;t:l-*l} =2,

Au V-3.1, nous établissons que (2, — 2p)7e + (2b = 2:)72 + (2. — 252 o8t
précisétment égal & 418, ot & est I'aire du triengle orienté ASC, Or, on &
bien & = 25, puisque A& est 'aire du parallélogramme orenté ABA'C qui
& double » le triangle ABC.
Soit encore une fois un triangle de référence ABC ; posons-nons les denx
questions suivantes :
I Quelles gont s conigues circonscrites & ABC passant aussi par les
points cycliques 7
2. Quelles sont les conigques circonscrites & ABC par rapport auxguelles
les points cycliques sont conjugnés 7
Une coniguee circonseribe s une fSquation baryveentrique de le forme p¥ 2+
gE&X +r XY =0. Elle passe on plus par les points cyeliques si, ot seulement

' {Pi:a — Ze zn = 25 ) + gz = 2o ){2. = 2p) + vz, = )z, — 2} =10
Plzg — 2o (2p — 20) +l2e — 2o )(2e — 2p) + Pz — 2p)i2, — 2] =10,

Ce systéme linéaire bomogéne en le triplet (p.g,r) est de rang 2. Par
exemple, le déterminant suivant (51 formé des deux premiers coefficients
de chague ligne, est non oul :

(#a = 2e)lap — 22) (2 — 2a)(2 — 2a)
[Zo = Z)l2p — 2] (2p — 2g)(2 — 2p)

D=

En effet, on virifers aisément que D est égal 4 2i ]| AB|? [c:_a' CTB'] oil
[-,-] désigne e produit mixte (voir au début du chapitre ¥ l'interprétation
de la partie imaginaire de 725 & Padde d'un produit miste).

Comme on le vérifie asément, le triplet (a®, 0%, 0%} "2} @&t une solution par-
ticuliére de co systéme, de sorte que toute solution eat égale 4 ce triplet, 4

un facteur multiplicatif prés, En d'autres termes, la seule conique circons-
crite & ABC passant sussi par les points cyeliques est le cercle circonserit !

00 Pon oe prendra pas les barres de Ja conjugalsen complese pour des iraits de
fract bors

200, rappelors-le, @, b et e désignent, ks kagusures des oot du trianghe, On remar-
quere pour cela gue a? = (50 = £ ) 2 — 23, ], aven des fnrmules analogues pour b et o®, de
sorte que, dans la premidre équation farment le systéme par exemple, on peut factorses
(2 = 2)(Za — 2zcHzp = 2a).

moder que oos formules liant I, J ot bes longuears des oftés revienneot & éorire goe

b= poinis cycliques ponk conjugués isogonaux par rapport & ABC. Yu interprétation de
la conjugnison faite au 1% -2.3.2, et effectivement une conssquence de bs conjugaison
des paolnts cycliques par rapport & nimporie quelle hyperbabs dquilasére du plan.
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D cela on déduit que les seules coniques passant par trois poiots réels (non
situds A I'infini} et les points cycliques sont bes cercles,

Boit toujours une coniqgue circonscrite, et son équation barveentrique de la
forme p¥' Z 4+ gZX + v XV == (. Elle posséde les points cycliques comme
points conjugués =, of seulement si

Pllza = zc)z0 = za) + (70 = 226 = 2a)) +
+ gz — zaJ(zc — 3) + (20 — 22}z — @)
+ r{{2e — 2)(Fa — %) + (Fe — 2)(%a — 2)) =0
cette condition Aquivaut &
plCA| AB) + [ AB| BC) + r(BE | T4} =0,

o (- | - ) désigne eette fois le produit scalaire {voir au début du chapitre V
linterprétation de la partie réelle de 22 comme un produil scalaire). Cette

condition dquivaut &

Mcm.i+qmmﬁ 4—1-whms|f’=ﬂ.

Du TI1-8, & propos de la forme linéaire of, il suit que cela douivaut & dire
que la conigue est une hyporbole équilatére.

En conclusion, dés que trois points (4 distance finie) ne soot pas elignés, une
conique [passant par ofs LRols points) posséde les pomts eveliues comme
pointz conjupiss s, et seulement si, clest une hyperbole dquilatére, Les
frpuations barveentrigues de ces conigques satisfont quatre conditions li-
néaires ; ool ensemble de conbgques est encore une s un farscean bndaire,

3.3. Foyers d'une conigue inscrite

Recherchons une dquation tangenbielle d'une conique & centre non digénd-
rée & inscrite ®) dans le triengle fondamental ABC, ayant pour foyer un
point F, non situé sur un des cotés ™),

Le caleul qui suit demande des notions de Géométrie projective complese
et peut &tre omis en premiére lecture. En revanche, les compléments néces-
saires sur les équations tangentielles et les conigques « dégénérant en deux
points & se trouvent dans PAnoexe A,

Appelons [z, y, z) les coordonnées barycentriquees de F, celles de ' étant donc
(o fx, 0¥ fy, e* [2). La conique % appartient au faiscean tangentisl des coniques
de foyers F et I, doot deux conbgues dégénérent en la paire de polnts (F, F')
d'ane part, en la paire de points cycliques (I, 1) < autre part. La conique qui

I appelons q1|’||.r:-.= telle coniquee est tangente au trods ootes du oriangie.
ML aatre foyer Mot Vinverse isogonal de F, éventucllement & Vinfini ouw confondu
avers &, woar au III-5.3.
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dépénére en les pointa [F, F') & pour &guation tangentielle
Blu,v,w) = (ur + vy + wzl{ua’ iz + b’ fy 4 we'fz) =0,

el la conique qui dégénére en les points (I, J) a pour Squation tangenticlls

P, v ow) = [ul:sr —= )+ w2 — bc) + Wity — l.-]l}

ﬂ:u:a = zp)+wzg = ) wlz = n]-]l =0,

de sorte que la conique % & pour équation tangenticlle une combinaison linéaire
non triviale de ces dewx équations, Comme, dans @', le terme en o est

(2o = )% — ) = |BCI* = a®,
L'fquation tangenticlle de notre conique %, dans laquelle les bermes carrés sont
wuls, et & — &' = 0. En outre, pour développer $° afin de simplifier cette 4iffé-
PencE, Of TemARque que, par excemple,

(2e = 2p)(za — 2c) + (22 — ze)(2e — 3)
= 2Rel{z. — 2)(7 = %)) = (BC|CA) = ~Zabros &,
de sorte que 'équatbon tangenticlle de ¥ e, aprés réduction au méme dépomi-
nateur, g + qur 4 ruy = 0, avec [F)

r = (g + Zobyzoos A 4 b¥z%)x
g = (a2 + Zacrrcos B + Aoty
r = (b*2* 4 BbaryemC + a®y¥)=.

Ces formubes se simplifient lorsque on impose 74 g4+ 2 = 1 : on a alors [ #F')
(p,q, ) = (zAF® wBF, 20 F%).

L& lecteur épris de Géométrie projective complexe pourrs voir cela d'une sutre
facon : comme il existe une unique conigque de fover F inscrite dans le trinngle,
on peul introduire les coordonnées baryeenbriques (=, o', ') de P sans préfuger
de lewr wleur. La seule valeur possible de coes coordonndes barycentriques per-
mettant d'anmiler les bornmes careés dans 'équation tangenticlle de & et alors
{a?/x, 1 i, ¥ /2] et V'an retrouve done les résultats du ITT-5.

Par exemple, lorsgue les fovers sont les points de Lucas L et L' du triangle,
voir 11I-6, les formoles obtenues dans cette section montrent que l'on a
(p.g,r) = (1,11}, compte tenu de (&), La conmique obtenve est 'ellipse
de STEINER inscrite dans le triangle. On ne la confondra pas avec 'ellipse
circonscrite rencontrée an [T1-1,

Un autre exemple est celul du cercle inscrit au triangle ABC; clest la
comique @ correspondant A F = FY = [, centre du cercle inserit, de co-
ordonnies baryeentriques {a, b, ¢). On obtient sinsi p = 2ab%e2[1 4+ cos A),
de sorte qu'une expression plus simple eat obtenue par simplification de
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(p, g, r) par 20%bc? : une équation tangentielle de & est

1+m:ﬂ.5. l-]-msE 1+-|‘.-|:I$'!f’
a e + b +Tv'r.-=ﬂ.

Comme o = 2Rsln A, ete,, une autre facon d'éerire cels est

m-tg;% i + ml.gg UrEE mtgg v =1,
Dans 'annexe A<5.4, nous envisagerons une sutre méthode pour obtenir
I'équation barycentrique du cercle inscrit. Evidemment, nous obtiendrons
une expression différente et il s'agira encore une fols de vérifier qu'elle est
proportioonelle & celle obbemnge el !

Exercice. En utilizant les résultats du I1-2.10, montrer quune dquation
de 'axe radical de la paire formée du corcle circonscrit et du cercle inscrit
egt

mg“%x+ﬁng‘%y+mﬁggz =1,

3.4. Foyvers des conigques tangentes & quatre droites

Le lieu des foyers tangentes & gquatre droites donndes ou, s Uon préfere,
# ingorites dong un quodrifatéve donné #, esl une cubigue dond nous allons
deéferminer "équation barycentrique ef sur logquelle nows allons placer un
certaimn nombre de points remarguables. On powrra oussi consulter e A-B.5
d propos des faipceanx tangentiels de conigues.

En toute généralité, si on impose & ¥ d'8tre tangente & une quatridme
droite § [distincte de la droite & 'infini, et qui ne passe pas par un sommet
du triangle et qui a donc une équation de la forme wr + vy 4+ wz = 0,
avee wirw # 0), Ja condition de contact de § avec ® est 'UMU =0, oi

u 0 r g

U= (:,) ot M = (1* 0 p) 55) - on volt done que be lien Ty des
w g p 0O

fovers de ces condgues est inclus dans la courbe dont on obtient 1'équation

en substituant la formuale (#F) du IV-3.3 dans *UAMU = 0 @ en d'avtres

termes, on remplace p, g et ¢ par leurs valeurs dans expression

P + guiie 4+ rur = 0.

— e ——

58 %air Iannexe A-5.5.2 4 propas des faiscemss tangentiels & quatre droices de hase,
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Plug précisément, une fquation barveentrique de [y est de la forme

yE ozt zz X X yi?
u(-@ +?) 'F‘*'(F + ﬂ—.,)+!-'3(ﬂ—!+ﬁ) FEXYZ =0,

e

&
aver
A=, p=cfaun v =P

ot £ = i{bc-uwncu.:’:i CA1-UPL CO8 §+u&-t.|t.'m5r_=-':|. Le degré de cette équation
(homogine) en les variables X, ¥ et Z est 3 : on dit que [y est une cubique,

Cette cubigque mériterait une longue étude 4 elle seule, mais conbentons-
nous plutdt de faire voir quelques-unes de ses propriétés, en en admetiant
certaines.

La cubique T'y passe toujours par A, B et O, En effet, la matrice M est nulle
lorsque I'on choisit par exemple (2, y, ) = (1,0,0), Vu la symétrie des roles
joués par nos quatre droites, elle passe aussi par les points d'intersection
A, B ot " de § avec les droites respectives BCT, (74 et AR (56

Elle passe anssi par les points cyeliques I et J : & on choisit (z,y,2) =
{5 = oy Za = Tey T = Ta ), O constate que M s'annoule aussi —le vérifier en se
rappelant que o = (25— 2, }{Zy — 2.) et que 2cheos A = [z —z) (7 — 2.)+
(2: — 2o} (26 — 2a)-

Dana ce qui sufl, nous wenvizageons que des cas & grndmis & @ pour cers
taines positions particulidres de la drodte §, certaines constructions peuvent
par cxemple donner dewr pornds confondus au lew de dewr poinds distincts,
En repanche, ln figure finale mondrera gue Ty pewt avorr essendicllement
deur formes, en plis de quelgues cos porliculiers dons lesquels elle pos-
atde un point double ou se décompose. 1T fout bien voir également gue nows
nous limitons au cas ob les six points A, B, O, A, B, sond distinets el g
distance finie,

Il exiate une parabole # tangente & & b aux trods odtés du trinngle. Son foyer
Fy appartient au corcle circonserit 4 ABRC, Ce cercle et [y se coupent donc
el osin points, savoir {4, B, O, Fa, 1), ce qui est le nombre maximal de points
d'intersection d'upe cubique ef d'une conlguee ¢ il 0’y en o pes d'autre 570

DVaillewrs, Fy est aussi le point commun aox quatre cereles circonserits aux tri-
anglea formes par trols parml les gquatre drodves, pulsque ces iripleds de droltes

(e aiv points s'Interprétent on falt commme les foyers Jdis trals conlgues dépandrdes
du falsoei tangentiel, décrites an A-5.5.2.
“T0n poarta consielter utilement b A-4.2.
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Jouent tous le méme réle dans cette foude,

Ce poot joult Agalement d'une propriéie remarquable @ on peat en effet ctablir
quee, lorsque huit points sont en configuretion « suffisamment. péonérale », cesi-i-
dire que gquatte quelcongues d'entte enx we sont pas sur une méms droite, ni sept
sur nne méma copigque, alors i) passe une infinité de cublques par ces hut points

et, surtonl, toutes cos r.uhiq_um; onb un oeuviéme pent e commun I'-'ll]_

Une autre fagon d'exprimer cels st | si une cubique passe par huit des neuf points
d'intersection de deux aubres cubdques, alle passe aessl par le neuvidme,

Bi on choisit pour ces buit points les points A, A", B, B', C, O, T et J, alors le
nenvidme polnt est justoment Fy.

En effef, on connait déja une cubbgue passant par ees huit points @ c'est Ty, 11
on existe une autre @ o'est la cubigque I} qui se décompose en la réunion de la
drofie § el du cercle ABC {qui passe aussi par les points cycliques). Ceog deux
cubiques, nous venons de le voir, 82 coupent en nos heit points, ainst qu'en Fo.
Mest donc forcément le neuvidme point cherchd,

A la place de [y, on aurall pu choisir une cublgue réunion d'un des cobés du
triangle AHC et du cercle circonscrit an triangle formé par les trois autres droites.
Clala confirme que tous les cercles clrconserits ainsi obrenus passent par Fy,

La cubigue Tj est invariante par Uinversion iscgonale relative & ABC. Elle
coupe la droite & l'infini en les points (I,J,F}), oi Fj est I'inverse isogonal
de Py, que 'on peut d'une cerfaine manidre interpréter comme le spcond
foper de la parabole 57,

La cubique, contenant les points cycliques, est de ce fait dite circulzire.
Elle & une seule direction asymptotique réelle, dont F3 est le point & Finfind.

Lintuition cst bonne conseillére, comme cels se produit souvent : 1 une
conique ® du faiscean est « proche » de la parabole 3, I'on de ses foyers,

WUy phénomdes anabogie o 26 prodult pas avec les drobtes ou ks conbgues @ (| passe
une infinité de droites par un point, mais ces drodees n'ont pas un sevond poist commgn ;
de méme, il passe une infinité de conigques par trois (respectivement quatre) pHngs, mads
oes ooniques n'ont pas un quatritme, repectivement cioguitme, point common.



212 IV. Les familles de conigues

disons F', est proche de Fy tandis que 'autre fover, F', est proche de Fj.
Or, e miliew du segment FF' est le centre de % Mais, comme nous verrons
en anpexe, su A=5.5.2, le leu des contres des conigues du faisceau est la
droite de NEWTON & passant par kes milieux de AA", BB ot OO, Comme
le miliew de FF est gur A, le point F* appartient & la droite déduite de A
par lhomothétie de centre F et de rapport 2. On peut donce prévoir que la
droite Ay déduite de & par 'bomothétie de contre Fy et de rapport 2 est
asymptote & [, Le caleul montre que ¢'est effectivement le cas, Vi ce qui
précéde, cest la seule asymptote réelle de cette cubigue.

Mous désignerons par I IMinversion isoponale par rapport au triangle ABC.
Spchant gue la droite § coupe BC au poiot A', la tangeste & g au point A o la
droite AA' sont symistriques par rapport & o bissectrice de Pangle -EI_{.‘.

Voicl la ralson intuitive de cette proprieté @ & on considére un polet A" sur T
ot proche de A, son inverse isogonal I[A") appartient aussi & Ty et il est proche
de A puisque I{A") = A. En outre, e droites 44" et AI{A") sont symétriques
par rapport & la blasectrice issue de A, Lorsque A" tend vers A, la drofte AA™
 tend » wors I droite AA', alors que s droite AT{A") tend vers la tangente en A
4 Ty, puisque I{ A" tend vers A

On construll mubalis mislondis les tangentes en bes poiots B, O, A, B et &, en
fchangeant bes riles jouds par les quatre droites données,

Une droite non paralléle & 'asymptote coupe Ty en un ou trols points
(un point de conbact comple double, wvodre triple sl s'agit d'un point
d'inflexion) ; une droite paralléle & Uasymptote, mais distincte de celle-ci,
coupe [y en zéro ou deax points {un point de contact comptant double, ici
aussi].

En conséquence, ai une droite coupe une cubigue en deux points distinets,
elle la recoupe en un troisiéme point, ce point étant éventusllement & IMinfini,
i la droite cst paralléle & une divection asymptotique, ou confondu svee un
des deix premiers points, si la droite est Langente,

De méme, une tangente & une cubique en un point M la recoupe en un
point MY, éventuellement & 'infind, ou confondu avec le point de contact gi
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la droite est une tangente d'infexion. Ce point M7 est appelé ke fangenbiel
du point M et pous le opoterons (M.

Mous allons construire six nouvesux pomts sur [y, La droite AA" recoupe
done cette cubigque en un point Ay £ Uy ; Pinverse isogonal 4; = I{dg) ap-
partient done & image de AA' par T, ¢'est-d-dire & la tangente en A. Pour la
mime radson. il appartient & la tangente en A’ et c'est done le point d'inter-
section de ces deux tangentes (que nous svons construites 'une ef Vautre).
Le point d'intersection est done A, il appartient & la cubique et ¢'est & la
fioia e tangenticl de A et de A'. Enfin, son inverse isogonal est le point Ag.

O pourrait songer & appligquer édgalement 'inversion isogonale par rapport
a un triangle dans lequel la droite § remplacerait un des trois cobés du
triangle ABC, Mais, la définition des points Ag et Ay ne dépendant pas du
choix de trois des droites parmi les quatre, nouws ne ferions que construire
les mémes points & chague fois.

On procéde de miéme avee les droites BA' et OC7, ce qui nous donne les
points By = (B} = 7(B') et Oy = 7)) = {C") ainsl que leurs inverses
isoponauwx respectifs By € HE ot Oy € OO,

Chiand trois points d'une cubigque sont alipnés, on peut prouver que leurs
tangentiels le sont anssi! Puisque A', B (Y le sont, les trois tangentiels
Ap, 3,0 sont donc alignés,

On pouvait awssi partic des alignements A'BC, AB'C et ABC', mais ils
donnent e méme résultat, toujours pour cette méme raison de symétrie de
riles des quatre droites,

La transformation par conjugaison isogonale de U'slipnement A, 8,04
montre que les six points ABC 4, By Oy sont sur une méme conigie,
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Mous avions find par I'oublier. mais I's est le lien des fovers d'une famille de
coniques. 51 F est e fover dune conigue de la famille sutre qu'une parabole,
l'autre fover est F' o ILF) et e miliew de FFE' eat sur la droite A, En fait,
[sh {A, B, Fy} est le lien des points F (n’appartenant pas an cercle
circonscrit de ABC) tels que e miliew de FIF) appartienne & A. On Je
voit facilement en écrivant Jes coordonnées barveentrigues normalisées du
point I{ F) en fonction de celles de F.

Cette remarque va nous permettre de construire le point 2 en lequel la cu-
bigque coupe son asymptote ), Comme £ € Ay, son inverse [ appartient
a I'inverse igogonal de &g, qui est une conlgque passant par A, B, O et Fj
et que 'on sait construire grice & un cinguidgme point, voir ey ITT-5. En
outre, puisque le miliew de D0 eat sur A, D est aussi sur la parallile i la
droite &g menée de Fy {c'est-d-dire 'axe de la parabole 5. Cela permet
donc la construction de [¥ puis celle de [, son inverse sogonal.

Les exemples préctdents nous aménent 4 la constatation suivante ; par
exemple, e point A et son inverse isogoval A" ont méme tangentiel A5, et
la droite A4’ recoupe Ty en Uinverse isogonal de 4. Cela suggére qu'un
podnt Fde Ja cubigque ot son inverse isogonal F' ont méme tangentiel T et
que le point I{17) n'est autre que le point oi la droite # 8 recoupe Ty,

Sans détailler tous les calouls, nous prouvons en annexe que cotte hypothése
rst exacte ; voir le A-5.3.

Nouws pouvons dés bors &tendre notre liste de proprideés de T une discus-
gion importante est mende dans les lignes qui suivent, et une autre se trouve
dans la méme annexe.

L'asymptote Ay est d'une certaine maniére'™? tangente a la cobigue, en
un point i l'infini Fj qui est |'inverse isogonal de Fy. Le tangentiel de Fj eat
le point [0 @ ¢'est done anssi le tangentiel de Fy. Cela permet de déterminer
Ia tangente en Fy gqui n'est sutre que Fp L) Cela confirme avssi 'alignement
FyF ¥ qui nous a servi & construire ke point [

Demandons-nous &1 existe un poiot réel F 2 Ty dont le tangentiel soit Fy.
Si tel est le cas, le point F* = I{F) admet aussi F eomme tangentie] et la
droite FFT recoupe Ty au poiot I(F), o'est-i-dire & 'infini ; la droite FF
cut alors paralléle & l'asymptote. Comme, de plusg, le milien de FF est gur
la droite de MEwTON &, elle-méme paralléle 4 'asymptote, les points F et
F* zont sur A,

La réciproque est. immeédiate. En résumed, puisque & ne peal couper la ou-
bigue en quatre points ; &5 7 F) = 7 F') = F, alors F et F sont les points

" est la situatlon normale lersqu'asymprote il v a. 5i une cubigue admet une ssymyp-
tote sans pour autant b couper & & distance finks =, c'est que b poiol & Uinfini de la
direction asymptotigque est... un paint d*infexion.

S Pour un adepte de la Géométrie projective, celn ne falt méme ascun doute!
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d'intersection de Ty avec A. Bien entendu, A peut dtre disjointe de [,
auquel cas Fy n'est le tangentiel d'aucun point (réel). Comme I{A) est une
comique, gque |'on sait construire, les points £ et F' sont les points d'inter-
section de cette conbque avec A, lorsgue cette intersection est non vide,

Les points cycliques I et J appartiennent & Ty ot sont inverses isogonaux 'un
de l'autre. La droite qui les joint est la droite de Uinfini, et elle recoupe Ty an
point FR. Lez pointz cycliques ont done méme tangentiel, qui est le poink Fy.
Le polot Fh est donc & Uintersection de deux tangentes & Ty isobropes @ selon la
définition de PLloker, on dit que Fp est un foger de la cubigque. C'en est mbme
un foier singidier, car les tangentes isotropes mendes de ce point oob pour points
de contact les points cycliques eux-mémes.

O it de Uy que c®est une cubigue foeale puksque, en plis, elle contient son foyer
singulier.

La discussion précédente est plus importante qu'il n'y paratt. 5i l'on peut
mener dewx Langentes réelles du point Fy, alors la courbe Iy est connexe,
et 'est oo gqui correspond au cas de la figure de la page 216. Sinon, la
cubique & deux composantes connpexes, donl 'une est up ovale et clest oo
quii correspond au coas de la Bgure qui la suit.

Voicl un schéma récapitulatif sur lequel sont placés les points réels que nous
AVOTE construits, ainsi que certaines tanpentes, Nous n'avons pas placé pour
Pinstand la cubique, car cela rendait la figure illisible. On la trouvera en
revanche sur la figure qui suit celle-ci.

La cubigue Iy est en général elliptique, oest-f-dire quielle n'est pas en général
paranétrable par des fonctions rationnelles (mais on peut la paramétrer & Uaide
dr: fonctions elliptiques, oo qui explique cette terminologie]. Tontefois, elle devient
paramétrable rationnellement lorsqu'un cercle st tangent & § ot aux trois oités
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du triangle, c'est-A-dire lorsgue & est tangente an cerche inscrit ou & un cercle
exinscrit au triangle ; elle a alors comme point double le contre de co cercle Y'Y

La cubigque se dicompese lorsgque deux corcles sont tangents A 4 et aux trols
cités du triangle, o'est-A-dire lorsque & esf tanpente & deax des goatre cercles
{exjinserits du triangle. Elle ge décompose alors en la réunion de la droite jolgnant
les contres de ces denx cercles, par exemple fgpoet fe) et du osrele circonscnt a
BCIgle, dont be centre est le milieu de Tpfo. Elle e décomposerait anssi dans
un cas excln ; lorsque & esl la deoite de Vinfind, en la réunion de cetle drotie et
du cercle circonscric & ABC, Les conigques ¥ serabent alors toutes des paraboles.

Dans IMannexe A-5.3, on trouvera un principe de construction des mter-
sections de [y avec les bissectrices du tnangle (trois intérieares, trois exté-
rienres). Chacune de ces intersections peut fournir dewx points antres qu'un
sormmit.

Une cubique posséde en général trois points d'inflexion alignés (™) ; dans
le cas le plus péndral, il ¥ a trois points d'inflexion £y, J; et [ distincts
et i distance finie, [ls sont leurs propres tangeoticls et ils sonl avssi les
tangentiels de leurs inverses isogonany respectifs,

Les figures qui suivent illustrent deux cas aussi généranx que possible, la
premiére d'une courbe Iy connexe, la seconde d'une courbe Uy comportant

un oivale,

SUEn cela, bes courhes algéhriques de degré 2 2 se révélent plos compliguées que ks
droites ou coniques. Nous avons v au 1«52 que toute dmoite admat i paramdtrisstion
ratbonnells; il en va de méme pour e coniqoes non dégéndrides @ an [V-1.4, nous
I'avans wérifit sur un exemple, mais e principe se péoéralEe. Pour on qub est du cas des
courbes de degré supirieur, on trouvers 2on bonheur dans Mexcellent Byre d"Arpaumais-
Benrrix, [2], cith on bibliographie. Friwolr force tasscs de cafi.

FEpfags averc beaueoup de dégindrescences poasibles @ un des points diinflexion peut
fre A 'infial st o qul se produic avec Ty sl 2 tangente en Fy est paralbéde &
I'msymptote — ou bien deux d'entre eux peuvent s= confondre &n un point multiple —
st oo qui se produit & Porigine pour la cubique d'équation affioe 3@ = o2
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Pour la seconde figure, nous o'avops pas placed celle fois tous les points
constructibles, mais seulement les plus importanta. Le point d'intersection
de Ty avee son asymptote est jel en dehors de I'épure : la figure montre
bien que la tanpente en Fy est presque paralléle & 'asymptote, de sorte
qu'elles se coupent trds loin. I pourrait méme se faire daps certains cas
particuliers qu'elles soient paralléles, auquel cas e tangentiel de Fy serait
rejeté & I'infini; Je point 4 Vinfini serait alors un point dinflexion de la
cublgque. De méme, bien que la composante non bornée de [y soit trés
pate, on devine deux points d'inflexion, le troisitme étant hors champ.

A noter anssi qu'un point de I'ovale n'est le tangential d’ancun point de la
cubigue, alors gu'un point de la composante non bornée est le tangentiel de
quatre points [deux dans chague composante) ; au contraire, lorsgue 'y ne
comporte pas d'ovale, toul poiot est le tangentiel dexactement deux points.
A noter enfin qu'en cas de présence d'un ovale, ce demnier contient fored-
ment le polnt Fp. Ce point n'est alors le tangentiel d’ancun point (réel) de
la eourbe,

Aver cotte dtude, nous avons cherché & appdter le lecteur afin de 'amener
i s'intéresser plus svant aux cubigques, et nous le fElicitons fout particulié-
rement s5'il est parvenu A la fin de celte étude sans se laksser diécourager par
l'avalanche de résultats et de ralsonnements intermediaires.

11 trouvers, pour approfondir, des articles passionnants dansg la revie Ca-
DRATURE, notamment les [23], [24] et [25].






« W are alone In a desest, pursued by & hangry Uon. The ealy tool
wat have i3 & spherical, adamandine cage, We enter the cage

and lock it, securely. Nexd we perform an inversion with respect

to the cage. The fion is pow in the cage and we are outslde =

THoMAS MiLoonr, A Tour de Force in Geometry

Chapitre V

Utilisation des nombres
complexes en Géométrie

Cette fagon trop méconnue d*échapper & un lion est astuciense ot facile 4
mettre en euvre. Toutefois, les choses se compliquent s le terrain est en

pente.

1. Introduction
1.1. Présentation du chapitre

Utiliser les nombres eomplexes pour faire de la Géométrie n'est pas qu'une
convention de notations : 8"l est vrai qu'identifier un couple (x, y) de reels
aver le complexe : = x+iy fournit une notation synthétique bien commode,
cette facilitd va nous sembler bien anecdotique en comparaison de tous les
bienfaita que le corps O va nous prodiguer, de sorte gue l'objet de oe chapitre
ne consiste pas seulement, loin s'en faut, & établir une liste de formules dans

. ops . +7 z—F
lesquelles on n'aurait fait que substituer =T AT et 5 &y
i

La supériorité décsive que posséde T sur un espace vectoriel réel péméral est
sa structure de corps. La présence d'une multiplication interne bilinéaire est
déjd un atout en soi : elle ouvee la porte & une interprétation précieuse des
similitudes, directes ou indirectes; toutefois, nous n'murons pas 4 revenir
sur o8 transformations développées par le menu en particulier dés le début
de I'Enseignement supérienr. Nons no dédaignerons pas pour autant Minter-
vention du complexe |, effcace dans le domaine des trisngles dquilatérau
el, wvec eux, des quadrangies équiharmoniques, des centres isodynamigques
el de la jolie configuration de FERMAT-TORRICELLI

- 219 -
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La qualité de corps commutalif est autrement précieuse : la division nous
conduit & la notion d'homographie, dans le cadre d'une complétion du plan
affine euclidien par un point & P'infini (la sphére de RIEMANN], ot & la riche
Géométrie de 1'inversion (1)

Et non des moindres, la faculté de remplacer * par % /= lorsque = est de
module K : elle débouche sur toutes les technigues polvnomiales, sur les

relations entre coefficients ot 2608 d'un polvodme, ¢ sur s manipulations
astucieuses de déterminants.

Mous n'en demanderons guére plus! Le caleul complexe élémentaire e les
interprétations diverses du terme o' nous suffiront bien. Nul besoin ici des
manipulations astucieuses d'un TarTacLia, de fonctions holomorphes ou
de discussions passionnées autour d'une valeur possible du complexe i 121

Cette contribution manifeste de C ne put que susciter des désira de géné-
ralisation : un espoir vite douchs fut celui de construire un snalogue de C
pour toute dimension finie, ou, & défaut, pour la dimension 3. Un pis-aller
ftait la découverte des guofernions par HAMILTON, mais la perte de la
commutativité se paie & elle seule au prix fort. FROBEMIUS mit enfin un
terme & foute tentative ulbérieure en élablissant gue la liste des sur-corps
[de degré fini) de K, fussent-ils non commutatifs, était & jamais difinitive,

Movee e corps H des quaternions, algébres de CLIFFORD et ocfaves de Cay-
LEY disputent & C sa suprématie en matiére de Géométrie. MNous donnons
notre préférence 4 ce dernier, en laissant & d'autres la tdche darbitrer,

1.2. Conventions et rappels de notations

Nous désignerons respectivement par Rez et Im x les partie réelle o ima-
ginaire du complexe z. Nous désignerons par iR 'ensemble des complexes
de partie réelle nulle,
An grand dam des Physiclens, nous conserverons les notations qui oot fait
leurs prewves : le complexe de module 1 et d'argument « /2 module 27 sera
ooté i, celui de méme module et d'argument 2x/3 module 27 sera noté j.
MNous ferons un usage constant des formules

Pel, UYjm]=i® et 1+j+i =0,
Lorsque nous disposerons d'un complexe z et que nous poserons alors z =
x =gy, il sera toujours sous-entendu que © = Re s el y = Im:.
Nous supposerons donné une fois pour toutes P, plan affine euclidien orbenté
rapporté & un repére orthonormé direct 88 = (4, ], et nous associerons

1Dt mussi Géométrie analisgmatiqus. Excellent exercice de diction, 4 conseiller.
Thfnis elles e sont jamaiz bien loin, Veot-on seulement considérer des courbes algpé-
brigques do degré 3, ot elles se révdbent imiobdiatement indispensahbles.



§2. Généralités 221

A tout point M € P, de coordonnées [z, g}, le complexe 7 = z 4+ iy que nous
appellerons I'affive de M. Inversement, g1 2 = =+ iy € T, le point M £ P
de coordonnées [z, ) est appelé Ul'onage do complexe 2, & nous pourrons
noter Mz} ce point.

Wi le choix d'un repére orthonormé divect, il zera loisible également d'iden-
tifier 7 & O (e, par exemple, de parler d'un peind de ).

Mous identifierons librement, mais non pas systématiquement, un com-
plexe = et le point M{z) de P dont il est Iaffixe, ce afin de simplifier
la formmlation de nos énoncés,

SN =ri+yiet X' =2l + ' sont deux vecteurs, on peut leur associer
les complexes z = x + iy et 2’ = &' + iy’ ; dans ces conditions, Re (227)
et Im (2z') sont respectivement éganx  leur produit scalaire (X | X') et 4
lenr produit mixte [X, X°).

En effet, on a 22" = [z — iyliz' + ') = =z’ + g’ + izy = Y.

Les nombres complexes sont particuliérement & Paise pour traduire les pro-
pridbés angulaires de nombreux objels @ pons développerons ce point dans
la section %W-9.1.

2. Généralités

Sous gquelle forme les dpuations des enzembles les plus classiques de la Oéo-
métrie plane apparnissent-elles, une fois gue Uon adople o notation com-
pleze pour les cosrdonndes cartésiennes d'un poind ¥

' : t+ 3 $—F
51:=x+1y,au'~&¢::eLyris&]u-,unaJ:—.z I-lL'LI.|'= - Cela

i
permet de récrire des édquations des droites, cercles, conigues, ete. & l'aido
des notations z e Z. Plus précisément, void ce qu'il en eal.

1. Tonte drofie affine admet wne &uation de la forme

A: 4 Az + B =0,
on AT et BeR,
En effet, toute égquation de la forme aX +8Y 4o = 0, aver (a,b) 28 (0,0},
peut s'écrire gous la forme équivalente

Latm}{x +arj+(u:abux FiF )+ 20 m= 0,
A

Réciproguement, bien entendu, toute dquation de la forme précédente
est celle d'une droite affine.



V. Utilisation des nombres complexes en Géométrie

FPar exemple, si a # b e T, une dquation de la droite M{a) M) est

A

I
=

[l -

= A4 4

=

En effet, un développement par rapport & la dernicre colonne du dé-
terminant montre quiil s'agit efectivement de Pégquation d'une droite,
et on wirifie qu'elle passe par a et b [pour z = a, deux colonnes
sont égales). Plus précisément, A = uz —uz + v, avec u = a — b et
v =agh—ba € iR : l'on n'a pas ohtenu directement une équation de
la forme encadrée pour cette droite, mais on 'y famdéoe en divisant
I'équation par =i ; en effet, on a bien

_Tlﬂu —ufiz+ufiz—vfi.

D e, la formude (2) de la section W=3 est dquivalente aprés multl
plication par un scalaire non oul & une fquation de la forme encadrée,

. Le cercle @ de centre Mw) el de rayon r admet pour dqualion
22 —GE — w2 +ww m i,
En effet, il suffit de remarquer que M(z) € & dquivaut &
|z —wl® = (z — wl(z —w) = r?,
D cela suit la forme géndrale de I"équation des cercles
ZZ+AZ 402 =4,

ot (A p) EC xR Pulsque 22 +AZ +AZ = [Z + ANZ +X) = XA, oo
cercle est wide si AA 4+ g < 0, réduit & son centre M{—A) &l A +p =10
et est un « vrai » cercle, de centre M[—A), 8i A+ u > 0.

3. Plus généralement, l'équation générale d"une conigque du plan P est de

la forme

AZZ+BZ*+ BE* + CZ+CE+ D=0,

oft A et [7 sont en outre réels, et (A, B) # (0,0).
En effet, la forme affine classique d'une telle dquation est

aX? 4+ XY + eV + 2dX 4+ 2e¥ 4+ f =10,
aver (o, by} 3 (0,0,0) e, aprés avoir posé £ = X + 1Y, on remarque
. ZZ+Z'+T 7Z-2'-F

B-F !
5 » b,

, puis ¥¥ et enfin 2XY =
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Cette expression ne préjuge pas d'une forme dégénérée ou non de la
conique (décomposition en réunion de droites, par exemple).
L'équation AZZ + B2+ BZ' 4+ CZ +CZ 4 D =10, avec B = A +iy,
se récrit sous ls forme

] L —
A+ 20X +~_4.-;:|_IXT--1.I! AV 2ANX +u Y+ D=0
[ ok =
s B A, C= N +ip et £ X 4iY.
Autrement dit, le genre de la conique, qui dépend essentiellement du
slgne de ac—5*, est : ellipse, parabole ou hyperbole selon respectivement
que A —4(A* + p¥) est > 0, =0 ou < 0.
Une conigue est une hyperbole équilatére (éventuellernent dégénérée en
la réunion de deux droites orthogonales) si, et seulement si, A*+C = 0,
Iei, cola dquivaunt & 4 = 0.

3. Application des complexes & la Géométrie
du triangle

3.1. L'aire d'un triangle

Soit A, B et O, d'affixes respectifs a, b, e, trois points formant un triangie
non aplati; une expression simple (et symétrique ) de Paire & do triangle
orienté ABC eat

8= %[fﬂ—b]E+[b—:‘,lE+l:c—e.}E].

En effei, on wérifie tout de suite goe la valeur de 5 est inchangée s on
remplace a,b et ¢ respectivement par a + 2,0+ z 8t o+ 2, o0 2 &5t un
commplexe quelcongue. On peut done supposer que ¢ = 0 et il reste & vérifier
que dans ce cas 4iS = ba — ab. Or, ba - ab = 2ilm(ab), mais Im(ab) cst égal
au produit mixte [ﬂ_ﬂ{{E], o'est-f-dire encore deux fois 'aire 5 annoncés.
Le résultat s'ensnit,

Dans la section TV-3.2 du chapitre TV, pous avons exprimé bes coordonnées
harycentriques des points cycliques relativement au triangle AHC, une fois la
plan P plongd dans le plan projectif compless Py (T,
Un triplet de coordonnées baryoentrigees du point eyeligque T est, rappelons-le,
(o= a=¢ b=a), Le fait que la somme de ces iTois composantes est nulle tradoit
la position i 'infini de 1.
Conformément aux conventions de 'annexe A=1, évaluons le wecteur

v m (o= BYOA + (o~ cHOB + (b= a)O0

Sha =y +lag, b=k +ily el & = ¢ + ke, |la premidre composante, mtde i,
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du vecteur » par rapport & In base {4, 5} est (o — Bag + (o = clhy < (b — a)es,
¢ast-G-dire encore

o= %{I'._t—ﬁ]lﬁ'-l- a) + {a — ehfb+b) + (b —a)ig+ )} .

Maiotenant, (c=~58a+(a=chb+ (b=a}c = 0, alors qu'au vu la formule précédente
{c—b)}@ + (a = cib + (b - a)f = —4i8. On en déduit que v, = ~2i8. Un caleul
analogue montre que la seconde composante v est égale A 25, de sorte que

w=25 (_]I)' La « pente » de ce vecbeur est bien i, comme c'6tait attenduy,

Le point cycliqgus J admet pour coordonndes barycentrigques (c=b o= c, b —a)
at le wecteur

T2 e B OA+(a—c)OF + (b a)0C
est dgal, bui, & 25 (:)

3.2, Quelques points et une configuration remarquables
Soit A, B et O, d'affixes respectifs o, b, e, trois points formant un triangle

non aplati, et B le revon du cercle circonscrit [°. Nows supposerons main-
tenant que l'origine est placée au centre de ce cercle, de sorte que a,b et ¢
gont de méme module K et que l'on a T = O[O0 ; B), e cercle de centre O
et de rayon .

Le centre de gravité & du triangle est alors I'image du complexe
et l'orthocentre M celle du complexe h=a+ b+ e

Par exemple, on wirifie que AN est orthogonal & BC ) en effet,
Ref{a+b+c—a)ie—b)) = Re((c+b){c—5)) =Re(cc—Bb) =0,

car ch — ch est imaginaire pur.

Une idée simple et efficace permet de dierminer directement 'affixe de

méme s on ne le connait pas o prior; en effet, AN est paralléle & la

médiatrice O 4, ob 5 4 désigne comme toujours le milieu du segment B,

I en découle que, si un point M d'affise ¢ appartient 4 la hauteur AH,

g . b+e , -
alors il existe un scalaire réel X tel que 2 = a + J-.T- Or, s on choisik
Am 3 oonobtient z = a+ b+c; o point M ayant cet affixe appartient done
& la hanteur AH, mais aussi aux denx aytres hauteurs puisque |'expression

a+ b+ coest une fonction symétrique des complexes a, b o,

g+b+e
3

On retrouve en particulier la relation

Iﬁ-ﬁ - .'IG-E
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FPour retrouver mnémotechniquement cette fnrmule,
on peut considérer le cas particulier d'un triangle
rectangle, comme supra - oest e sommet de Pangle
droit, £ eat le miliew de Uhypoténuse et (7 se trouve
aur la médiane, et done sur (HO), aox deux tiers  fye -
en partant de H.

Mous allons encore approfondir la configuration de ces points, en relation
avee le cercle " EULER.

L'isobaryeentre du systéme des quatre points A, B, O, H est le centre £ du
corcle d'EUVLER.

Cela résulte des expressions précédentes, qui en donnent les affixes; on
trouve ainsi que 'affixe de leur barycentre est l{a +b+ e+ (a+b+el),
c'est-i-dire — thte Le baryeentre cherché a:t done le milien de O,
sutrement dit le point £

Le lecteur appréciers szans doute aussi une preuve ghométrigqee de ce ré-
sultat. Le cercle d'EVLER passe par le milien A" du sepment AH et par le
milien 74 du eotés BC. Or, ces deux points sont diamétralement. opposts
sur ce cercle @ voir pour cela Pangle droit A°H 407 4.

Le miliew du sepment A" 4 est done ke point £, Or, nous venons de décrire
i la construction du barycentre annoned @ on détermine d'abord le milien
du segment formé par deux des quatre points, id A et H, puis le milieu du
segment formé par bes deus aatres, ici B et O, ot on termine en formant le
milieu de ces deux milieux.



226 V. Utilisation des nombres complexes en Géométrie

Remarque : triangles particuliers. 5i 'on conserve 'hypothése que le

centre O du cercle circonscrit & un triangle oon aplati ADC est d'affixe nul,

alors

— Le triangle est rectangle en A 8i, et seulement 8, b+c = L Cela dquivaug
en effet au fait que & ot O oot diamétralement opposés,

= Le triangle est isocdle en A si, et seulement si, a® = be. En effet, si on
appelle @, § et 7 des arguments de o, b et ¢, alors 2? = be équivant &
2o o J A v module 2r. Or, un angle polaire modide 7 de la bissectrice

de B esl 'ﬁ% et la relation préctdente dquivaut & dire que A se situe

sur cetbe bissectrice, done que le triangle est isocdle en A.

3.3. Symétries et projections orthogonales

Maintenant, avec les mémes notations, nous svons une formule simple dé-
crivant la symétrie orthogonale relativerment & la droite AR, avec a # b
En effet, elle est définie au niveay des affixes par

1 PR at+b— —x.
(1) —atb- 2
11 suffit de whrifler que & est une somdtrie involutive gauche ayant a et b

comme points fixes. En effet, @ = oy omy, ot oy est |a symétrie orthogonale
z = ¥ et oy isométrie directe z— a4+ b= o e En outre,

rla)=a+b- Egd—b=u+b—b=u et olbl=a+b- T

de sorte que la drolte AR est lalssée fixe point par point par o.

51 l'on cholsit au coptraire a = b, on montre de méme que "ap-
2

=atbh-a=b,

plication £ —— Za — %E définit la symétrie par rapport &4 la
tangente & ' en A.
On pourra considérer que, sl a = b £ [, la notation [AB], ou eocore { AA),
désigne la tangente & [ en A,
Cette ormube & deux conséquences intbressanbes @
1. La droite AR, lieu des points fixes de &, & pour équation
(2 z+%3=ﬂ+b.

Cette équation n'est pas directement de la forme AZ + AZ = H, mais,
i a+b # 0, il suffit de diviser membre & membre par a+b, car 1/ (a4 b)
et ab/f*(a+b) sont conjugués I'un de l'antre. Si, an contraire, a+b = 0,
alors équation est Z — o Z /R = 0 et il suffit cette fois de la diviser
membre & membre par in.
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2

e mi'me, la droite d’équation & = 2a— %E est |a tangente 4 1" en A,
Si a et b, complexes de module R, sont les solutions de |'aquation 22 +
p&+g = 0, alors une équation de AR est #4492 B2 4p = 0 : cela résulte
des relations entre coeffickents et racines d'une dquation polynomiale.

2. La projection orthogonale sur cette droite est définie par z — z +:|If;} ‘

Par exemple, le symétrique de "orthocentre par rapport & la droite AF est
le point o 'affixe

uh

atb- g (@T e = ~ gt

Ce point appartient donc an cercle ' (faire un calcul de module). A noter

d'ailleurs que be point diamétralement opposé & A est aussi le symétrique
de H par rapport au milien de B¢ : en effet Eb;f:

—h=—a.

Retrouver & titre d'exercice le fait que le cercle T de centre H(“ ks g L 1‘.)

et de rayon A/2 contient les pieds dea trois hauteurs et les six miliewx des
segments jolgnant deux 4 deux les points A, B, C et H (¢'vst bien sir le
cercle d'BULER, ou cercle des newf points, du trisngle ABC),

A propos, quelles sont les homothétles envovant T sur 4 7

4, Deux exemples et des exercices
4.1. Intersection de droites et polaritéd

Dans et exemple, ef dans les exercices qui suivent, nouws confondrons un
point du plan avec son affixe complexe, Ainsi, pous poberons a en liew ef
place de M{a) par exemple.

O désigne par U le cercle-unité du plan com-
plexe et on donne quatre points a,b,c et d
appartenant & 1,

Déterminer le point = = (eb) M (od), lorsque
ceg droiles ne sont pas parallédes. 5ia, b, cet
d varient de facon que z reste fixe et distinct
de 0, montrer que le point ' = (ad) M (be)
reste sur une droite A(z) fixe.

Ecrivons que 2 est sur les droites (ab) et {ed) :

{3 =a+b—abs

z

:=rc+d—eds.

On en déduit tout de suite gque z =
(condition de non-parallélisme).

abie 4 d) = edia 4 b)
ab — od

vul gl = ad ¢ 0
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¢+b—n::—dl

On a d'ailleurs une expression plus simple de son conjugué : T = pr—

Cela résulte des formules & = 1/a, ete.
. @bl c) = bela + d) _ abld = ¢} m!l:b-u:ll

Le point ' est défin par o Ry e o oy
'D:r.::-uuub:{-I+:-3etc'd_-f+;_;-ﬂ'eladnnnepusu'l:ﬂitut[un
z,_i'\[mj—hﬂ]—z{u+d—h—ﬂ]l

B Flad — k)
o o _atd=b-c
Mais on a aussl z b de sorte que
go2_
=33

puis 'z + £z = 2 : c'est bien I'équation d*une droite A(z). Cette droite,
difinie 1 z # 0, est 1a polaire ') de 7 par rapport an cercle U; on peut la
construire facilement puisqu'elle passe anssi par le point (ac) N (bd).

5i z eat extérieur & U, les points de contact = et y des tangentes mendes
de = & U sont sur A(z); en effet, © et y sont les solutions de équation
z = 2Z = 227 en Vinconnue Z {voir V=3) et la droite qui joint les points-
solutions a pour équation & = 2/z — 27/ : on retrouve bien A(:).

4.2, L'astuce de MORLEY

Lewemiple qui suil est propost par Francoiz RIDEAU, Nous partons icl d'un
trangle ABC non aplath inserit dans le cercle-unité T @ pous appellerons
pour une fois a2, 12 et @ les affixes des sommets, Ce changement de notation
fait partie de 'astuce, et se révile fructucux en maticre de simplicité des
caleuls, Bien entendu, les complexes a, b et ¢ ne sont définis qu'ay « signe »
prés, et cela jouera un réle dans 'interprétation des résultats & venir,

Nous établissons que les affives duy centre [ du cercle inscrit au triangle
ABC, el ceur des centres Ty, In el To des cercles erinscrits (poinds de
concours de dews bissecinces exférieures ef o ‘une Mssectrice inléricure, toir
la figure] sond, & ordre pris

+be £ ca + ab

Jormule dans loguelle un ou brois des symboles = wvalend -1, Cela donne
effectivement quatre valeurs possibles @ ces affires (40,

et un cas particulier de L notion geedrale de polairs d%n pednt por rppert & une

condgque que nous avons développée au chapitrs 11,
9La simplicité de oo résaltat et remarguahle |
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Pour la suite de cette section, nous ferons référence aux quafre cendres pour
évoquer les points Tylpled, et nous désignerons par (), o0 1 < 1§ < §,
les symboles £ dans Vovdre dans legquel ils se présentent dans la formule

supra,

L bMssectrice intéricure o lexténoure issues de A recoupent I' en des points
A" et A", dont les affixes sont 4 'ordre prés +hc et —be. En effet, le théo-
réme de 'angle inserit Eablit que les
arcs BA" et A'C sont égaux (voir
la figure), ainsi que les arcs CA" et
AYE. Ces conditions sont remplies
par les deux points d'affixes £he, et
eux seulement. Du fait que a, b et ¢
ne sont définis gu'au signe prés, on
ne peut pas savoir lequel des affixes
dbe est celui de A" oi lequel est celui
de A",

De méme, bes affives des points B
et BY o) les bissectrices issues de B
recoupent ' sont Zeo et ceux des
points € et Y oh les bissectrices
issues de O recoupent I sont £ab.

D fait que chacune des denx bissectrices jssues de B eoncourt avec chacune
des deux issues de O, et que leur point d'intersection est 'un des quatre
centres, chaque choix du couple (£, (%)) détermine de fagon unigque
le terme (£}, faute de quoi la bissectrice correspondants issue de 4 ne
concourrait pas avec les deux autres.

Choisizsons par exemple ((£)z, (£)a) = (1.1]; vu le résultat de V-4.1,
I'affixe du point d'intersection des deux bissectrices correspondantes est

Fea(c? + ab) — c*ab{b* + ca)
Wlea — ctab

Un petit caleul montre alors que cet affice est égal & —be + oa 4 ab. Dés
lors, ke poiot ayant cet affixe appartient aussi & la bissectrice issue de A et
correspondant & (£); = =1 {et & cette valeur seulemnent, vu les remarques
précidentes),

On obtient des caleuls analogues en permutant circulairement les complexes
a, bet o, et on obtient le quatriéme affixe en choisissant ({+),, ()2, (£)a) =
[=1,~1, =1}, Cela achéve la démonstration.
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4.3. Un peu de théorie de GALOIS

Si on pose K = Qa® 0%, 7| et L = (Ybe, ca, ab], alors K est un sous-corps
de LU5) et le degré de Vextension [L : K| vaut 4, du moins si le triangle est
suffisamment générique (8,

En effet, on passe de K & L par deux extensions quadratiques succeasives
puisque (be)® = Fe? € K et que (ra)® = c®a® € K ; en outre, deux suffisent,

puisque ak = {brjcff?—} et que o € K.

Clest d'aillenrs prévisible puisque I'on a besoin du compas pour construire
les bissectrices en deux seulement des trois cités du triangle et gue celles on
le trowidéme pomt s'en déduizsent & la régle seule. Or, les constructions 4 la
régle n'exigent pas une extension du corps, & la différence des constructions
de hissectrices qui reguitrent des extensions quadratiques (77,

Enfin, le8 constructions des quatre centres se construisent alors & la régle
soube, de sorte que leurs affixes appartiennent & L,

Lextension L @ K est galoisienne : appelons & présent & le groupe de GA-

Loig Gal({L @ K): ce groupe posséde quatre éléments et est, do oo fait,
commutatif.

Or, il n'existe & isomorphisme prés que deux groupes & quatre &éments
notre groupe ne peut &tre qu'isomorphe au groupe I:E,."EZ-]E, alias le Vierer-
gruppe de KLEIN (%) car outre 1'identité, Il posstde trois éements d'ordre 2,
que woicd

aycbe— e et cae— —m

gyt bhe— b Bt oa— m

ag s e =bc &t cor— —oa.
En relation avec les remargues supra, notons bien que connaitre les images
de b et de co par un des o suffit pour déterminer anssi 'image de ab,
Regardons par exemple #3{ab) ; on sait que o3(a®bc?) = a®c? puisque ce
complexe appartient an corps fixe K. De cela suit que
ayfa’bct)
my(belaglen)
Chacun de ces morphismes induit une transposition sur exactement deux
des couples de bissectrices, et induit Uidentité sur le croisitme de ces couples

Falab) = +ab.

SPar exemphe, of = M < L.
SDans lo cas d'un trisagle trop particulier, tel un triangle dquilatéral, on peut svoir
[L:K]=10ou[L:K]=12
TVokr pour tout cela s 11-4,2.T
5Bt non 'autre groups d'ordre 4, savair £04Z,
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par cxemple, o échange les deux bssectrices an point B et les deux an
point . De oo fait, il induit sussi une permutation sur les gquatre cenbres,
C'eat celle qui échange [ et [, ainsi que [, et 1.

En d'autres termes, chaque éément du groupe de GALoE & indull une
permutation de Uensemble & 2 {14 I, Jeo, I} Lidentité induit la per-
mutation identicque, et les oy induisent respectivement les trois permuta-
tions involutives, c'est-d-dire celles qui se décomposent en un produit de
deux 2- cyeles,

Il est & remarquer que, s on appelle 24, 2p, 20, 7 les affixes respectifs des
quatre centres, on & aussi L = L', ol L' = Qz4, 25, 20, z|. En effet, il est
clair que L' < L vu les expressions des affises, mais asssi L C L' caron a
par exemple

=bet oo+ ab =k —ca—ab
‘!E'--_z—-—n-. == T—

Cette remargue est & mettre en relation aves le résultal suivant, que nous
a indiqué Frangois RIDEAU ; les affixes des quatre centres sont les séros du
polyndme

PX) = X% = 26, X% + Bsg X + 52 — dsy 83 € K|X],

ot les & sont les fonctions symétrigques élémentaires des aflixes du triangle
ABC @ gy = a® + B + &, ete. Le fait que la somme des zéros de P est nulle
n'est plus fait pour nous étonner ; voir & ce propoe le ¥-3.2 pour ce qui
concerne 'isobarveentre du eyatéme fafpl-t.

Ainsi, lo corps de décomposition de P au-dessus de K est L', o'est-d-dire
encore L, et le groupe &7 est aussi le groupe de GALOIS sur K du poly-
ndme P,

4.4. Huit exercices

Les quelgues exercices qui suivent seront corrigés en fin de chapitre.

a. Un cas limite du théoréme de PASCAL. Avec les notations du W=3,
supposons un triangle abe non isocdle inscrit dans un cercle I'. Montrer
que a’, ¥, o', pointa dintersection respectifs des tangentes & [ en les points
a, b, avec les coités opposts respectifs du triangle, sont alignés'®!,

O résullal constitue effectivement un cas-limite du théoréme de Pascal :
i eovrespond & I situalion d%wn heragone dégdnerd aboeab inseril dans le
cerele, Les points d'miersechion des droifes ao ef be, bb ol ca, oo ef ab sond
alignéa, fei, il fauwt comprendre que la drodte aa est la fangente en a, position

g l= triangle est Bmocéle en g, le point ' st # rejelé A Vindini sor la droite be =
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IHamite d ‘wne corde.

b. La droite de STEINER. Avec les notations du V-3, montrer que les

symtriques d un point m par rapport
trois edtés du triangle (abhe) sont alignés s,
et seubement si, on & m & [ Dans ce cas,
montrer que la droite gqui joint ces trois
points passe aussi par b, | On appelle cetie
droite la droite de STEINER du point m. |
A noter que eette droite se déduit de la
drodte de 310K du point m par Phome-
thétie de centre m et de rapport 2,

c. Une enveloppe. En exploitant les for-
mules du Ve=4.a, déterminer enveloppe
de la droite (D3] joignant, lorsgn'ils sont
distincts, les points d'affives @ et ¢2¥, On
pourra considérer 'enveloppe comme leu
de la limite du point d'intersection de Dy
et de Dy lotegque & tend wvers .

Ce résultat, ou plutdt la généralisation que
Fon en trouvera lors de la correction de
oef exercice, est trés attendu, puisgue nous
['avons invoqué pour jnstifier Pexistence

de "hypocyeloide de Steiner au chapitre I1

. Equatiun complexe du cercle d"EUVLER. Soit trois complexes 21, 20, 23
d'images non alignées. Montrer gque 'équation en z

200 1 0
n = 0o 1
Elz Ej'! Iy =|
£ Ezz z3 I3
B om %

]
]
1| =n.
1
1

est 'équation de cercle d"EULER du triangle 2,224,
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e, On considére un trisngle non aplati ABC; OF en est le centre du cercle
circonscrit et (7 'isobarycentre. On désigne par B et C° les symiétriques
de 7 par rapport aux cités AR et AC. Montrer que B+ GO et OA sont
colinéaires.

[. Soit un trisngle non aplati ABC et oon soctle, et O ke centre du cercle
circonscrit. La médiatrice A 4 de OA recoupe BC e un poiot 4, ef on
définit. par permutation circulaire les points g et 1.

Montrer que les points §14, g ef 1o sont alipnés,

Montrer que les cercles Ty, g et T contrés respectivement en 14, iy
ot [l et passant par (7 se recoupent en un second point O,

Mous retrouverons cette configuration au YI-6.4.
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g. On considére tros points distinets A, B, O sur le cerele unité, et leurs
opposés diamétraux A’ B, O, Un quatridme point M du cercle est tel que
A'M, M ot "M coupent B, A et AR en AY, B" et O respective-
ment. Montrer Ualignement de &, AY, B" ",

Le caleul que Uon trouvera en fin de chapitre fait bien sir appel aux
nombres complexes, Un internaute astucleux a trouvd, sur le forum de
http://les-mathematiques.u-strasbg. fT une preuve géométrique @ on
applique le théoréme de PASCAL & I'bexagone ABMEB' AT inscrit dans
le cercle. Dés Jors, les polnts AA'NBE = 0, ACNMEB = B et
BOCNMA = A" sont alignés. L'alignement OA" B s'établit alors de la
méme fagon & partir de I'hexagone inscrit BOMOYEB' A,

Lialignement des points A" B"C" s'explique, lui, par un argument trés général
Le wolei.

Proposition. Si les sommets d'un triangle ABC possédent chacun une polaire
par rapport & une conbgque [, et gue chacune de ces polakres coupe le citd opposé
en un sewl polnt, alers ces trols points dintersection sont alipnes,

Sb M est un point quelcongue do plan, on applique cet tnoncd an cercle « de
rayon nul = réduit ao point M. La polaire du point 4 est alors la perpendiculaire
i AM mente de M. 5i, de plus, M est sur le cercle circonscrit & ABC, cette
perpendiculaire ezt la droite A'M, Cela monire bien que les points d'intersection
des trolz polaires, saveir A'M, B'M et O°M avec les obtés opposés, savolr BO,
CA e AR, sond elignes.

h. Une corde AF d'un cercle I' a pour milien un point M, Par le point M
passent deux cordes PO et RS, Les droites PR ef 8 coupent la droite
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AR en M et M" respectivement. Montrer que M est le milien de M M"Y,

5. Homographies du plan complexe

Les homographies sont des fransformations du plan compleze compléle par
un point & Uinfini. Bien qu’elles ne soient pas applications affines, ef donc
encore moins des isomédtries, elles possédent suffisamment de propridiés
vnportantes pour justifier élude gid sl

B.1. Généralités

Dans e paragraphe et les denx suivants, nows confondrons encore un poing
du plan svec son affixe complexe.

On appelle homographie du plan complexe une application k& du type 2 —
:‘:j oit @, b, ¢ et d sont des complexes vérifiant A = ad — be # 0 (faute
de quoi h serait constante). A noter que le domaine de définition de b ainsi
définie est {z € Clez + d # 0).

[ On notern aussi gu'une homographie pour laquelle ¢ = 0 est une similitude
affine directe, définie sur C entier, ef que c =0 =% a # (.|

Pour éviter d'avoir & considérer de nombreux cas particuliers of de s'em-
pitrer dans des questions de domaine de définition, il est intéressant de
« compléter » T en lui adjoignant un symbole noté oo et de désigner par
Py (C) l'ensemble € {oc} 10,

Comme les applications géométrigques recherchées dans ce chapitre nous
conduisent & jdentifier avec C un plan affine enclidien orienté muni d'un

125 Je corpe de base eat C, Vespace vectoriel © peut o forfiord e considéed comme uns
draite affine sur ce carpe de bass, Lensemble © U {oo} en est alom le complété projecti,
la complétion d'one droite affine s'effectuant par adjonction d*um point & Pinfini
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repiére orthonormeé direct, nous adjoindrons aussi 4 ce plan un symbole que
nous ooterons hui aussi oo et que nous considérerons comme Mimage du

symbole oo de Py ().

S M= (g g) ext dans GLa (), on lui associc Papplication suivante, que
I'on pomme toujours homegraphie, que nous continwerons & désigner par b,

de Py (C) dans lui-méme définie par hiz) = b prFooetez+ds#0,

ax

oz +d
) oo 8 oe=10

par h{=d/c) = oo si ¢ # 0 et enfin par h{oo) = {ﬂ,u"'l? -

Clette convention sera constante désormais @ lotegque nows dirons que ke est
définie par z = (az + 8 f(cz + d), nous sous-entendrons que hioo) et, le
cas échéant, h(—d/c) vérifient la définition précédente.

On vérifie sans difficulté que si deux homographies b et b sont associées 4
des matrices M et MY dans GL2 [T, alors ko b’ est associés & M MY,

Un premier avantage de cette extension est que, si h est assockée & la ma-
trice M £ GLy(C), elle réalise une bijection de F\ () sur lui-méme, dont
I'inverse est d'ailleurs associé & la matrice A ™', matrice tnverse de M.

Cela nous permet. aussi par exemple d'interpréter les similitudes (directes)
définics par z = az + b comme les restrictions & T des bomographies de
Py (C) laissant fixe oo.

WVérifions que si deux homographies, h et k' définies par z —s E‘.E: ot
! -
E— —?‘:Ij: coincident en au moins trois points de P (C), alors ' = h

et bes matrices (3 3) el (";: g;) sont proportionnelles [avec un coefficient
de proportionnalité dans C*).

Posons alors B = h~' o h' et commengons par le cas o0 A'(0) = A(D),
W (oo) = hioo) et A1) = k({1), On a H{mx) = oo, de sorte que H eat de la
forme 2 — Az+ B, avec A e C" et B e C. De H(D) =0 on déduit B =10
et de H{1) = 1 on déduit que A =1 ainsi, F =1d et &' = k.

Dans le cas pénéral, k et &' colncident en trois points distiocts o, J et ~.

51 l'un des trois, disons 5, vaub o, alors nous sommes quasiment dans Je
méme cas gue précédemment @ H(oo) = oo, de sorte que H est de la forme

En revanche, si I'on considére © comme un plan affine réel, la complétion de celoi-ci
se fait par 'adjonction d*une droite & I"infBni, comme c’est le cas poar oot plan affine.

U woit donc que Iobjet projectif abteng dépend du corps de base = il Esat done bien
préciser on que V'on fakt.
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s Az Boavee AcC et BeC Onoaalors o 2 3 F o0 et

Ao+ B=n
A+ Bm= 3,

Ce syatéme lindaire en (A, #) est de CrRAMER et admet | solution (1.0),
qui est done unigue : on & bien encore une fois H o= Id ot B7 = h,

Sans Uastuce gqui va suivre, le cas ke plus général, savoir o # 7 # v # oo
conduirait & des caleuls pénihles. Heureusement, nows allons nous ramener
an premier cas ftudié, Soit en effet homographie ky définie par

R B -

halz) = —— 1 ——.
alz) = —— R

OUmn a manifestement hyi{a) = 0, ho{3) = 20 et hpl~) = 1; ainsi, h o b7' et
k' o h,;‘ sont deux homographies, et elles colncdent en 0, oo et 1 elles
sont done égales, de sorte que &' = h.

¢
Attaquons-nous aux matrices M = (: ﬂ) et M' = (':} g) ; BCTiFe que,
pour tout = € By (C), {az + 6)/{cz + d) = {0’z + )iz + d') condnit &
des caleuls pénibles, méme &1 U'on s'apercoit que cela entraine 1'égalité des
polynimes (aX + b}’ X +d') et (o' X + ¥ )X +d).
Encore une fois, pensons 4 M @ cette homographie vant Uidentitd et est
associén d la matrice M 'Af qui est de la forme (-:.:) (O & done (12 4
uw)f(vz +w) = z pour tout z, de sorte que le polyndme v X2 4 (w— X ~u
est nul. Cela donne tout de suite wr = ¢t et u = v = (), de sorte que A A1
est de la forme Ald, avee X € CF. Nous avons bien stabli que M' = A M.
Enfin, établissons que si o # 3 € v F (C) et o' # 7 # ' € Py (C) sont
donndés, il existe une unique homographie b telle que hia) = o', {3} = 3"
et hly) ="
Envisageons e cas géoéral of ces six éléments sont # oo, les autres cas se
traitant de manidre analogue. On définit alors by comme supra et kg par

r—a v —a
M=

Alars, b =k, ' ohg convient, et lunbeité de b découle de ce qui précéde 11

e dernibres propriétés se comprennent mieux grice & lo Géomdtrie projective
Fy () m'est autre que bo commpldtd progectdfl de O considéed comme espace affine sur e
oorps C lai-mdnme ; les homographies que nois avens @linies sont les bomapraphies de
l'sspace prajectil Fy {C) dans lui-méme, et bes triphets o 'Sléments distincts o 3 F 2 5 5ol
les buses projectives de Fy (L), Anticipant sur la propriéié de poupe qui suil, nous venons
d'Etablir que le groups des bomographies de Fy [E} agil simplement irepsitivemend sur
lensemble des bases projectives de Fy (C).
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Un autre svantage de notre extension des homographies & Py (C) est que
I'enscmble des homographies de Py (C) est un sous-groupe du groupe (muni
de la loi o) des bijections de Py (C) sur luk-miéme ; le vérification de cola est
immeédinte et nous désignerons par Ha(T) ce groupe des homographies.
Mous le retrouverons dans ce méme chapitre lorsque nous approfondirons
les propriétéa des homographies, en relation avec le birapport, voir an V-9,

5.2. Homographies stabilisant le cercle-unité

Nota recherchons, dans le présend paoragraphe, lea homographies h felles que
A Z W, of TT est le cercle-umite,
Nous allons établir que c& sont celles de la forme 2 — %* : B o |81 # [a].

SR U, on &, pour fout 2 £ T, N
{2z + B)jaz + b) = ez 4 d)(cz = d) .
Comme, pour z € U, on a Tz = 1, cela implique que Az + Az 4 B = 0, avec
A=ab—rd et H=uga+0bb—cc-dd.

3 oA # 0, cela signifie, va la section %=2, que U est inclus dens la droite
d'éeuation Az + Az + B = 0, ce qui n'est pas. On en déduit que 4 = 0,
I‘-‘IIEB:'].

Lorsque a = 0, les conditions A = B =10, A # 0 impliquent d =0, ¢ #= 0 et
i
|b| = |c]. de sorte que h est de la forme 2 ¢ 0 — i Ce n'est pas encofe

T i
la forme annoncée, mais on peut fcrire FT = EEW qui correspond &
o =0 et @ = e Inversement, une hu:uc:-graphm de cette forme est définie
en tout point de U et stabilise U; d'ailleurs, sa restriction 4 U coincide
aver celle de 'application = — *%¥ qui est la symétrie orthogonale par
rapport 4 la droite passant par 0 et d’angle polaire ¢ (modulo x),

Au contraire, lotsque a 7 0, les conditions A = B =0, & # 0 impliquent
(aa ~ dd)(aa — ec)

fa

b=8d/a, Eﬂ—E‘c—Eﬂ-—Ecﬂdfﬁﬂ: =)

et -
ud-aﬁﬁ::'ﬁmle 0,

et de cela suit ¢ = Ba/d et |a| = |d] # |B = |c¢|. Comme |d| = |a|, on a
dd = ga et I'on peut poser d = ge®™ : on & alors

az+b m+ﬁ az+b By, B2 tb oz 4 be™

o =1 el
cz4d  abz E fax +EE;':: R M bei= + qeiw

qui est de la forme annoncée (avec o = ge'™ et § = be™'), Inversement, une
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omograplibe de cette forme est définie en tout point de U et stabilise U oo
az + b az b az b -1
B:+a| |z(bz +a) b+ az '
Bemargue : comme les « coefficients » d'une homographie ne sont définis
qu'd un feteur multiplicatif (non oul) prés, les homographies stabilisant U
nwanront pas toujours le tact de se présenter comme supra. Per exemple,

a en effet, pour 2 £ U1, az+ b £ et

oz + 3 . vz +i9 . o'y + @
5 = est anssi dgal & = = est cette fois de la forme ——=———=.
Az +a " ifz + i a # e 4o
Mous volld prévenus,

5.3. Le groupe PO(L)

O wirifie sans peine que Uensemble o des matrices complexes de la forme
(Eg). avee |7 # |a| est un sous-groupe de GL3(C) et que I'ensemble
PO des homographies stabilisant U est un sous-groupe du groupe des
bijections de U sur lui-méme. On dispose en outre d'un morphisme & du

groupe & sur le groupe PO(U) qui & A = (%g) associe I"homographis

z — hplz) = E:IE- Le noyan de ce morphisme est le sons-groupe
T4

(distingué} de (¥ constitué des matrices proportionnelles & 'identité, o'est-

f-dire de la forme (gg). avec @ = a # 0. Autrement dit, Kerh = B I;

et PO(I) est isomorphe au groupe- quotient & /g I;- Dans le paragraphe
suivant, nous allons étudier une partie génératrice de PO{U) facile & décrire

geométriquement,

5.4. Les involutions de FREGIER de T

La notion diovolution de Prégier esd propre our cordgues non dégéndrdes
les plua généroles. Nous en gvons vu wn eremple au IV-1.4, 4 propos de
triangles rectangles ef nows allons maintenand Venwvisager dans un autre
cadre,

En fait, en toute généralité, uoe iovolution de FREGIER est définie ains
qu'tl suil ;oo se donne e conigque pon dégénérée ¥ d'un plan projectif
el un point A € ¥, Qo la définit alors commee Papplication qui & un poiot
M g ¥ [éventucllement & l'infini) assocée le point M7 € % od la droite
AM recoupe ¥, avec les conventions habituelles : M" = M si la droite -AM
esl tangente 4 %, el M est & Uinfini si AM est paralléle & une direction
asymptotigque de %,

Fuisque nous allons nous limiter & des corcles, les points & l'infini ne seront
pas notre préoccupation premiére pour ce gui concerne les poiots M ou M7,
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Cela #tant, nous revenons & nos notations par des lettres minscules,

En toute gnéralité, considérons un cercle () du plan a
euclidien {ou méme une conique non dégénéréa) et un

poant a & (), 5 om g (O}, la droite {am] recoupe ()

en un point m', dventuellement &gal & mosi (am) est tan-

gente & (). Cela définit une application invelutive 1,

de (7) aur Ini-méme, appelée imvolution de Frégier de

centre a. Vérifions que, lorsque (') = U, Pinvolution [,

est un dkment de PO(L).

MNous avons vu dans la section V-3.3 quune équation de (mm') est, puisgue
R = 1, donnée par la formule £ € (mm') 4= £ = m4m'—~mm'Z. Donc,
les podnts o, m el m' sont alignés s, et seulement si, @ = m +m' = @mm’;
on obtient dene m' = %,
e — 1

On reconnait 14 la variante de la forme trouvie an paragraphe % -5.2 (aprés
multiplication de tous les coefficients par i}.

Les involutions de FREGIER fournizssent presgue toutes les homopraphies
. , s . . i)
involutives stabilisant U, En effet, si M = (r_;a & &, alors hyy est une

involution i, ot seulement i, M? est de la forme AL avec X & C*. Un

cabeul simples montre que on obtient, outre les involutions de FREGIER,

IMapplication identique ainsi gue toutes les involutions de la forme 3 — =

Az’
avec # #F 0, Comme nous avons vu, ces derniéres ne sont autres que les
restrictions & T de certaines syméiries orthogonales, Ce sont en guelgue

sorte des « cas-limites » diinvolutions de FREGIER - sl on pose g = jfel¥,
— 111 et que I'on fasse tendre ¢ vers oo, on obtient comme

aver § réel, dans ;

limite pricisément n-.—iw « Tout se passe comme si le centre a de Uinvolution
Gtait rejebd 4 ]‘inﬁui,'mai-a dans une direction en déterminds !

Drans la construction suprg, nous avons v que m e (O est fixe par Uinvo-
lution de FREGIER de centre o si (et seulement si] la droite ame est tangente
au cercle. 5i le point @ de est intérieur & (7], il n'y a done pas de point
fixe, et il ¥ en & deux (lex points de contact des tangentes au cercle mendes
de a) lorsque a est extérieur & (C). Lorsque le centre est & Uinfini, il ¥ &
deux points fixes dismétralement opposés : ce sont les points pour lesquels
la tangente au cercle a la divection déterminés par a.

[Le modéle de complétion de © que nous avons appelé Py (C) me rend pas compte
ici de la pluralité des poiots & 'infini. Un autre modide ¥ parvient, c'est celui of
I'on adjoint & un plan affine une droite & Viofini o que Uon désigne par Pz (E),
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A poter le passage de C & B, pulsque T, considérd comme droite vectorielle sur
le corpe de base O, ne peut avoir gu'un point & V'infini, |

5.5, Génération de PO(U) par les involutions de FREGIER

Nows nous proposons de mondrer gue « presque & fous les ééments non
invoplutifs de POU) sond de lo forme I, o Iy, avec w el v complenes de
module # 1 et que les cas erceptionnels correspondent d u et v & UVinfin.

De cette démonstration suit en particulier que le groupe POCLU est engen-
dré par les imvolutions de FRECIER généralisdes. Soit done une homographic

h de matrice (g 9- Bl o =10, h est déja une imvolution ¢t nous excluons
ce cas, Un caleul simple montre gue, si u et v sont des complexes, I, o I,
est représentée par la matrice (; :l'lr) ® (é :T) = ( IE__%E 11?_!_::)

Digjoignons les cas restants :

5.5.1. Le cas 3 # 0

Alors, b Lol ews LTVE_v-u _T-W_1—uvE
=I,cl, iy el

La valeur commune de ces quatre quotients est néoessairement un réel £ 2 L
Mous devons donc résoudre

7 {1—vﬁ=m

v—u = 3.
Aprés substitution de la seconde équation dans la premiére, & équivaut &

(3) t{fE+a)=1-Tu
{(-t; v o= u+ti.

=, sl toutefois cela définkt un eéel non nul.
i+ a

Clest effectivement le cas &1, et seulement s, 582 + o € B, c'est-d-dire s,
et seulement. =i, v appartient & la droite (§) d'équation 78 - fu = 5 — o
privée du point —7%/F | et [u| # 1. Dans ce cas, on obtient v = w4+ 4§ =

1—Tu , out+d  out+fF
TFit+a  Pfito Pura
aussi & () : en effet, 37 + o = S{u+ 17) + o est fgalement réel,

On a donc obtenu des complexes u ot v tels gue lﬂ-_t;_l ;I:;:u)

:(% g).RmiﬂﬂﬁerquEﬂﬁtausaidcmudule#l;m, le déter-

minant du membre de ganche de la formule précédente est (T — 1)@ — 1)

On va pouvoir poser § =

)

= h{u). On voil alors que o appartient
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et le membre de droite en est $4(ma — 53) # 0. La condition est donc
acuige puisque 'on a fait en sorke que § 2 0,

Concluons @ lorsgue a # 0, on a h = [, o I, s, et seulement si,
ue (8)4 [—8/F]) et v = h{u).

En gutre, le cas olt & = —0/F correspond & celui oi v est & 'infini dans
la direction de (#); I, est alors la symétrie orthogonale par rapport an
diamétre de 1 orthogonal & (§).

Approfondissons un peu le role de (8) @ 2 est point fixe de h &i, et seulement
g, 3z + (@ —a)z — § = 0. Si les deux solutions de cette équation sont dans
U, ils appartiennent 4 la droite d'équation z — % + “_é—“ = ) {voir V-3
et cette droite est justement [4); la drofte (§) joint done les deux points
Fixes de b [ou est la tangente & U en be point fxe de &, lorsqu'il est undgque).

Cue b @il ou non ses points fives dans U, gue kb soft ou non wne invelulfion,
nous direns que (§) est Uaxe de Phomographie b dés lors gue 'équation
supra définit ben une droite, ¢'est-d-dire lorsque 3 # (. Toutefois, il est
fau que () passe par les points fixes de h lorsque ees points ne sont pas
sur L.

5.0.2. Lecas 3 =10

Clest be cas be plus simple ; ¥z ¢ 0,8z) » ®/5; et b est une rotation.
Alors, hoest la composte de deux symétries orthoponales par rapport & des
dismétres de U, qui sont bien des involutions de PO(UY. On wirifie gu'il
n'y a pas d'autre possibilité : par exemple, pour « et v de module £ 1, on
abh=0el,=v=u=h=IUI.

| Le résuliat trouve est prévisible : les points fixes d'upe rotabion sont les poinis

cycligues et [d) est done la droite de Uinfisg de B (R). Rien d#tonnant done 4 ce
cpee ['on adt div aller chercher 1 les centres des iu\rnluhinru:.t

6. Le théoréme de PASCAL

Dvans e cas pénéral d'une conigue, ot non d'un cercle comme icl, il est loisible
d'établir d’abord le théoréme de Pascal ef den déduire la géndration d'un
certain groupe de transfonmations par des involutions,

Ici, nous allons faire la démarche inverse, en commencant par le cas du
cercle pour généraliser ensuite le résultat & une conique queloonguee.

Mous énongons ; &1 a,b,ca’ b o' sond stz poinds distincts du corcle U, s les
droites (ab') ef (a'h), (be') ef (We), (ca’) et (c'a), se coupent respectivement
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en o, g et v, alors les points p, g, v sond alignés.

51 les poinks pog, v ne sonb pas tous distiocts, il o'y & ren & démontrer,
Supposons-les distincts, et supposons par exemple que (ca’) coupe la droite
{#) ™ (pg) en un point rg (une démonstration analogue réglerait be cas oi
ces droibes sont paralléles).

Mous allons montrer que rg = r. Or, [§) est 'axe de 'homographie
h = I, of;. Admettons pour l'instant que J = I,_of,of; cet une involution ;
par construction de p, g, v, on & Jia) =a' :

Ir I T,
L L I L

Puisque J est une involution, on & aussi Jia') =a

@ bt e () e Ja’) =a.

Cela montre que o, a et rp sont alignés et donc que ry € (ac'), Comme
rg € [ea'), on & bien rp = r; enfin, par construction, p,g,. 7 € (4) sont
alignés. Coid.

Reste done & démontrer bes deux lemimes gqui suivent,

Lemme 1. Une homographie h 7 Id de Py (C) : 2 —s
involutive si, et seulement si, a 4+ d = 0.

En effet, le caleul montee tout de suite que Uioeolotivibe squivaat &
g+ be = d* +be
Ma+d)=clo+d =0

et la conclusion s'obtient facilement, A noter que a+d=0+= Lr(g 3:) =i,

iz 4 b
ez 4 d

est

Lemme 2. Soit w, v, w trois points de CY U, alors J =1, 0,01,
est une involution si, et seulement si, w, v, w sont alignés.
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51 deux des trods points sont égaux, on voit tout de suite que [y ol 0, o
I,ol,ol, = d. Excluons ce cas et supposons u, v, w alignés. Posons alors

1 —u 1 =w 1 —w
= (E_l),v= (T_I _1) et W = (E"—l)'
11 existe un réel § tel que w = {1 ={u+tv et on & done W = [1 =£)07 ¢V,
Maintenant,

tr WV = (1 —tiw UV 4 t e UVV = (1 — ) U2V + e V2
=l -tV +iul =0+0=0.

Inversement, s J est une involution, posons b = I, o I, On & done b =
Jol,, avee J involutive, L'étude faite en V-5.6 montre que u appartient
i |'axe (4) de I'homographie &, et (4] est précisément la droite {vw). Cofd.

On pense giodralement gue Blaise Pascal s étendu son théoréme
au cas d'une conigque non dégénérée price A T

la remargque suivante @ si on sait démontrer }
le théoréme pour une conique () non dé
générée, et si ('y) en est une autre, on
conatruit un cone do second degré (#),

de sommet L et dont deux sections

par des plans (P et () sont res-
pectivement isométrigues & (') et

(['s). Om établit alors le théordme
pour (I'y) grice & la projection
conigque 7 de sommet E en-
vayant () sur (M), Lo pro-
priéte essentielle de x mise en
aeuvre est gquielle conserve 'ali-
gnement !

Or, on sait effectuer cette construction de telle sorte que ('] soit un cercle
et gque [['3) soit Bométrigue & une autre conigue non dégénérée, donnde 4
I'avance. Cela permet donc de généraliser le théoréme & toute conigue ayant
cette propridte,

M I

7. L'inversion

Ce court paragraphe est consacrd & Uinversion analytigque el & Minversion
plometrigque, lo premiére dland wn cas pariiculier d homographie. L'une se
déduil trés simplement de Vautre, ef les deus ond avantage de pouvsir se
réaliser par des constructions géométrigues dlémentaires, ce qui n'est pas
touf & fait le cas des homographies les plus gdndrales.
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7.1. Définition

Soit @ € CTet k< B on appelle inversion {analyptigue) de pole o et de
rapport (ou puissance} b & B* application & qui & = # a associe 2 tel que
(z' —a)(z —a) = k. Les inversions sont des homographies particuliéres ;
notamment elles transforment les cercles-droites en cercles-droites et elles
« conservent les angles de courbest12) 5

e méme, on appelle inverston (géomdlrgue) de pole a € C ef de rapport
(ou puissance) k € K* 'application qui au complexe z £ a associe 2° el
que (' —a)(z = a) = k. On peut, si besoin est, 1'étendre en une application
de Fy (C) dans lui méme en associant oo & a et wee versa, Définie comme
application de C dans C ou comme application de Py (C) dans Py (C), elle
est chaque fois une involution de Pensemble considérs,

81 A M et M sonl les points d'affixes o, z ot 2, la définition supro équi-
wvaut a4 1 A, M et M alignés et AM « AM" = k. En ountre, linversion
pfométrigque n'est autre gu'une inversion aoalytique suivie de Uapplication
de conjugaison gui, géométriquement, cat une symétrie orthoponale.

511 cat I'inversion de pile A et de rapport k 3 0, l'ensemble des points
fixes de T est I'ensemble des points M tels que AM? = k., Clest 'ensemble
vide si k < 0 et le cercle de centre A et de rayon 'k sinon. Ce cercle est
alors appelé le cercle de inversion L

5i L, inversion géométrique (on analytique) de pdle A ot de rappart k envoie
des points M et N (différents de A) sur M' et N respectivement, alors on
a, en termes de longueurs

i ¥ MN
MN =k % AN

Par exemple, dans e cas d'une inversion analytique, si on désipne par
a,m,n,m et n' les affixes de ces cing points, on a

¥ i i ’ : 1 ! = T_7
fn=m=[n"—a)=(m —ﬂ]=i{ﬂ_¢ - m—a) - [m—u}l[ﬂ—ﬂ:ll

et la formule s'ensuit immédiatement.

Pounguot préférer dans cerfaing contextes inversion géométrique 4 [ana-
ligtique F

Bien que I'une et Pautre ne différent que par l'opération de conjugaison,
Iinversion géométrique a NMavantage de posséder la propriété d'alignement
eotre les points 4, M et MY,

ey propriftés seront Snonciées s WeEL1.
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Par exemple, la formoule de Vinversion glomdtrigquee de pdle Povigine ef de
rapport & # 0 est
€ iy

1

alors que celle de PMoversion analytique est

r=r+igr— EZ=§k

Un incomenient {tout relatif) 4 la définition phométrique est la seule conser-

vation des angles de courbes non orientéds ', Dans la pratique, le contact
et 'orthogonalité des courbes sont conservis, et cela nous suffira en général.

7.2, Le théoréme de PTOoLEMEE

Kows établissons ici la proposition : dans un plan affine euchdien 1, un
quadrilabive convere ABCD eal dnacriptible dans un cercle s, el seule-
ment &, on a égalitd suivante porfant sur les distances, dite formule de
PToLEMEE,

AC = BD o AR = D g AD = BC,

Supposons donc les guatre points A, 5,0, D, trois 4 frois non
alignés, formant un quadrilatére convexe. Disignons par I' le cercle | 2o
circonserit sy brlangle ABRC © pous allops moutrer que Negalité supr
Gquivaut & D e I, » ¥

Choisissons un repére orthonorms
du plan dont 'origine O soit
confondue aver le point A et tel
que be cerele T soit centré sur Iaxe
O, Une dquation de I' est alors de
la forme

X*+¥vi—dXx =n0.

oit i est, le diamétre de 17, Considié-
rons |'inversion géométrique I de
pile A et de rapport d*.

Mons allons commencer par viri-
fier gu'elle transforme ensemble
'Y A} en la droite A d'équation
X =dlM,

e Tay

ﬂr

LA wnie s V0.1
By pleltat sors lapgomenst péncealat an V-9.2,
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En effet, une représentation polaire de T'Y {A)} est p = deoa @, ol 4§ décrit
| =w/2,7/2[, et une représentation polaire de son image par l'inversion est
done p = d/ cos d, pour les mémes valeurs de &, Le résultat est done acquis.

Cele étant, appelons [, O et [ les images de B, C ot D par T, ces denx
premiéres images appa.rtmu.nt & & vu le choix de I'. Appelons Iy 'are
owvert du cercle T d'extrémités A et O et ne contenant pas B, Son image
par Uinversion est la demi-droite Aq ouverte incluse dans A, d'origine C7
et me eontenant pas B

Alors, le cas d¢galité dans 'inégalité triangulaire montre que
DeElp = DeA, — DEF=DC+C'F.

Or, on a les formules

_ g DB o _a DO B oegio =Y
DB =dop——g DCO=dqpas o CF=d4r g
Légquivalence annonoés est alors immédiate.

8. Les triangles équilatéraux

Grice & {'mdervendion des macines cubigues de unité, les nombres com-
plexes se prétend frés volonfiers 4 la monipulafion des triangles dquilaldmes.

8.1, Caractérisation des triangles équilatéraux par les affixes des
SOMETets

Soit trois complexes a,b et o) les images de ces complexes forment un
triangle fquilatéral direct si, et seulement si, a + bj + & = 0, ot un triangle
equilatéral indirect si, et senlement si, a + b + j = 0, avec j = e¥7/2,

En effet, le triangle obtenu est équilatéral direct si, et seubement si,
j2—e) =e " b-g),

et on a e ™% = _j La condition cherchée est done (o —¢) +j(b—¢) =

a -+ b + ¢j* = 0. L'autre cas se traite de la méme fagon.

Exercice. Un déterminant circulant. A quelle condition, portant sur

a b ¢
les images des complexes a, b et ¢, le déterminant « circulant = | ¢ a b
eat-il mul? b e a

| On powrra le foctoriser sons la forme
{a+b+c)a+bi+cfa+ b +a)
ef utiliser ce qui prdcéde. |
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B.2. Les centres isodynamibgues

Les contres isodynamiques d'un friongle forment une paire que 'on rebrouve
en refation avec plusieurs de nos objels familiers ; Pinversion, les mangles
dyuilatdrans ef méme, plus loin, aver la notion de birapport.

Donnons-nous un triangle, les affives des sommets 8ant o, b et o Existe-
=il une inversion analytique ¢ (de pdle distinet de g, b,e) telles que 2" =
tla),b = u(b) et ¢ = ifc) forment un triangle éguilatéral direct? Si e a
pour pole w et pour rapport k, on a I'égalité & 8" = w = k(o = w) et deux
épalités analogues portant sur b et o,

Un caleul simple montre que le triangle {a'hc’) est alors équilatéral direct

o1 :
si, ot seulement si, - I & ! = (1. La réduction au méme

+
w o bew W
dénominateur donne la relation équivalente

wl=c=b—jo—ja—j*b=i*a) + be + jac + Fab = 0,

c'esteiedire encore wia + jb+ e} = —(be + jac + j2ab). Si le triangle (abc)
be + joa + fab
a+ jb+ jPe
Un wérific ensuite facilement que, pour tout k & B, lioversion de pdle w
et de rapport k comdent effectivernent. A noter que, si le triangle (abe)
est drquilatéral indirect, on vérifie que w en est isobaryeentre. De fagon
analogue, on &tablit que, si le triangle (abe) n'est pas équilatéral mdirect,
on & un uniguee pdle d'imversion o' tel que, pour tout k£ B, be triangle
o o be + ea + jab
{a'l'e’) soit dquilatéral indirect ; en outre, on 8w’ = —————————. Dans

Ie cas od {abe) n'est pas équilatéral, on a done denx pales w et o | Torefment
distincts, que I'on appelle les centres isodymamiques du triangle (abe).

n'est pas squilatéral direct, on & une solution unigue w = —

5.3, Quelques propriétés

Supposons un triangle (abe) non dquilatéral. On wérifie sans difficulté que,
gi l'onm permute circulairement a, b et ¢, alors w ot W' sont inchangés, 51, au
eontraire, on échange deux de cea trois complexes, alors w et o 'échangent
igalement. Cela montre que 5 = w + w' et p = ww' sont invariants par
toute permutation du triplet (a, b, 2). On trowwe cffectivement par exemple
WP e + o —abefa+ b+ o)
P T Ty P @ b — ca — ab
métrique en (a,b, o).
Les points w et w' se diéduisent 1'un de 'autre par Uinversion géombétrigque
dont le pdle est le centre O du cercle circonscrit an triangle (abe), et le
rapport le carré du rayon K de ce cercle. Bupposons par exemple que O = 0

quil est une fraction rationnelle sy-
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et dome que oos trois complexes de méme module £ On a alors o = B /a,
ete., et on vérifie tout de suite que o = R?/w, co qui prouve le résultat,
En particulier, les points w el o' sont alignés avec O, Le caleul ment dans
lexemple V-d.a montre aussi que chagque centre isodynamigque appartisnt
& la polaire de l'autre par rapport au cercle circonserit,
Pour les relations qui suivent, of qui font intervenir des distances, nous
avons priféré lemplol de lettres majuscules. Les deux centres isodyna-
miques s'appellent & et & dans la figure ci-aprés ;| considérons alors 'un
quelcongue dentre eux, ooté &, On a les relations ;
JA CA FB AB FC  BC
#B CE  #C AC'  FA BA
que |'on déduit aisément des relations du type o’ —w = k/(a — w), puisque
3 [ — - —a vt — —_ —a'
gu'elles impliquent o’ — ¥ k—_{h =) elgquea' =W, b —c' et & —a
sont de méme module. 5i le triangle abe n'est pas isocéle, la premidre de ces
relations signifie gque &F appartient su cercle d"AroLLonius [ d'équation
MA _CA
MB  CB’

{1s0)

Ce cercle est centrd sur AE, il passe par O et il est orthogonal au cercle cir-
conserit & ABC @ son centre est done l'intersection de AF avec la tangente
& ' au cercle circonserit, On déf-
nit de méme Ty et Ty, Ces trois
cercles concourent donc en & et
en &3 : leurs contres sont alignés
el cela confirme le résultat &tabli
dans Pexercice V-4.b.

&i le triangle isocéle en A, le cercle
T4 « dépénire » oo la médiatrics de
B’ mais les rézultats subsistent :
cette médiatrice et les deux autres
cercles concourent en deux points,
5i le triangle est équilatéral, les
trois cercles deviennent les média-
trices du triangle ; I'un des centres
isodynamigques est le centre O du
cercle circomscrit et autre est le
point & l'infini de B, [C). ;
Dans tous les cas, les relations e

(Te0 ) caractérbsent bes centres iso-

dynamigques puisque nons venons détablir qu'elles ne sont virifides que par
deux pointzs, dont précistment les deux centres isodynamicgues,
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Four terminer, nous mettons en évidence une auire propriété remargquahle
des centres isodynamioques @ & M oest un cendre isodynamigue du Brdangle
ABC, alors T esl un cendre sodynamique du fnangle ABM, Oo peut bien
entendu dire aussi gue A est un centre sodynamigque du triangle BOM, ete.

En effet, des relations M A/M B = CA/CH, ete., on déduit que CA/CE =
MA/ME, CB/CM = AB/AM et CM|CA = BM/BA. Puisque les rela-
tions ([s0) caractérisent les centres isodynamiques, cela montre hien que ©
est un centre sodynamique du triangle ABM (19)

Nous retrouverons les centres jsodynamiques au paragraphe V-0.5.8. L'in-
varianee sous 'effet des permutations est aussi une proprété des birapports
Equibarmoniques, mais nous evons encore du matériel & déblayer svant cela.

8.4. La confipuration de FERMAT-TORRICELLI

Ar

Celte confipuration esl intéressante, méme & elle w'esl pas foredment brds
spectaculoire ; remarquons-y fout de méme le concours de rods cereles of

B fsite risistance 4 s permuslation est & rapprocher de eolle de Porthocentre : 88 B
et l'orthocentre de ABC, abops O est 'orthocestre de ABRH.



§8. Les triangles dquilatéraux 251

dewr conesurs de trois droites''" | Sont & remarguer aussi des épabités de
longueurs, guoiqu 'elles ne se voient pas directernend sur le dessin,

Nous détaillerons en parficulier une configuration intéressante de cerfaing
couples de triangles, gue 'on désigne par le terme dorthologie. Celte confi-
guration esl & mellve en poralléle avee cerfaing des concours de drofles
apparaissant dans la figure,

Partons d’un plan affine enclidien orienté, et d'un triangle ABC. Pour des
rasons qui apparaitront dans la section V-8.5.1 qui suit, et dans laguells
nols avons regroups les démonstrations analytico-topologiques néoessaires,
nous supposerons qu'aucun des angles de ce trangle n's une mesure prin-
cipale supérieure ou égale 4 2x /3. Conformément & nos conventions, nous
supposons le triangle ABC tel que le repire affine (A ; AR, AC) soit direct.

Moue construisons alors les triangles équilatéraux directs BA'C, OB A et
AC B, et désignons par AY, BY et OV les centres des cercles circonscrits 4
ces trangles.
Mous vovons tout de suite que les droites A", B'B"Y ¢t O'C" concourent
au centre O du eercle circonserit & ABC; en effet, la droite A'A" est une
médiatrice du triangle BA'CY, mais cest aussi une médiatries du trdiangle
ABC, et il en va de méme des droites BB et £°0C7,
Comme le suggére la figure, le triangle A" B"C" est dquilatéral direct. En
effet, & 'on identifie le plan euclidien & T et que I'on désigne par a, b et ¢
les affives des sommets du triangle ABC, alors les affives de A', B et CF
sont respectivement a’ = —je — i*h ¥ = —ja — Pcet ' = —jp — Fa 17}
Les points A", 8" et O sont amsi les centres de gravité de ces triangles
b=jc—Ph+e b = e—jo—ifcta
3 o 3
- Om vérifie alors tout de suite que a” + 0" + °¢" = 0, et
le résuliat s"ensuit.
Om peut d'ailleurs vérifier que a+-b4+¢c = a'+8 +&" = 0"« 5 + ", d'od suit
que les triangles ABC, A"B'CY et A" BYC" ont le méme centre de gravitéd,
Introduisons & présent le point $, désigné sous le nom de point de Fermaf-
Torricelli du toangle ABC, en lequel la fonction o de FERMAT qui aug
point & du plan assocle MA + MB 4+ MCU8) atteint son minimum.

Nous établirons dans cotte section V-8.5.1 que les angles ADEB, BaC
et OA ont une mesure Egale 4 2x/3. Le point ¥ appartient donc aux

et on done pour affixes 2" = et e’ =

a—jh—iFa+h

11 ¥ o mbamse un trolaldme comcours : celul des droites 44", BE” et OC" que nous
n'wvona pas représembd car il rendait la Bpure illisible.

T st une consdquence du ¥-8.1

®%gir au V-8.5.1.
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cercles circonscrits aux triangles AC'B, BA'C et 'B'A1%), Cela montre
en particulier que, parmi les droites 4, #8 ef 30, chacune est hissecirice
du couple formé par les deus autres,

Les cercles circonscrits aux trisngles AC'E et OB A se coupent en A, mais
aussi en & ; cela montre que lea points A et & sont symédriques par rapport
& la droite des centres de ces deux cercles, savoir la droite OB @ cela
fournit done un procédé simple de construction du point @.

Considérons le triangle (&quilatéral) A" B'C™ ; les symétriques orthogonanx
du point $ par rapport aux oftés do triangle sont donc les points 4, B ef
. Or, le centre du cercle cireonserit & ABC est le point (. 11 résulte
du [11-5.3 que les pointe O et & sont conjugués isogonaux par rapport au
triangle A" B (29)

Mous &tablissons & présent que les droites A4, BB o OO concourent au
point &, ef que oo a les fgalités entre distances

PA+ A+ B0 = AA' = BE = 0.

En particulier, la valeur commune de ¢es distanees est be minimum de la
fonetion ¢ de FERMAT, "

!-:.nl

31 1 ost un point du plan, nous notons en toute pénéralitd on la rotation
de centre {1 ot d'angle =/3.

Wela risulte du V-8.4. La cercle clrconscrls & ACY B, par exemple, a3t bo Lo des
points M tels que I"anghe AME ait une mesure modido = Sgake b =713

M]"ni.uque e trianghe est dquilatéral, ils sont ausst conjugets sotomiques ; en effet, dans
b cas dan wriangle équilatéral, les formules barycentrigques de ces deux transformations
coincident,
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Les droites BB et COC" ne sont pas paralléles car be triangle AR eat
I"image par g4 du triangle AC'C; en effet, g4 envoie O sur B et O sur B
—

L'angle orienté I:C'C.,BTH}] A une mesure égale i +n,/3, Disignons par M le
point d'intersection de ces deux droftes ; nous allons montrer gue M =3,
et que M appartient auss & la droite A4,

En d'autres termes, M est le point de comcours des drovies AA', BR' et
OO, ce gui fouwrnif un second procédé de construchion de ce poind,

Les conditions 0< A < 2x/3, 0 B« 2x/3 et 0= < 27 /3 montrent gque
les triangles CACY, OC' B, ABR ot BC B sont directs, Les droites BB ¢l
C'C" se coupent done & intérieur du triangle ABC et l'ona CMB = <127 /3.
En outre, puisque, encore une foia, la rotation g envoie la droite ©C sur la
droite BE', le point A appartient & une hissectrice du couple (BB, C°C).
Yu la mesure de Vangle CMEB, on en déduit que les mesures des angles
CMA et AME sont aussi égales & 2x /3. 1l s'ensuit que M = P& et que
M £ AA', puisque U'on & aussi (AA, BB') = +2x/3.

Le théoréme de PTOLEMEE, voir V-T.2, appligué au quadrilatére comvese
inseriptible M BA'C, montre que

MBx A'C+MCx A'B= MA' x BC.

Comme BAC est dquilatéral, on en tire MB + MO = MA'. Comme la
rotation pg envoie AA" aur O°C, il existe un point Af° £ AA’ tel que
M = gl M), et le triangle M BM° est &quilatéral. Comme ME < MA',
le point M" est sur le segment MA'. Comme sg envoie le segment M A"
aur le segment MO, on en déduit Iégalité de distances M' A" = M.

In fine, on a MA+ ME £+ MU = AM + MA' = AA'. Par symétrie des
riles de ces longueurs, on en déduit aussi que AA" = BE = OO, mais
nous le savions déji puisque les segments AA', BE" ot OC" se déduisent
les uns des autres par des rotations,

51 N est un autre point du plan, le méme raisonnement, ob 'on imtroduit
le point N' = {(pg)~ ' (N), montre d’ailleurs que

NA+NB4NC=AN+NN'+ N'A" = AA".

Ainsi, cela confirme que le minimam de la fonction de PERMAT est atteint
s poink 3.

Fvoquons & présent les situations d'erthologie entre triangles. Pour com-
mencer, considérons les triangles ABRC et A"B"C" ; nous voyons que les
perpendiculaires menées respectivement de A, de B et de O aux & cotés
opposés de 'autre triengle », savoir respectivement B"CY, O A" ot A"BY,
coneourent (au point &, voir supra),
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Mous allons &ablir au V-8.5.2 que cette situation est svmétrique, olest-4-
dire que les perpendiculaires respectives mendes de AY, B o O aux chtés
B, CA et AB, concourent également 21, Tel, nous Navons déja mis en
fvidence : le point de concours est e point O

Or, les triangles ABC et A'B'CY sont également orthologiques : les droftes
perpendiculaires & BC, O4 et AF mendes de A', B' ot ' sont les média-
trices du triangle ABC e concourent en 00 Done, kes perpendiculaires &
B, C"A" et A'BY mendes de A, B et O, qui sont d'silleurs les droites
AA", BE" el O'C", concourent.

Mous n'avons pu représenter ces trois droites sur la fipure supra, déjé char-
gée, mais nous le faisons sur la figure suivante et désignons par & le point
de concours de ¢es trois dernidres droites, qui est le poind de Napoléon du
trisngle. La configuration obtenue est elle sussi remarquable ; les points
P oot d sout alipnés avec O, et appartiennent & une hyperbole &quilatére
célibre, "hyperbole de Kiepert, Cette hyperbole passe aussi par les sommiets
du triangle, ainsi que Porthocentre H et le centre de gravité 71

Cette figure illustre sussi la définition de 'byperbole de KIEPERT : on
constroit des triangles (directs ou non) ACY B, BA™C et CA™ A Bootles

*Et mous disons dome qur les triangles ARC ot AE"CY sont erthologigues.
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respectivement en O, A™ et B et deux & deux directement semblables,
Les droites A4™, BEE™ ot O™ concourent, et le livy des points de concours
eat |'hyperbole (privée du point &, qui en est un « point-limite » ).

Dans cette construction, le point de FERMAT correspond & trois triangles
irpedles qui sont méme dquilatéranx directs, et le point de NAPOLEON au
eas une mesure de 'angle BAC™ esl égale & =/3.

8.5. Annexea
A.5.1. La fonction de FERMAT

Pour l'instant, nous nous plagons dans un plan affine euclidien, et considé-
rons un triangle ABC (non aplati), mais sans hypothése particuliére quant
aux angles, Nous désignons par @ la fonchion de Fermal qui au point M
du plan associe MA + MB + MO, somme de ses distances aux sommets
du triangle et par m la borne inférieure de (M) lorsque M décrit le plan.
Nous allons monbrer que m > 0 ef que o & atfeint # colle borne mfdrieure
en i unique poind B, Nouws monfrerons gque ce poind P est soit un des
sommels du riangle soil un peint & siriclemend inddriewr » & celui-ci, ef
caraotériserons cos dewr cas & Uadde des angles aur sommels,

1. La fonction ¢ admet un infimum strictement positif;, et il est

atteint, Posons en effet g = pld) = AB + AC = 0 et désmgnons par & le
disque fermé de centre 4 et de rayon g

Mous vovons déja que m o= g3 en outre, lorsque M @ 4, on a
M) = AM > .

Ainsi, on a aussi m = Infyge s p( M), Puisque A est compact, il existe un
point & el que (P = s, BEo outre, e > 0 puisque |3 fonction de FERMAT
ne s snnule en aucun podng,

2. Unicité du point &. Nous commengons par remarguer gue, s M esl
le milieuw d'un segment MM, on a 2AMY £ AM + AM', avec égalild s,
ef seulemend &, M appartient au segment AM" ou M’ apparfient au seg-
ment AM. Dans tous les cas, Pégalité entraine 'alignement des pointa A,
M et M,

En effet, on part de identité du parallélogrammse JAM™ = 24M* +
2AM™ — MM, Lingalitd annoneée dquivaut i

2AM? 4 2AM™ — MM < (AM + AM")*

s0it encore & (AM — AM")2 £ MM, ¢'est-d-dire & |AM — AM'| £ MM’
Cela établit le résultat, ainsi que be cas d'égalité,
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Par conségquent, ave: e mémes notations, on a

ZAM" £ AM 4+ AM'
2EM" £ BM + BM'
WCM" £ CM +CM'.

Il s'ensuit que 2p(M") € @(M)] + @(M'). Comme cette inégalité a été
obtenue par addition de trois inégalitéa {de méme sens), I'égalité a leu si,
et seulement si, ces trois inégalités sont des égalités. 51 M # M7, I'égalité
entraine que les trois sommets du triangle appartiennent & la droite M A,
oe qui est impossible. On a donc 2 M™) < (M) + p{M') chague [oks que
Mo M,

De cela suit que le point &, en lequel o prend la valeur m, est unigue. En
effet, &'il en existait denx, disons &, et @y, en désignant par &, le milieu
de &%y, on aurait, 2e(dy) < p(®) + p(Py) = 2m, ce qui contredirait le
fait que mest IM'imfimum de .

HRemarque. 51 F ezt un espace vectoriel normé de dimension finke, xg un
élément de E et f upe application continue de B dans B,

1. 8i fir) = 400 lorsque ||z = ool = 400! alors f est minorde et ga
borne inférienre est atteinte 5%,

2. Si, de plus, 2f{z + ') < flz) + flz') chaque fois que ' # r € B2,
alors le minimum e [ est atteint en un point unigue,

3. Localisation du point 4

Dans cetie section, nous disculons la position du poind P en leguel eat af-
teint e mindmum de lo fonchion .

I meage rbclprogue par [ de tout compaet de B et sloms i eompect de B Pappli-
cation [ est alors dite propre.

(7, pour la mdme raison quss 1

Mg falt de Phypothéss de continuits de [, celte propristé squivauat & dire que F et
strictemen! comaere,
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Pour cela, nous remarguons que be point @ ne peut otre sirictement exté-
rieur au triangle ABC, En effet, supposons que, par exemple, les pointa ©
et @ sodent strictement de part 2 d'autre de la droite AB, comme sur la
figure de ganche. Considérons alors le point 4, symétrique orthogonai de &
Par Tapport & o edbi

Par construction, on a alors les égalités de longuenrs &4 = &4 et ¢'H =
& . En revanche, on a ' < $C puisque © est du méme cité que 9 de
la médiatrice de $@', qui est AR,

Om en conclut que (@) < @[®), ce qui est absurde. En conclusion, le
poind T appartient & Pinddrieur au sens large du friangle, c'est-d-dime in-
clisand a priosi les segmends BC, OA ef AB.

Comme cela a &¢ annoncé supra, nous allons monlrer gu'en foid le point @,
sotf esf nbdricur siriclement au Irangle, sol en el wn sommel, puis oa-
ractériser chaocun de ces cas & Dadde des brots angles awr sommels.
Remarquons en particulier que la fonction o est différentiable sur Pouvert
1= E\{A, 8,C}. Plus pracisément, si M € {1 et &1 & est un vecteur, on a

wiM 4+ h) = (M) + [u+v+w|h)+olh),

AM BM M
AM'BM'CM
81 le point & est dans 13, qui est ouvert, la fonction @ atteint o fordiord
en oo point un extremum Jocal, de sorte que ® et un point critique de .
On en déduit que, pour oo polnt, w + v 4+ w = 0, voir la figure de droite
Comme ces troks vectowrs sont unitaires, on a la valeur commune suivante
des mesures angulaires

o 1, 1, désignent respectivement les vecteurs unitaires

(@B, 80 = (4C, #A) = (#4, 8B = E-

Montrong pour terminer que P est dans Uintériewr strict du friongle ABC
sz, et seulemend &, les angles our sommets A Fet © sont tous les frois dans
10, 2x/3[ ef que, sinon, le point ¢ est ['un des trois sommets du triongle,

En effet, si par exemple on & A = 2x/31%) aucun point M € £ ne peut
vérifier {M I, MC) = 2/3 &'l n'est strictement extérieur au triangle. Vu
tout ce qui précéde, e minimum de ¢ est done atteint en 1un des somimets,

Clomme les oités issus de A ont tous les deux une longueur inférieure an
troisiéme, on & done & = A et mo= AB ¢ AC,

Ancontraire, si A < 2w /3, montrons que le minimum ne peat étre atteint au
point A. En effet, puisgue Papplication M — M B+ MO ost différentiable

4 ans un triangle, un seul anghe an sommet ost awtorist & excéder ﬂarj'ﬂ.
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s point A, on a, pour tout vecteur fi,
el A+ h) = oA} + PAL + {w + g [ )+ olh],

ot I'on & posé iy = Hjlr'ﬂﬂ et g = ﬂfﬂ.—’l.
Choisissons ki Mg b g, oi le réel positif A tend wers 0; ainsi, le point
A= A+ h se déplace sur la bissectrice intérieure de Uangle CAHR, ¢ 4
l'intérieur du triangle, voir la figure de droite. On a alors

@l A"} = @A)+ Alwg + wyll = AMleg + woll® +o(A}.

D fait que a < 2v/3, on a [lvg + wyll = 1, et @{A") < (A pour A = 0
asger petit. Le mindmum de o n'est done pas attelnt an point 4 ef, pour
les miémes raisons, si les deux autres angles aux sommets sont < 2x/3, il
ne Uest pas non plus au poiot B ni ag point O

Dans ce cas, ]:|-1.IE|'.|_1.'I.E par exemple, un pmnt M situd entre B et O sur le
ciité B virifie [MH M) = 7, et non (MB, MC} = In/3, le paint & est
strictement intérieur & ADC.

E.5.2. L'orthologie

Soit deux triangles non aplatis ABC el A'B'CY d'un plan affine enclidien
E, assoclé & Tespace vectoriel By les familles (4B, AC) et (A, A'C’)
sonl alors des hases r]E Fa- N-u:um dﬁql,p;m:um par & Pautomorphisme de £y
g i AB associe A'B' et & AT associe AC,

O a alore Déquivalence enfre les deur asseriions qui sufvent,

1. Les porpendiculatres mendes de A & B, de B a0 A et de O 3 A
concourent,

2, [automorphisme p est auboadjoins ' 261,
Les triangles AR el A" BCY sont dits srthologigues 8'ils vérifient Mune on
I'sutre de ces propriétés éguivalentes,
Démonstration. Notons pour simplifier u &t v pour AR et .FH_' de sorle

Fyuie A‘E‘F = y(u) et gue A° IE" = wiv), Défnissons & présent NMapplication
suivante f, de & dans |/ :

M — (AM| B C) + (BM | C'A) + (CM | A'B') .
L'application & est constante, car, pour M et N dans E,
BN} — B(M) = (MN | B'CY) 4 (MN | 4"} + (MN | AF)
= (MN|T) =0.

17y erl.d.u;:nnrphi.lm:- w d'un espace vectoriel euclidien By est dit astscadjsind, ou
symdtrigue, & ([N | ¥] = (X | @¥)]) pour tout couple (X, %) € Ef.
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La valeur de cetbe copstante peut &tre caloulée au point A; elle vaut done
—_— —_— ——

(BA|C'A") + (CA| A'B'), c'est-di-dire encore (u | pir)) — (v]e{u)).

Si les trois perpendiculsires de énoncé concourent en un point M, on a
PH) = 0, car les trois produits scalaires entrant dans la définition de
B{H) sont nuls. 11 sensuit que (u|p(v)) = (v|pu)) = 0 et que o est
autosdjoint ; pour le voar, il suffit de wérfier que

(lru + yv) | =" + y'v) = (zu+ yv | @l + ")),

pour tout choix des scalaires x, p, °, " 27
Réciproquement, si  est autoadjoint, la constante {ul-:p[t'}]- {1:.'|-=,|:'[u]]|

est mulle. Bemarquons alofs que, puisque les vecteurs AF et A'C ne sont
pas colinéaires, les perpendiculaires mendes de A & B'C et de B & 747
concourent of nommons-cn B e point d'intersection.

11 suffit de montrer que H appartient aussi & |a troBidéme perpendiculaire,
—_—
e'est--dire que (CH | A'F') = 0, Or, cela découle de
0= ®(H) = (AH | B'C’) + (BH |CA') +(CH | A'F).

=1 =0

La réciproque est établie et, avec elle, 'éguivalence.

Corollaire. Puisque i est un automorphisme autoadjoint, son inverse !
est fgalement autoadjoint (%) De 'équivalence supra on déduit que la re-
lation d'orthologie est symétrique. En d'antres termes, la propriéte 1 reste
inchangde & on échange les roles des triangles ABC e A'B'CY, mais lo
point de concours des trois droites définies aprés la permutation n's bien
entendu sucune raizon de rester le méme.

8.5.3. Orthologie et isogonalité

Soit un triangle AHC et un point M générique du plan (nous regarderons
les cas particuliers 4 la fin). Ce point se projette en A4°, B' et O sur bes
citds BO, OA et AB. Les triangles A'B'CY ot ABC sont orthologiques
puisque bes perpendiculsires issues de A& BC, de BT A CAd et de O 4 AB
concourent précisément au point AJ.

I ¥ a done également orthologic des triangles ABC et A"B'CY. Adinsi, les
perpendiculaires issues de A  B'C7, de B a OV A" el de O & A'H' concourend
en un point M, ef nous allons établir qu'il s'agit du conjugué isogonal de

Tl woffit de développer los termes des deux membres pour wirifier Végalité annoncde.
W Celn résulte du fit que ™1 e (") sons dous imvorses & deoite de 2, ce qui se
virrifis immédintemmeni.
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M par rapport au triangle ABC.

b A’ iy
Le cercle de diamétre AM passe par les points B et O [voir les angles
droits) ; Les angles " AM et €75 M ont méme mesure (propriété de 'angle
inscrit). Comme l'angle AB'M est droit, les angles BAM et M"AC ont

méme mesure. Le méme raisonnement effectué avec les angles CBM et
M'BA, puis avec les angles ACM et M'CR, établissent le résultat.

Bi M est sur un ofté, BC par exemple, voir figure de ganche, ona A" = M.
Or, e point A appartient aux perpendiculaires ssues de A & B'C', de B &
C'A et de C a A'B'. Le conjugué lsogonal est bien le point A

En revanche, s M appartient au cercle circonscrit & AR, les pointg A',
B ot O sont alignés sur la droite de SivzoM de M. Le triangle A"B'CY est
alors dégénérd ef il n'est plus question d'orthologie, Toutefois, les perpen-
diculaires ssues de 4 & B'C', de B A C7A" et de 0 &4 A'F' sont paralléles
et concolrent,,, en le point & Vinfind de la direction orthogonale 4 la droite
de SIMs0N de M.
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9. Homographies, conformité et birapport
9.1. Les homographies en tant qu'applications conformes

Mous considérons icl © comme un espace vectoriel euchidien, et dooc & plus
forte raison normd réel (de dimension finie), ce qui donoe un sens aux
notions de différentiabiliié, en relation svec lo propriété d'espace norme,
d*angle et de similitude, en relation avec la propriété d'espace euclidien.

Nous fnoncons dans cette sechion les propridids de conservation des angles
par les homographies, ef lea appliguons ensuite au cad pariiculier de in-
LETEIOT.

az b

Le domaine de définition 11 d'une homographie & @ 7 = e 0

be # 0 est toujours un ouvert de © cest © tout entier lorsgque ¢ =10, et
cest C {—=d/c} dans e cas contraire.

Les propriétés annopcées découlent en (alt de Mhelomorphie de lapplica-
tiom i, Mous préftrons en donner pour commencer une preuve dlémentaire.
Woici le résultat essenticl de cette section : avec les notations précédentes,
I'homographie b est différentiable ) sur £2. En outre, si zp € 12, la diffé-
rentielle dh,, de k au point 2o est définie par

ad — be
PECT mrdp
A
Etant de la forme £ € C v AL, ot A € C*, cette différentielle est une
similitude [vectorielle) directe (de rapport ke module |A], et d'angle tout
argument de A module 27).
Pour établir cels, nous utilisons la définition de la diférentielle présentds
sous forme d application lindaire longente, Supposons =y < 115 il existe un
g = 0 tel que la boule ouverte Biz, ) soit incluse dans 199, Pour un
complexe £ de module < g, on a s+ £ €800 el
n{:u+.§]+b_u:u+&= (ad — be)E )
clag+ 8 +d  cmp+d  (elza+ )+ dlies +4d)
Or, e{zg + £) + d — e2g + d # 0 borsque £ — 0, de sorte que
ad — be ad = be
= — +ofl),
(olzo + &)+ d)fezy +d)  (ez0 + d)* o(1)

hizo + £} — hlz) =

TR it de classs O ) Mais pous Be le démontreross pas puisgque, d"une part, nows
n'auroms pas besoin de pousser plus loin la différentistion e, d°suire part, paroe gque
c'est une consbnuenes de I'holomorphie de b

Mparce que £ est un ouvert, et qu’il contient zg.



262 W, Utilisation des nombres complexes en Géométric

et I'on & hizg + £) = Rlzp) = AL + £o(1). Cest bien dire que dh,, existe
s

=oi£]
ef o lexpression annoneds,

L'application i e=t holomorphe sur Pouvert £, par exemple en tant que fonction
ratlonnalle, Comrme bz} = _od—be pour tout =4 € 12, on retrouve la diffi-
(zo + d)?

rentighilitd de h en tout 2y £ 0 ainal que 'expression de la difffrentielle en oo
point.

En conséquence, i on se donne un arc v de classe !, défini sur un intervalle

I Z E et b valeurs dans Uouvert £1, et régulier pour une valeur du parameétre

to € 130 alors le paramétire ty est régulier pour U'arc I'= h e+ ef I'on a
ad — be

[{tg) = dhey (v (ta)) = mﬂfﬂ .

avec zp = lia).

[C'eat une conséquence de la formule de dérivation des applications com-
postes of de 'injectivité de dh,,. |

D cela suit maintenant la propriété pour f d'ére une application conforme
gi deux arce oy et <, définis et de classe C' sur des intervalles [y et [, &
valeurs dana {2, prennent la méme valeur =y pour deux valeurs régulifres
de leur paramétre, respectivement £, € Iy et £3 € I3, alors 'angle {orients,
modulo 2x) des vecteurs tangents en &y, respectivement £z, aux arcs images
Iy =howy et Ty = hovyy est égal & celui des vecteurs tangents & 4 et -
pour les mimes valours respectives de leur paraméine ;

LTt Taltz)) = Lyt velta))  (mod. 2x),

ofl le symbaole < signifie « angle ortenté »_ Cela découle des propriétés des
similitudes directes.

En particulier, g = ef 49 sont tangents en 5, alors Iy et Ty le sonl aussi
en hizp) ). Mais, surtout, si 1, et 73 sont orthogonaux en 2q, alors [y et
I'; le somt aussi en hiz ).

Liinversion géomdtrique a ocoupd une place notable dans les programmes de « Ma-
thélem » puis de son ultime avatar, la Terminale C. A ce nivean, il était llusoire
de donner une déhnition abordable de la notion de différentielle, ot la notion
de tangents est longlemps restée lmitde aw cas des courbes usuelles, drobtes et
copiques notamment, pour |lesquelles une définition géométrique Stait possible,

D o fait, la propriété générale de conservation des angles des L-u.n,gve'n!.-e'..-:'::u:' Btait

H Cpla shgnbfie que le secteur dérbvte o' (Ep) =2 non nul.

FPaur cela, la difffrentinbilité de b murakt suffi.

Fhfais I'inversion géométrique ne conserve que b= angles non orientés, puisgu'elle s
dishat d'une imversion analytique par compasition par une symétrie droite orthogonale
et que cette dernsére est une Bométrie gawche.
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admize, el e applications pratiques s limitaiend ao contact ou & Porthogonalite
des droites ou des cercles, ce qui autorisait déjs une grande variéts d'exercices el
de problames,

9.2. Interprétation géométrique des homographies

Puisque nous savons ce que représenient géométriguement les tnversions,
s pounons en déduire une ezpression des homogrophies CoMmTe comje
sdes dapplicalions plus simples,

Mous savons déja interpréter les applications de ls forme z »— az+b comme
des similitudes directes du plan complexe. Il nous reste i étudier le cas des
homographies les plus générales.

Pour cela, écrivons la décomposition en ééments simples de la fraction
rationnelle ;g%:lﬂmutf;é 0 et ad — be 210,

af+b _a ad—be 1

cZ+d ¢ 2 Z+dfe
Ainsi, 'homographie h définie par z — :f; I:mdﬁmmpmm la forme
h=hyoHohy, ob by est ls translation définie par z —s z +d/c, ot H ost

l'inversion analytique définie par = — 17z et enfin fy la stmilitude définie
DA £ a  ad—be

c e
Cles trois « brigues dlémentatres » permeftent donc de reconstituer par com-

position boules les homogrphies.

9.3, Homographies, droites et cercles

Reprenons dans cette section les conventions adoplées an V-5, Nous al-
long woir comment les homographies agiszent sur ensemble des & cercles.
droiies &, dont les éléments sont grosso modo les cercles ef les droifes de
Py (C) = CU {0},

On considére © comme plan affine euclidien réel, 1 appelle cercle-droite
une partie de Py (C) qui est de la forme ®, ol % est un cercle de C, ou
de la forme 220 {zo}, o0 @ est une droite de C. Une partie de la formse
L {oe} sera appelée une droite complétée

Un cercle-droite o851 entiérement délermind par la donnée de trois de ses
points (distincts) : un cercle par trois points (¢'est alors un cercle circons-
crit) et une droite complétée par trois points alignds, ou par deux points et
le symbole oo,

i nnnl:.iuuﬂ';m: & gualifier de poind wn Ement de Py (T, méme oo,
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Volcd le résultat central de cetbe section @ Uimage d'um cercle-droile par une
homographie h est un cercle-drodte.

Cet énoncé justifie & i seul cot amalgame que nous avons effectué entre
les cercles et les droites du plan euclidien,

Il est imnmesdiat, eb nows oe le démontrerons done pas, que cette propriébé
et vraie pour une homographie de la forme = +— az + b (avec a £ 0),
c'est-f-dire une translation ou similitude, D'ailleurs, 'image par une telle
bomographie d'une cercle est encote un cercle, ef celle d'une droile com-
plitle une droite complébée.

+h

+d.a1.recnd—bcg&|:|'

Considérons une homographie  de la forme 2 — ::
et ¢ 5% 0. On a alors, pour tout z © T {—d/c},
az+b _a be—ad |

c+d el & z+dfc
Ainsi, l'on a h = hao Ho by, ol les homographies H, hy et hy sont définies
par hy(oo) = he(oo) = oo et

d i .
hltz}=z+? hﬂs}:;+ = oo slz=0

0 Flz=ono.

1/z sizel"
h_ﬂdz, H[z]u{

Comme My et iz sont des translations ou des similitudes, il suffit de wérifier
gue 'image par H d'un cercle-droite est un cercle-droite. Pour cela, il v &
QUALTE CAR & ENVISAEST |

81 @ est une droite passant par P'origine, %% {0} est image d'une pa-
ramétrisation de la forme ¢ € B* — 2% of ¢ € B est donné. Alors,
H{@", {0}) est image de la paramétrisation ¢t € R” — te~", de sorte
que H{W LU {oc}) = H{@" {0}) U {0,00} est bien une droite complétée.
3i ¥ est un cercle passant par P'ofigine, partons d'une Squation cartésicnne
de celui-ci par rapport au repére arthonormé #2, X2 + V2 +aX + Y =10,
avee (a,b) # (0.0).

Puisque ® pagse par 'origine, H({#) contient 0o ; comme oo & &, 'origine
n'appartient pas & H{¥). 5 z € C°, le point M(z) appartient & H{%¥)
s, et seulemnent si, M(1,z) appartient & . Or, 8l s = r +iy, ona 1/z =
(x =iy} ix? + ), de sorte que M{1/z) € ¥ i, et seulement =i,

a? v z y
- =10
FArE T E+ R R b e
Cela équivant & ax — by + 1 =10

En conclusion, 'image de %' par H est la droite d"équation ez =by+1 =10
complétés par oo,
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Soit maintenant une droite & ne passant pas par lorigine. Elle a une équa-
tion cartésienne de la forme 0¥ + 0Y + ¢ =0, avec (a,b) # (0,0) et ¢ # 10,
soit encore aX o4+ Y /o4 1 = 0, Le méme caloul que précédemment montre
alors que H{ 90U {oo}) est le cercle d'équation X2 + Y2 +aX /e —bY/c =0
Reste enfin le cas d'un cercle % ne passant pas par l'origine ; il & alors
une &quation cartésienne de la forme X + ¥¥ + aX + bY 4 ¢ = 0, avec
¢ # 0. Comme il ne contient ni Porigine ni oo, son image ne contient pas
non plus v oo nl Vorigine. Pour un 2 3 0, le méme principe montre encore
que M{z) € H{%¥) éguivaut &

x? y? T ]

i (22 + 37) +"Ij._:+y: _b12+y
cest-d-dire & 2 + y* + axfe — by/c + 1/e = 0. Cela montre que H{®) est
un cercle ne passant pas par 'origine (),

Cette disjonction de cas ne complique pas notro comprébension de la situa-
bon ;s % est un cercle-droite contenant 'origine, son image conticot oo ot
est done une droite complétée. Sinon, cest un cercle. 5i % est une droite
complétée, elle contient oo ef son image passe done par Porigine ; sinon, ellz
n'y passe pas.

Il &tait intéressant de faire lo résumé précédent du fait que inversion ana-
Iytique 2 # 0 +— 1/z intervient souvent dans les problémes afférents aux
homographies. I1 o'est pas inutile pour autant de généraliser cetbe discus-
sion pour le cas d'une homographie quelcongue (mais le fait de passer ou
non par 'origioe o'est plus une propriété en sol dans ce cas plus général).

z +c=1,

Mous savons comment les translations et les similitudes agissent sur les
droites et bes cercles; considérons done une homographie & de la forme
s 4 —djc— af+b

cz+d
et h{oc) = a/c. Le point M(—d/c) %) sera appelé pole de Ihomographie k.
D enr qui suit, on conclut gque Mimage par une homographic d'un cercle-
drvite ¥ est une droife complétde 5i % en conbent le pile, ef un cerole
dans [z cas contraire,

Nous avons aussi défini Uinversion gdomdirigue N, de pdle Ma), ot a € C,
et de rapport k € B* et avons signalé gque K n"était auire qu'une inversion
analytique suivie d'une syméirle orthogonale,

s aver o # 0 el toujours les conventions bi—d/c) = oo

Phjection | L'spuation cartéaicons X7 4+ ¥ 2 4+aX/e—b¥/c4 1/ = 0 est-clle toujours
celle d'un esrele ™ Bl & contient au moins un point, il en et de méme de son image, Cela
vous cofrelent-11 T

0 rappelbe gue le matcion {:: 3) d'une homographie n'est définie qus multiplics-

tion prés par un complexe non nul. Toutefols, la valear de =d/e eat bien inddpendanta
du chodx de ce Encteur.
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Puizqu ane symétrie orthogonale cst un (anti Jdéplacement, o que oo ve-
nons d'énoncer pour les homographies vaut encore pour les inversions géo-
métriques. Toutefoiz, un résultat antérieur de cette section est la conser-
vation des angles des tangentes par une homographie; icl, une inversion
grométrique remplace un angle {module 37) par son opposé, du fait que les
syinétries orthogonales soat, encore une fois, des antidéplacements, Liinver-
aion orthogonale respecte én revanche e contact et Porthogonalité de dew
oourbes.

Il est & noter que inversion géométrique My de pole 'origine et de rapport
T+l .
:_ET:'?' Les caleuls qui
la fomt intervenir n'introduisent done pes des sipnes moeins comme ce fut le
s aves H.

En outre, si z = pe® & C*, alors hy(z) = %E"’ et cela permet des cal

1 est définie notemment par z = 1 4 0y # 0

ruls misés en représentation polaite, sans lirruption de ces signes moins
intempestifi,

Mote, Une imversion géométrique de pdle A, n'est pas une transformation
affine (elle oo respects méme pas alignement), De ce falt, s un cercle %
a pour image un cercle %', il n'y & gucune raison pour que les centres 0
et [V’ de ces deux cercles se correspondent. par Uinversion.

Bl 0 = A, il est facile de virifier gue (¥ = A aussi. Sinon, la droite AQY
coupe ¥’ en deux points A7 et M. Au V-9.5, nous verrons que la division
M| M (V00 est harmonique, et qu'il en va de méme de la division des quatre
images de ces points par inversion, Appelons My, M3 et P les images
respectives de My, M5 et 12 la division My M3 PA et done harmonigue,
Vi que la droite ATD est un axe de symétrie de la hgure, Il s"ensult que P
est 1o point en lequel cette droite coupe la polaive de A par rapport an
cercle ¥, Clest done de ce point P, et non du point 12, que 11 est Iimage
par l'inversion.

Reconventionnellement, c'est le point P en lequel la droite ALY coupe la
polaire de A par rapport & ¥, et non 0¥, qui est I'image de 13 par V'inversion.




§9. Homographies, conformité et birapport 267

A titre d'exercice, on vérifiera que sl une inverslon glométrique de pale A
envale une droite A ne passant pas par A sur un cercle T, alors le centre
de ce cercle est 'image par Uinversion du symétrique orthoponal de A par
rapport & AT,

O.4. Arcs capables et cercles d" APOLLONIUS

Dans cefte aechion, nous refrouvons grice & ce gui précide deuz théordmes
clessigues de Géometrie cuclidienne plane,

Soit deux points distincts A et B d'un plan affine euchidien orienté F, et
un angle & & 7&, Alors, ensemble ¥ des points M tels qu'une mesure de
I'angle orienté AM B soit égale &  (module 7) est un cercle pasaant par A
et H, mais privé de ces deux points.

Drans la pratique, on conviendra que 4 et B appartiennent & @) de
sorte que ¥ est un cercle complet.

En effet, identifions P & C aprés en avoir choisi un repére orthonormé divect.
Soit a et b les affives de A et de H, alors, pour M # A # B, M(z) € & =i,

, r—b .
et seulement si, on peut écrire — = tel?, avec t € R*,

Soit alors b 'homographie définie par z 3 a 1r— : £i1:l|1 vioit que & st

E—i
I'image par A~*' de la droite @ d'angle polaire f privée de V'origine. Or,
h=! est définie par 7 # 1 — u:- 3
par ke pile de Y

Vu le ¥W-0.3, 'ensemble % est bien un cercle, privé toutefols des images
des complexes b~ (oo) et A7H0), c'est-d-dire respectivement de A = AM{a)
el de B = ML),

La dénomination d'are capable provient du
fait que l'on peut imposer que AMB soit
égal & 7, maiz module 27 cette fois. Dans
ce cas, on n'obilent plus un cercle, mais
seulement 'un des deux arcs limités par les
points A et B: pour Iautre are, AME est
fgal & 7 + ¥, toujours modulo 2,

La construction du cercle & est facile : le  “1
cantre O appartient & la médiatrice et 'angle

i e sorte que la droite S0 ne passe pas

M0 remarquers pae exemphe qee e projete ortbogonal de 4 sur A est le paint de &
b plua proche de A et que, de oo fait, son image par Uioversion est le point de T Je plus
dipigré de A, c'est-d-dire 'opposé diamétral de A sur oo cercle.

g d'autant plus wolontiers que, par exemple, Uangle AAF p'est pas défini,
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AOE est égal & 20 (module 27), ce qui suffit & déterminer ce point [par
exemple, O est & 'intersection de la médiatrice de AB et de la demi-droite

d’origine A faisant 'angle ,.;l — # avee AH). La connaissance du centre O
ct du point A permet alors la construction.

Upe autre application classique est celle des cercles d"Apollonius, Cette
fois, on se donne deux points distinets A et B d'un plan affine cuclidien
P et un réel k = 0. On désigne par .« |'ensernble des pointa A tels que
MB=kMA

B1 k = 1, l'ensemble . est la médiatrice de AH. Nous allons établir que,
gl k1, o et un cercle centrd sur la drodte AE, que 'on appelle le cercle
d’Apollonius divisant Je segment AB dans le rapport k.

Supposons donc k # 1: il est alors clair que ni A ni B n'appartiennent
4 o, On identifie encore une fois P & C aprés en avoir choisi un repére
orthonormé direct, Soit o et b les affixes de A et de B; & 2 € C, le point

Mi(z) € o =i, et seulement =i, |: ::‘l

existe un réel 4 tel que -j-rE-% = keld,
L suite est analogue & celle du cas précédent ; soit & 'bomographie définge
pﬂ:z#ur—r:T_:;uuvuitqueJ est 'image par A1 du cercle ¥, de

centre origine, et de ravon k. Or, le pole de ™1 est 1, qui n'appartient pas
a &, '), L'ensemble oo est donc bien un cercle, 1) est centré sur la droite
AE | car il est manifeste que cette droite est un axe de symétrie de .=,

Centré sur AH, le cercle f coupe cette droite en deux points MG ef My,
Or, si M est I'un de ces deux points, on a MH = c k WA, avec e = 41, Vu
les pisultats du T-3, cela impligque que M est le barveentre de (A, 2k} et
de {8, 1). Or, chague valeur de £ donne exactement un baryeentre.

Cela établit que I'un des deux points d'intersection, disons My, est le ha-
rycentre de (A, +k) et de {5, 1) et que l'autre, M donc, est le baryeentre
de (A, -k ot de (8,1}, En particulier, le point My appartient alors au
segment |AB] et My lui est extérienr (du ooté de A s k > 1, et du ooté de
Hosl k<10

Remarguons aussi que

= k, te qui équivaut & dire qu’il

MpA MA 1k

MBCMEB O -1k
11 s’ensuit que la division ABM; M, est harmonique, voir au I1-2.7.

=1.

00 el pas be cas Jorsque k= 1; le fait que Pon touve alors une droite est conforme
& potre discussion générale
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La section I=5.1 nous fournit les coordounées barveentrigues du centre
11 du cercle, qui eat bt milieu du segment Afy M - 13 est le baryeentre de
(A, +k(l=k)—k(1+k)) et de (B, (1—&)+ (1 +k)), c'est-&-dire le barycentre
de (A, —k?) et de (B, 1).

Ce résultat peut s'obtenir de fagon classique, grivee au calen] suhmnt @ on
introduit le point ', barycentre de (A, —k%) et de (B, 1). Pour tout point
M du plan, on & alors

BM? = P AM? m BIY 4 1 M? — kALY + 1 M*
= BT - AR + (1 - B M2,

car BEY — ¥ ATY = 0 (propriété du barycentre).

I s’emsuit oue

B - K2AD? (K - k) AR
k-1 B k-1

Celn confirme que . est non vide, quiil 8"agit d'un cercle de centre 2 (et

done que 5 = 01,

On remargue sussi que be rayon du cercle o est B = kAL, de sothe que
A 18 = R®, Nous verrons au chapitre VI que cela traduit I erthogonalité
dudit cercle et de tout cercle passant par A et B.

Mewd = (FM? = - B2 AD,

8.5. Le birapport

9.5.1. Définition et formules

Le Mrapport est un invariant précieux en Géométrie projective. Iei, nous

allons essentiellement en approfondic les applicatione phométriques. Une

étude plus exhaustive est & trouver dans les ouvreges [2] et [18] civés en

bibliographie.

Considérons quatre éléments a, b, ¢ ¢t d dans Py (T), avec a # b # c. Nous

allons voir qu'il existe alors une unigue homographie b telle que (49}
Elay=0, hibl=rcc, Rec)l=1.

Dane ces conditions, on définit le birapport ¢ = [a, b, ¢, d] comme éant
I'élément hid) € T U {ac).

WD oo rosultat suit immddistement. quo si I'on & dans Py (C} deux triplets {a,b, o) et
(o & ey dole que s # b # cet o’ # b # £, il existe une unigue homographie h telle
que i{el = o, ki) = & o hic) = <. En termes savants, le groupe des homographies
agit smplementd fronsibeement sur l'unnnﬂrdutripl:tl d’éléments distincts de Py (T
Comme un triplet de Py (C) st une bose {projectize | de lo droite Py (C) si, ot soule-
et 23, il est formé de trois &léments distinets, tout cela B'est qu'un cas particulier des
proprictés géntérales des applications projectives.
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L cas le plus fréquent est celui of nos quatre éléments sont distincts deux
& deux, et # oo, On a alors

[, by, d] r iyl
C'est cette expression gui explique le mot birapport.
51 maintenant d = oo, nous obtiendrons grice 4 la définition [, 6,0, 00] =

:_ :- Tout se passe comme si z:‘; = 1 dans le double quotient préoe-
dent.
Sle = ag, la formule cl-degsis semble indéterminss ;
d—ma Cc—o0o oo
(cobed] =5 T "’
mais la définition eonduira & Pexpression E;_: s tout s passe comme s1
Von avait e droit de récrire o0 : £7% cous la forme S22 ; 972,
d—h ¢ = b c=o0 c—b
[ ——

=1
Dans les faits, il s"agit bien de cela, muais il n'en demeurs pas moins qu'il
[audra traiter le symbole oo avec des précautions,
Vérifions les assertions précédentes @ supposons d'abord a, b et ¢ distinects
de oo ; on wérifie alors immédiatement que les senles homographies envovant

a sur 0 et b sur o0 =ont celles de lafnrmﬂal—tl:_:. avee N = 0% Une

telle homographie envaie de plus ¢ sur 1 si, ¢t seulement i, A = :: :" Cela
fablit en Vexistence of Monicité de b et donoe la swaleur du bimapport :

d—a rc—a .

ce D — siod @ oo
[, b e d) d—: ¢=b

atmn sinon .

C—a

Loregue I'un des quatre Eléments est oo, le plus simple est d'écrire le birap-
port sous la forme

(d—a)ic—b)

{d = b)ic—a)

On voit alors que chaque &ément figure une fois au mumérateur et une
folbs au dénominateur ; on barre alors chacune des parenthiéses contenant le
symbole oo ; par exemple, si d = oo, on obtient bien le résultat supra.

la,be d)

8i par exemple 0 = oo, cette méthode donne H, maks nous nIAVons pas
encore justifié que cela est conforme avee notre définition. Or, ks homo-
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graphics covoyant oo sur 0 et b sur 20 sont celles de la forme 2 —

$—h
et une telle homographie covoie © sur 1 &, ef seulement 51, A = e — b Le
birapport, égal par définition & hid), vaut bien ;'—_'i.

Le lecteur eat invitd & terminer la démonstration en envisageant les cas ol
b=o0oue=oo.

Nous allons Shudier les propridids du Mrapport of en décrire des applications
géomdtrigques.

9.5.2. Birapport et permutations

Le groupe &y des permutations des indices {1,2,3, 4} posséde mngt-guatre
élfments. Pourtand, nous allons vodr gu'il n'enisle au masimam gue s
valeurs distinctes du birapport de quatre éléments (distincts) de Py (C)
lorsqu'on effectue sur eur ces permutations '), Cela mettra en évidence
guelgues contributions intéressantes de lo théorie des groupes.

Soit @, a@g. oy ot ay dans By (C), denx & deux distinets. Désignons par g
le birapport [@,02,03.04), 51 0 € &, désignons par p7 le birapport
[ﬂ-.,.- 1 B =10 B =1{3]s Tr—1{4) ] dans lequel on effectus la permutation
sur les indices (421,

inverss o

Par souei de lisibilité, nous allons plutét désigner maintenant par a, b, cet d
leg quatre arguments du birapport, 5i o est la transposition qui échange les
indices 1 et 2, le birapport devient

(d = b){c—a)

(d—a)le—b)

Il est immédiat qu'il est égal & 1/p. La méme chose s produit si o échange
les indices 3 et 4.

Le cas oi o échange les indices 1 et 3 est bien moins trivial @ en effet, le
birapport devient

[b,a,c.d] =

d—c a-e¢

d—b a—bh'
et il n'y & pas de relation immédiate entre o7 et g Mais revenons A la
définition ; soat b 'homographie qui envode a, b et ¢ Tespectivement sur
0, oo et 1; alors, h(d) est le birapport (@, b, ¢, d]. Nous voulons anssi une
homographie b qui envoie cette fois o, b et & respectivement sur 0, oo et 1,

$1Le birapport présuppose un ordre | o prie, [ by ol |t [y o, @, 0 | mona dbess Blements
distincts de Py {C).

2L intervention de ¢~} ftonne teujours un pew, Suppesons que o sall s permutation
cireulaire L e 2 ee 3 = 4 o | 2 ln definiten de g7 est callo de [og,90,02 03] Les
quuire éléments ont biem, ewx, subl o permgtation circulakee dans b € sens & désing ; e
premier est devenu le deuxitme, etc.
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Rien de plus facile : il suffit de permuter les symboles 0 et 1, grice i 'ho-
mographie hy définie par 2 — 1 — 2z, Comme hy(oo) = oo, 'homographic
b= hy o h a bien les propriétés attendues. On a done

[e.ba,d] =R (d) =1— hid) = | — [a,be.d].

Mous luissons le lecteur vérifier que, s oy est définie par 1— 29— 3 1
(et 4 — 4}, alors o™ = g_—!
¢
B oous voulons &tudier 'effet de la permutation circulaire o @ 1= 2 =
3 ¥+ 4+ 1, los choses semblent se compliquer encore |, car, avec [d, a.b,c],
la variable d s'est placés parmi les trois premiéres. Iei, nous pouvons dé-
composct cette permutation en deux sutres permutations ; si oo note (i)
la transposition qui dchange § et §, avec i # J, on & 0 = gg o (3], ol oy est
le permutation décrite dans 'exemple précédent, 11 suffit done de composer
les transformations trouvées précédemment,
1
i -1
£ r—t = — % =1-=z,
4

de sorte que g”" =1 -5, =
Finalement, on trouverait que, & partir de g, les permutations donnent an
plus les six valeurs qui suivent 143} ;
1 p p-1 1
" 1 5 3 a a =
¢ “ee-1"g "1

Dans la liste précédente, la premiére permutation citée est lidentité, la
deuxidme, la troisidme ot la quatriéme sont d’ordre deux : elles wérifient
heoh =1d (mais k £ 1d). Enfin, les deux derniéres sont dordre trois : elles
vérifient ko hoh = Id (mais h # Id).

{n notera que ces homographies ne dépendent que des permutations o
envisagées, et non des valeurs des complexes a, b, ¢ ot d sur lesquels elles

opdirent.

43 Jusqu's présent, nous avons seulement. définl le birapport [a, b, o, d] dans e cas o
a 3 b # ¢, mais sans exchire que d puisse #tre &gal & I'un des troés autres dfments. Plus
précidment, ob & [o,bea] = 0 [abeb] = oo et [o,bee] = 1 (ool oisule de la
définition méme du birspport, ou bien sr de b formule obisnue cnsuite)

Nous pouvons utiliser désormain "action des permutations sur le birapport pour &n
giniralises la définlilon s cas on une &galité (eb ume seule) existe entre a, b, ¢ ot d, Par
exemple, [a,ba,d] = 1o, b d a] = 1/0 = oo; pous serions arrivé & la méme conclusion
en exirapolant la formule

de-ag a-=a
. -If =— I = = -
[a.b.ad]=Z— : o ==
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Il o'y en a done pas vingt-quatre, mais six; or, § divise 24 : faisons le lien
entre cette divisibilité et 'mportante notion de morphisme de groupes,

Pour o & &, appelons h; "homographie qui & p associe o= | par exemple,
gl = (12}, on & hs{p) m 1/p pour tout g dans Fy (T,

Mous avons désigné par Hy(C) e proupe des homographics de Py (T). 11 est
alors immédiat que application H de &, dans Hy(T) qui & o associe by,
posstde la propriétd suivante, qui fait de cette application un morphisme
du groupe &, dans le groupe Hy(C) :

Quelles que sojent o et o dans Sy, on & hyoy = fige @ by

Le noyou Ker H de ce morphisme [qui est un sous-groupe distingué de S4)
egt ensemble des o pour lesquelles b, est application identique de Py (2.
Omn établit facilement que oo noyau est formé de PMidentité ¢ € Sy et des
trois permutations suivantes :

a = (12)(34), @2 = (13)(24), oy = (14)(23).

U moyan comporte donc quatre &léments ; on sait gu'il n'existe & isomorphisme
pris que deux groupes i quatre Eéments, un et Pavtre commutatifs - I_,l'.ﬂ[ o
z.:"ﬂ ® zl,l'g;l;. Tei, e'est s second que Botre noyan est isomorphe, par exemple
parce qu'aucun des ckéments du novau n'est d'ordre 4, alors que /47 posséde
dewx sléments ayant cet ordre,

L'affaire est entendue : l'image de H, qui est Pensemble des homogra-
phies de la forme b, est un sous-groupe de He(C) lsomorphe au quotient
Ei.-"KerH , qui posséde bien 244 Eléments.

Limage de H, groupe 4 six éléments, est égalerment isomorphe & un groupe connu.
I n'existe 4 isomorphisme prés que deux groupes & six déments, Z/57 ot Sy,
L'image est isomorphe au second, par exemple parce qu'elle ne comtient aucun
Elément d'opdre 6, ou encore parce quielle n'est pas un groupe commuotatif {'one
et 'autre des ces assertions se virifie facilement). Ce groupe & six dléments est
appeld le groupe du MHrappord o nous le désignerons par 8.

O peut aussl dresser la liste des homographies qui conservent le triplet {0, a0, 1} ;
on 8 apercoit alors qu'elle est constitude de six éléments e que ce sont précisbment
les six homographics que nous avons trouvées dens U'image de H, Cela permet
diinterpréter d'une certaine manitre B comme le groupe des permutations du
Eriplet {0, o, 1} On a pour cela besoin enbre autres de la remarque suivante, dont
la vérification est facile : dewx homographies gul prennent les mémes valeurs en
trois points distincts de Py (C) sont égales,

Ainsi, on comprend mienx poarqued nous avons trowvd trois homographies d'ordre
dews et deux dordre troés © ce sont celles qui cormespondant respectivement
aux transpositions et aux permutations circulaires dans le triplet {0, 20, 1} Par

exemple, "homographic g —- ‘If I dchange 1 ot oo (ot laisse O Axe).
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Pour certaines valeurs de g, potre liste comporte moins de six éléments !
Cela se produit pour une valeur donnée de p si, ot seulement si, il exisie
deux permutations @ # o telles que b (p) = ba(g).

Il semble nécessaire de résoudre Cf = 15 équations dans € (du second
degré seulement, mais tout de méme...) En fait, h.(p) = h.-(g) a lieu si, &t
seubernent s, on a Ryt (0) = g, avec oo o' diffdrente de Pidentité.

Puisque b,.p-1 € B pour toute couple de permutations [, 0'), il nous
reste seulement & résoudre les équations de la forme h,(p) = g, de sorte
que notre pensum descend & 5 dguations, et on peut méme 'abaisser encore
un pen. Comment ¥ Voir la réponse en note (940,

Finalement, aprés réaolution de ces équations, nous retrouvons pour g les
valeurs (), oo et 1 déjd remarguées, mais aussi d'sutres éléments, dont la

liste suit :
{ —1,2,1/2, —®*/3 _g—2i/3 } .
—j T

Dang le groupe du birapport, chagque homographie permute entre eux les
éléments 0, oo et 1; chague homographie agit de méme sur le triplet
{-1.2,1/2} que I'on appelle | orbite harmonigue et également sur la paire
{—J.—jz} gue 'on appelle orlite dguibharmonique.
Cetfe décowverte de 'orbife harmonigue fustific & elle seule 'dtude faife
dans cefte section. Elle montre en effet que, si la colen! d'in birapport
|a,b,c,d] donne la valeur 2 par éxemple, on pewt e rendre harmonigues,
c'cot-d-dire dgal & =1, par une permufation convenable des compleres consi-
dérds. Par exemple, [ b a,d] =1 - [a, b c,d]| = —1, de sorte que le birap-
port [e,b,a,d]| est harmonigue,
Puisque les tmages de qualre complezes ayand wn brapport harmomigue
forment une configuration remarguable (gue nows dudierons uliérieure-
ment), cela voudrs ausst, o permulalion prés, pour le cas d'un Mmapport
fgal 4 2.
Enfin, rattachons le terme d'orbite viilisé supra & la terminobogie des actions de
Ll o
1=signons par € I'homographic identique qui est "8ément neutre de ® et posons,
pour k € B et = < Py (T,

hez=h(z).

Cela définit une loi exberne de B = Fy (D) dans By (C) qui 2 les propriéoés sui-
VAntes

YeeP(L,e2=x
Vihh 2) EB =B P(C) k- (K 2)=i(hah) -2,

HDaps notre liste des Sléments de B, la sixitme homographie est la compoaée de la
clnauldme par elle-mitme. O hebfz) = ¢ = hiz) =z lomque hahe h =Id
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Ces propridtés sont exactement celles gull fallait warifier pour affitmer que le
groups B agit (& gauche) sur Fy ().
iz g PriC), on définit le stebilisafeur de z sous cette action comme #ant la
pariie B suivante de B -
B =(heB| h-z=z},
et 'orbite B - 2 comme #tant la partie suivante de Py (C) -
Beor={h -z, onhdéerit B} .

Le stabilizateur B° d'un élément & € Py [(C) est toujours un sous-groups de B, i
est en géndral réduit & {c}, sauf précistment lomsque

z € {0,00,1,-1,2,1/2 —j, -§*} .

Pour chacun des six premiers dléments de cotte liste, e stabilisateur st un sous-
groupe i dewx &léments de B, isomorphe donc & £/97, et i trois Héments poar
chacun des deux derniers, isomorphe done & /g7,

Il est immédiat que les orbites de deux complexes sont, soit dgales, soit disfointes,
Lorsque = € Fy () ne figure pos dans la liste précédente, son orbite posséde six
aléments, Lorsgue B° posséde deux, respectivement trols, éléments, orbite de =
contient trols, pespectivemcent deus, dlétoents, Ces résultats sont conformes 4 la
formule suivante, vraie chague folz gu'un groupe & fini agit sur un ensemhble E :

Wze B Card 7 = Card{G") = Card[(7 . 2].

Voicl maintenant deux exercices, qui seront corrigés en fin de chapitre.

g, Fractions rationnelles invariantes. On appelle fonction rationnelle

sur T toute fonction quotient de deux fonctions polynomiales. Le domaine
de définition d'une fonction rationnelle @ — % ot P et ) sont deux
fonctions polynomiales, est 'ensemble des z complexes qui n'annulent pas

le démominateur € 1%,

Une fonetion rationnelle F est invarionée sous Paction de B si Fo h=F
pour toute homographie b € B, ot elle sépare les orbites si F{z) # F(z")
chaque fois que z et 2* appartiennent & deux orbites différentes de 'action
de W,

Avee cos définitions, 'exercice consiste 4 déterminer une fonetion rationnells
F invariante sous action de 8 el qui en sépare les orbites.

555 pn impose que les polyndmes P et ) soient premiers entre cux, e couple
[P, Q) devient alors unigue & un facteur maltiplicatif non nul prés. Dans ces conditions,
an pent prolonger b fonctlon rationsalle = PYQ en une fonction de Py (T dans Py ()
en pesant (=) = oo orsgque Q) = 0 ed en définissant o) comme il suit - o) = o
gi ddeg () = deg(d), floa] = 0 & deg (P < deglQ) ot, enfin, si P et  sont de méme
degrt k, c'est-dedire FX) = ap X = - 0t QA = X"+, aves agby # 0, alors
fima} = ag /by Cette difinition est cohérente malgré la non-unicité du coaple (F, Q).
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D'y a pas unicité de la réponss ; sl [ convient, toute fonction rationnelle de
la forme Ho f, o0 A est une homographie, convient anssi. Nous chercherons
done une solution aussi ¢ esthétique = que possible!

b. Orbites et corps finis. Pour traiter oot exercics, on congeille d'efectuer
asuparavant les caleuls du ¥-9.5.2 conduizant 4 la détermination des orbites
« singuliéres » de l'action de B sur Py (C), c'est-f-dire 'orbite harmonique
ef Porbite dquiharmonigue, afin de bien discerner les changements dus au
remplacement de T par un corps find,

Soit K un corps (commutatif) fini, de carsctéristique p, nombre premier de
e fuit, On sait alors que le cardinal de K est de la forme p®, otn € B*. On
peut encore adjoindre & K un symbole 2o ef définir les six homographies
constituant B en tant qu'applications de KU { 20 | dans lui-mime, puisque
les eoefficients intervenant dans la définition de celles-oi sont tous dans
l'ensemble {0, £1}.

OUmn demande de déterminer le nombre d'orbites de K L { oo } sous Paction
de B, Attention, les cas p= 2 et p = 3 sont & étudier 4 part.

08.5.3. Blrapport ot homographices

Nows énongons ef proweons une propridld fondameniale des homographies
qui est la o congervalion & du hrappord, Cela est en foi! quasimient condenu

dans fu définilion du Wrappor? que nous avens adopiée,
Considérons quatre &léments distinets a, b, ¢ et d dans Py (T, ainsl guune
homographie k. Nous avons alors lMidentité de eonservation suivante :

| h{a), hib}, Ric). hid}]| = |a, b,c,d] .

| Cela reste vrai, mais perd de son inténdl, lorague dewr de ces quatre dé-
mends (et deur sewlement) sond dpour. La vérificotion est alors immédiale
dans ce cas, |

En effet, il existe une homographie hy qui envoie a, b et o sur 0, oo et 1
respectivemnent, On sait alors que [a, b, o, d] = hy(d).

Considérons & présent 'homographie H = hy « h™1; elle envoie h{a), k{b)
et kic) sur 0, oo et 1 respectivement. Puisque | hia), hib), kic), k{d) | =
Hikid)) = hol(d), le résultat est établi,

Cetbe propriéteé posside upe réciprogue, que nous songons & présent
soit, dans Py (C), deus quadruplets d'éléments distinets, (ay, a7, 83,0q) ef
(2], 0}, a4, ay). I exiate une homographic h telle que hiay) = ap pour toul

k #, et seulement s,
[ @1, 02, 03,84 ] = [a), 05, 43,85 ] .

Vi e gui vient d'8tre &tabli, cotte condition est nécessaire,
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Réciproquement, supposons celte égalité vrade. 11 existe une homographie
by envovant ag, a; et ag respectivement sur 0, oo et 1 et une homographie
hy envovant aj, ab el af respectivement sur 0, oo ot 1. On a alors

hglay) = [a1. 3, 03,84 ] = [a], a5, a5, a5 | = hglal).

En conséquence, hglag) = hj(a}) pour tout k. de sorte que k= (hy) ™' o b}
convient,

8.5.4, Les homographies, les involutions et leurs points fixes

Grrdee au bmpport, nous allons pouvoir paramétrer o quasi-totalité des
homographies de Fy (C). Commengons par approfondir la notion de point
Jize d'une homographie,

Soit une homographie k de Py (C), associée & une matrice inversible com-

plexe M:(zz)[wj.{}ud[t que z € Py (C) est un point fire de b si
hiz) = a.
51 # 0, alors oo n'est pas point fixe de &, et 2 € C en est un 80, et seu-

lement =i, cz? + dz = az + b. Cette égquation do second degré admet donc
deux solutions distinetes cu une solution double,
Lotsque ¢ = 0, on & det (M) = ad, de sorte que ad £ 0. Un z € C est
point fixe de b si, et seulement &, az + b= dz, 5 g # d, 'homographie
(qui est une similitude directe distincte d'une translation) posséde un point
fixe = € C, mais cette fols, oo en est sussi point fixe, I o'y aura pas
d'inconvénient & considérer que i posstde deur points fixes dans Py (C).

Enfin, sl a = d ¢ 0, 'bomographie b est mantensnt s trapslation z —s

b
R dont tout élément de Py (C) eat point fixe si b = 0 (b est Pidentité),

ou dont seul oo est point fixe si b # 0. Dans oo dernier cas, nows dirons
que oo oen st poiot Gxe double,

Nous distinguerons donc denx types d'homographies : les homographies
régquli¢res qui admettent an moins deux points fixes distincts dans Py (C)
(c'est-d-dire les homographies admettant exactement deux points fixes dis-
tinets, ainsi que 'identité) ot les homographies singuliéres (ou peraboliques )

W%air ke V-5, On rappelle en particulier que A n'est définie qu'a un facteur mule
tipHeatil non mul prés, of b leclear sl invité 3 vérifier que les résuliats dnoncés ici ne
dépendent pas du choix de ce facteur,
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qui admettent un point fixe double dans Py (©) (470,

Voici un épopcd important, qui donne une relle birapport et points fxes
d'une homographie : soit & une homographic de Py (C) admettant {au
moins) deux points fives (distinets) o et /7 dans By (C). Alors, il existe
un k€ Py (014 {0, 00} 98 el que

Yre B i(C)\{a.d} | g zhiz)] =k.

MNows pourrons appeler cette valeur de k le birapport de 'bomographie h.
Toutefoiz, si on échange o et 3, k est remplacé par 17k, de sorte qoe le
birapport k ne dépend pas que de b,

Démonstration, Supposons d'abord que o # F # oo, définissons Mhomo-

graphie hg par hylz) = ;-:—::; puis 'homographie H = by o b uha’.

Puisque hglo) = 0 et que byl F) = a0, on a H(0) = ha(hla)) = holo) =0
et de méme Him) = a0, Or, une homographie qui laisse fixes 0 et oo est
de la forme 2 & Py (C) — kg, avee k € C°. On a done hglhiz)) = khg(z),
cest-dedire h)
) — I —
4 h(z) - 3 =k
pour tout z & Py (C)Y { &, 3}, et c'est bien dire que |, 3,2, h(z)| = k.

Si maintenant 7 = oc, h est de la forme z € Py (C) — kiz — &) + 0 et le
reaultat annoncd s'en déduit immédiatement.

11 est & noter que, avec ces notations, pour tout 2 € Py (C) Y {a, G, il
existe un unique ' € Py (C) tel que [0, 0,2, 2'] = k et que cela impligque
que ce @' n'est autre gque hiz). Cela montre auss que, reciproquemsent, si
on se donne a # 3 € Fy (C) et k € €7, il existe une unique bomographie b
telle que [o, 3, 2, hiz) | = k pour tout = # o et # 5.

De la formule F supra on déduit facilement que, ai denx homographies b

et h' sdmettent les donx mémes points fixes o 2 7 (Enoneés dans le méme
ordre) et mlmettent respectivement pour birapport k ot &, alors &' o h

T 0n virifie sans peine que be discriminsst do aqustion « aux points fixes » c2? 4
iz = azr 4+ b est dgal 4 (o - d‘_ln 4 4be et que oo scalnire est anssi b discriminant dua
polynime caractéristlque X% — (o 4 )X + (ad = be) de M. Ainsi, une homographie
distincte: de Mdentith st rdguliées ou singulstre sclon que « la » matrice & laquelle elle
a5t aspociée admet deus valeurs propres distinctes on uns valeur propee double. Comme
I'homographie identique esi considérbe comme rogulidre, o pouvons en dédulre que
la matrion associte & une homegraphle réguldre est dingonalisable ot que celle amoriée
i une omographis singulidre n'cst pas diagonalisable,

0w, si l'on préfére, un k& & O, quoique cetie fagon d'ictroduire B exclus moins
wxplicitement s aymbale oo
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admet ces mémes points fixes et a &'k pour birapport (49,

En particulicr, & b admet o et 7 comime points fixes ef £ comme birapport,
A=t = ko b admet les mémes points fixes, et k2 comme birapport, k<% =
h o h*** admet les mémes points fixes, et &* comme birappaort, ete.

Cas particuliers. Toujours avec les mémes notations, on voit que b est
I'identité i, et senlement =i, & = 1. Il est plus intéressant de noter que h
est une imvolution [distincte de lidentité) =, et seuloment &5, £ = =1 Ces
deux valeurs de k ne dépendent pas de 'ordre danz lequel on énonce les
points fixes.

11 est important de remarquer qu'une involution f est toujours riguliére.
Clest cladr 1 b = Id; sinon, elle est associée & une matrice inversible M =

(: 3)~ avee tr (M) = a+d = 0, voir le lemme 1 du V-8, 5i cette matrice

avait une valeur propre double X, on aurait A+ A = tr M = 0, de sorte que
A= 0: cela contreviendrait & Moversibilité de 0.
En résumé, une involution distincte de lidentité est entitrement détermi-
née par la donnée de ses deux points fixes o et 3 quel gu'en soit ordre,
on ak = -1 et l'image 2" de z (# a et #£ 3] est 'unigue élénient tel que
[, 8, 2,2'] = =18} Nous en verrons plus loin une construction ghomé-
trigue (vodr au V=8.5.8).
Flus généralement, une homographie admettant o et § comme points fixes
et k comme birapport, est d'ordre n e N*, cest-d-dive vérifie A~ = [d et
h<F=> o Id pour 1 = p < n=1 =i, et seulement =i, k est de la forme e*77/7,
ol £ et it sont premiers entre eux.
Ces conswlérations nows permedtent d'expliciter les suites récurrentss du type
zn4t = Wz ), lorsque b est une homographie régulitre. Par qm:mp]-:. déterminons
I switer (20 )qen virifiant 7 = a € Fy () doning of 2o49 i'_h. —3 Pour n 20,
Lvaspuudnwlixeadaﬁmmqg:ruphjes--h- 215_|_3=5|v|1:n':12lva|l;—l . &t 'om wérifie que
pour z # 0ot = # ~1 on a aossi A{z) F0 et # ~1, et
Az 1 =z
hiz)+1 3z+1

Ainsi, on & tout de suite 'alternative @ soit a € {0, 1} ot dans oo cas (2] st

WEn particulier, ensemble M, g des bomegraphies admettant deux points foes don-
nés est un sous-groupe commutatif de Ha(C), le groupe des homographbes de Py (C).
L'application & — &k, de H, 4 & valeur dans le groupe mubtiplicatif C* est un o
marpheme. Lo groups o o est celul des homographis @ — ks, avec b € C° - il
reprisente un bon moddle de sows-groope palsgue be valeur de & se it directement dane
l'expression de I'homographie. Cest d antant plus un modéles que nous avons &tabli que
ke mutres H o, 4 Ui sond conjuguds par le bials de "automor phisme intérieur décrit supra,
ceat-A-dire h— by o b o hT Y

FiMous disons dans oo cas qie la division [afz 2] et harmonique.
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Iy g
la suite constante {a), sob i, —1} et dans ¢ LI D ST
a sulte pomns (o), =olt a & { et mwzm,a.+l [:3} e diody
Tom thre la valeur de 2, {ains que existence d'one limite de 2, lorsque i <+ 400,

saovoir £ m ),

On pest assi savoir pour quelles waleurs de a la suite () est A valours diffé-
rentes de oo, Pulsque 'homographle z — zf{z + 1) envoie co sor 1, il suffic
d'exclure les valeurs de a poor besquelles s suite no— (1/3)"a /(o + 1) prend
la valeur 1. Alnsi, la suite (2. est & vleurs finies si, ot sculement 5, a # o0 8t
g @ [=3"/(3" = 1), 00n £ M},

Les homographies singulidres ont un autre mode de génération : =1 'homo-
graphie 4 admet oo pour point fixe unique, elle et de la forme =z —s 2+ &,
avec k¢ 0 ot # oo, of si olle admet o € C pour point fixe unique, il existe
un sealaire k € C* tel que, pour tout = # a,
1 1
h{z) - z—a

Diémonstration. Il a'y & que dans le cas d'une translation = — 2 + &,
avec k # 0 el # oo, que nous avons frouve oo comme point five double,

Supposons done que e point fixe doubls est o € O el définizssons 1'he-
mographie by par hglz) = ﬁ puls 'homographie H = hg o h cvh,;'.
Putsque hgl{a) = oo ef que Ala) = o, on voit que oo est point fixe de H.
En outre H(z} = z si, et seulement &, hih;'(z)) = hy" si, et seulement si,
h,;'{:,] = g &, et seulemont si, 2 = hgfo) = oo,

Done, oo est 'onigue point fxe de 'homographie F el cette derniére est de

In forme 2 — z 4 k, avec k £ 0 et #£ oo, On en conclut que, pour 2 # o,
1 1

h{z) — o T i-a
Réciproquement, & on so doone o € C et & £ C, il existe une unigue
homographie b telle gue hla) = a et 1/{(h{z) — &) = 1/(z - a) + k pour
z % o Cette homographie est Uidentité si k = 0 et admet & comme unigee
point fixe sinon, 50 l'on fixe o et que I'on fasse varier k dans C, Uensemble
des homographies ainsi obtenwes est-un sous-groupe commutatif de Hz(C),
isomorphe cotie fois au groupe additif ©.

L traitement des suites réourrentes assocides & des homographies singulidres est
analogue - soit 4 titre d'exemple la soite réourrente z,40 = 2zf(z + 2], awec
oy = g € F(T).

L'bomographie z +— 22/[z+ 2} admet 0 comme point fixe unique ot Pon &, pour
EE 318

+ &, comme cela g Sl annoned.

1 1 _
hiz) -0 &£—-0

Bl | o

Do, sia = 0, on f 2o = 0 powr tout 5 E M et, sinon, 172, =£+ﬂp-uurt-:-ut fy
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clegil-d-dire z, = n/{na + 1). La suite [2,} est & valeurs finies =i, et seulement si,
a#E oot a @ {=1/m,00neN},

9.5.5. Birapport, droites et cercles

Le brapport va nous permettre d'¥noncer des conditions d'alignement ou
de cocyclicilé ef nous allons refrouver les images des cercles-droiles par des
homographies.

Mous partons d'un plan affine euclidien orfienté P rapporié & un repére
orthonorme. Soit 4, B et O trois points distincts dans P, et a,b et ¢
leurs affixes dans €. Alors, ces points sont alignés si, el seulement =i,
[a,be,00] € R

En effet, ce birapport est égal & l'inverse de "_g, cCest-drdire donc &

c
(e =b)/(c— a), et ce quotient est réel =i, ot seulement =i, il existe A & R tel
que ¢ — b = Afe — a). Cette derniére égalité équivaut & BC' € Vect (AC),
clest-d-dire & l'alignement des poiots A, B et O,
5i A B, et D sont quatre points distincts dans P, d’affixes respectifs a,
b, ¢ et d, ils sont cocpeligues (3} ou alignés, =i, et seulement si, le birapport
g = a,b,edl est réel.
d—a e—a
On 95 T 0T
on a done hid) = g.
§5i o € R, alors h/d) appartient & R, qui eat une droite vectorielle de C.
Comme h{a) = 0, on & hla) € & ¢t de méme hib) € B U { 0o } puisque
hil) = cc, Enfin, ki) =1 e K.
Ainsi, h{a), hib), h(c) et hid) appartiennent & la droite complétée BU { 0o b,
de sorte que a, b, ¢ et d appartiennent & Mimage de cette droite par h=1,
image qui est done un cercle-droite, vu le ¥-9.3.
Réciproguement, s a, b, ¢ e d sont sur un méme cercle-droite ¥, leurs
images par h appartiennent au cercle-droite h({#), qui est une droite com-
plétée puisque hib) = oo € h(#), et qui est plus précisément la droite
réelbe complétée puisque hia) = 0 et hic) = 1. Ainsi, h(d) € ®; on a enfin
¢ = [a,b,e,d] = [hla). h(b), hic), h(d)] = [0,00,1.h{d}] = h(d). ce qui
achiéve lp démonstration,
Interprétons géomeiriquement cetfe condition. (Un sait, qu'un argument. mo-
dulo 752 du complexe (d = a)/{d = b) est 'angle orienté [J.':l'm':l AD) et
qu’ un argument module @ du complexe (¢ — a) /(¢ — b) est Pangle orienté
(B, AC). Un argument du birapport g est done (B0, AD) — (BC, ACY,

; désignons par & homographie 2 — [a,b,e,2];

2 pgt-Bedire situds sur un méme oerele
“Et méme maodiele 2x, mais cette précision n'est pas wtile.



282 V. Utilisation des nombres complexes en Gooméirie

c'est-d-dire encore (4, CB) — (UA, DB). Ce birapport est done réel si, et
seulement i, ((CA,CB) et {J‘iﬁﬂ} sont congrus moedulo 7, o'est-A-dire
si, ot seulement si, les points ABCO sont cocyeliques ou alignéa.
Autrement, dit, =i 'on 8¢ donne A, B, C, e lieu des points A z) tels que le
birapport [a, b, c, z| soit réel est lo cercle-droite passant par A, B, . Quel
est en revanche le lien des points M(z) tels que le birapport |a, b, e, x] soit
de module 17 Cotte condition Squivaul &

r—a

=0

_|e—a

_IJr.'-b

MA E Le lieu clerché est done le cercle-droite 4" APoOL-

est-dedire & VB - CB

4
LONIUS lien des points M tels que MA/ME = & avec k = CA/CB (e
cercle-droite est une droite, en Poccurrence la médiatrice de AB, lorsque
k=1, c'est--dire lorsque O est lui-méme sur cette médiatrice). Ce corcle

droite sera nobé o 4 ge au paragraphe suivant,

Exercice. 8'inspirer de ce qui précéde pour retrouver oe cercle-droite comme
image d'un cefele par une certaine homographie.

Dans les dewr paragmphes qui sutvend, nous éludions deur configurabions
inbdressanfes fgaues de lo notion de birappert

9.5.6. Lea quadrangles harmonigues

Aver les notations du paragraphe précédent, nous dirons gu'un quadrangle,
ou guadruplel, (A, B, T, I formé de quatre points distinets est hormonique
g le birappaort de leurs affixes [a, b, ¢ d] est égal & — 1. Par extension et pour
alléger nos énomeés, nous appliquerons au quadroplet {a.b, o, d} la méme
terminologie qu'an quadrangle (4, B, O, D).

Du ¥-8.5.2 découle que 'on conserve I'harmonie d'un quadruplet en en

permutant les deux premiors ef fou les deux derniers éléments, ou bien en
en permutant le premier avec le troksitme et le deuxitme ot le quatritme,

51 le quadruplet (A, B, T, D} est harmonique, nous dirons que O et I sont
conjugués (sous-entendu harmoniguement ) par rapport & 4 et B, ou que D
est le conjupué (harmonigque) de O par rapport 4 4 et B,

§i quadruples (A, B, C, I’} est harmonique, ces qualre points sont cocy-
cliques ou alignés, puisque. a fortiori, le hirapport [a, b, e d] est réel. Le
cas de gquatre points alignds est dvoqué au I1-2.7 ef présente moins d'intérét
dans le cadre actue] ; nous 'écarterons done.
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Supposong done nos quatre points sur un cercle T, et observons la figure
ci-contre. Mous allons justifier les pro-
prietés que oo ¥ trouve, lorsgque le que-
drangle A, B, T, D est harmonigue.
Considérons 'involution k de Py (C), de
points fixes o et b, voir le V=9,.5.4. Du
fait que [a. b c,d] = —1. on a hic) = d.
Or, eette mvolution stabilise le cercle I ;
en effet, trois points [an moins) de [ ont
leur image dans I' ; on & bien hia) = a,
hib) = bet hle) = d Vu le V5.4, toute
involution stabilisant le cercle I est une
involution de Frécmer (53],

Puisque a et b sont fixés par k, le centre
de linvolution appartient saux tangentes
en A et B au cercle @ ¢'est done e point M de la figure (Sveobuellement &
I'infini. &1 les pointe A et B sont diamétralement opposés) et on a Paligne-
ment des points M, O et D, voir le V-5.4.

Puisque e quadrangle CDAER est ausst harmonigque, oo & sussi Ialipnement
des polnta MY, A et B, of M’ est le point d'intersection des tangentes en
et em L)

Cela fournit en particulier une construction géométrigue du point O com-
plétant A, B ot O en un quadrangle harmonique : si les points 4, B, O oot
alignés, la construction est décrite ay T1-2.7 eb pous supposons done ces
trois points non alignés.

Construisons alors le cercle " circonserit & ABC; le point I est le point
o la drodte MO recoupe [, M &ant le point d'iotersection des tangentes
en A eloen B ag cercle.

MNous n'avons pas encore exploitd une autre propridté du birapport harmo-
nique : certes, il est téel, mais il est aussi de module 1. Au V-0.5.5, nous
avond établi que 'enscmble des M{z) tels que [a, b, e, 2] soit de module 1
eat le eercle-droite d’ APOLLONIUS que nous avens nobé o 4 ge. Cela montre
done que D € & 450

Puisque pows savons construire le point D, nous en déduisons une congiruc-
thon du cercle-droite oo 4 g | 5 cest un cercle, il est centré sur la médiatrice
de 70, ains que sur la droite AR, voir an V-8.3. Or, puisque les tangentes
i en C et [F ge coupent en MY, co point est dguidistant de O et de D,
done sur la médiatrice de C0, et il est aussi sur AF : le centre de o 450
est done MY, et op cercle est alors entidérement connu puisque nous savons

14 wrai dire, nous Uavans #tabll powr Ie eorche unité, mais c'est bien sir valahle por
tout cercle de rayon = ).
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pussi qu'il passe par 54,
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Lorsque o 4 pe est un cercle, cette figure est riche d'enseignements, Nous
savons en effet que les tangentes & " en O et I ze coupent en M : les
engles M'CMY et MDA " ool M"Y est le centre de I, sont droits. Cela
signifie que les cercles I et . 4o sont orthogonaur, c'est-f-dire qu'ils se
coupent. & angle droit,

Le cercle of g pe coupe la droite AR en deux points, P et O, On a dooe
PA/PIR = QA/QE = CA/CB, Ainsi,

g& FA_
a5 F5

de sorte que la division AFPQ est harmonique.
Comme OF LG, puisque PO est un dismétre du cercle o 4 g, onoen dé-

e cercle—draite est une droite orsgque O est sur ba médiatrics de A5; = peint 18y
trouve alors sessl, et of 4 po est alors cette médiatrics,
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duit que A et C8 ont pour bissectrices CF et C'Q 1) : voir au TV -2.3.2.

Appelons K et 5 les points ob les droites {orthogonales) CF et O re-
coupent respectivement le cerele I ces polnts sont diamétralement oppo-
afs aur oe cercle et done alignés avee M™; nous allons établir qu'ils sont
ausai alignés avec M.

En cffet, puisque CF est une bissectrice de (CA,CH), les angles inscrits
qummt.ﬁﬂ.ﬁm&gaux,ntdrmnleﬂang]maucemre
AM7E et SMYD sont aussi égaux. Done, B est effectivement sur la média-

trice de AB, et il en est de méme de S, On a done alignement M MRS,
Pour la méme raison, on & également les alignements PCR et PINS.

Mouws avons appelé k Minvolution de points fxes o ef b; considérons sussih’,
I'involution de points fAxes ¢ ef o ; puisque 'on a [e,d,a,b] = —1, on a
k'(a) = bet h'(b) = a. Puisque hic) =det que hid) =c,ona h o h'{a) = b,
hob'by=a hohic)=deth o h'(d) ==

L'homographie (A o & )** a donc quatre points fxes - a, b, c et d. Clest
done I'identité, de sorte que A" = h o h' est aussi une involution (%8),
distincte de & et de &', Elle a done deux points fices @ et f, distincts de a,
b, oot d

Puisgque k"(a) = b, on a donc [e, f,a, b] = —1, et de méme [e, f,od]| = <1.
Mous avons done obtenu trois paires, (a,8), (od) et (e, [} deax & deax
conjuguées harmonigques : on dit que le sextongle, ou sextuple, (a, b, e, d, e. f)
est harmonigue.

En d'autres termes, tout quadrangle harmonigue {a, b, c,d) « s'élend » en
un sextangle harmonique (o, b e, d, e, F). Celle « extension = est unigue : 8i
(a,b,c,d, e, f') en est une autre, aloa (¢, f') = (e, f), & l'ordre prés,

En effet, si A" est I'involution de points fixes ¢ ot [, alors A"{a) = &,
h'™(b) = a, puisque [, [ a,b] = =1 et de méme A" (c) = d et W"(d) =,
d'od suit gue A" = A"

Appelons £ et F les images des complexezs E et F et voyons comment

les construire. De l'sgplité [a,b.e, f] = ~1 suit que A, B, E, ot F sont
cocycliques (on alignés), et de méme pour les points O, [, E ef F.

Hela fournlt au pRRsAEe un aurre mode de conatruction du cercle d* AroLvomius @ s
blasectrices de (C'A, CB) recoupent la drodie AR en des points P ot Q, diamétralement
opposés surt Jo cercle cherche.

MMatons que lorsqies dese nwolutlons b eo ' sont telles que & o &' est encare une
inwolution, alors ells commutent, En effer, k o &' est son propee Inverse, mals admat
sussi &' o b pour inverse : oia € deux @ inverses coineident done,
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Il suffit done de saveir construire les cercles-droites contenant ces deux
quadrangles.

Observone la figure. 5i 4 et B ne sont pas diamétralement opposés sur T,
les tangentes en ces points se coupent en M. Comme les cercles-droites
ABCD et ABEF sont orthogonaux, ces deux droites sont les normales en
A et B au cercle-droite ABEF ; done, ABEF est un cercle et M en ost
le centre, de sorte que 'on pout construire ee corcle grice & son centre of
au point A par exemple, Le méme principe s"applique & la construetion du
cercle-drodte CDEF, lorsque O et D ne sont pas diamétralement opposés
sur . Dans ce cas, les cerclis ABEF ot CDEF sont sécants en F el F
(n'importe lequel des deux points d'intersection est alors E,

Mous ohservons aussi le concours des droites AB, CD et EF ¢n un point 11,
DMaprés une définition qui apparaitrae au paragraphe VI1=-2.3, ce point 12
n'est autre que le condre radicel des cercles ABCD, ABEF et CDEF,

81 par exemple A et B sont diamétralement opposés sur [, mais non pas O
et [ la construction précédente s'applique pour le cercle-droite CDEF,
qui est un cercle, mais ABEF est une droite ; clest done la droite AR,
qui est un diameétre du cercle CDEF puisqu’elle passe par son centre, Les



89, Homographies, conformité et birapport 25T

polnte E et Fosont alors dismétralement opposss sur le cercle CDEF.

Eufin, 5i 4 et 8 d'une part, ' et D d'autre part, sont diamétralement
opposés sur I, alors ABEF est la draite AB et O DEF est la droite D,
Ces deux droites s coupent au centre MY du cercle I, ainsi qu'au point oo,
En outre, le quadrilatére ABCD est un carré, puisque les diamétres AH et
I sont des cercles-droites orthogonau,

Trop siimple, cotte situation ne mérite pas une figure, mais elle est & Lo base
dun joli exercice proposé par Rached MNEIMNE, exercice qui sera corrigé
e fin de chapitre.

Exercice. Sous-groupes de H;[(C) formés dinvolutions. Soit & un
groupe multiplicatif; on dit qu'un sous-groupe & est un 2-sous-groupe si
l'on a 2 = 1z pour tont = € H. On dit d'une homographie involutive de
B, (C) qu'elle est une involution prepre & elle est différente de 'identite,

1. Soit h et h' deux involutions propres distinctes, de points fixes respec-
tifts {a, b} et {c, d}. Montrer que b et b’ commutent si, et seulement si,
[a,b,c,d] = ~1. Vérifier que, dans ce cas, &' o h est une involution propre.

2. Soit H un 2-sous-groupe de Ha(C) ; montrer que H est commutatif. En
déduire gue H ne peut avoir que 1, 2 ou 4 déments, puis décrire tous les
sous-groupes i vérifiant cette proprideé.

On désigne par o 'application de Py () dans Py (C) définie par o(z) =
ai £ € C ot o 0o ) = oo, On dit qu'une application de Py (C) dans lui-méme
est une andihomographie sl elle est de la forme ho o, b b & Hp(C).

3. Montrer que l'ensemble Mob formé de toutes les homographies ot de
toutes les antihomographies de By (C) est un sous-groupe du groupe des
bijectiona de Py (C) dans lui-mime, | On Uappelle le groupe de Mabius de
la droife projective compleze Py (C). |
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4. Verifier que le sextangle (0, 00,1, =1, 1, =1) est harmonique et que les trois
couples qui le constituent sont les points fixes respectifs des homographies

1 1
hy @ 20— —2, hg::-—r? hy @ 20— ——,

hd

Vérifier que H = {hy = Id, ky, e, ha} o8t un Z-sous-groupe de Ha(C) iso-
morphe 4 {El.fﬂja et que "ensemhle

H'={hoo ot0gig3et0gj}

est un Z-sous-groupe de Mib isomorphe & [le.rﬂ}:‘_

Le sextangle harmonique Sy={0,20,1,~1.1,—i} de cet exercice est en queljue
sorbe un modéle parmi les sextangles harmoniques @ 81 8§ = {a, b o,d, e, [
est un sextangle harmonigue, il existe une homographie b qui envoie respec-
tivement les éléments de 5 sur ceux de 5, & Vexception des deux derniers
qui peuvent, &ire permmtis.

En effet, soit b 'homographie gui envoie a, b ot ¢ sur 0, oo et 1. Aloss,
elle envoie o sur le birapport [a,b, ¢, d], c'est-d-dire h{d) = —1 puoisgue
[, b, e, d) est un guadrangle harmonigne. Comme k respecte le birapport,
les quadrangles (0,00, k{e), ([} et {1, -1, h(e), k{f1] sont harmoniques.,
O, nous avons #tabll qu'un quadrangle harmonique s"#tend de fagon unigue
en un sextangle harmonigue; on a donc, & l'ordre prés, {hic) h{f]} =
{i, —i}.

9.5.T. Harmonie, formes gquadratiques et trace

Ce paragraphe plus abstrail peuwt étre véservd 4 une seconde lechure, Nows
ahordons ici un aspect plus projectif de Py (C) ef interprétons les qua-
drangles hormonigues & Unide de relafions sur les formes quadrabiques.

Une autre fagon de voir By (T est de le considérer comme 'ensemble des
droites (vectorielles) du C-espace vectoriel C%. Plus précisément, si l'on
choigit pour une droite de ©* un vecteur directeur » = (o, B, il Iui eorres
pond le complexe = = a/bsi b # 0157 ot le symbole oo lorsque b = 0. Nous
appellerons 7 la bijection de 'ensemble des droites de CF sur ¥y (C) ainsi
définie.

Les notions fondamentales de oo chapitre trouwvent toutes une interpréta-
tion classique grace 4 cette fagon d'appréhender By (C) @ une étude exhapgs-
tive est & trouver dans I'ouvrage d’ARNAUDIES et BERTIN, [2], ou celui de
MuEinnE, [18], cités en hibliographie.

ST g e dbgeemel pas du choix du vecteur direeteur, unigue & moltiplication pris
par un scalaire coamplexe non nual.
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Revenons néanmoins sur la notion d'homographie. A une matrice inversible
complexe W = (E 3) on associe naturellement Psomorphisme linéaire f
de CF défini par X — MX. 51 D est une droite vectorielle de C2, alors
S en eat une anasi et Pon (re)définit homographie b de Py (C) associée
& M par hiz) = (f(x~(2)}) pour z € P1 (C).

Cela reconpe notre définition habituelle : si z # oo, il est image par = de
la droite £ = Vect (2. 1) dont 'image par f est la droite

Y=Vect{oz+bx lez+d=1).

D bara, h(z) = x( V') est le nombre complece (az+b) /(cz4d) s cz+d # 0,
et oo sinon.

Au contraire, sl 2 = oo, il est 'image par 7 de la droite D = Vet (1,0) dont
['image par [ eat la deoite IF = Vect (ax1+bx0, 0% 14d x0) = Vect (a,c).
Om & bien b oo ) = afe, 8i ¢ # 0, et 20 sinon.

Cette définition a U'énorme avantoge de ne pas obliger 4 considérer d part
le cas de oo dans les calenls; en oufre, elle expligue tout de suite [ef de
maniére plus instructive que le calewd) pourguotd K o b est associde & MM
lorsque h est associde & M el b7 a MY,

Elle fait également mieux le lien entre points fixes d'une homographie k et
valeurs propres de la matrice M & lagquelle elle est associde. Dire en effet
que 2 = 70V est fixe par h revieot & dire que (DY) = D), sutrement dit
que 7 est une droite stable par f158),

Cela étant, & une matrice symétrique complexe § = (: g) on peut associer

la forme quadratique g définie sur C? ot & valeurs dans C par

2 =(z),z) — q(Z) = az] + 2bn ;g + 2 ,
dont la forme polaire ¢ est définie sur T x C* par
Z=(n,m) 2 =2 — pl(Z,2') = anz) + blzzh 4 2l2) + ez,
Si det 8 # 0, le trindme az{ + 2bzyz3 + cz} a un discriminant non nul, de
sorte qu'il se factorise sous la forme (o + Sz )ofz + 3 2), les vecteurs
(er, @) et [of, 3') étant non colinéalres dans CF. 11 s"ensuit que g~ '({0}) est

la réunion des deux drites (vectorielles) Iy et Di d'éguations respectives
a2y 4 Fizp = 0 et apzy + Gy =10

Maintenant, & ces denx droites, on associe § = {04} et (& = #{ D) ; nous
dirons que la paire ({;, {z) est la projection de ¢~ '({0}) dans Py {C). Nous

BBER I'on sait qu'nne droite et stable par § si, ot seulement s, s vecteurs directeurs
somt des vecteurs propres de f.
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avons ainsl défini une application de 'ensemble des matrices symétriques
inversibles complexes d'ordre 2 dans PVensemble 3 des paives de poiots
(distincts) de Py (C) 199,

Inversement, soit ) # {3 dans Py (C); soit les donx droites [ ot [y dont
les images par 7 sont Oy of O Par exemiple, sty ¢ oo, on e Dy = Veet [, 1)
et Dy = Vet (1,0) sinon. La droite [y a alors pour équation #1(2;, 23) = 0,
oi1 2y, 230 = 2y — {23 dans le premier cas et fz, 23] = 25 dans le second.
O définit de méme une équation £z, 23) = 0 pour Dy,

I est alors imemédial que g = £ = Ff2 st une forme quadratique (Don
déginérée) sur CF et que g~ ({0}) = [, U Dy. Bien siir, g n'est définie qu'a
un scalaire multiplicatif non nul prés, du fait de o non-unicité des équations
de [ et de s, La matrice § de g relativemnent & la base canonique de ©2
egt inversible, et elle anssi définie & un scalaire multiplicatif non nul prés.
Woici o résultst essentiel de eo paragraphe, gui met en relation cos défing-
tions aves la notion de quadrangle harmonique : soit 5 et 5 deunr matrices
symetrigues inversibles complezes d'ordre 2, g et g° les formes quadratigues
qui leur sont assocides ef soif enfin ($, &) et ((F,CL) les paires de poinis
de Py (C) obtenues par projection de g~ '({0}) e de g’ ' ({O}).

Les asserfions sutvandes sond alors dquivalendes,

1. Le quadrangle ($y, (2, C1.C3) est harmondgue.

£ Il existe une base de du plan vectoriel C* gqui seil orthogonale pour '
et isotrope pour g [0,

3. Le matrice §'5" est de trace mulle,

fab ¢ fa'l T
En effet, supposons que § = | . ) et 8 = | o o ), avec ac D

et a'd — ¥° £ 0, de sorte que g(Z) = azf 4 2bzyzz 4+ exd ot of(2) =
a'zl 4 22y 23 + 23, Supposons par exemple que a # 0, le cas contraire s
traibant de fagon plus simple, d aillewrs.

L'ensemble g~ ({0}) eat la réunion de deux droites £y et [ ; ainsi, la seule
fagon de construire une base (Z;, Z2) de C? formée de vecteurs annulant g
est de choisir, & Uoedre prés, £, # 0 Iy of S #0€ Da.

D lors, 'assertion 3 équivant & '(2), Z2) = 0. 51 I'on détaille les compo-
santes canoniques de &, et &5 1 &y = [z, ) € C* ot &y = (zg,10) © C2,

Wle clne isotrope de g, c'est-dedire g~ {0}, est une 4« conique s projective de Fy (C],
le mot comigue étant entre guillemets non pas parce que le corps de base est ©) mais
parce g Py (C) est de dimension 1. 8@ & =t inversible, g est non dégénérée el cotte
conbque projective est une paire de points. 5i det 5 = 0, elle < dégénédre » en un point
dogble TI e faut pas sétonner qu'one conique soit =i pagyre en points : la raison en est
apcore que Uesproe projectil Py (00 n'est gue de dimension 11

st fedire une base dont bes vecteurs sont orthogoneux wis-d-vis de la forme polaire
' de g ot annulent g.
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la condition ' £;. £2) = 0 éguivaut &
a'mxy + bz + wx) + o = 0.

Or, le vecteur (1,0) n’annule pas g puisque a # 0; c'est dire que yiyp # 0
et que notre condition dquivaut &
o' T1 I —b‘(ﬂ + ﬂ) +c=0.
I a o ¥z
Mais, les relations entre coefficients ef racines de 'éguation g(Z) = 0
donnent
Ty I € Iy 3 b

m= gt —4 ===
i w2 i I Ma

Finalement, la condition cherchée est a'cfa = 26h/a + o' = (), s0it encore

ac’ — 2" +a'e=0.

ac’ = 28 4 ac'
ac — b

Megquivalence des assertions 2 el 3 au cas of o # 0. La méme formile

s'obtient dans le cas contraire,

Montrons maintenant que les assertions 1 el 3 sonl Squivalentes. Supposons
gque oo’ ¥ 0, oo gqui est encore une fois Je cas 4 la fois le plus ginéral
el le maoins trixial. Nous devons trouver une condition nécessaire el suffi-
santepour que le quadrangle (. Cx, ¢}, () soit harmonique.

Drabord, cela dquivaut & la condition & -

(G2 — QG ~ @) + (G — GG —G) =0,

En effet, si [{y.¢z, ], 4] = —1, il suffit de réduire an méme dénominateur ;
réciproquement, si % est vraie, on a { # {3 , car, sinon, {3 = £y, b cela
implique que § est non inversible, ou § = (7, ot cela implique que §° est non
inversible, De méme, ¥ implique ) # O et la réciproque est immédiate,

En développant %, on voit qu'elle équivaut & son tour &
BiGala+ (1G2) — (G + GG + &) =0,

e'esl-fedire & 2(cfa + ¢ fa') — 4 faa' = 0, c'est-a-dire enfin 4 ac’ + en” —
2t = 0, eqfd.

Un caleul trivial montre que {55~ = + oe qui #ablit

L formee o gl & deux matrices symétriques complexes § = (g 2) el 5 =

(g: 5 ) associe oo’ +oa’ =20 est bilindaire et eymétrique. La symétrie peut

paraitre surprensnte su vu des conditions 2 et 3 qui sont dissymétriques,
mads elle = comprend mieux vu la condition dguivelente ¥ qul, elle, est
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tout & fait symétrigue - le quadrangle (£, &, &, G est harmonique s, et
seulement si, le quadrangle ({, {5, ¢, Ga) est harmonique!

BiS= (:: dbjgalmuu'l[S.S:l = 2ac—b*) = 2det (5] ; cela montre que /2
est la forme polaive de la forme quadratigue qui & 5 sssocie son déterminant,
Cela n'est pas non plus une surprise - ke terme ac’ + ca’ — 266 provient,
dans les calenls supra, de expression tr{$'5~!) lorsque S est inversible.

=

Or, 57! = %{SJ’ ol S est la transposée de |l comatrice de S, savoir
§= (_ﬂb ‘ﬂ") de sorte que ¥(S, ) = tx(5'5).

Ainsi, 9(5, §) = tr(S5) = tr(det (§) = Idg) = 2det ().

Ces considérations nous permettent de préciser guelques-unes des proprifida
penérales des guodrmngles harmoniques,

Dans ce qui suit, nous dirons de deux matrices symétriques complexes §
et 5 qu'elles sont confugudes sl (S, 57} = 0%,

Pour commencer, il ne peut pas ¥ avoir plus de trols couples dans Py (C) qui
forment deux & deux des gquadrangles harmonigues {autrement dit, il n'y a
pas d'espoir de définir des octangles harmoniques). Cela revient & démon-
trer que, si des matrices symétriques 5y, 5y, ..., 5 inversibles complexes
dordre 2 sont deux & deux conjugudes, alors k= 3. 7

En effet, il suffit de montrer que la famille {8y, 8;,...,5:) est libre dans
I'espace vectorie] complexe S3(C) des matrices symétrigues complexes d'or-
dre 2, espace vectoriel dont la dimension est 3.

k k

Or,si ¥ A8, =0, avec Ay, ..., M) € C¥, alors on a aussi 3 4,5, 5,=0

r=1 p=1
pour tout g € { 1,....k}. Prendre | trace des deux membres de cette égalite
donne alors 24, = 0, el ce pour tout . La famille est donc bien libre, et
I'on a k £ dim&y(C).
Ensuite, il nexiste pas de sextuple harmonigue formé d'éléments dans
KU { oo }. Nous avons déjé rencontré un sexctuple formé de quatre éléments
dans B U { o }, mais aussi de deux éléments non réels : (0,00,1, 1,1, —i).
Cleatl done le maximum réalisable de réels,

En effet, soit une paire (£;, £2) d'éléments distinets de B ; on 'obtient par
projection de g~ '({0}), o g(Z) = (51 — L122) (2 — Ex23), forme quadra-

B Mas dirons cela afin de pe pas créer d'ambiguitts : normabement, i fallait pasler
d*drthogonalitd par rapport & o, Cela #ani, la notion préexistante d'orthogoaalité poar
une matrios repdait oo choix discutable
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tique de matrice %(—EJE— £ _:E%,Ef?) qui st réelle et de déterminant
2
atrictement négatif; plus précisément det (§) = —@-

Il en va de mime d'une paire (£, 20), obtenue & partir de la forme quadra-
tique gl Z) = (z; = £ z3)22, de matrice %(E _125) p elle aussi de détermi-
nank stricternent. négatif.

L'exigtence d'un sextuple harmonique dans RU{ oo | entrainerait existence
dune famille libre & = (5, 55, 5) de matrices symétrigues réelles deus
& deux conjuguées et de déterminant < () et 4 serait une base de &g(R).
Or, Iy restriction ¥y de la forme bilindaire ¥/ & S5(R) est de signature (1, 2],
puisque I'on & la décomposition en carnés

(a+c)® (a-c)?
Jac — 2 = PR — 2%,

En outre, la matrice de cette restriction par rapport § la base 58 serait

2det (S5)) 0 0
M= ( 0 2det{5s) 0 ) .

0 0 2 dati8q)

Ainst, la signature de dy serait (0,3), ce qui est contradictoire.

Enfin, nous avons va que tout quadruple harmonigque s'étend de fagon
unique en un sextuple hermonique. Cela signifie que toute paire (5, 52)
de matrices inversibles conjuguées dans &y(C) peut étre complétée en une
base de cot espace formée de matrices inversibles deux & deux conjugnées,
et oo de maniére unique & un coefficient multiplicatif non oul prés.

Aver ces notations, posons
Voo Vect(5),8) et Vo= {5e &:C) VEeV, ¢E, 5 =0}.

L'orthogenal ¥ de V' relativement & o est un sous-espace vectoriel de
&y(C); il est trivial que o est une forme bilinéaire non dégénérée, de sorte
que dimb* =3 —diml = 1.

En outre, une matrice 5y réalizant la complétion désirée doit étre inversible
et dans V7,

Commengons par démoatrer que V@ V" = G2(C), Vu la valeur des dimen-
aions de ces sous-espaces, il suffit de montrer que V' 1 V' = {0}, Or, c'est
be cas, car la matrice de la restriction vy relativement & la base (5, 52)

de V est la matrice inversible (2‘1‘5‘“':5’3' ) def'{ Sﬂ).

Le choix de 53 non nulle dans la droite vectorielle 1 est unique, & un coef-
ficient multiplicatif (non nul) peés, I reste & vérfer guiune telle matrice 53
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est foredment inversible. Or, 3 = (5, 52, 52) o8t une base de S3(C) ot la
matrice de ¢ par rapport & S8 est

2det(S,) 0 0
M= ( L Edﬂt{-ﬁ':::l 1] ) .

0 0 2 det(Ss)

Comme i est pob dégénérée, cetic matoee est ioversible ef 'on a bien
det{ 53] # 0.

9.5.8. Les quadrangles équiharmoniques

En gardant le méme principe de notations, nous dirons quun quadrangle,
ou gieadrupled, (A, B, T, M) formd de quatre points distincts est dquiharano-
nigue 8i le birapport des affixes [a, b, c,d] appartient & { —j. —j* }.

Mous avons un premier modéle de quadrangle squibarmonique ; rappelons
fue nous supposons donnd P, plan affioe euclidien orientd rapportd & un
repére orthonormé direct 88 = (04, §), que nous I'dentifions & T et que
oS complétons P par un symibole oo que nous cobsidérons comme Uimage
du symbole 0o de By [T

Mous énongons done @ un friangle ABC el dpudaterad &, of geulement s,
be quadrangle (A, B, U, 00) est dquiharmonigque.

En effet, [a,b,c, 20| = 2%: Alors, ot birapport vaut —j° s, et seulement
gi, ¢ — b+ j*{e —a) = 0, ce qui équivant & a + jb + i*e = 0. De méme, ce
birapport vaut —j s, et senlement si, a + b+ jo = 0 et oos deux égalités
caractérizent respectivement les triangles dquilatéraux directs et indirects,
viodr b V-8.1,

Soit maintenant trois points distincts du plan euclidien P, d'affixes a, b
et o, 8 le triangle ABC n'est pas équilatéral, il existe dews points M
et M’ 4 distance finie dont les affives m et m" vérifient [a,b,c,m] = —j
et [o,b,c,m'| = —§ : en effet, V'application qui 4 z € By () associe
|a,be, z] € Py (C) est une homographie, et donc une bijection de Py (C)
sur lni-méme. Sachant cela, m et m' sont les antécédents de —j et de —j°
par cette homographie, et ces antéobdents sont distinets de oo,
Les points M et M’ sont de vieilles connaissances ;| nous avons vu guune
permutation des lettres (o, b, em) conserve le bivapport dquilarmonique
[a, b e, m| ou le remplace par =%, En particulier, les complexes [a, b e, m],
boe,n,m) et [eoa,b,m] sont tous les trois de module 1. De cela suivent les
relations entre distances

MA  CA MB  AB MC  BC

MB CE' MC~ ACT MA~ BA
Le poiot M* vénfic bien entendu des relations analogues.
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Or, au V-8.3, nous avons montré qu'elles caractérizent les centres isody-
namiques du triangle : ce sont done les points M et M7

Dans ce méme parsgraphe, nous evons signalé que O est un centre isody-
namique du trisngle ABM ; cest, |4 encore, une conséquence de action
sur les birapports &quibarmoniques d'une permutation des variables,

Si le triangle ABC est équilatéral, nous avons établi également qu'un des
centres isodynamigques est le point oo, I'autre étant le centre du triangle.
Motre introduction du point oo permet done un énoncé qui ne mette pas &
part les triapgles équilatéraus,

Remarqgue. Vu les relations ( Iso ), les centres isodynamiques M et A
(méme & I'infini), sont les points d'intersection des trois cercles-droites
d"APOLLONIUE o g g, o gog ot g définis au V-0.5.6. 1l suffit de
savodr en construire deux sur les trois, et nous avons vuo dans ce paragraphe
comment en obtenir une construction ghométriguoe.

8.5.9. Formule des six birapports et applications

Soit buit eléments distincts a, b, e, d, 8 w00 dans Py (C); on & aloms le
résultat dtonnant subvant, attribué par MicHELE AUDiN & Daniel PERRIN :

[abv,wi[bet,w][eauw]tued[uvad|eebd=1.

Une fois cette formule écrite, on peut en é&largir sensiblement les hypo-
theses - il m.}lﬁt. de supposer en effet que les dléments constitulif des six
birapports sont distincts. Cela autorise les égalitds £ = o, u = b, v = ¢
et/ou = 4.

Chuant 4 la démonstration, elle g'obtient par simple écriture du produit. Si

par exemple les it ééments sont # oo, le membre de gauche de |a formule
wst

[w —a){w = B)(a — &}t = cj{w — e){u ~ a){d = thc = u){d = u}a = v){d — vI{h— 1)
o — 8w = @ — )€ — B){w — a)(oe ~ e} — w)ie — E)id — whia — whid — E)(b— 1)
Ainsi, cotte expression vaut 15 = (1) aprés simplification.

Le principe utile pour la suite est le suivant : s cing de ces birapports
somt réels, le sixéme 'est aussi, et cela peut nous permettre de déduire
un résultat de cocyclicité aprés virification de cing autres cocyclicités, De
méme, & cing de cos birapports sont de module 1, le sixiéme est anssi,

Voici une premitre application tonitruante %2 - la droite de Smason.
Soit un vrai triangle ASC du plan P, et M € {A, B, C) situé dans ce plan.
On appelle My, Mg et Mg les projetés orthogonamx de M sur les cfités
BC.CA et AR Montrer que ces {rols points sont alignés si, et seulement

B30 dais qui n'ess pas ung SBOOUVERT DOUF HOGS,
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s, M appartient au cercle circonscrit & ABC.

Appelons a, b, e, m, o, 3,5 les affixes des points A, B, C, M, My, Mg et Mg,
Les points Mg et Mo appartiennent au cercle de diamétre AM puisque
les angles ﬂ!’?i &t A_EE_J‘TJ sonl droits. Mous en déduisons que le birap-
port [a,m, 3, 7| est réel. 11 en va de méme des birapports [bom,y,a] et
[ e, m, o, F], ainsi que de tous ceux que l'on obtient par une permutation
imberne & 'un de ces birapports.

En vutre, l'alignement de Mg, Mg et M- équivaut & la réalité du birap-
port [a, @, 4, 00] et Pappartenance de M au cercle ABC & la réalité du
hirapport |a, b, e, m|. 11 s'agit tout simplement d'ordonner convenablement
noe sept affives, ainsi que oo, pour utiliser au mieux notre formule. Llordre
privisible abormo 3y oo qui respecte la symétrie des roles respectifs des
points 4, B, O et des points M4, Mg, Mo ... échous |

En revanche, |'ordre mélangd a by ooo Jem donne le régultat attendy @ on
a en effet

[a b com | (b, om0, 0,m) (a3 9.0 [fca0o]|eoboe]=1
Parmi ces six birapports, le deuxiéme et le trosiéme sont réels, nous sa-
vons pourgquod ; le cloguitme eb e sixdome ke sonb parce que oous avons bes
alignements Ml A et OM 4 B. Done, le quatritme est réel s, et seulement
s, le premier 1'estl.

Woicd & présent un second exemple ; ke théoréme des quatre cercles cir-
CONSCTits.
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Exercice. Des cercles circonscrits concourants. Soit un vrai triangle
ABC du plan P, et A", B, dea poinls choisis sur b oités respectifs
BCCA et AR, mats distincts de A, B et ©. Les cercles circonscrits &
AB'C" ot A'BCY ge coupent en C° el en un point M. Montrer que M
appartient aussi au cercle circonscrit & A'B'C, et que M appartient an
cercle circonscrit & ABC si, et seulement si, A", B et O sont alignés.

Vous connaisses la régle du jou; & vous de jouer. La solution est en fin de
chapitre.

10. Corrigé des exercices

10.1. Les exercices du paragraphe % -4
Liexercice V-d.a

O suppose par exemple que le cercle T est de rayon 1 et centré & I'origine.
ax a4 e)=bola+ n]_ . c_ll[::b + ac = 2he)

On a done o P i - Introdui-
sonik les fonctions symédtrigues édmentaires 0p = a+ b+ e, 03 = e+ ca+ab
ef my = abe; on a done encore o' = aary — ey et aussl

ot — be

17141 l 2
S TG+ ) &) cvb-2 sa-a
- 1 _ 1 T obe—at g be

2 e

.~
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On obtient ¥, & et leurs conjuguds par permutation circulaire sur a, b et o
La condition d'alignement éguivaut 4 la nullité du déterminant suivant :

iy — drg b — 3oy cog = Sog
::Ilﬁ—lﬂ'] Hb—ﬂ'. ﬁ-ﬂ—ﬂ]
a? — be b = ca & — ab

Soustrayons la premiére colonne aux denx autres; on a encore

A=

iy — Jay oy &
Awmib=gllc—a)| Ja-m 3 3 a.

a® —be bta+ec e+ra+b
Cofd.
Liexercice V-4d.b

Supposons que le cercle circonscrit an triangle {(oabe) soit le cercle-univé. Les
symétriques de m ont alors pour alfives par rapport anx droites (be), (ea)
et (ab) respectivement b+ ¢ — bem, € + 0 — cam et a + b — abm. Ces troks
points sont alignés =i, et seulement s, le déterminant qui suit est nul @

1 1 1
=|b+e—bem cta—eam a+b—ab |
b+c—bom c4a—com a+b- abm
Or, en développant A avec la régle de SARRUS, on voit qu'il est de la forme
i{dmm + B + Bm + ), avec A et  réels. L'ensemble (E) d'équation
A =0 est done celle d'un cercle, de Vensemble vide, ou, si A = 0, d'une
droite ou éventnellement du plan entier. Mais A est nul lorsque m € {a, b, e}
[cela se virifie par l'observation de celui-ci, ou par la remargee que deux
des trois symétriques sont confondus). Cela empéche () d'#tre une droite
ou ensemble vide.
Enfin, (E) n'est pas non plus le plan entier @ si m = 0, ses projections
sur les cités du triangle en sont les milioux, done non alignés, et ses trois
symetriques ne sont pas alignés pon plus, En conclusion, ¢'est bien un cercle
que 'on obtient, et ¢'est be cerele cireonserit & (abe).
Reste & vérifier que, g jm| = 1, 'orthocentre, d'affixe a+ b+ est alors aussi
sur la droite joignant les trois symétriques, o'est-d-dire que le déterminant
suivant est nul :
1 1 1
Az | bte—bWW cda—wmafl a+bdeo|,

beg—bom B+@-mm da+b+2

Pour cela, on procéde presque comme avec & ; Vensemble (E') d'8quation
jen m) A" = 0 eat un cercle, U'ensemble vide, une droite ou le plan entier.
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Maintenant, { E') contient o, notamment car la droite qui projette o sur (be)
contient 'orthocentre, et de méme il contient b, Il contient aussi ¢, car alors
les symétriques de ¢ par rapport & (be) et ca sont confondus. On exclut
comme supra la poesibilité pour (E') d'étre le plan entier, et donc (E)
est encore le cercle circonscrit & (abe). Lalipnement attendu est done une
constquence de 'égalité |m| = 1.

Liexercice V4.0

Mous allons, pour les calouls, généralizer notre étude au cas oi la droite Dy
joint les points Ay et By d'affixes respectifs a = e et b = ™% ol m
est un entier différent de 0 et de £1. Autrement dit, m = 2 dans potre
exercice. Soit done ¢ et ' donnés, Posons a = ¢, b= ™ ¢ = &7 ot
d =™ Les droites Dy et Dy ont des vecteurs normaux diriges par les
bissectrices respectives des paires de droites Oy, OB;s) et (OAg, OBy ).
e+ 1) et (m + 1)

Leurs angles polaires sont done : elles ne sont pas
paralléles pour ¥ proche de o, L'affixe de lenr point J’intersection est alors
_abetd) —edlat+b) _ s ™) = ST 240
ab = od Fmitl . gl

& posé pour simplifier z = & et 2’ = ¢ . §i on met un peu d'ordre dans
cette expression, on obtient

(=2 — )+ 22" (™ - 2T)

smtl _ gimt] |

+ oft ['on

T ¢

m:’“’. =

k b
. 2 —x - . e A% .
Comme lim —_— = Eekt lorsque k est un entber relatif %) 1a lmite

Fetg I — X
:*’“+mz‘:’“" ™t ms
m+ 1)z 1
rn¢+ﬁ

de g o lorsgue F — & est donc

A noter que la limite trouwvie est

: la limite My du point fria e,

qui est le point o la drojte n:nur.he mu &nml:}ppe (68} est, e barycentre des
points Ay et By affectés des coefficients respectifs m et 1.

Revenons ay cas m = 2; pour mieux reconnaitre le beu de M, laisons-Tui
. . 1 Elil:-ﬂ—ii +2 + E:”:I-
aul:m]al:rnmlm:mnﬂd’l—rM’=M+§;:}naM"= 3 =
2{1 + cos i}
3

——=g?, Le lieu obtenu est une cardioide, comme le suggérait la

53 Lorsnue k 2 0, factoriser e numdrateur ; lorsque k = —F < 0, réduirs 28 — 27" an
mime dénominatewr (=) pus factoriser. Tl n'est pas ndoessaire d'invoqieer des fonctions
mibramorples pour & peu,

M0 appolle 8 print le peind saraciéristique de la droite variable,
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figure! A noter que b décrit le cercle-unité dans le méme sens que o, mais
denx fois plus vite.

En [aisant varier Uentier m, on peut oldenir toubes les &pi- o hypooyelofides ;
par exemple, pour m = =2, on & & = &7 ot b = =¥ on ohtient cette
fois une hypooyeloide & trois rebroussements. Le point caractbéristique de
la droite variable est dans ce cas le baryoentre de Ay et de By affectés des
coefficients respectifz —2 et 1 : st done le symétrique de By par rapport

an pont Ag.
\ Hl
| Ay
0 /

Liexercice V-d4.d

On vérifie que ce déterminant A est de la forme ifAzz+ Bz 4+ Bz 4 D), avec

oo 1

A= ]L{za = 1|, réel non nul, et I réel. Done A = 0 est I'équation
I3 -t_] i

d'un cercle, ou de 'ensemble vide. On vérific ensuite qu'il vaut 0 lorsgue

i+ I , . 1 . -
T = I—E—Iz-: avee 1@ 7. Ce cercle n'est pas vide el passe par les frois

milieux des cdlés du trangle - c'en est done le cercle d'EULER.
L'exercice VW-4.e

Supposons pour simplifier que le cercle circonserit & ADC et de rayon 1,
e faisons en sorte que U'affixe du point O soit nul. Appelons a, b et ¢ les
affixes de A, B et O'; ce sont des complexes de module 1.

A la page 226, nows avons établi que affive du point O est o = a4 b—abZ,

-|:|-I3|.2=ﬂ+;+c-ﬂemﬁme,mluidu]mimﬂ’estb'=ﬂ+c ac3. Si on
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désigne par 7 e point telq1leﬁ=ﬁ’hﬁ,mdewnu montrer
e GG et OA sont colinéaires, ¢'est-d-dire que les complexes b —z+¢' — ¢
et o sont fgaux & un facteur multiplicatil sl A prés.

- 2 | 1 -
Or, puisque fa =bb=dc =1, mab —z+c —-z= —alif — —ach, Le

g i3 3
il &= E—_bg — convient done (550,

Lexercice V-4.f

Adoptons les mémes hypothéses of polations que pour 'exercice £, Une
Gquation du edld BC est 2 = b+ o — WF; voir page 2268 11 est en outre
facile de wirifier que la médiatrice & 4 o pour dquation Tz 4 aF = 1. L'affixe
wa du polot 14 est dooe « la s solution du systéme
{ z4bT = bt
dz+af=1.

Or, be—a® % 0 puisque le triangle n'est pas isocdle on A. Ce systéme admet

T
w et an ohtient de méme les
b — 2

complexes wy el wye par permut.a.l:luﬁ circulaire puisque le trisngle n'est
pas non plus isocéle en B ou en O

En outre, le conjugué de abe — a®(b+ ¢) est a ~ (b+ c), car @ = 1/a, ote.
Aingi, Ualignement demandé, qui dquivaut & la mollité du déterminant

done une unigue solution wy =

I way i
1 wg wg

]

1 we g

A=

Buivant aussl & la nullivd du déterminant
be—a® abe—a?(bsc) B+c—a

A=|ca-t abc—Fle+a) cta-b|

ah=c* abe-c?la+h) a+b-c

Or, 5 on soustrait daps &' la premiére ligne & la seconde, cette derniére
devient Ly = (a = )L, awee

L={a+b+ecbe+catab2).

3i, de miéme, on soustrait dans A' la premitre ligne & la troisiéme, cette
dernitre devient Ly = {a = c)L. Cela &tablit bien gue le déterminant A’ est
nul, et, partant, & est oul aussi.

B2 A nater que & = 0L
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D lors, la droite & gui contient les points alignés 18y, g et § est axe de
svmétrie de chacun des trois cercles Ty, Ty et Te. Comme ces trois cercles
passenl par O, s passent aussi par le symétrigque O de O par rapport & A,

L'exercice ¥-d.g

Appelons a,boe, 2 les affives de A, B, 0, M respectivement, Les affixes de

A B O sont alots —a, ~b et —e. Les affixes de A", B et OV sont res-

be(z — a) + zalb + ¢) 7 = calz — b} + zbe + a)
5 & =

pectivement 2, = be + 7 p——— ek
&, = ab{z _1:; I :z{u + b]- 11 suffit de démontrer que ces trois complexes

ont le mime argument modelo 7. Ainsi, on aura &tabli gque leurs images
sont effectivernent alignées avec O

O, les numérateurs figurant Jdans les expresgions de ces trois complexes sont
éganx & z{be+ ca+ ab) — abe; il suffit done de vérifier que les dénominateurs
ont méme argument module m. Si l'on pose a = o b = ¢ £ o &7 et
z =" alors, par exemple,

be + za = ellA+Y) | ghladd) _ 2e0s PET == jaraiiayz
7 .

[

-

et la conclusion &'ensait.
L'exercice V-d.h

Supposons pour simplifier que le cercle I' est de rayon 1, ef faisons en sorte
que les affixes des points A et B solent conjugués (%),

Appelons o,z y, 2.1 les affixes de A, P,Q, R, 8; oo sont des complexes de
module 1. L'affixe du point B est alors b = & et celui du point M est

v
m:T-Unaﬁnmﬁu=1,u+b=2?ﬂﬁlﬁi=m-
D fait que PO et HE passent par M, on a

W= I+ Y — mIy
m=zx4+i—msat.

Les affives des points M et M"™ sont done

=3m ]
; (u+ll']|1:4:—I:L::+3}.r-|.1rl"‘:"h
im =
rz— ab

f—

=1
o gt Y+ 1]
pt =1

el revient & faire en sorte que Naxe des ordonnées soit paralléls & 48,
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Montrer & présent que A7 est le milien de MYATY revient & montrer que

2mzz — (x4}  DImyt—(y+1) i
rz—1 gt —1 -

Aprés réduction au méme dénominateur, cela revient A
dmzyst = 2mizz + )l — sz 4 =gz 4+ @ +iz+ ph + 2+ 1]

= Imzyst = 2mirz + yt) + 2m.
Les termes 2mizz + yt) se simplifient dans les deux membres, et on vérifie

aizément égalité attendue en remplagant = + y el 2 + ¢ par leurs valeurs
respectives mizy + 1) et miz + 1)

10.2. Les exercices du paragraphe V-9
Liexercice a

Mumérotons les homographies constituant le groupe du birapport @

Jolsh =2, fla) =15, fola) = Tfalsh= o fale) = S ofele) = e
5
Un principe consiste 4 poser Fiz) = Z (felz))", of p est un entier naturel
et}

i choisir 17!, Cela garantit déji que F est invariante sous I'action de B : en
effet, si k € B, Fo b est la somme des six mémes léments, mais permutés
éventuellement.

Reste & faire en sorte que F sdpare les orhites. Bien s0r, on ne peul essaver
p=0 car on obtient alors pour F la comstante &, qui ne les sépare pas,
Four p = 1, le résultat obleou est F = 3;eneffet, ona fod f1 = fod fy =
Fa 4 fs = 1. Cette constante ne convient pas devantage.

2% =6 + 0t - B 02 -Gz 2

Pour p = 2, on a cette fois F(:) 22z - 1)2

e candidat semble sérien.

Pour le wvalider, donnons-nous un z5 € Py (C). 5i 23 € {0,001}, on a
Flza) = oo el avcun autre = € Py (C) ne vérifie F(z) = oo, Déja, F sipare
l'orbite {0, 00, 1} de toutes bes autres orbites.

Supposons o o 009 oo o 1; 'équation en =
Flz} = Fiz)

est polynomiale de degré effectif & une fois qu'on I'a réduite au méme di-
nominateur. Elle a done au plus six solutions distinetes (dont 2o luk-mime,

5 hercher ¢ € £ ne donoerait pas plus de latitude @ en offet, remplacer @ par =p

remplace chaque [fe(z]}® par son inverse; cela ne it que permuter les termes de la
HHTLTE.
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bien sir] ; comme F est imarisute sous I'action de B, tous les Eéments de
I'orbite 8 - zp satisfont cetie dquation, Il o'y & done peas d’autres solutions.
Reste done & considérer le cas ol zg € {-1,2,1/2, <j, —ja}. On a alors
F{=1) = 21/2 et on vérifie sans (trop de) peine que lea solutions de 1'équa-
tion Flz) = 21/2 sont {~1.2, 1/2}, tontes les trois doubles. Cette liste est
précisément celle de IMorbite harmonique, eelle de =<1,

Enfin, on & F{~j)= -1 et on vérifie que les solutions de l'équation F{z)= -3
somt {—j, —j*}, toutes les trois triples. Cetie liste est précisément celle de
Porbite équiharmonigue, celle de —j.

En conclusgion, nous avons tabli par contraposition que F sépare les orbites,
Cela #tant, pous allons enjoliver un peu oo résultat, 5 nous posons &iz) =
2F(z) + 6, nous voyons que Gi0) = 20, G(—1) = 27 &1 G{=j) = 0; en
outre, vu ce qui précéde, —j et —j° sont zéros triples de 3, de sorte que le
numérateur de & se factorise hal aussi, On obtient plus précisément
42—+ 1)

2z -1
formule plus prisentable et plus simple & retenir (597,

Remarque. Nous avons cherché une solution sous forme de somme de
Newlon deg sealaires folz); un priocipe tout asssi fructeeux aurait &8
de la chercher gous la forme d'une fonclion symélrigue démentaire de ces
mtimes scalaires, par exemple

ez 3 felzMilz)

0 kclZh

Glz) =

Lexercice b

Précisons une convention ; lorsgque K est un corps, nous désignerons par 0
I'élement nul de K, par 1 Munité de K, avec 1 5 0, par 2 Vélément 1+ 1,

B8Ln fraction rationnelle (327 est Stroitement lidbe & Dinvariond moduloie d'une
cubique. Voir pour cela le bvre d'Ansaoocks-Besming [2], citd en biblographis
A motor que oo lere propose comme frection invarlaste of sfparants AJs) =

(22 =z41)°
(24 1)z — Z)¥2=x - 1)2
toge de n'emvoyer A Uinfind gue les tléments de Porbite inintéressante {0, 00, 1}, celle qui
corpeapond aws birapports de quatee complexes non tous distinets.
Las denx fractions sont ldes par la formule & = L Wirifier cela condidt & wirifler
1a formue 4@ =27
et =2+ 1P =272 = 1P+ (4 1z - 20722 - 1)%

Elle fornit au passage une solution non triviale de dqpualion de Halphen P = Q34 B2,
ol P, @ et { sont des polyntmes. Voir encore Annavmiis—Brrris.

- Mous nous permettrons de poéférer la nitre, qui a 'avan-
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par 3 élément 2 = 1, ete,, ot de méme par =1 'opposé de 1, par —2 celui
de 2, ete. 31K est de caractéristique p, ol poest un entier premier oo oul,
cette convention ¢ traduira par les égalités suivantes entre déments du
corps K:—p=p=10, —p+l=p+1=1, et

Conservons les notations de Pexercice préetdent. Nous avons vu qu'un eome-
plexe z & By () posséde une orbite & six sléments sauf si, et seulement =i, il
satisfait & I'une des équations fy(z) =z, ol 1 £ k £ 5. Ces équations sont
respectivemnent équivalentes A2z m 1, 2* = 1, z{z=2) = Qet 22—z 4 1 =10,
pulsgue les dgquations f3iz) = 2 et fslz) = 2 sont Squivalentes.

Lorsque K st find, oo conserve bien sir ces conditions, mais la discussion
change ; il n'est sans doute pes inutile de revenir sur bes &quations du second
degré sur un corpe (commutatif) K quelcongue.

Considérons le polyndme P{X) = X* + pX +q € K[X) et posons A =
P —dq; pour que P solt scindé, il faut que le discriminant A soit le carré
d'un élément de K %), En effet, si P(X) = (X — 5 )(X — z3), alors

(z3-m P =z + o) —doyn = (—p' ~4g=A,

et A est le carré de zp = 3, & K. Cela montre dgalement que, & P a deux
zéros distinects, alors A est non mul.

En outre, si K est de caractéristique # 2, la réciproque est vraie : si & = 4%,
wvec § € K, alors P(X) = (X — x)(X - 3], ot 2 et x; sont définis par

Iy =—p—4 et 2Es=-—p+4.

Lorsgue A est de caractéristigue 2, ce résultat tombe en défant et il faudra
dome comsidérer & part le cas de cette caractéristique’™, En outre, les
discriminants des équations que nous avons 4 discuter, savoir =¥ — 1 = 0,
r(r=2) =0et * - r + 1 = [ sont respectivement 4, 4 et —3 : le cas de
la caractéristique 3, qui annule le troisitme discriminant, est done aessi &
envisager 4 part.

Mous remarquons eofin que deux parmi les trois dquations du second degré
introduibes supra ont toutes Jeurs solutions dans K ; appelons pg & {0,1,2)
le nombre de solutions distinctes ‘7' dans K de I'équation 2* —2+1 =0,
qui est la seule & ne pas se factorizer trivialement.,

Mous pouvons désormais aborder le caleul du nombre d'orbites,

P Dire que A est posityf n'a de sens gque sl K eat un corps ordennd, os qui ne se produait
pas 8l K oest fni, meks oot de tadte facon intéressant que 5§ K = R,

Wﬂuﬂeurﬂ,a&ﬂ‘mdecuuﬂmtqme:.mup? dg = p*, de sorte que S est
toujoirs un carré. Pourtant, I'Squation 52 + pz + g = 0 n'a pas toajours dis solutions,
comme en Wmoigne Pexemple de Péquation 22 4+ 5 4 1 = 0 lorsque K = Z/gg.

T Caemare noas allons devair dénombrer des cnsembles d'8ements de K. uns tventoells
sohition double d*une équation do second degre o comptera que poar .
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1} Bi K est do caractéristigue 2, I'équation 2z = | se réduit 4 0= 1, c'est-
i-dire que seul le symbaole oo wérifie | — 2z = = dang K U {oe}. De mame,
z* = 1 n'admet que 1 comme solution, puisque —1 = 1; enfin, 2(: —2) =0
n'admet que O comme solution.

L#guation z* ~ z + 1 = 0 peut a priori ne pas avoir de solution {c'est le
cas lorsque K = £ /o7 par exemple) ; sinon, elle a deux solutions distinctes
puisque & = -3 = | # 0 ou aussi puisque leur somme est 1 (s 2) est une
solution, l'autre est 23 = 1 — 2y = 1 4 2; # 510,

Mows avons désigné par pg le pombre de solutions dans K de "équation
2 —z41=0:tous les éléments de K U { a0 } sont done dans une orbite &
eix éléments, sauf py + 3 d'entre eux (qui sont 0, oo, 1, qui s répartissent
dans une orbite, et les éventuelles solutions de la derniére équation, qui se
répartissent lo cas échéant dans une deusidme orbite).

Comme K U { oo | posséde 27 + | éléments, on a done 2% + 1 = py, + 3+ fig,
oll g est le nombre des orbites 4 siv déments. On vérifie facilement par
récurrence que 2¥ cst congru & 2 module 6 loteque noest impair, et 4 4

moduls 6 lorsque n est pair. Dans le premier cas, on a done py = 0 et
an-=12

q= il ¥ a done g + 1 orbites, Dans le second cas, on a py = 2 et
=y
G
2) Bi K est de caractéristique 3, Péquation 2z = | a pour solution 2 = —1,
puisgue 2 = 1 (ainsi que la solution oo dans K'U{ oo} ). L'équation =¥ = 1
a deux solutions distinctes : 1 et 1 alors que I'équation z(z —2) = 0 a pour
sodutions 0 et 2, cette derniére étant égale & =1. Enfin, le discriminant de
Péquation z%— 3+ 1 = 0 est —3, ¢'est-d-dire 0, et il 0'y a done qu'une racine
double. savoir = = —1! En d'autres termes, toutes ces dquations n'ont &
elles toutes que les solutions 0,1, =100, et elles sont bien deux & deox
distinctes. Plus précisément, ses solutions se répartissent en deux orbites
{0,00,1} et {—1}.
Si g est le nombre des orbites & six Elf-:lmanba, of & donc celte fols 5% + 1 -
no_ n=1 _
4+ 6q. Ainsi, g = . 3.3 s L ¢t le nombre total d'orbites est
an=1 4 3
T
3) Loreque K est de caractéristique p 2 5, désignons par w 'inverse de 2
{epuoian’on puisse 6 lo rigueur le noter 1,/2), 11 est immédiat que les Eléments
0o, 1, —1,2 et w gont deux & deux disjoints dens KU {cc } et qu'sscun
de ces i]émnntﬂ n'est solution de 27 CEtl= 0. Par exemple, on ne peut
avoir w* — o' 4 1 = (), car sinon {’_“"V_.-‘i';‘_“.-""i =, ¢'esf=d=clire 3 = 0, cu
qui est fan. =1 =2

g = 1 il ¥ & cette fois g 4 2 arbites.
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En outre, pgp ne peut étre fgal & 1 puisgue le discriminant du polyndme
X% — X +1 est —3 # 0. Les orbites singulitres sont done au nombre de
deux si py = 0 et de trods si pyr = 2.

51 g est e nombre des orbltes & six éléments, on & done cette fois p" +1 =
pr + 6+ Gy,

Il est done erucial de déterminer le reste de p™ 4 1 modulo 6 = 2= 3; cla
ne pose pas de probléme pour be reste module 2, car PMentier p™ + 1 est de
toute fagon pair.

51 poest de la forme 4k + 1, 1l et immddiat par récurrence que p™ est de la
forme 3K + {=1)". 5i n est impair, p™ + 1 esi l:l._ﬂw: un multiple de 6 et on

a done forcément pyp = 0. On a alos g = P et le nombre d'orbites est

tpald g+ 2 = p% D mimme, s 7 est pair, on oe peut avolr que pg = 2,

ﬂ““ﬂm?=p—na Tcl:ltnnmhrcd‘uthiteamh‘:gulé.q+:}- pﬂ;"-

Si peat de la forme dk—1, il est immédiat par récurrence que p® est toujours
de la forme 3K 4+ 1. La distinction selon la parité de n est alors inutile @ on

o
ne pent avoir que pr = 2, On a alorg g = L

11
epala g+3= 1L

Remargque Dans un corps commutatif K, UVexistence d'une solution de
#* — x4 1 =0 éguivant 4 existence dune solution de =* — >+ 1 = 0 [poser
= —z). Or 2* 42+ 1 =0 impligue 2¥ = 1 et bien siir = £ 0.

Si maintenant K est un corps fni, de cardinal p™ avec p # 3, le groupe
multiplicatif K* = K\ {0} est cyclique, de cardinal p™ — 1. Ainsd, & p" — 1
ezt pas un multiple de 3, aucun élément de K* n'est dordre 3 ; Iéquation
z* = | n‘admet que la solution z = 1 et done py = 0.

et le nombre d'orbites est

Au contraire, sl p™ — 1 est un multiple de 3, il existe dans K un 2 # 1 tel
que 27 — 1 = (2 —1){2* + 2+ 1) = 0. Ainsi, pg > 0 et donc py = 2. Nous
retrouvons ainsi toutes les étapes de la discussion précédente.

10.3. L'exerclee du paragraphe V-9.5.6

1. Posons dans cette seule question 3" = W e het B = h o W' Bl &
ot h' commutent, on a k"{a) = k"(a), c'est-d-dire h'(a) = h{h'(a)) et
R (b) = h"(B), c'est-&-dire k'(b) = k(k'(b]). Cela montre que h'(a) et h'(b)
sont les points fixes de b, c'est-d-dire g et b & I'ordre prés. On ne peut avoir
h'a) = a et K(b) = b, car, sinon, &' = &, ce qui est excle. Dooe &' échange
a et b Donc |e,d,a,b] = =1 i le quadrangle {a, b, c,d) est harmonique.
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Réciproquement, si [o, b, e, d| = =1, aloms b et b emvoient {a, b, c, d} res-
pectivement sur {a,b d, c} ot {b.a, c,d}, de sorte que A% et A" emvoient
toutes deux {a,b,c,d} sur {b,a.d,c}). On a donc bien A" = ™.

Loraque h et h' commutent, on a b = ' ¢ h 3 [d (car, sinon, A = ) et
Woh"=hohohoh'=hoh'=1d. Ainsi, f* est une involution propre,
2. Boit H un Z-sous-groupe de H3(C). Il est commutatif, car, = h et &'

sont dans H, alors &' o h admet comme inverse h' ¢ h elle-méme (puisque
h' o hc H) ainsi que b o A'. L'unicité de ['inverse permet de conclure.

8i H = {Id}, il o'y a rien & démontrer. Sinon, H contient awsi une invo-
lution propre h. 8i H = {1d, A}, il n'y & fen & démontrer.

Sinon, H contient une involution propre &' # h. Appelons {a, b} et {c, d}
lem points fixes de & et de K. Nous avons vu ag V-0.5.6 que h o & ad-
met comme points fixea e et [, qui comphétent {a, b e, d} en un sextuple
harmaonique.

Alors, H ne peut contenir une imvolution propre A" distincte de k., de &'
et de b o k' ; ses points fixes e et f* formeraient alors un guadrangle
harmonique avec {a, b} et avec {c, d} et 'unicité voe au ¥V -9.5.6 montrerait
alors que &" = h « A, ce qui est absurde.

En conségquence, les 2-sous-groupes H oot blen un cardinal dans la liste de-
mandée et sont de Lo forme { I1d}, { Id, k}, o0 h est une involution propre, ou
enfin { Id, b, A" Rk = B'}, ot ket & sont deux involutions propres distinctes

et qui commutent.

3. Si h eat 'homographie associée & la matrice M = (fg) désignons

par h I'homographie associée 4 la matrice M= (f g) Il eat immédiat

que Foh=hoo,

Cela #tant, voici les wirfications non triviales nécessaires pour établir le

caractére de sous-groupe de Mib.

- 8i h et h' sont des homographies, alors (ho o) o ' € Mob. En effet,
(hea)oh' ={heok') e c Mab.

— 81 k est une homographie, alors (h oo)~' € Méb. En effet, (hoa)™! =
gohl=h"Tag,

4. Tout ce qui concerne B est conséquence de 'application de ls question 3.

aux involutions propres hy et by qui commutent, sachant que hs = hyohy.

En outre, H est isomorphe 4 [:Ifﬁz}a puisque c'cst un groupe 4 quatoe
Elments sans Glément d ordre 4.

Les propriétés de H' sont dues, elles, au fait que # commute aves toutes les
involutions fy, de sorte que H' est un 2-sous-groupe de Mib, isomorphe au
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groupe produit H = L/oz, et donc aussi au groupe sdditif [Efgz}a (721,

Regardons aussi les Eléments de ce groupe Y que du bean monde ! B est
la symétrie par rapport & Vorigine, & est la symétrie par rapport & 'axe réel,
hy oo est la symétrie par rapport & P'axe iR 7, Ensuite, bz est 'inversion
analytique de pdle 0 ef de rapport 1, voir au V=T.1, kg est PVioversion
analytique de pdle 0 et de rapport —1, tandis que hy o o est Pinversion
gEométrique de pdle 0 et de rapport 1 et by o o Uinversion péométrique de
pobe 0 et de rapport ~1 : la premidre admet comme ensemble de points fixes
le cerole unité, ef la scconde n'a aucun point fxe (mais laisse globalement
stable le cercle unité),

. - L1
En d'autres termes, by © o envole 3 = pe'?, avec g # 0, sur 2 Ec"'. et

1 .
hy o o Penvoie sur -3 L

10.4. L'exercice du paragraphe V-9.5.9

Appelons a, b, e, mea’ B, les affixes des points A, B,C, M, A", B,C". Ap-
pliguons la formuole des gix birapports 4 la famille a, b, e, m, o', ¥, &, 00
Les cing hirapports suivants sont réels, du fait des hypothéses d'aligne-
ment ou de cocyelicité : [a, b, e’ o0 ], [b,e,a",00] et [e,a. ¥, 20| (alignement )
puis [§, " a,m | et [, a’, b, m] (cocyclicité). Le birapport restant, qui est
[a', &, c,m] est done réel, de sorte que A', B, C, M sont cocycligues,
Ensuite, appliquons la formule & la famille a, b, ¢, 20 a". b c.m, Parmi les
aix birapports obtenus, [b, o', a’.m] et [, a, b, m] sont réels pour des rai-
sons de cocyclicité, tandis que [, e,0,00] &t [ea’, b, oo] le sont pour des
raisons d'alignement. Reste alors les birapports |a,b.c,m] et (o', 6 o', 00];
"'un est réel si, et seulement si, Uautee Vest, ce qui établit I"équivalence entre
appartenance de M an cercle ABC et Palignement A°B'CY,

T1En revanche, Mib m'est pas isomorphe au produt Ha(C) = E/ZE; il n'est que le
prodid semi-direct de H3(C) et de /28,

T = {1d, hy, by & o) forme un 2eous-groupe compasé exchsivement disométries.
Il est isomorphbe, comme H, au Vierergruppe de Kuzin, cflébee sous-groupe distinguos
d'ordre 4 du groupss symiétriges &y,






« Sermo in circelis ot Therior, »
([hans fes cercles, on a plus de libertd de parole. )

Ciceron, Epistule sd Atticum, 2, 15,

Chapitre VI

Les cercles du plan euclidien

Dans tout ce chapitre, nows considérerons un plan affine euclidien P rap-
porté & un repére orthonormé 3 = (0:4,7). A la difféerence de ce que
nous avons fait au chapitre ¥, nous mettrons bien plus & contribution le
couple de coordonnées (z,y) des points du plan que le complexe z qu'il
définit. La raison de cela est que nous verrons dans ce plan un espace réel
de dimen=ion 2 plutdt gu'un espace complexe de dimension 1.

Le fait que © est algtbriquement clos ne nous a pas &8 d'on grand secours
dans le précédent chapitre : nows n'allons done pas payer chérement le
retout au corps des réels,

En revanche, nous contineerons & profiter de fous les attraits de T en
matitre de Géométrie plane, tant euclidienne que « circulaire =,

De mdme quune configuration d’aun moins trois points alignés ou d'ay moins
trois droites concoursntes peut #tre remarguable, celle d'au moins trods
cercles concourants peut également mériter le détour @ nous avons déji
mis en évidence de tels exemples, ne serait-co guan IV-1.3. La, il s'agis-
gait d'établir gu'un certain point appartenait & quatre cercles, Nous avons,
pour ce faire, exploité géométriguement une situation ob les cercles n'ap-
paraissaient pas en tant que tels, mais en tant que conigques de peuf points
particulidres.

Dans e chapitre, comme 'indique son titre, les cercles jouent au contraire
un ride prépondérant ef une forme guadratigque, gue nous qualifierons de
Jondamendale, va venir équiper un « certain » espace vectoriel [ié naturelle-

mient aux Squations cartésiennes de cercles, Grosse mode, cet outll mesure
la réalité d'un cercle, puis, si ce cercle est péel, le carré de son rayon.,

= 311
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Une forme quadratique ne demande qu'a étre polarisée : la forme bilindaire
symitrigue qui en résulte renseigne aur les positions relatives de deux cercles
donnés @ sont-ils disjoints, tangents, sécants, voire orthogonanx ¥

Motre forme fondamentale g o'est ni positive, ni négative. Eb bden, tant
oden ! Le tout cuclidien finiralt par étre lassant... Au conbraire, puisgue la
restriction de g & un plan vectoriel peut avolr toule sorte de signature, nous
I corrélerons aix diférentes classes de foisceaur de cercles el metirons par
L& mitrme en évidence boul Iintérét de cet invariant,

Etudier pour elle-méme une figure aussi simple que le cercle ; c'est plus
qu'un retour aux sources |

1. Les équations formelles des cercles-droites

Nows n'avons cerfes pas uwtilisd le faif que T est alpébriguernent clos, maos,
dons ce chapitre, le corps de base sera le plus souvent B, qui ne est pas,
De oo sewd fadl, les dquations formelles gue nous rencondrerons pourrond
representer ausst bien ensemble vide gue des cercles (ou des droiles) bien
réels. La roison en est gue ces dgpuations sond alors les objels pendrigues de
structures algdbriques plus moniables, telles que les cspaces vecloriels ou les
espaces projeciifs réels,

1.1. Polyndmes et équations formelles

Aver les notations swpra, on associe 4 tout quadruplet (o, b, t) € B le
polynéme en deux variables Py g (X, V) 2 8 X% 4 ¥7) - 20X — 26Y 4 .
Liensemble 3 de ces polyndmes est un sous-cspace vectoriel de dimension 4
de R|X, Y.
Mous appelierons dguation formelle d'un cercle-droife toute équation de la
forme

Eapor - Papoes=0, oifabet)ecR\ {0},

8i le vecteur V' = (@, b,c,t) € B*Y {0}, nous écrirons plus synthétique-
ment By pour Egp 04

Mous n'deartons done pas a prior Péguation X? +¥2 + 1 = 0, bien qu’elle
représente Pensemble vide. De fagon plus précise, la partie de P représentée
par 'dquation précédente est un cercle (éventuellement vide, on réduit 4
un point) &i ¢ # 0, une droite si ¢t = 0 mais (a,b) # (0,0), I'ensemble vide
sig=h=t=">0maisc# 0

Lot hisn alnai qu'il fant comprendre [ mot formel @ les dquations formelles ains
définies somt celles de droites, de cerchis, maks aussi de farmes o dégindrées » de ooix-ci
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Remarquons aussi que, avec les notations précédentes, sl A € R*, alors
Eso sp e s ot Epp ey roprisentent |8 méme partic de B, La réciprogue
est vraie parfiellement - il est clalr que bes équations X2 + Y9+ 1 =0
ot X% 4+ Y% 4 2 = 0 représentent toutes deux 'ensemble vide sans étre
toutefois proportionnelles ) ; en revanche, si deux dquations formelles de
cercles-droites représentent une partie non vide de P, flic-ce un seul point,
alors elles sont, proportionnelles 37,

Bien que trois paramétres suffisent pour définir I'équation formelle d'un
cercle, la présence du paramétre ¢ en facteur devant X? 4+ ¥? a de multiples
avantages : elle permel notamment d'englober les droites et les cercles dans
un méme ¢ type ¢ d'équation ; pous préciserons ce point de vue au ¥I-1.3.

Avant de passer & la suite, simplifions notre terminologie : toute Aquation
de la forme Eg . sera appelée toul simplement une éguation formelle,
el toute partie de P représcotée par une telle dquation sera appelée un
cercle-droite. Nous parlerons du cerele d'équation E, p ., lorsque @ osera
supposé non nul, de la droite d'équation E. 3. o dans le cas contraire, et
donc de cercle-droite déquation E; 4., en I'absence d'hypothése gquant
A b Dans tous les cas, nous désignerons par Cupee (ou Oy le cercle-
droite d'équation E, 4. (ou Ey); nous pourrons le désigner par Dy b .0
{ou Dy ) lorequ’il s’agira plus particulidrement d'une droite,

Comme nous surons souvent & distinguer les droites des cercles-droites
« ghnéraux », nous désignerons par B x {0} le sous-espace vectorie] de R4
formé des vecteurs V' ode la forme (a, b, c, 0).

1.2. La forme quadratique fondamentale

La forme gquadrafigue que nows allons définir permet de « mesurer » la
réalitd d'un cercle, ef som royon le cas dohdand, ainai gque le comdact ou

Porthogonalité de dewr cercles,

Lorsqu’un cercle a une équation E, ., avec ¢ & 0, il & sussi 'équation
b
t
soit encore (X —aft)? + (¥ — b1)* = (a® + W — at)fe2.

x2+?’—2§x—2 r+§=u,

I Mpus considérerons toujours comume dishinctes deux dquations formelles nan propor-
thonmelkes, méme = Lowles deuk représenisnt ecsemble vide, ot comme distinets deux
oircles-droites myant des équations rmelles distinctss, méme a'ils sont vides tous ks
e,

TPar exemple, les dquations du cercle de centre Mo, 3] el de rayon i 2 0 soot toutes
propoctionmelles 8 37 + ¥? — 20X — 29Y + o + JF - 2 =0,
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Définizsons une forme quadratique g, appelée forme quadratique fondamen-
tale, sur B* par
e at + 8 —ot,

oA tout vectenr V= I::l::l'l brﬂ!t::l = R‘.i ll'l {n}

Mous venons donc d'établie gue le cercle Oy, avee Vo= (o, b o d) et £ #£10,
eat vide '*) g, et seulement s, g{V) < 0, gu'il est de rayon nul '®) =i, et sen-
lernent i, (V) = 0 et qu'il est de rayon > 005 gi, et seulement g, g(V) > 0.
Lorsque g(¥) 2 0, e rayon du cercle est donné par B = Jg(V/)1! et le
centre & pour coordonnées {(a/t, b/t).

Clest ce gue nous avons laissé entrevodr dans Pintroduction de ce chapitre
51 ¢ = 1, c'est-A-dire & pous Scrivons équation cartésienne d'an oorcle sous
la forme la plus canonigue qui soit, alors on a B* = ¢{V), de sorte que q
mesure bien e carré du rayon d'un cercle réel,

Toutefois, o sera commode de parler du centre du cerele Oy, avee Vode
cette forme, méme lorsque (V) < 0 - & sern alors towjours défini comme
Ie poind 01 de coordonndes (a/t, b1,

Ainsi, on a la formube g( V) = 2{00% - g/ft).

H est & noter que be signe de (V) ne change par lorsque 'on remplace V
par AV, avec A 28 0 ot que, dans les mémes conditions, ke rayon sventoel ne
change pas non plus : 1l est remiplace en effet par |A]R/|A]

La forme quadratique fondamentale mesure bien également la dégénéres-
cence on non dune droite ; soit la dmite D d'équation By, o V =
(a,b,c,0) € B* {0} On a g(V) = o + §, de sorte que la droite D
est une vraie droite s, et seulement si, g{V) = 0, car cela équivant 4
(a,b) o (0,0) et Vensemble vide si, et seulement s, (V) = 0, car cela
dquivaut 4 a =b=0et c#0,

Dans tous les cas, le corcle-drodte Oy est, lorsque giV) > 0, un « vrad »
cefele, c'est-B-dire de rayon oon oul, ou une € vraie = droite, eb les cas
dégénérés difftrent sensiblement selon que ¢ est oul ou non @ dans be cas
d'un cercle, on & un cercle-point lorsgque g{ V) = 0 &t lensemble vide lorsque
gV = 0 oet daos celul d'une droite, on a UVensemble vide lorsgoe (V) =10,
le cas q( V) < 0 ne se produisant jamais ‘7,

A dlt sogvent aussh cercle sens point el

m parle alors d'un cencle de ragon nuf ou d'un cerele-poind,

80m dit sogvent aussi cercle réel.

"Toutefois, la section WI-1.8 nous conduira & compléter e plan P opar un point &
I'infini =o; ] sera alors toujours possible de considéser quiune droite d'égquation Ey,
aveca = b =14 =10et ¢ # 0, dégéndre an o singleton (a0}, Avec catte comvention, un
cerclesdroite d'équation Ev avec g{ V') = 0 est alors toujours an singleton, o qiki renfarce
I'anitd dies résultats de ks discussion.
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Nous allons pouvveir traduire wn certam nombre Jde propridlés a Dade de
cette forme guadrafigue.

Faizons d'ores et déjé quelques remearques : on & la décomposition en carrés

3 _ 2

de formes linéaires indépendantes g{V) = a®+b — et t)” _;]—l[e— i : minsi,

la signature de g est (3,1) et g est non dégénérie %) En outre, la forme

polaire de g est la forme bilinéaire symétrigue (% définie sur B » B* par

off &t
2

avee Vo= (a,be ) et V' = (o', ¥, ¢, t') dans RY.

Le scalaire oV, V") a lui aussi une interprétation géométrique dans le cas

oi Oy et O sont deux cercles non vides,

[DHsignons par 12 et I¥ les centres respectifs de ces deux cercles, par H et R'

F
leurs rayons, Le produil scalaire {Eﬁ |ﬁ] est dgul & %, ol mous

avons ¢/t = ONF — B® et &/t = 00 — B, de sorte que

o - B2 +on* - p*

2
Ainsi, aprés les simplifications, on obtient {V, V') = t#'{R? + B - d%)/2,
ol d désigne la distance 010,
Avant d'en lirer les prembires conclusions, [aisons quelques rappels & propos des
formes bilindaires et gquadratigues, Cels ne sera sans doute pas imutile puoisgue
s aurons & manipuler une foremie q1,:|a.drl]:.ir|_l|.ﬂ & non positive =,

a

(V. V') = aa’ + bY —

ol V) = o' (Ot oY) -

Soft K est un espace vectoriel réel de dimension finke, 7 une forme bilindaire
syméirique non dégénérés ot g la forme quadratique définie par giz) = fir. 2}
pour x & E. 5 F st un sous-espace vectorbel de B, on déslgne par F7 le sous-
eapace orthogenal de F, ou plus simplement |'srihogonel de F, défini par :

FF={yeE, YreF flz.y)=0}.
Diw la non-dégénérescence de [ suivent les formules
dimE=dimF +dim F* e [(F')"=F.

Ces formules ne se distinguent pas de celles duo cas bien connu d'un espace eucli-
dien; en revanche, il n°y & aucune raison pour que F 0P e (0] 10

En rvmnche, borsque Vo oest de la forme (a.b, 2, 0), nous venons de valr gue g(17) =
a? + &%, Autrement dit, la restriction de g & F = E¥ « {0} est (2,00, c'est-d-dire que gp
esl positive, mais dégéndrée, Mous interpréterons cels plus boin en disant que le risean
des drgites du plan est un Fésean simgulzer.

“On rappelle que o et Panigue forme bilinbaire symétrique telle que (1] = @V, V]
pour toual vecteur 17,

10eds sarait automatigque si f &ail an produit scalsine.
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Lorsque c'est be cas, on & dooc B = F @ F°. Il et bon de savolr aussi que
Fr#F® = {0} si, ot seulement si, la restriction de la forme f & F = F est non
disgingrds. Mows qualifierons de simgulier un sous-espace vectoriel F pour lequel
la condition F 1 F* = {0} n'est pos viclfide, Voir par exemple au VI-8.4 la fin
du corrigh d'un exercice.

Au VI-3.2, nous appliquerons ces résultats au ras o F = # of od [ est
la forme polaire de la forme quadraltigue fondamentale g.

L.3. Interprétation projective

Cette brive section peut étre reporlde d une seconde locture. Comme elle se
Jonde sur la construction ariomatigue de UAnneze B, un rapide survol de
cet appendice ne sera pas superfiu

Mous pouvons dés mainbenant résumer of que nous savons déjd sous angle
de la Géométrie projective. Cela est rendu possible par la constatation gue
deux équations formelles (non nulles) proportionnelles définissent le méme
oerche-droite,

Nous avons indiqué que 'ensemble # des polynomes de la forme Pgg ¢
eat un sous-espace vectoriel de dimension 4 de R[X, Y] ; en effet, la famille
(X% 4+ Y X,¥.1) en est une hase.

Considérons la forme linéaire T qui & Py s+ € & associe t € K; 'espace
vectorie]l # contient alors deux parties privibégifes; d'une part, le sous-
espace vecloriel # ™ Ker v formé des polyndmes

Pop ol X.¥) = —2aX — 20¥ + ¢,
et d'mutre part le sous-espace affine 4 formé des polyndmes
Popea (X, V) =1X"+¥%) — 20X - Y +¢
pour lesquels la forme v prend la valenr 1.

Toute équation P{X,¥) = 0, o F est un éément non nul de 3%, est
IMéquation formelle d'une droite, et toule éguation PIX,¥) =0, oi F est
un élément de #, o forfiori non nul, est équation formelle d'un cercle.

Considérons 'espace projectif réel Fy de dimension 3, qui est Pensemble
guotient de 3 % {0} par la relation d'équivalence r définie par

YIFPY e i.?‘-t{ﬂ}}g, PrP' s JAcR", PF= )P,
et désignons par o la surjection canonigue de & % {0} sur Py (elle associe
a tout vecteur P oon oul sa classe d'équivalence modulo r),

Il est traditionne] de qualifier de points les Eéments d'un espace projectif;
i M £ Py, nous appellerons [guadraplel de) coordonndes homogénes de
A tout vecteur V' = (a.b,ct) € RV {0} el que M = a(Py4.04) Les
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cootdounées homogénes d'un point de Py ne sont done définies qu's un
facteur multiplicatif non nul prés.

Par abus de langage, si M = o(Pyycq). avee (o, b e t) € RY {0}, nous
pourrons done parler aussi du cercle-droite d'équation Egy.

Que venons-nous de foire ¥ Tout simplement de compléter 'espace affine 74
(de dimension 3) des dquations formelles des cercles du plan en un espace
projectif [de dimension 3 dgalement). Cel espace profectif n'est outre gque
celui des dguations formelles des eercles-droftes.

Par abus d"écriture, désignons encore par g la forme quadratique qui & P =
P, y.s¢ © BY associe 27 + 37 — 2. L'ensemble Cy = =" {{0}) des vecteurs
tsotropes {110 pour la forme quadratique ainsi définie est un cfne, le cine
isotrope de g, et il n'est pas réduit & {0} pulsque § n'est ni difinie positive,
ni définie négative. L'image o{Cy ', {0} ) est une quadrique projective @
de Py, d'équation homogéne X* +¥? - T =0,

L'espace affine usuel R* s'identifie naturellement & une partie de Py ¢ la
restriction de o & 'hyperplan affine de R* déquation T = 1 est injective, ot
on en identifie I'image 4 R*. Plus précisément, on identifie le point (z,y, )
de R? avec Iimage par o du polyntme Pa ..

Dans ces conditions, U'intersection @y de @ avec R? est la quadrique af-
fine d'équation X? + ¥2 = £ = 0, Cette quadrique est un parsboloide
elliptique (12},

FPour Mnstand, nous ne représentons pas oo paraboloide par une figure, car
cela me présenterait pas dinddrdt & ce sfade. En revanche, cela sera fail
ay WI-3.2 dons un conterte plus riche ef phus insbructif,

Cette quadrique affine posséde un paramétrage naturel :
(u,v) € R? N fu, 0,0 + ") € Bq.

On peut comprendre ce paramétrage comme il suit : & un point m du
plan P, de coordonnées (u,v) & R? on associe le cercle-point d'équation
(X —u)® 4+ (¥ —v)? =0, c'est-A-dire aussi d'équation Ey, avec V' =
{u, 0,4 + v%,1) € Cp. Le point $(m) & 25 n'est alors autre que (V).
Tout s'est donec passé comme si nous avions identifié un point do plan
cuclidien P avec le cercle-point dont I est le centre (et 'unigue #ément,
en méme temps).

Reconventionnoellement, cette interprétation suggére mainlenant une ma-
nidre naturelle de compléter P par « des s points & 'infini. L'image par §

U Rappelons qu'un vecteur isofrope pour une farme quadratique g et tout simplement
un vectaur qui "annube. Rappelons sisssi gu'un edas esd une partie d'un sspace weetariel
stahle par toutes les homothdties F — A,

120 %est méme un parabolotde de révolution sl Von manit B? de aa strectore enclidienne
CADTIELE.
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du plan P n'est autre que la quadrique affine @y et © possdde une ap-
plication réciprogue W, qui au point M & 2y de coordonnées homopénes
[z, 4, 7, 1) associe le point m € 7 de coordonndées {x, y).

Or, be complémentaire de 2o dans 2 est ensemble des points de 2 dont les
coordonnées homogénes sont de la forme (2, y, 2,0), avee 28 4+ —zx 0 = 1),
c'est-fedire encore de la forme (0,0, 2, 0), avee 2 ¢ 0. Toutes ces coordon-
nées homogénes sont proportionnelles entre elles et done le complémentaire
eat formé d'un seul point g, de coordonnées homogénes (0,0, 1.0).

Il est done naturel de compléter P par un point & Pinfind, comme an cha-
pitre ¥. Nous le nommerons oo et poserons ¥igae) = oo, I est & noter que
cette construction dépend a priori du choix d'un repére orthonormé direct
de P. Il eat facile de wvoir quelle en est en fait indépendante.

Le cercle-droite d'équation formelle Py = 0, cest-d-dire d'équation
I =0 doit 8tre considéeé comme uoe drojte, puisgu'élément de Ker v, mais
sans point & distance finie, Comme c'est en outre un &ément de 2, nous
I'appellerons la droite-point 4 {'infini 13,

1.4, Orthogonalité, contact, intersection, &quation tangentielle
Orthogonalité de deux cercles-droites

O aait bien gue les notion: d'orthogonalité ou de contact entre cercles-
droifes s draduisent frés bien en fermes de relabions alpdbrigues, Nows al-
lons venr dons cefle section gue lo forme quadrabigue fondamendale ef sa
forme polaire o zond de brés bons oulils pour manipuler ces propridids.

Mous allons commencer par le cas de deux cercles, puis étendre les résultats
obtenus au cas d'une ou de deux droites,

Soit I" et I deux cercles, de rayons respectifs B et B supposés pour l'ins-
tant strictement positifs, et de centres 7 ot 0. On dit qu'ils sont erthogo-
nour 5108 sont sécants et sl les tangentes en leurs poiots d'intersection sont
arthogonales {14,

LA narn: mows svons park de corele-point
by que la fgure formds par dews cercles admset un s de gyt sl oetts propridts
d 'erthogonalité st wirifibe en an point dintersection, elle Pest aussl en laucre,
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Il est immédiat que cela implique que B* + B = (617, vu le théoréme
de PYTHAGORE appliqué au trisngle rectangle MY, ot M est 'un des
points d'intersection.
Inversement, si cette égalité eat wérifide, les deux cercles sont atcants et
orthogonaux. En effet, ils sont sécants, car on &
R~ K= <R+ R,

ce que 'on wirifie par éléwation au carré, du fait que la double inégalité
précédente dquivaut 4

R* =2RE + B? < B* 4 R® < R* + 2RI + R”.
Maintenant, supposons que [ et I ont pour équation Ey et Ey, avec
Vo= (a,bet)et V' = (a" b, 0", on ' # 0, Nous savons que 2p(1, V)
W(RE 4+ BR? - (007), formule qui & été établie au VI-1.2. La condition
R4+ B = 007 équivaut done & @(V, V') = 0.
MNows avons de la chance pour ce qui concerne Lo terminologle : les cercles
[ et [Y sont orthogenaur =i, et senlement si, les vecteurs Vet V' sont
orthogonaur vis-A-vis de la forme bilinéaire symétrique 150,
Cette propriété subsiste-t-clle dans les cas particuliers T
Remplacons T par la droite non vide A" d'équation B, w0, ©'cst-d-dire
—2a'X - 'Y +¢' = 0. La condition @V, V") équivaut & 2aa’ + 206 — £t = 0
et cele dguivaut 4 dire que £t € A'. Cette dernidre condition éguivaut & dire
que A" cst un dismétre de [, Dans oe cas, droite et cercles sont sécants
et la condition d'orthogonalité des tanpentes reste vrale en leurs points
d'intersection.
Yu la symétrie de y, il est inutile d'envizager le cas o0 cest le cerele I gui
est remplacé par une droite,

Remplacons bes dews cercles par deux droltes pon vides, respectivement &
et A’ Avec les mémes notations, @V, V') = ae’ + b, de sorte que F'on a
eV, V') = 0 =i, et seulement si, les deux droites sont (sécantes et) ortho-
gomales.

Reste enfin le cas on I'un des deux cercles-droites est un cercle de rayon mul,
Or, on vérifie facilement que si Cy est un cercle de rayon nul et Cye un
cercle-droite, alora @[V, V') = 0 si, ot seulement si, I'unique point de Cyp
appartient 4 Cyp (% On ne peut plus évidemment parder de tangente en
le point dun cercle-point, mais nous prendrong cela comme définition de
I'orthogonalité ; le cercle de rayon nul I est orthogonel au cercle-droite I
gi, et seulement s, Munigue poiot de I' appartient & IV,

BEg il est traditionmel de dire que deux vectewrs orthogonaus vis-dvis de o T sont
vikdevin de g
HEE, en particulier, Ty et automatiquement non vide,
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Par extension, Pégalité oV, V') = [ reste possible lorsque Cy ou Cye eat
I'ensemble vide, mais cela n'a plus d'interprétation géométrique intéres-
sante,

Comme premidre applicalion, déduisons-en gu'd n'enste pas guakre cercles-
droftes non vides dewr & dewsr orthogonaer.

Supposons le contraire, et appelons-les Cy, 00 1 £ 4 £ 4. Les weeteurs V)
sont deux & deux orthogonaux pour ¢ et vérifient (1) # 0 pour tout i. La
famille 3 = (Viiigizq oot done Hbre V%) dans B? ; ¢'en est done une base
et la matrice de q relativement 4 58 est

(¥ o 0 0

I LU 14 0

M=1 0 o g o
0 00 gV

Or, lea coefficients diagonawx de cette matrice sont. positifs ou nuls, de sorte
que la sipnature de g est (v, 0], o r est le pombre de termes disgonaus = 0.
Cela contredit le fait que cette gignature est (3, 1).

En revanche, des configurations de trois corcles-droites non vides deux &
dewx orthogonaux existent ; voir pour cela la figure du V=9.5.6, page 286.

Contact de deux cercles-droites

Comnengons encore une fpis par Pétude du contact de deux cercles de
rayon = 0, que nous désignons par Cy et Cys, avee g V) = 0 et g(V') > 0.
MNous conservons nos notations quant & leur centre et & leur rayon,

Ces deux cercles sont tangents si, et seulement si, il existe £ = +1 tel que
TV = |R 4 el|, avec £ = =1 en cas de contact intérieur et £ = 41 en cas
de contact extérieur. Cela dquivaut & 00 = B® 4 2:RE + B or, nous
savons depuis le VI-1.2 que 2o{V, V') = t'(R* + R - nor®).

MNous avons done obtenu la condition équivalente @V, V') = —ett’RA".
Maintenant, nous avons B = g(V]/[f] et B = g{V*)/|¥] : oous avons done
intirdt & cholsir ¢ = ¢ = 1718 ot ainsi B = /5(V), B = /q[V') et la
condition se simplific en @(V, V') = —e /g V)g( V).

1T Megt une propristd classtgue : toute Bemille do vectowrs non isobropes ot dini & deux
orthogonaus poar une forme bilindaiee est libre, Varilons cals e, avec les potations de
4 4

I"#noncé : =i E.ﬁ.,;'b"i = i, alors ;:l['l-'},E 510 = 0 pour tout 3. O, cetde expression

i=1

=1
vauat aussi Aj ol Vi, Vil Omoen diduit que bes Ay sont tows nuls.
e —

il
e choix st le plus nnturel puisgue b forme habituelle de I'équation d'un cercle est
X4+ ¥? 4., = 0. Bien entendy, ls simplification recherchie s'effecton dés que 62 2 0,
on particulier dis qus t = 0 et ¢ = 0
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8i on ne cherche pas & préciser la nature du contact, intérieur ou extérieur,
la condition précédente prend la forme simple |:-,|:n|:1.f'1 '[-""}}2 —g(VigiV'1 =10,
sans que I"on ait & supposer = ¢ = 1,

[V ailleurs, supposons que les cereles Ty el Oy sonl deux cercles tangents
de ravon > 0, & intéressops-pous & Pexpression $(A) = g[AV = V'), ol
Ae R Ona aussi ®(A) = A2g(V) = 2Ap(V, V') + g(V") pour tout A, Cela
montre gue § est un trindme de degré effectif 2, et de discriminant nul ; o
o PV V)
trindime s"snoube dooe pour Ag 2V A .
Posons alors W AV = VY, Puisque g{W) = 0, le cercle-droite Ty est
un corcle-point; or, on & awssi @[V, W) = Aag(V) — (V. ¥') = 0 ainsi
que @[V, W) = App(V, V') — (V') = (. Cela montre Cy est réduit & un
singleton inclus dans CyNCy.. Ce singleton est done le point de contact de
ces denx cercles tangents. Le méme principe s"applique au point de contact
d'une drodte tapgente & un cercle de rayon > 0,

Dans le cas ol les deux cercles sont distinets, 1V et V' ne sont pas colinéaires ;
posong alors F' = Vect (V, V'), sous-espace vectoriel de dimension 2 de B*
dont &y = [V, V') est une base, Lo matrice de la restriction ge de o &
F = F oest, relativement & &8 :
- ( alV) @V V) ) _
w(V, V) g(V)

Ainsi, la condition de contact est plus simplement encore det M = 0. Cela
Bquivaut done & dire que ¢p est déginérde,

51 on s'midresse plus géndralement & la position relative des deur cercles,
on st amend & comparer §UY . |[R = R et R4 H'.

Plis précisémend, les dewr cercles sond sécands s1, of seulement &, |[H=-R'| <
HY < B4 B el dijomnds s, of sewlement s, 70 > B4+ B ou MY =
| = R|. En reprenant les caleuls qui viennent d'8tre faits, on vodt gue rela
dquivaut respectivement & q{V)a(V') = (w(V,V"))* > 0 et & q(V)g(V') -
((V, ¥e))* < ntao,

O wérific facilement que ces résulfafs 2 @lendentd au caz ot Oy ef/ou O
sont des droites.

197 dernier dénominateur ne peut #ee nul, car alors on aursit g Vig{V') = 0.

iy peut interpréter cette carsctérisation & Paide de la forme quadratique g, of
F = Voot (V, V') 2 b corches oy oot Oy sont sdcants s, oo senlement 8, gp et définie
poditive, disjoints =, et seulement =1, gp est de signature (1, 1) ot tangents s, ob sen-
lemant. &, gF est dégimdrde, Mows retrouverons, su YI1-3.2, la mime discussion ; pour
passer de celle de la section actuelle 4 celle ainsd citée, il soffit d'introduiee le faiscsan de
corcles contenant Ty ot Oy,
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51 maintenant Cy est un cercle-point, on & g(V') = 0 et la condition de
countact dquivaut & (V. V') = . Mous avons vu que cela dquivaut & dire
que 'unique point de Oy appartient & Oy,

Nous prendrons J& encore cela comme définition du contact d'un cercle-
point et d'un cerche [mals les potions de contact extéricur ou intérienr
perdent tout leur sens). Cette définition vaut aussi pour le contact d'un
cercle-point el d'une droite, avec encore la méme caractérsation.

Mous n'svons pas encore envisagd le cas du contact d'un cercle et d'une
droite non vide. Nous savons que le cercle Cy et la droite Dy sont tangents
#l, et seulement si, la distance d du centre du cercle 4 la droite est dgal an
rayon: B du cercle {nous caractériserons cela plutdt par 4% = B¥).

La droite Dy & pour équation —22'X - 2b'Y + ¢ = 0, On & done comme
condition égquivalents

[ - 2a/t - 20/t + ') _at ot

4{a” + ¥7) ot

s RE
ou, plus simplement (Zaa’ + 2bb — 1) = 4(a'® + b7)(a® + b — o). Or,
oo+ h:"_

a(V)=a® + 5 —ot, q(V') = 0" + 17 et o[V, V') = 0’ + 0 - —
Liégalité précidents dgquivant lef aussi & (V, F’}}! = g(V)gVr)1Eel,

O avwra compris ¢ les droftes se comportent bel ef ben comme des cas par-
ticuliers de corcles, un peu comme &% 3'agissait de cercles centrds & 'infind.
Cela yustific gue Uon aif introduif les Squations formelles de cercles-droites,
qui forment un eapace projechf autorizant des Snonods plus gdndraus gue
ceur wsus de espace affine des dquations de cercles. Les oocasions ne man-
queront pas de confirmer cefte remangue.

Yoici pour finir le cas de deux droites @ pour des vecteurs non ouls Vo=
(a,b,e,0) et V' = (a',8,,0), on a (V. V)" = glV)g(V") si, et seule-
ment =, les droites Dy et Dy sont paralldles '*2) 81 'on convient qu'une
droite vide est tangente & toute droite, mais n’est tangente 4 aucun cercle (390

A noter que la conditicn & = F* &quivaut 4 la disjosction de la droite et du cercle
et que la condition d¥ <= ¥ équivawe & lear concours en dens pointa. Ces deax conditions
squivalent respectivement & (@(V, V)% > g(Vig(¥) ot & (w(V. V")) < g(V (V).

YRR olfet, {2V, V) = (VgV} &= (oo’ =897 = (o + )0 + ¥
cela dquivant A la colindarité des vecteurs (o, b)) =t (o', &) © c'est e cos d'egalité dans
V'inégalitd: de Cancuy-SonwaRz.

e qui et conforme 4 notre interprétation projective : une drolte vide peut Sire
aasimile au singheton {oo}, of, oo appartienl & toutes ks drodtes eb n'appartient & aucun
vercle.



1, Les dfquations formelles des coreles-droites 323

la carachbénization précédente s"étend encore au cas du contact d'une drodte
vide et dun cercle-droite.

L'éqguation tangentielle d'un cercle

Les réaultals prdeddends vond nous permelive d'oblenir une expression simple
de Péguation tangentielle dun cercle de rayon = 0 donnd, oesb-d-dive d'ob-
tentr une condilion nécessare el suffisante simple pour guune drodle soal
tangende & oo cercle,

En effet, solt le cercle Oy, aves Vo= (a, b ot} on L # 0 el g[V} = 0; alors,
nous venous d'Eablic gue la drodte Dy, avec V' = (2,8, 2, 0) est tangente
& Ty si, ob seulement s,

o | gV} (V)
Qﬂl:l["r} - EF{V..E-'”] I?I:I"r':l =1).

Appelons ¢ I'application qui & X & BR* associe g X gV )= { (1, .J[]]-I}. Nous
allons virifier gque Q) est une forme quadratigue. Ainsi, cela Stablira gue Oy
st une forme quadratique, puisque c'est la restriction de Q & B = {0} 341

Pour ce faire, introduisons la forme bilinéaire symétrigue suivante, définie
sur B .

PN, Y) = ol X, Y)a(V) = (X, V(Y. V).

Qe & aoit une forme bilinéaive symdtrique est immédiat & verifier ; comme
QLX) = ®(X, X} pour tout X dans B*, nous avons hien montré que Q est
une forme quadratigue (et nous avons au passage mis sa forme polaire en
Evidence).

Montrons que la signature de Qg est (2, 1), Pour cela, supposons que le
repire orthonormé S8 = (4, 7] a son origine au centre de Oy, de sorte
que Péguation de co cercle est X2 + Y2 — B% = 0, avec |t = 0. Cela revient
& dire que nous faisons en sorte que ¥ = (0,0, —R*, 1).

Dans ces conditions, si V' = {a’, ¥, &', 0), alors
o g E [T _ E 2
Qo(V') = W {a" + b7 {Ej :
Ainz, la forme quadratique Oy est décomposée en carrés et cela établit la
valeur de la signature.

Il e=t intéressant d'étudier Oy en tonte géndralltd, en mélant arguments algh-
brigues et arguments géoméiriques. Cette Stude peal Stre omise en premiés
lecture.

Hpfais on remarguera bien que, & Lz différence de g, o o forme @ ni la forme Qg oo
sond intrinsdques : une of "sutee dépendent du choix do vectear V.
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La forme quadratique ) est dégénérée; en effct, on a ${X, V) = 0 pour tout X
dans BY. Maintenant, retrouvons le fit que la forme Qs esk au contfaire non
déginérée, ot plus précisément de signature (2, 1),

En effet, nous exhibons un plan vectoriel Fy de B « {0} tel que g, soit définie
positive. Considérons pour cela Iensemble & des V7 de la forme [a,b, ¢, 0} et
(o, b # (0,00, tels que |a droite Dy soit orthogopale & Cy. Pour de tels V7,
on & @V, V') = 0 et done Q(V') = L Posons alors Fy = Vect{#] = &0 {0}, On
ne peut avolr dim [ Fp) = 0 puisque & £ @, i dim{Fy) = 1 puisque, sioon, tous
les V' € & sernient colindnires et seule une droite serait orthogonale & Cy. On
ne pent pas non plos svoir dim (Fa) = 3, car, sinon, foutes les droites do plan
sernient ofthogonales i Cy.

Done, dim (Fp) = 2, de sorte que Fy ainsi déterming convient, Pulsgue la restric-
tion de @ & oo sous-capace vectoriel est définie positive, Ia signature de Qg ne
peeut Bre que de la forme (2,00, (2,1) ou (3. 0).

O, si elle Etait de la forme (3,0}, Qo serait définie positive et ascun vecteur 1
non nul dans B « {0} ne 'annolerait. Cels signifierait que le cercle ©y n'admet
ancune tangenbe | De méme, i elle était de la forme (2,0}, Qo serait positive ot
I'ensemble des V' dans R? x {0} anoulant Gy serait une droite vectoriclle. La
encore, ce geTalt absurde, car le cercle Cy n'admettrait qu'upe seule tangente.

1.5. Homographies ¢t forme guadratigue fondamentale

Clatie section plus abelraife peut #fre réserveée & une seconde leclure,

Plagons-nous toujours dans un plan euclidien, identifié & C grace & un re-
pére orthonormé S8, ot complétons-le par un point & infind 2o, 50 & est une
homographie de Py (C), nous savons non seulement qu'elle conserve globa-
lement Pengemble des cercles-droiles, mais encore que h préserve un cert.ain
nombre de propriétés de ces ohjets : I'image d'un cercle-point est encofe un
cercle-point, les images de deax cercles-droites tangents (ou orthogonam)
sont encore des cercles-droites tangents (ou orthogonaux),
Cela suggdre gu'une homographie posséde une action privildpide sur en-
semble des dquations formelles cinsi que swr la forme quadratique fonda-
mentale g, Clest précisément oo que nous développerons dans lo prdvende
section.
SiV = (abct) R {0}, disignons pour simplifier par Py le polynéme
Popod X, Y1 =#HX? 4 ¥V — 2aX — 2bY + c. 5i nous posons Z = X +1V
ot p= a+ib, il s met aussi sous la forme tZ2 — 52 — pZ + e, ainsi que
aous la forme matriciells

PylX. Y =(Z T}..Jp' (i:) s aver oy = ( !_ P ) -
Mous constatons immédistement que

~detfafy) =Fp - et =a® + b — ot = g(V).
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Mous remarquons aussi que la matrice oy est hermifienne @ on & en effet
lwE'I-"' = '==":'I-"-

Si M = (f; ’g) £ GL2(C), nous lui associons 1'homographie hus qui 4
s+ g

.
z & Py (T) associe —-

Dans wn prewiter bemps, nous consbrutsons wne lod de composilion exlerne
notée o), de GLa{C) » B* dons R, traduisanf en termes d ‘équations for-
melles le passage de Cy @ hyy (Cy ).
Nons confondons pour cela le couple (z, y) € R avec le complexe z = r+igy.
Dans ces conditions, soit M = (2 'g) € GLa(C) et V e R*\ {0} I'ho-
maographie (hj) ! est définie par
d% —
F —_— .
ZeF (C) —Zta

En outre, nous écrivons Py (X, V) sous la forme 127 — 97 — pZ + ¢, avec
Z = X +1iY et p = a+ib. Le point (X, Y) appartient donc & ke (Cy) si, et
senlement &, Ay ]fI, Y] appartient & Oy, ¢'est-d-dire i, et seulement
s, Py ([4Z — 3)/(—Z + &)} = 0. Or, un cabeul montre tout de suite que

TEZ -PZ-PE+C

Py((dZ = 3) /(=& +a)) = |—‘.I'3'+ﬂ|=

oft I'on a la relation matricielle

T <Py & -5 t —p & —p
=P Cc ) \-g & -f - a |
Appelons MoV le vectenr (T, Re P, Im P, ') et N la matrice (—Ii':r _L:'T) .
nous avons done la formule matriclells
:£M¢F = ﬁﬁ‘-’” i-‘F—]
Poagor | Z)
| — +& + af?

Il est & noter que la matrice ¥ n'est pas la matrice inverse Af~!, mais
la transposie de la comatrice de M, c'est-d-dire anssi det{M)M~!; nous
n'avons pas & nous embarrasser de ce facteur non oul det{M] puisgue
fipsar = Mapger pour tout complexe A 30,

ainsi gue Py [{hM] ’{z;j = pour tont = € By () (241

= En realltd, nous n'avons stabll cette formabe que pour & tel que 2 2 oo ot —5 8 w0,
mais elle s'étend sans difficulté aux deux vabeurs particulires ains oochss.
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De tout cela suit que, si V € B {0}, une équation formelle de by (Cy)

est Epper, ou plus simplement gue hpp{Cy ) = Cppare.

Voici les principales propriétés de cette ol de composition, propriétés donk

la vérification est triviale vu la Tormule g(V) = ~det{uf\-) ainsi que la

formule 2.

- Pour M fixde dans GLa(C), V € RBY — MoV est un endomorphisme de
R*. En outre, g MoV = [det{M)*q(V).

- Boit V ¢ BY, alors Id; eV = V et, pour M et M dans GLy(C), on &
MMV = M{M"aV).

L'on peut résumer ces propridétés en digant que (par la loi ¢} ke groupe

GL:(C) agit lindairement sur R,

Ces propriétés correspondent & o que oous pressentions ; s Oy ost un

cercle-point et M une matrice inversible, alors by (Cy ) est un cercle-point ;

en effet, ce cercle n'est autre que Caroy ot on a gl MoV ) =|det{ M) g1 ) =0

De méme, pour tout couple (V, V') de vecteurs de BY, on a d{V, V') =
gV = V') = gl¥V = V(3] on en déduit que
wl MoV, MaV') = |det(M)[F(V. V"),

pour boute matrice inversible M et tout couple (V, V') de vecteurs de RBY.
D cela suit immédiatement que hyy respecte le contact et 'orthogonalité
des cercles-droites 7 ce que nous savions.

Désignons, pour M € GLy(C), par [Me] l'endomorphisme Vs Mol
de RY. Mous allons faire le lien entre les endomorphismes de cette forme et
les simifitudes relativement & g Commengons par définir cefte notion,
Nous définissons comme il suit le groupe Sim{g) 28" des simalitudes de B*
relativernent 4 g ;

Sim(g) = {f e GL(RY), JaeR", go f=ag}.
La propriété pour Sim(g) d'étre un sous-groupe de GL{R?') est triviale,
Puisque, avec nos notations, g{ M eV = |det(M)2g(17), noug avons établi
que, pour tout M € GLa(C), M'endomorphisme [Mo] appartient 4 Sim(g).
En outre, si M & GLg(C), le déterminant de 'endomaorphisme [Me] eal
toujours = 0. En effet, Jo groupe GL3(C) est connexe (par arcs) %% et I'ap-
plication qui & M € GL2(C) associe det{|Me2]) est continue. Or, pour tout

26t Tidenditd de polarisadion .

27 3dais elle ne respecte pas nécessairement. b contact intérisur i be contact extérieur

YU ne antre natation classigue de ce groups et Simi3, 1), e réftrence 4 la signature
de la formee quadratique g. Cette information suffit, car, =i deus Frmes qusdratiques gy
il g3 oot la meme signature [r,a8), 4 Pordre prés des entiers ¢ et s, alors les groupes
Zimigy) ot Simigy) som lsomorphes.

M Pour eette propridté classique, woir par exemple [19].
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M inversible, [Me] € Sim{q) € GL{R") et cela montre que |a fonction réelle
M — det([Af2]] ne s'annule pas, Du théoréme des valeurs intermédinires
suit gque cette fonction est de signe (strict) constant. Enfin, pour My = Id;,
on & tout de suite det([Afyo]) = 1 = 0 ot nows pouvons conclure.

Nous ollons en fuit démontrer gue, réeiproguement, powr foul [ € Sim(g)
de déterminand> 0, # exisie une matrice M € GL3(C) of un scalaire X o 0
tels que f(V) = MM oV pour fowl vecteur V.

Cette démonstration, quoigu'intéressante, est un peu longue | nous en ferons
la matiére de la prochaine section.

En revanche, on ne peut pas espérer que le résultat subsiste si 'on impose
de pluz que X = 1, ¢'est-d-dire f{V) = Mol pour tout vecteur V. En effet,
lorsgue 1wy = (00,1, 1), la matrice o, est la matrice identité Idz e, pour

boute matrice M = (i 'g) € GLy(C), on a tout de suite tried yay, | =

leef® + 131 + |4I* + |6]* > 0.

Or, l'application fy = =ldgs, qui & V' associe —~1° est une similitude de E*
relativement & g, de déterminant (—1}% > 0, mais on a tr [ﬂ_w} = -2 .
Cela établit que fo n'est pas de la forme Vo— ol

Dome, nous oo pouvons pas oous passer de Piotrodoction du terme molti-
plicatif non nul A.

Toutefoiz, lo présence de ce terme mulfiplicatif w'est pas gédnante puiague
les dquations Eyppo el Egpoye reprdsentent towjours bo méme cerele-dioefe,
Au V-0.5.6, nous avons fait le connaissance du groupe de Mébus, note
Mob, qui eontient conune sous-groupe le groupe des homographies de Fy (C).
Il est possible de faire agir de méme les entihomographies sur BY : par
exemiple, aveo les mémes notations que supr, on a

ZE P2 —pZ 4t
PV{I."IE:E piflz F

-
lorsque V= (a,b,e,t). Cela établit que vaf}=%. ol 1 est
I'endomorphisme de B* de matrice canonique l
0001
a1 0 0
Mi=1o 01 0
1 O 0 0

Cet endomorphisme est encore une fois une similitude relativement & g,
mais de déterminant —1, strictement négatil.

En généralisant, on définirait une seconde action (M, 1) — M =V e&n
assoclant & M = (‘; ’g) V'antihomographie by définie par = — ‘f‘r—"-‘—ﬂ et
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en adaptant bes caleuls supra 13%), Ainsi, une démonstration analogue A celle
qui va suivre monbrerail que pouwr foud f € Simlg) de déterminant < 0, i
ergte une matrice M € GLy(C) ef un scolaire X # 0 tels que f{V) = AM*V
potir toud veclenr V,

Interprétation prejective. Pour toute homographie h de Py (C), il existe une
matrice A dans GLy(C) telle que b = hyy, la matrice M #ant unigue & un
coefficient multiplicatif non nul prés, voir au ¥-5.1. Ainsi, st M et MY sont
inversibles et vérifient hy = Ry, alom M et M° sont proportionnelles, et
done Mol et M eV le sont aussi pour tout vecteur 1.

Cela montre que Epror et Eypey sont proportionnelles, et done définissent
un méme Elément de Py, défini au VI=1.3. En d'autres termes, nous avons
une action du groupe Hy(C) des homographies sur Py (que nous noterons -
el telle que, sl b = hy et £ est la classe de Ev modulo v, alors k- E est la
classe de By module T,

De e, 8i i el une antihomographie et £ un &lément de Py, nous pou-
vons définir h - & comme étant la classe modulo r de Eyray, 51 M est telle
que b= kg el Votel que E soit s classe de Ey module r.

Rappelons que nous avons noté @ la quadrique projective d'équation X%+
Y2 = 2T = 0. Dans ces conditions, pour toute application projective f
Inissant stable 2, il existe un dlément H € Mob tel que f{E) = H - E pour
tout £ g Py t31),

1.6, La démonstration en suspens

Nous conservons bien entendu les notations de la section pricédente. Nous
nous plagons toujours dans T complété par oo, et nous identifions toujours
un point de ce plan avec son affixe.

Soit alors f dans Simfg) et de déterminant=>0. Par touches successives,
nous allons nous ramener & un cas tris simple, pour lequel nous pourrons
conclure,

Une premiére remarque & son importance tout de suite : soil [ un aufo-
morphisme de BY; s U'on o un scalaire réel o fel que g f(V)) = ag(V)
potir tout V' odons BY, alors o = 0.

En effet, la formule g1} = ag{f"{'.-"]} montre que & ne peut &tre nul.

Supposons-le < (; comme g eat de signature (3. 1), il existe un gous-espacs
vectoriel F de R* de dimension 3 tel que g restreinte & F soit définie positive.

W e mbme, ols désgnerons par [Ms] Fendomorphisme de B qul & un vecteur V
ssmocis M e 1,

Niw groupe POE) des applications projectives de Py qui lnksent @ siable eat un
aoaip-groupe du groups H{Ps) de toutes les applications projectives. O sous-groupe ost
frmorphe & Mib ; voir [18]
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La restriction de g & f{F), de dimension 3 également, est donc définie
négative. Cela contredit la valeur de la signature de g.

Cette remargue ne vaut pas pour n'importe quelle forme gua-
dratique. Par exemple, s5i nous munissons B* de la forme quadratique g
qui & v = (x,y) associe ¥ — y*, et si 'on pose flv) = (y, =) pour tout
v=(r,y) € B2, alors [ est un automorphisme, mais on a o f = —f 321
Soit done [ auwtomorphisme donnd et o > 0 tel que g o f = ag. 51 nous
posons f' = f/\/a, alors 'automorphisme ' vérifie g f' = . Puisque nous
cherchons seulement A réaliser égalité f = A[AM 2], nous pouvons remplacer
J par ' et supposer désormais que o = 1.

Soit &y = (e, £2,83,54) 1a base canonique de BY. Posons &) = f{g;) pour
1= ¢ % 4; ains, pour tout (4, 7],

wlel,eh) = wlfil=), fleg)) = wleneg).

En effet, la formule o f(V), f{V')) = [V, V') résulte de I"identité de po-
lorisation appliquée & dgalité entre formes quadratiques go = q.

Le cercle-droite C., a pour équation —2X = 0. (Mest donc I'axe Oy, et, de
méme, C,, est l'axe O.

Le cercle-droate C,, a pour équation 1 = [}; vu nos conventions, o'est le
singleton { a0 }. De méme, le cercle-droite C,, a pour équation X2+¥% = 0.
C'est le cercle-point réduit & 'origine.

Puisque gley) = gl fiea)) = 0, ke cercle-droite C,. est un singleton {z3],
oit 23 € CU{ a0 }. De méme, C,; est un singleton {23}, ol 2y € CU {0 |,
avec zy # zj. Les points z3 et zy appartiennent & Cp; et & C,; puisque,
par exemple, w(e],£5) = elef,e)) = 0. En particulier, ces cercles—droites
ne sont pas des singletons (33,

Chelsissons dans C,. un #lément 2y différent de 22 et de 24 (nous verrons
un peu plus tard Pintérét de ce choix). Vua le V=8.5.1, nous savons qufil
existe une (unique) homographie b telle que hizz) = 1, blza) = oo e
hizy) = 0. Par exemple, &l 2, # 23 # 24 # oo, 'homographie b est celle
définie par = — ({2 — 24)(22 — 23)) /{(2 — 23){22 — 24)). Choisissons une
matrice N € GLa(C) telle que b = fiy et posons g = (Na)o f.

Nous posons alors €] = g(e;) pour 1 £ 1 £ 4. Comme N. est une similitude,
la composte g oen est encore une ¢ nous pouvons toujours choisic N pour
que gog=1x%g. On a done encore @le}, € ) = wleq, €5) pour tout (1, 7).

380 g et une forme quadratique sur B", de signature [r,8), &t [ un sutomorphisme,
alors go f et une forme quadratigue de méme signature, alors que, pour o < 0, ag
est une forme quadratique de signature (=, 7). L'égalité go f = agq avec o < 0 est donc
exclue lorsque r & 8.

3 Mais nows be savions d&ja : glel ) # 0
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Par construction, C.y = h{C,; ) est le singleton {oo} et C,; est le single-
ton {0},

Puisque w(e7,¢5) = wlel,ef) = 0, le cercle-droite C, passe par oo et
par 0 : c'est done une droite passant par 0. De méme, C,p en est une aussi,
et ces deux droites sont orthogonales puisque e, ey = 0). Maintenant,
la deoite Co = IJ{C.,-IJ passe aussi par hlzs] = 1; c'est dooe PPaxe Oz,
de sorte que la droite Co est 'axe Oy (car cette droite orthogonale & Ox
passe par V).

Apris toute cette phase de préparation, nous voyons que les E . sont aussi
des équations des C,, respecltivement. On en déduit que chagque =7 est
proportionne] respectbvement & ¢; ; appelons, pour tout 4, A; le scalaire réel
tel que £ = &.

On a [Ay] = |Az| = 1, car par exemple g{e;) = g(={') = Afqle1) et ge1) # 0
(mais on ne peut rien dire de semblable pour Ay ou Ay). On a anssl Aghy = 1,
car wleg, £a) = (=5, 5] = Agdaples, £4) ot plea, e0) # 0.

La matrice de g dans la base canonique est la matrice diagonale & =
DiaglAy, Az, Ag, Aq), doot le déterminant est Apdsksdy = Aphy Comme
det( f} = 0 par hypothése et gque nous savons que det(N.) = 0, alors
detig) = 0 et done Ay = Az = L1,

Ainsi, (7 est aussi de la forme Diag(i;, Ay, A, 1) coest-fedire encore G =
Ag Dviag( Ay fAa, Ay fAa, 1, 1/A%).

Comme 1/%; = Ay, on en déduit que g = X He, o0 H = (Ah}':‘ ?) ; BT
d'mutres termes, by est 'homothétie z— Xjhgz.

Nous pouvons conclure : AsHe = Noof, el done f = Ag(N""H)o : clest
hien une expression de la forme annonede.

L.7T. Résumé des principaux résultats de ce paragraphe

Rappelons que nous disignons par g la forme quadratigue fondamentale
qui & V = {a, b e, t) € BY associe a® + 8 — ot ot que, st V oest fixé dans
R*, pous désignons par @ la forme quadratique qui & V' © B associe
a(V)a(v') - (w{v, V)

Mature d'un cercle-droite

Soit un vecteur V' = (o, b,c.t) € BV {0} Sit £ 0, alors Oy est du type

cercle. Plus précisément. on a ce qui suit.

- Oy eat un cerele de rayon oon oul &, o seulement &, g{V) = 0, Dans
ce cas, son centre est le point Qa/t 5/t) ot son rayon a pour valeur

Valv /el
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— - est un cercle de rayon nul, ou cercle-point, si, of seulement =i, g{1) = 0.
Dans ce cas, il est réduit an point 0{a/t. b/1).

—~ ezt vide &, et seulement s, g[V) < 0,

Bi, au contraire, ¢ = 0, alors Oy est du type droiie, Plus précisément,

- Oy est une droite 81, ot seulement s, g(V) = 0L
Cy oest vide =, et seulement si, g{V) = 0. Cela se produit =, et seuls-
ment &, Voest de la forme (0,0, ¢, 0], avec ¢ # 0.0 50 on compléte e plan
euclidien P par oo, on conviendra que Oy = { o0 }. ¥ compris pour la
sulte de ces rappels.

- I est impossible que gV} < 0,

Orthogonalité de deux cercles-droites

Happelons que nous avons étendu la notion d'orthogonalité de deux cercles-
droites non vides Cy et Oy an cas ol 'un au moins des dewx, disons Cye
est réduit & un point, ¢'est-d-dire lorsque g[V") = 0 on dit alors que Gy est
orthogonal & Oy s, et seulement &, I'unigue point de Oy appartiont & Oy,
Avec cetle conwention, les cercles-droites Cy et Oy sont orthogonans i,
et seulement si, @V, V') om0,

Contact de deux cercles-droites

Clest dans le cas de deux cercles Ty et Oy, tous deux de rayon = 0
que nous avons le résultat le plus précis, en ceci qu'il distingue le contact
indérieur du contact exfémeur s 'on s fait en sorte que Vosoit de la
forme (a,b,c 1) et ¥ de la forme (a'. b, o, 1), alors ces deux cercles sont
tangents intérieurement, respectivement extérleurement, si, of seulement si,
LSV gV est égal & oV, V'), respectivement & =V, V')

Dans le cas de deux cercles-droites non vides, nous avons &tabli le résaltat
suivant, pour leguel les quatriémes composantes respectives de Vet de V7
n'ont plus & étre supposées &gales & 1 : Cp et Cyr sont respectivement
séeants, tangents et disjoints selon que g(Vig{V') — (w(V, i-”]j3 est res-
pretivement strictement positif, nul et strctement négasil, Io, lorsque 'un
des deux cercles-droites est réduit & un point, la notion de contact coincide
aver colle d'orthogonalitd,

2. L’axe radical. Version géométrique

Au chapitre 11, nous avons défini algébriguement aze radical de deus
cercles. Cefte définition &tait rendue nécessaire por ['élablissement d'un
cotalogue de méthodes en colewd bargeentrigue. Nows allons reprendre ces
notions, cette fois gdométriguement, dans un codre o elles s manipulent
miienr. Le calow! barpeendrique ne peut évidemment pas [emporler dans fous
lea domaines
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2.1. Puissance d'un point par rapport & un cercle

La notion de puissance est lidge aur cercles. Mien d'éfonnant @ oo que nous
Uajons pagsde sous silence dans les chapifres préeddents, plus dévouds 4 la
gloire des conigues.

Dans un plan euclidien P rapporté & un repére orthonormé, les cercles
ont wne &quation privilégiée parmi toutes leurs Squations possibles ;@ il
a'agit de leur unique équation de la forme By, o0 V' est lui-méme de la
forme (g, b,c,1) ™), Un vecteur V tel que v(V) = 1 sera dit normalisé. En
d'autrea termes, la forme privilégite est celle qui s'6erit

WX+ V) - 20X - 25Y 4 c =0,

En outre, la valeur 7{V) de la quatriéme composante d'un vecteur V résiste
i un changement de repére orthonormeé, comme le mootre wn caleul trivial,

Il n'en est pas de méme pour les autres tvpes d'équation des ensembles
usuels (droites, coniques, courbes algébriques, etc.) @ si on qualifiait par
exemple de privildgide une équation de droite de lu forme pX +g¥ +r =0,
o & le % vecteur normal (p, ) est de norme 1, ce n'est pas wne, mais deyr
équations e ce type que 'on obtiendrait, «le » vecteur normel n'Gtant
défing quan coeficient multiplicateur £1 prés.

Les équations des conigues génériques n'ont pas davantage une forme pri-
vilégide...

Au vocable privilégd nows préférerons le mot cononigue. Lexistence, done,
d'une &guation canonigque d'un cercle, de la forme Py (X, Y) = 0, avec V
normalisé, nous améne & nous inbéresser & la fonction polynomiale P,
Dans cette section, nous allons donner de Py une définition géométrigue
lorsgque le cercle I' = Oy est non vide.

Soit donc V € RY, normalisé et tel que le cercle T = Cy soit non vide,
Disignons par 13 le centre de ce cercle ot R son m'

rayomn.

Mous établissons que, 5i M est un point de P, alors

pour foute droite passant par M et coupant T’ en m
dewr' ) points m et m', le produit Mm Mm' est

égal & NIM? — R?, c'est-d-dire encore 4 Py (M), M
En particulier, cetie valeur ne dépend pas du choiz e

de la sécante.

* Fappelons que nous avons désigng par * 1o forme lekaire qui 4 V = (a, b, e, 1) € R
associe .
Mo convenons bien entendu que m = m’ lorsguoe b droloe est tangents en m & T
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Digignons par m" Fopposé diamétral de m®. Le tiangle m™mm’ est rec-
tangle en m et 'on a done, aver nos notations,

Mm M = (Mm | Mm') = [Mm'; |Mru::|
= (M — o’ | M3 + Q') = M7 — RO,

Enfin, que cette valeur soit égale 4 Py (M) est immédiat : il soffit de se
rappeler 'égalité entre polyndmes

X3 Y? 20X~ WY v o= (X a4 (¥ b (@4 B o).
A3

Que le cercle T soit vide ou non. nous appellerons puissance de M par
rapport & [" la valeur de Py (). Nous la noterons anssi pr( M) pour faire
référence au cercle ' plutdt qu’d son équation formells.

Mous obtenons tout de suite quelgues propriétés de cette fonction polynoe-
miale. lorsque [” est non vide.
1. Le point M est respectivement extérieur & I, sur I, ou intérieur & [’
gelon que priM) est respectivernent = 0, =0, og < 0L
2. 5 une tangente & [ mende d'un point M extérieor & [ touche ce corcle
an point m, alors on a Mm® = pr{M) 98,
3. Soit deux cercles I' et ™ non vides, le cercle [ étant, centré én un point
1t et ayant H pour ravon, alors ilz sont orthogonaws =, et senlement i,
o1 i

R* = pre{f2).
En effet, si l'on appelle {1 et R le centre et le rayon de [V, alors 1'or-
thogonalité des deux cercles équivaut & B2 + B = (017, et le résultat
est dtabli puisque pr(M) = 0¥* - B%

Un exemple intéressant de caleul de puissance esc celui de pr [H}, o [ est
le cercle circonscrit & un triangle ABC et H en est Porthocentre,

"'“-'l..'gnln. ne traduit rien de plus que o relation de Pyruacone dans le trinngle Manll,
rectangle en m.
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Désignons par Hg le pied de la bauteur issue de B, et B le poinb ot celbe
heutenr recoupe I'. On a done pr{H) = HEHE . Or, HE = 2HHg, car
le symétrigue de /' par rapport au cété AC appartient 4 I'; ce symétrigue
est done be point B,

Eniin, B -HHg = HB-HHg = HB-(HHg + HpA).

Cela montre done que priH) = Eﬂ-lﬁ, ainsi que toutes les formles
obtenues par pefmutation ciroulaire sur les sommets,

Mous compléterons cette formule & Poccasion de la correction d un exercice,

an WI-6.2,

2.2, Cercles laissés stables par une inversion

Aun ¥W=T.1, nous avons décril les imiersons géomefrigues et e lecteur ¥
trouvera les propriétés essentielles de ces transformations: en absence
d'ambiguité dans Uactuelle section, nous les gualifierons tout simplement
d’ mversions.

Soit I IMinversion de pile M et de rapport & € B* donnds. Soit un cercle T

n¢ passant pas par M et [ son image par I, qui est également un cercle.
Nows élablissons fof gue

priM) = pp( M) = k.

En effet, du point M menons une sécante PQ an cercle T'. Posons P' =
L[ F) et @ = 1Q). Nous avons M P MP =
MQMY = k.

En outre, la droite PO, qui cofnoide avec
la droite PO, est une sécante mende de M
&I On en déduit effectivement que

priMipr (M) = WEMO MNP MO = &2
Dterminons mainfenant fous les cercles I
stables par 1. Il est immédiat que, si un cercle
I' est centré en M lui-méme, et de rayon
R = 0, alore I est le cercle centré en Af et de rayon |k| /8137,

En conséquence, fe seul cercle centrd en M el sfable par T est celui dond le
rayen vaut /[%|.

Soil & présent un cercle non cenbeé en M o ne passant pas oon plus par
M. Alors, ce cercle est stable par I 21, ef sewlement s, on a pr Ul..f} =k,

E s o iedier quee & peit &Lre strictement négatif A noter que & ala « dimension s
du carrd d'ome longueur, de méme d’ailkeurs que la puissance d'un point par rapport &
un cercle.
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De la formule pr(M) pre (M) = k? nous tirons la condition nécessaire
=T = priM) = +k.

Supposons dans un premier temps que p-rl[M'jl = k. 5i F est un point
de I, alors la droite M P recoupe [ en un point @, avec ) = P si AP est
tangente 4 I, Comme on a MP M@ = pr(M) = k, on a Q = I[P).

Comme on & choisi P arbitraire sur ', cela montre que IT) © T comme T
est une invelution, cela montre que I Z IT) ef done que T} =T,

Si, au contraire, on a pr{M) = —k, montrons que [Y # T, ce qui achévera
la démonst ration,

Appelons T' 'inversion de pdle le point M et de rappart, — k. 11 est immédiat
que I = g ol ob # esl la syméirie centrale par rapport & M. Comme
priM) = —k, on a (T} =T e donc IT) = o(T') # T, cqfd,

En d'autres termes, si {'on se donne un eercle I centrd en un point {1 et de
ragon B = 0, les inversions laissant [ stable sont les suivantes ;

— les inversions de pile © et de rapport £R? 180 ;

— pour toul point M ¢ TU{D}, Vinversion de pile M et de rapport pr(M).

Remarque. Avec les notations précédentes, soil un point M @ I U {02} et
Vinversion T de pdle M et de rapport pr{M). Que dire de 1'application i
de I" sur lui-méme induite par 7
Mous venons de voir que, si P est un point de [, T{P) est le point de T
ofi la droite M P recoupe oo cercle. Or, an ¥-5.4. nous avona appelé cetie
application 'invelution de Frdgier de centre A (relative au cercle I) et,
dans le cas du cercle-unibé, nous avons vu quielle est induite sur I' par une
homographie b,
Or, cette homographie n'est pas I, qui est une anti homographie. Donnons-
£ une cxpression icl. Supposons pour cela que [ est centré en 01, 'oTigine
du repére, mais ne supposons pas que B = 1 [cette bypothése avait 866
faite an chapitre V, car elle conduisait 4 des expressions plus simples, sans
pour autant nuire Ao la géndralité),
Seit a l'affixe du point M ; le rapport de 'inversion est alors k = pp( M),
c'est-d-dire (2M? — B? | soit encore Ga— R2. Sobt z 'affie du point ginérique
PeT et Z celui de son image I{P); on a Z —a = (3a = KB?)/(z - a), soit
a¥ — R?

I-a
Nous n'avons pas pour I'instant une expression homographique, En re-
vanche, g nous multiplions haut et has par —z, on &, sachant que Tz = R?

enCoTe £ =

ik do rapport + R laksse fixes tous bes points de T {d'ailleurs T est Vensemble des
points fixes de 1) et celle de rapport = 8* imduit sur T ls symdtrbe de centre 13,
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puisgue &£ 1
oz - el

az = K
qui est, cotbe fois, de la forme attendue.

Comme toute involution de FREGIER, | poasdde séro on deux points fixes
dans "' Si le point M appartient an disque ouvert de frontiére T, k =
priM) est strictement négatif, et I n'a aucun point fixe. A fortiori, son
induit i n'en a pas non plus.

Dans le cas contraire, on a & > 0 ef ensemble des points fxes de T oest le
cercle ' de centre M et de rayon +'k (an chapitre V, nous I'avons appelé
le cercle de l'inversion 1), Puisque, du point M, on peut mener & 1" deux
tangentes qui le touchent en des points m et m’, on a Mm? = Mm'? =
MO « B? = k. de sorte que les points m et m' sont sur €. Ce sont done
deux points fixes de i, et il n'y en a pas d'autres.

La figure montre la construction des points fixes m et m' de i lorsque A
est extérieur 4 [, 81 P e [ et O = L[ P), alors le quadrangle mm’ PO est
harmonique (voir au ¥-9.5.6). Sur la figure, on peut retrouver la propriété
comme il suit ; les tangentes & [ en m et en m' se coupent au point M qui
est aligné avee P et . Le quadrangle smon’ PO est done bien harmonigque.
A noter que la droite mm’ est la polaire de M par rapport & I,

3
Fci, on peut le constater directement - s 1P} = P, alors = = -ﬁ.ﬁ—l- ;'JHT
P o

solution d'une dguation du second degré,

et & aRt
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2.3, L'axe radical de deux cercles

Nows avens déjd défind cette droife au [1-2.13; ici, nous allons en don-
ner un éclairage diffdrent grice 4 lo notion de puissonce par rapport & des
cercles.

Mous énongons done @ sodt dews cercles T ef T définis par des dguationa for-
melles non proportiennelles, L'ensemble des points M tels que pr(M) =
Pre (M) est une droife, fventuellement réduite au point 0o %1%, On 'eppelle
{*axe radical des cercles [ et 1Y,

Pour &tablir cele, pous dcrivons T = Oy et TY = Oy, oil les vecteurs
Vom (o bye, 1) et V5o (o' V', 0 1) soot oormalisés e, vu oos hypothéses,
distincts. Rappelons que nous définissons les contres 12 et £ de ces cercles,
méme s'ils sont vides ; beurs coordonnées respectives sont (a, b) et (a’, ¥').
On & alors tout de suite 1'égalité fonctionnelle pr = pre = Py _p+ . Comme
V — V' & Ker7), 'ensemble A des M tels que pr(M) = pr (M) est bien

une droite.

D'ailleurs, une équation de A est (o —a') X + (b — 0¥ — = 1. Cela

montre que A est une droite si, et seulement si, 1 £ (1, c'est-d-dire =i, et
seulement i, T et T ne sont pas concentrigues. 5°0s le sont au contraire,
alors A = {o0}. Lorsque 01 # Y, 'éguation obtenue pour A montre aussi
que A est orthogonake & la droite (1.

Supposons maintenant ' et TV non vides ef pon concentriques, de ravons
respectifs B et B 5 M est un point du plan, oo a alors

priM) — pr{M) = OM? — ¥ M? — (R® — R*).
Désignons par o le milieu du segment (0 ; on a, pour tout point A,

M2 - ' M2 = 2(00 | oM ).

e—

3
Ainsi, & est aussi Pensemble des points M tels gue [ﬂi_l". |m]l = R-R :
Nous retrouvons T4 le fait que A est orthogonale & la droite THY ; nous
remATquons aussl que S passe par o 8, et seulement s, les cercles sont de
méme rayon (410,

Nows retrouvons mainfenant la construction de axe radical de dewr cercles
distincts non vides g a &8¢ donmde ou I1-2.13.

Soit deux cercles non vides T' # T, de centres (1 ef (¥ ; nous remarquons
que tout point commun éventuel M & ces deux cercles est sur leur axe
radical. En effet, pour un tel point, on & pr{M) = pp (M) = 0.

"":'I'Llpp:lnnl que cette droite particuliére o été appelée la droite-pofnt & [Nnfini.
40 Qe cette condition scit suffisante #ait clair, pour des caisons de symétrie.
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Si les deux cercles sont sécants en M et MY, Paxe radical est la droite

MM, H'ils sont tangents en un point M, leur ave radical est leur tangente
commune en M | en effot, il passe par M et est orthogonal & la droive 1.

Reste le cas de deux cercles digjoints. Reportons-nous & la figure de la
page 81 la copstruction ¥ est déerite, & Uaide de deus cercles aucali aires
[; et ['y. Maintenant, & la lumigre de ce qui précede, le principe est sans
doute plus clair : les droites mym; et mymS sont les axes radicaux respec-
tifs de (I, 'y} et de (I, [}). Leur point d'inversection M, wirifie done par
construction pr( M) = pr, (M) et pr. (M) = pr, (M).

Done, pr(M) = pp (M), de sorte que M, est sur I'axe radical A de T et
de I, Ensuite, le second cercle auxiliaire I'y fournit un second point de A,

IVuilleurs, pulsgque nous savons désormais que la droite A est orthogonale
# la droite (2, un cercle auxiliaire aurait suffi, la connaissance de 'un des
denux points My ou M auffisant pour le tracé de cette droite.

Remargue 1. Soit trois cercles U, 1Y et T de centres respectifs 13, 1Y et 027
{distinets et) non alignés, Alors, il existe un unigue poiot T8 qui ait méme
puUissance par rapport & cos trois cercles. On Vappelle e centre radical de
ces Lrods cercles.

En effet, les axes radicaux A" et A" des cercles ' et T d'une part, T
et I' d'autre part, sont concourants, puisqu'orthogonaux aux droites non
paralléles T} et 1M} respectivement. Soit Ty leur point de concours. On
a done pr(fs) = pre(fk) et pr{f) = pre (), de sorte que {}; a méme
puissance par rapport & ces trois cercles, En outre, oo point est unique
puisqu'il est nécessairement le point de concours de A% el de A",

Dans la construction précédente, le point My est le centre radical des cercles
. I" et ['; et il appartient a forfiori & I'axe radical de T et 7.

Hemargue 2. Aussi bien au IT1-2.13 que dans cette section, olest par
soustraction des équations de deux cercles que Pon obtient celle de leur
axe radical, qui est une droite. Comme ces équations de ces cercles ne sont
définies gn'a une constante multiplicative non nulle prés, il 2'est agi les dews
fois de les mettre sous une forme telle qu'ellea « différent » de 'équation
d'une droite.

Cette mise en forme s'est rbvibe plus paturelle 103, Faul-il s'en #lonner T
Cleat bien str be contralre qui eft &4é ftonnant @ le choix d'une représen-
tation euclidienne est dvidemment plus adaptée aux manipulations d'équa-
tions de cercles, alors que les Equations baryoentriques se sont montrées
Mus & péndralistes s, pour o8 qui concernait les conbques en général, et les
conbgues circonscrites en particulier,

Vour o preésend un erercice, consistand en brots questions,
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Exercice. Birapport et cocyclicité.

a) Dans un plan cuclidien, on donne des points M, N, N', P, P* distincts;
on suppose les alignements MNN' et M PP sur deux droites distinctes,
On suppose en outre gue

MN-MN =MPFMF.

Montrer que les points &, N', F, P’ sont cocycliques. | fndication | montrer
que le corole circonserit @ NNV'FP passe aussi par P, |

b. Soit une conigue # et un point M ¢ €. On méne de M troks sécantes
distinctes & %, qui la conpent en N, N, P, P/, Q, Q. On suppose enfin gue

MN-MN' = MP-MP =MQ M@

Montrer gue % est un cercle,

¢. Etudier la possibilité de placer sur une conique & six points distincts
NN PP Q. Q tels gque les pointa P, P, Q, Q' soient sur un méme cercle
[, que @, QF. N, N' soient sur un méme cercle I of que N, N, P, P* soient
sur un méme cercle [Y, ces trois corcles devant dtre tous distinets.

Le corrigé de o totalité de cel erercice se ouve en fin de chapitre,

3. Faisceaux de cercles

Les faisceaux de cercles sont des cas parficuliers de faisceanur de conigues.
Toulefois, comme un cercle confient ndcessatrement les points cycligues du
compldle profectif complere de nolre plan affine euchdien, d ne restera plus
que dewr points de base fou un point de base double] & fiver. Cerlaines
propriéftés des faisceaus de cercles dépendront donc essenbiellement de la
roalitd des points de bage,

3.1. Définition et classification

Au VI-1.3, nous avons désigné par 3 |'espace vectoriel {de dimension 4)
des polyndmes de la forme Pai e vous avons également désigné par Py
l'espace projectif associé & cet espace vectoriel. Omn appelle alors foisoenu
de cercles-drodtes  toute famille de cercles-droites dont les équations for-
melks appartiennent & une droite (projective) incluse dans Py %20, Cette
terminologie étant un peu lourde, nows dirons plus simplement faisceau de
cercles chaque fois que la famille en question ne zera pas un banal faisoesan
de droites ; oo cas particulier peut se présenter, vu notre définition, et nous

A5 an yeut Sviter de parler de droite projective, on pourra dire go'un fasceau de
ocercles st un ensemble de cercles-droites de la forme Oy, o ¥V # 0 déeril un plan
vectorie]l ¥ de BY.
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verrons qu'il o'y a pas lieuw de lexclure, oo afin de oe pas restreindre la
pendralité des énoncds sur les Talsceaux orthogonans,

En vertu de notre définition, 'eosemble des squations formeelles des cercles-
droites d'un faiscean est de la forme

MP AP =0,

oi Py et P sont deux ééments non proporticnnels donnés dans &, et o
ke couple (A, Az) déerit B®Y {0}

Catte droite projective est bien de « dimension » 1, bien qu'elle soit décrite
4 l'aide des deux paramétres Ay et Az, En effet, deux couples proportion-
nels [y, Az) et (A], A3} dans B?Y {0} définissent deux équations formelles
proportioonelles, donc définissent le méme cercle-droite,

Nows allons classificr les faisceaur de cercles a4 Daide des droddes gu'ils
contiennent of, secondairement, & Unide des cercles-points guils contiennent,
Cela powrraif paraftre artificiel, mais cette disfonction de cas traduil toutes
les comfigurations gdométrigues représentées par les faisceaur de cercles.

Avant toute chose, remarquonsa que si un Taiscean de cercles est diadini &
Iaide des équations formelles Ay Py + A3 Py = 0, on ne change pas la famille
de cercles-droites en remplagant les polynémes Py et Py par des polyndmes
F{ et P tels que Vect (F], P) = Vect (P, Py).

Nous avons désigné par T la forme linéaire qui & Py ¢ € & associe t € R
Envisageons un faiscesu & de cercles-droites défini par les équations for-
melles Ay Py + AP oo 0 comme supra, Plusieurs cas sont possibles,

Cas I. 51 P et P sont dans Kerr, alors M P 4 AP est dans Kerr
qiiels que soient Ay et Az, Le faisceau de cercles-droites « dégéndre » en un
faiscean lindaire de droites,

O sadl adors que 5 est, solb ensemble des droites passant par un point
donnd du plan euclidien (on parle alors de faiseeay de drofles concourantes ),
soit I'ensemble des droites ayant une direction donnée (on parle alors de
faisceau de droites paralléles) 143),

Mous désignerons respectivernent par LA et LB ces deux types de faisceaux
de droites,

Dans tous les cas qui suivent, ¥ = Vect{Fy, ) n'est pas inclus dans
Ker 7 : I'iptersection de ces deuwx sous-espaces vectoriels est done de dimen-
glon 0o 1, O, la premiere de ces dews valeurs est exclue pulsgue la sommme
des dimensions de ces espaces, savoir 2+ 3, excéde strictement celle de 2,
Done, ¥ 1 Ker v est une droite vectorielle A,

¥ [ b cadre projectif, ces deux ootions s'unifient : un Faisceay de droites parall&les
devient un faiscean de droftes passant par unm point donné, mais & Pinfioi.
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Cas IL. 5i l'on a A = Vect [(F,.), avec P, = Puayo, elors on peut com-
pliter { P, } en une base (P, F.) de ¥, Le polyndme P n'étant pas dans
Kerv, on peut supposer qu'il est de la forme

PIX.Y)=(X - a)? +(Y — b 4.
Lidquation générale d'un cercle-droite #lément de & est done
.1.1{[.1'—u}2+{1’=ﬁ}=+::}+.1.g all,

Les waleurs non pulles de Ay fournissent alors eguation générale des cercles
centrés au poaint {1 de coordonnées (a, b). Pour A; = 0(et Ay # 0), on obtient
la droite-point & 1'infini (447,

Dans le cas ainsi décrit, nous dirons que 5 est un foiscean de cercles concen-
triques, A noter que ces cercles sont sans point réel lotsque Ay # 0 ot

c+ :‘E = 0, d'od encore une fois intérét de faire apparaitre le caractére
1

formel d'une équation de cercle-droite.
A noter également que I'axe radical de deux cercles de F est la droite-point
a 'infini, voir au WI-2.3, c'est-b-dire effectivernent encore un Eément de &,

Cas IIL. Dans le cas restant & décrire, A est de la forme Vect (F}), avec
F; de la forme Par g o p oo {2', ') # (0,0). On pourre done supposer que
¥ = Vect (R, B). avec Py tel que

PiX.YI=(X-af+ (Y -b*+c.

La droite d8quation F5IX. ¥ = 0 est élément de 5 ; quitte & effoctuer
un changement de repére, on pent toujours supposer que cette droite est
I'axe Oy, Quitte & effectuer un second changement de repére conservant
I'axe Oy, on pent aussi supposer que le cerele Cp, eat centré sur axe O,

Les éléments de & ont done une équation formelle générale de la forme
M (X - a)® + Y2 & c) + Az X =,

Cherehons les drentuels corcles-poinds du forscean &, Puisquiune Squation
formelle n'est définie qu's un coefficient multiplicatewr non nul prés, cher-
chons les cercles-points d’équation formelle

(X -al+¥ +e—-2uX =10,

La mise sous forme canonique de cetle dquation fournit (X ~a—-p)*+¥? =
(@ 4+ w)* — {a* + ¢). On obtient done un cercle-point =i, ot seulement si,
(a+ u)® = (a® +¢).

Moy e passe comme 3l oette deoste-podint Stait la Agurelimite gue oo obtéest
en fsant tendre wers oo b rayon d'un cerche centeé en 10 Lo [aiscesn & contbend
tgalement un eercle-paint (o1 un seul] dans Paceeption classique du terme ; il 8"agit du
cercle-point {12}
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Nous avens dong les trois sous-cas suiants,

Cas IILA. Lorsque o + ¢ > (), F posséde deux cercles-points 4 distance
finie. On les obtient pour les deux valeurs suivantes de g @ juy = —a +
Var 4 cet g = —a—+v'n? + ¢ lls ont pour équations formelles respectives
ix—ﬂ—mf+1"::=[lctll_:x—ﬂ- p;:}=+1"f=ﬂ. Done, Pj et P sont
PIX.Y) XY
des éléments non proportionnels de ¥, et 'on & aussi ¥ = Vect (P, FS).
En outre, appelons A, et Ay le= points de coordonnées respectives {a+ g, 0)
et (a + pg,0); pour tout point A de coordonnées (x,y), on & F{{z,¥) =
A M? et Py(x,y) = AgM?, Une autre fagon d'écrire 'équation générigue
d'un cercle-droite de F est done Aj A, M? + A4, M2 =0,
Pour A AL = 0, un tel cercle-droite est vide, c'est le cercle-point | Ay }
pour Ay = 0 et A} # 0, et be cercle-point { Az } pour A} = 0 et AL # 0.
Enfin, pour A{A; < 0, ce cercle-droite est le cercle d'APOLLONIUS défini
par I'squation AgM (A4, M = k, avee k m /=X (35 (48},
En d’antres termes, les cercles-droites du falsceau & sont bes cercles d'ApoL-
LOMIUS divisant le segment donné A Az dans tous les rapports possibles,
Toutefois, la terminologie retenme pour un tel faiscean ne mentionne pas
ce mathématicien Grec @ le faisceau & est appeld le foiscean & points de
FoNCELET A ot Ay, ou encore le folsceau 4 poinds-limites Ay et Aj.
Il esd immmddiat que o médistrice de Ay Az est Naxe radical de deas quel-
congues des cercles du faiscenu, aussi 'appelle-t-on I'axe radical du fais-
ceau &, Nous venons de voir que cet axe radical est luk-méme élément du
Taiscean,
La figure qui suit représente quelques-uns des cerclos-droites d'un tel fais-
ciall,

"'E'H:p'p-eln'n.u qu'il ¥agit d'une droite, la médistrice du =gment A: Az, lomoue k= 1.
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Le centre du cercle d'AroLLoNius déquation Az M AM =k avec & # 1,
est lo baryeentre de ( Ay, &%) et de (As, 1), voir an V-9.4, De cola suit
que e contre d'un tel cercle appartient & 'ensemble & formé de la droite
Ay Az % privee de 'intervalle ouvert | 4, , Az [, Losque k décrit R, {1},
l'ensemble de ces barveentres déerit & tout entier, Au VI=3.3, nous verrons
comment construire effectivement le cercle du faisceau conted et un point
donné T de £

Cas IIL.B. Loraque o 4+ ¢ = 0, # contient exactement un cercle-point,
obtenu cette fois pour la valeur g = —a.

Ce cercle a pour équation formelle X2 + Y2 = 0 et il est done réduit 4
'origine £ du repére, Nous allous wirifier que # est Pensemble des cercles-
droites tangents en O & 'axe Oy, en comvenant que cette définition inclst
dgalement le cercle-point {0} et axe Oy,

En effet, 'squation formelle générique d un Elément de F autre que Oy est
maintenant (X —a — p)® + ¥? = (a + u)%. 1l s'agit d'un cercle centré en
un point de O et passant par 0. Ce cercle est bien tangent en O & Oz,
Inversement, tout cercle tangent en O & O & bien une &quation de cette
formee.

Mous parlerons dans ce cas d'un feisceau de cercles fangents, L'axe radical
de deux cercles du faiscean ost leur tangenbe commune, appelée cocore 1 axe
radical du falscean. Le llen des centres est Puxe O, tout entier cotte fois.

La figure qui suit représente quelques-uns des cercles-droites d'un tel fais-

Caau.

et ddire lei 'axe Oz, va b= choax de ootre repdre.
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Cas IIL.C. Lorsque o + ¢ < 0), & ne contient aucun cercle-point, Néan-
moins, cette fois, le cercle Cpr coupe Paxe Oy en les deax points distinets
B, et By de coordonnées respectives (0, +/'—a® — ¢ et ([, —v'—a? — ).
Ainsi, tous les #léments de & passent par ces deux points puisgee leurs oo
ordonnées, annulant séparément P{ et P, annulent aussi toute combinaison
linéaire de ces denx polyndmes.

Montrons alors gue & est Vensemble des cercles-droites passant par By ef
B;, En effet, il reste & vérifier que tout cercle-droite passant par ces deux
points est lément de F C'est bien le cas pour 'axe Oy, Quant & un cercle
passant par ces deux points, il est centré sur Or (qui est le médiatrice de
By B;) et a de ce fait une dquation de la forme X2 + ¥? = 20X + 5 =0,
Comme il passe par By, on & 3 = a® 4 ¢ et on peut écrire 'équation du
cercle sous la forme

(X a4+ ¥ +e4+2a—a)X =0,

e qui st effectivement une combinaison linéaire des dquations formelles Ep:
et Ep;.

Mous parlerons cette fols d'an feisceau & points de base, les points By et By
étant appelés les peinds de base de . Le liou des centres des cercles de &
est 'axe Oz tout entier. L'axe radical de deux cercles du faisceau est I'axe
Oy, appelé encore |'are radical du faiscean. La figure qui suit représents
quelques-uns des cercles-droites d'un tel faiscean.

b,

Dans une note de bas de page du paragraphe I%=1.2, nous avons évoqud les
falgceauy de conigques les plus géndranx. Faisons le len iei avec les faisceaux de
cercles | sl nous conskdérons un plan euclidien réel comme plongd dans le plan
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projectif compleze Fy{C), alors nous carsctérizons les corcles comme les conbgues
passant par les poinds cyeliques I et J, Les faisceanx de cercles A points de hase
A et B sont maintenant les faisceanx des coniques pussant par I, 3, 4 ot 5 e
sonl des (ameeans [de conigues] & guatee points de base.

Il &n va de mégne des faisceanx & poinis de PONCELET, mais les quatre poinks
de base sont alors tous compleres. Par exemple, les cercles de falseoean i points
de PoncELET de coordonndes cartésienmes (1,0) oi (—1,0) ont pour équations
formelles (en coordonnées homogdnes)

MY 4+ Y 4+ 1)+ puXT =0,
awvec (A, u) £ (0,00 el passent tous, ouire par les polnte eycliques, par les points
de coordonnées homogénes (5,0, 1) et (-5, 0,1},
Enfin, les falsceanx de cercles tangents sond des cas particuliers de falsceans de
comniques tangentes,
Exercice, Des équations bien symétriques.

Mous terminons cette section par un exercice, proposé en substance & la
sagacité de certains candidats & 'oral de 'Ecole polytechnigue, en 2006, 11
sera corrigé en fin de chapitre,

Danzs un plan euclidien orienté P, on donne un triangle ABC non rec-
tangle ‘47" on désigne par € le centre du cercle circonscrit 4 ABC et par i
l'orithocentre, Pour A £ B, on désigne par %, Vensemble des points M e P
virifiant Péguation &) -

MB-MC  MC-MA MA-MB

— + — — T = = =

AB-AC  BC-BA CA-CH
Etablir que la famille des %, est un faiscean de cercles concentriques,
que ¥y est le cercle circongcrit au triangle et gue ¥_; passe par H.

AL

A.2. Propriétés algébrigques dea faisceanx

Ied, dn forme quadrabiqgue fondamentale joue un rdle essentiel, ef nous al-
lons flabliv en parficulier des situalions gfométriques gui sond en foil la
traduction de lo signafure de cefle forme quodratique.

Mous avons vu, dans la section précédente, que les équations formelles des
cercles-droites d'un faiscean décrivent un plan % (privé du polynéme nul)
inclus dans 3, En ontre. si o désigne la projection de & {0} sur Py, alors
e[ ¥ % {0}) est une droite projective & © Pz, Enfin, nous avons désigné
par @ la quadrigue projective d'équation homogene X2 + ¥* — ZT = 0
dans FH'

T Cette hypothese sert seulement. & garantis la pon-nullivg des dénominatenrs interve
nand dans les diverss expressions.
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Avant d'en venir & 'éfude algébrique des faiscesux, il nous reste & introduire
une nobion importante, colle de faiscesu orthogonal & un fuiscesu donné,
3 F st un sous-espace vectotiel de 3, pous svons, au VI=1.2, désigne
par F= son orthogonal vis-a-vis de la forme polaire de g (que nons appelle-
rons pour simplifier son orthogonal vis-d-vis de g) et nous avons vu que la
dimension de F* vérifie la relation

dimn{F) + dim{F*} = dim(#) .
=

Adns, s F est un plan vectoriel, son ofthogonal 7 en est un aussl, 51 5
est le falsceau défind comme ensemble des Cy, oft V' déerit ¥ {0}, alors
le feisceau orthogenal #° est 'ensemble des Cy, ont W déerit 95 {0}

De fagon plus ghomélrigue, H#° esl défini comme 'ensemble des cercles-
droites orthogonaux 4 fous les éléments de .

Nous allons & présent interpréter alpdbriguement la clossification des fois-
ceang de cercles-droites.

Cas I. Nous savons que le plan ¥ est inclus dans 'hyperplan d'équa-
tion T = ) dans 4. Les deux sous-cas rencontrés se distinpuent par Ja
signature de gy , ol g désigne la forme quadratique fondeamentale,

Soit un faisceau # de droites concourantes. Supposons le repére choisi de
sorte que ces droites concourent en O, L'équation générale des droites de &
est alors —24, X — 24, ¥ = 0%, de sorte que ces droites sont de la forme
Dy, s 00 O, g(By o, 00) = ..:'L? + .lug La signature de gy est done (2,0).
Le fail que gy est définie positive traduit le fait gue toutes lea droiles d'un
tel foisceau sond réelles ef non riduites 4 un poind,

En d'autres termes, la droite projective A pe rencontre pas 2 puisque
AT 4 A2 ne s'annule que pour le couple (A, Az) mal.

Soit un faiseeau F de droites paralléles, Bupposons le repére choisi de sorte
que ces droites soient les paralléles & Oz, L'équation générale des droites
de F est alors —2AY + p o= 0, de sorte que ces droites sont de la forme
Dy g0 Or, Po s = A La signature de gy est done (1,0).

Cette fois, la droite & rencontre 2 en son point & 'infind ef gy est positive,
mais nou définke positive, Le fait que gy s'annude pour X = 0 boaduit e fail
que Dy pog o est & dépdndrde 5.

Se distinguant vis-d-vis de g, les deux sous-types du fype T se distinguent
aussi par leurs orthogonaux ; alors gue Vovthogonal o un fadserau de fype
I.B est un foiscenu du méme lype, Dovthogonal dun faiscesy du fype LA
est wn foiseeau du dype T1

8 e (g, Ag) # (0,00,
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En effet, supposons le repére chioisi de sorte que &, du type LB, soit défini
par les dquations —2AY 4+ p = 0, Alors, le cercle-droite Oy 5 - ¢ appartient
i JF° gi, ot seulement &, oo &

pxt4ilixe

Oxa+Xxbt 6]

m i},

pour tout couple (A, 4} & B,

Cela dquivaut & b = § = 0; le fasceau orthoponal cherché est done 'en-
semble des O, 5 . 0, oit {a, 2) déerit B®Y {0 }. Ce faiscean est Uensemble des
drodtes paralléles & "aose Oy et il est bien du type annoneé,

Un caleul en tout point anslogue dtablit que, zi F est 'ensemble des droites
d'équation —25 X —24:Y =0, slors F° est I'ensemble des cercles d'équa-
tion formelle A{X? 4 ¥2) 4+ u = 0 : c'est U'ensemble des cercles-droites
ceniréas f Uorigine, et il est lul aussl du type annoned.

Cas II. Lorsque & est un faiscean de cercles concentriques, supposons le
repére choisi de sorte que origine soit le centre commun & cos cercles, L8
quation formelle générale des éments de F est alors 3 (X2 4 Y24 Ag =0
et ['alément général de & est done de la forme Cy g 3,y 3, - Or, pour le vectear
(0,0, Az, Xy ), ln forme quadratique fondamentale g prend la valeur - A Ag.
Lu signature de gy est donc (1,1) ; g prend dooe des valeurs positives, la
valeur 0 et des valeurs négatives; le faiscean contient par conséquent des
corcles réels, deux cercles-points (si I'on compte la droite-point & P'infini)
et des cercles zans points réels,

Encore une foig, un caleul simple montre que e faiseean orthogonal #° est
alors du type LB ; c'est le faisceau des droites passant par O

Au vu de I'étude des ces deux cas, nous édnongons déji : s F esl e faiseeau
des droles paralléles & une direction donnée, son orthogonal est celui des
drodtes de direction orthogonale. 51 F est le foisceau des droiles concourand
en §1, son ovthogonal est celut des cercles-drodtes cendrés en oo poind, 5i &
eat le foisceau des cercles-droites cendrds en f1, son orthogonal esf celui des
draifes coneouranl en ce pomd,

Cas ITLA. 51 & est e fmiscean & points de PONCELET A et B, supposons
le repére choisi de sorte que ces polnts alent pour coordonnées (0, o) et
(0, —a), avee o # 0. Alors, 'équation formelle générale des Eléments de &

est

WX+ Y +af) - 20;Y = 0.

En effet, upe base de ¥ est formée des polyndmes P (X, Y) = X?24(V ~a)?
el Bl X, ¥) = X* 4+ (Y + a)® de sorte qu'une base de cet espace est anssi
formés des polyndmes B -; P et F]E;H.

Alnsi, cos cercles-droites sont donc les Gy 3, 433, 4, La forme g prend sur
ces vecteurs les valeurs A] — o® A}, et gy est done de signature (1,1). L
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encore, cela correspond A la propriété gu'a & de contenir des cercles réels,
denx cercles-points et des cercles sans points réels.

Etablissons que le faisceay &7 est le faisceau & points de hase 4 et B (qui
est done de la forme TILC),

En effet, C, 4. est arthogonal 4 tous les &éments de F si, et sealement
si, pour tout (A, Az},

Mg+ %{a’: +e)=10.

Cela dquivaut & (b =0, ¢ = —a®t), de sorte que 1'équation formelle générale
des éléments de 7° est

p(X? 4+ Y% = o) = 2upX =0,
o qui prouve le résultat annoncd,

Cas ITL.B. 5i # est le falsceau des cercles tangents en un point {1 donné
i une droite £} 2 {f}} donnée, alors on virifie facilement que gy est de
signature {1,009 et que F* est le faiscean des cercles tangents en 2 4 la
perpenadiculaire 4 D en 01, Cela se vérifie par le fait que & ne posséde que
des cercles réals, ineluant un cercle-point,

Cas I11.C. Enfin, 51 & cst le faisceau a points de base A et B, alors la
signature de gy eat (2,0) et F° est le [aisceau A points de PONCELET A et
B. Comme gy est définie positive, nous retrouvons le fait que ce faiscean
ne contient gue des cercles réels, et aucun cercle-paoint.

En particulier, ¢f cels nouws sera while ou VI=3.3, Uorthegonalité dohange
les types IILA ef IILC foué en conservant les pasres de poinds définissant
ces types de falscenur.

O0%0n correapond d"une coctaing mankre a4 cas-limite » o = 0 dars b= calouls

précidents.
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Cette figure illustre géom& riquement trods des sibuations qui vienoenl d'8ire
décrites, Nous savons qu'un falscean s'interpréte comme une drofle projece
tive dans 'espace Pz ; nous savons ausst que be cenbre d'an cercle Cg b 00
favec % 0) & pour coordonndes (o, B, Mous avons identifié naturel-
kement Vespace affine canonique B avec une partie de By en identifiant
ke triplet (a,b.e) avec le point de coordonnées homogénes (o, b,e, 1) de
Fz. Ainsi, application qui & By g1 8ssocke son centre, de coordonndées
{a/1,5/1) 8'interpréte comme la projection canondque de R* sur R* = {0},
que nous appellerons =0y,

Dans Py, oublions les points & 'infini et oublions done le point & infini d"an
faizcean de type II ou IIL Il nous reste une droite affine [0 et il est facile
de wérifier que I'oubli de ce point & I'infini ne nous fait perdre que 'unique
droite du faiscesu, cest-i-dire son axe radical. Pour ne pas compliquer nos
notations, appelons toujours & un tel faiscean, méme une fois débarrassé
de son point & IMinfini.

Un cercle By pe1 et de rayon > 0, de rayvon nul ou sans point réel i, et
seulement s, respectivement on a8 e + 5 —ec > 0, ® + P —c = 0 ou
ad + 0 — ¢ < 0: cela signifie qu'a un point M de I « sons » la quadrique
affine @ d'équation X? + Y? — Z = 0, on &lément de cette quadrique,
correspom] un cercle non vide du faisceau, ef dont & contre est la projection
orthogonale de M sur 2Oy.

Le faiscean & est de type IT si, of seulement si, la drodte DY est verticale,
Tous les points de ¥ oot la méme projection sur o0y [c'est normal ; il 8'agit
d'un faiscesn de cercles concentrigues ). Eofin, les points de [Y cormespon-
dant 4 un cercle non vide forment une demi-droite, ¢est-d-dire "ensemble
des points de I silués « sous » 2,

Si le faisceau & est de type 1L, la droite D) n'est pas verticale, Elle peut
alors rencontrer la quadrique en séro, un ou doux points selon, respective-
ment, que F contient zéro, un ou deux cercles-points, Cela discrimine done
respectivement les sous-cas ITLC, ITLB ot ITL A,

Dans le cas IILB. il v a contact de D et de @y puisque Dintersection est
réduite & un point double. Dans le cas IILA, une partie de I est intérieures
A la guadrigue, ce qui explique gue ensemble des cencres des cercles réels
de #F n'est pas une droite entidre, mais seulement la partie non pointillée
gur la figure. Moins intéressant, le caa ITLC, on 7 et @y sont disjointes,
n'e pas eété représente.

Remarque 1, Au VI=-1.4, nous avons &tabli que deux cercles-droites Cp
el e sont respectivement séeants, tangents ou disjoints selon que la res-
triction de la forme quadratique fondamentale & ¥ = Vect( P, ™) admet
pour signature (2,00, (1,00 ou {1, 1],
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Celw confirme notre clussification des faiscenux de cercles-droites ; ceux de
type LA ou IILC ont des ééments deux & deux sécants et la signature
brouvie pour gy est bien (2,0). Pour le type ITLB, on obtient (1,0) &t on
peut considérer que le cas LB donne le méme résultat ; l'intersection de
deux droites paralléles esl réduite an point & Uinfini, qui peut &tre considérd
comme cercle-point. 11 est alors normal de considérer comme tangents deusx
cercles-droites dont Uintersection est un cercle-point, comme c'est le cas de
deux vrais cercles tangents, Eofin, les types IT et ITLA correspondent &
des Eldments deux 4 deux disjoints @ la sipgnature est effectivement (1, 1],

Remargue 2. S5i 7 est un plan vecioriel de B, on n'a pas toujours % 1
¥ = BY. Cette intersection est réduite & {0} si, et seulement si, gy est
non dégénitée, o'est-d-dire de signature (2,0) ou (1, 11'5). Ay contraire,
si elbe est Ggale & (1,0) ou a (0, 1), on a ¥ 1 ¥° # {0}.

Fn termes de faisceanx, cela signifie que, si # et un falsceau de cercles-
droites, alors & M #F° est non vide lorsque F est du type LB ou du type
IILB, et vide dans les autres cas.

En effet, si & est un faiscesu de droites paralléles, alors le droibe-point &
I'infini appartient & oo faisceay ot est orthogonale & toutes les droites de &,
De méme, si F est be faiscesu des cercles tangents & une droite & en un
point A, alors le cercle-point {A} est dans & M &#".

3.3. Quelques constructions relatives aux faisceaux

Coinoe dung le cos plus géndml des faisceans lindaires de condques, il reate
un degré de lberld dans la fomille des cercles d'un foisceau. Nous dludions
ici Uezistence de cercles d'un foiscean vérifiont une condifion supplémen-
taire,

3.3.1. Cercle d'un faisceau passant par un point

Mous sllons dans un premier temps nous demander comment construire le
cercle-droite % d'un faiscean #F donné passant par un point M donné du
plan ewclidien.

Il o'y a saucune difficulté & cele 51 F est, par exemple, un faiscean & poinks de
haze 4 et B : le probléme revient tout bonnement & faire passer un cercle-
droite par A, B et M et i s'agit done du eercle circonscrit au iriangle
ABM lorsque M n'est pas sur la droite AR ou de la droite AR dans e cos
contraire {511,

La construction ne présente guére plus de difficultés dans le cas d'un fais-
ceau de cercles tangents, mais devient intéressante dans le cas d'un fais-
ceau F & points de PONCELET, que nous appellerons A ot B par exemple.

La signatare (0, 2) est swclus, dis fait du ibéordme de SyivEsTER.
HBien entendu, b= probléme est sans intérds 5i M € {4, B}
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La difficulté apparente provient du fait que, mis 4 part le point donné, on
ne connait ascun autre point du cercle A construire.

Le cercle-droite & construive est-il une droite? La seule droite de & est la
médintrice de A, et c'est done le cercle-droite cherché &, et seulement &i,
be point M est sur cette médiatriee, Excluons maintenant ce cas particulier,

Pour traiter le cas pénéral oi M n'est pas sur la médiatrice de AR, faisons
appel & astuee qui consiste & considérer le fasceay 57 orthogonal & 5
c'est le faisceau & points de base 4 et B; 58 M n'est pas non plus sur Ja
droite AB, le cercle circonserit au triangle AHA est un cercle de #°;
appelons 1 le centre de ce cercle,

Comme ¥ passe par M et est orthogonal au cercle circonserit ABM, son
cenbre se situe sur la perpendiculaire en M & la droite £EA, et il est en outre
sur la droite AB, Vu noe hypothéses sur M, ces deux droibes sont sécantes
et mm en dédumons le centre 11 du cercle ¥, Connaissant le centre et un
point de ce cercle, nous achevons la construction, comme sur la figure de
pauche,

Avec les mémes hypothéses, la fpure de droite pous montre une autre
construction possible : les bissectrices extérieure ef intérisure issues de M
dans ke triangle M AB, qui ne sont pas paralléles & la droite AB, coupent
cette dernidre en des points Ay et M. Le cerdle ¥ est slors le cercle de
d.ll-l.lmi'."tl'ﬂ ..Hl| J!rfju

Voicl deux démonstrations, I'une et 'autre faisant appel aux résultats du
chapltre T

La premitre consiste en un caleul de coordonnées barveentriques ; appelons
reapectivement a, bet ¢ bes longuenrs M B, M A et AB; le centre T du cerche
inscrit dans le triangle M AH est alors le barycentre du triplet (A, B, M)
avec les masses respectives [a, b o). La droite MT, bissectrice intérieure
fssue de M, coupe done BC en le point M3 baryeentre du couple (4, B
avec les masses respectives (a,b). On a done AMZ/BM; = —b/a et, de la
méme fagon, AM,/BM, = +b/a



352 V1. Les cercles du plan suclidien

De cela suit que My et M satisfont bien les égalités
AM, /BM, = AMy/BMy = AM/BM |

de sorte que ces deux points appartiennent au cercle # et y sont diamé-
tralement opposés, puisqu’alignés ever son centre.

DVailleurs, on &
AM:/BM;
AM, /BM,
et cela montre que la division ABM; My est harmonique.

Passons & présent & une autre démonstration du méme résultat ; appelons
My et M les points o le cercle & coupe AF ; nous avons établi an V-9.4
que la division AHM, My est harmonigue. En outre, les droites W, et
M My sont orthogonales puisque A My est un diamétre de #.

Inspirons-nous du méme principe que celul utilisé au début du IV-2.3.2
la paralitle en A & MMy coupe MM en P el M B en O si M. est le point
4 I'infini de la droite MMy, la division AQM,, P est harmoniogue, comme
I'était ABM; My,

Le point P étaot lo conjuguwé harmonique par rapport & A du point &
linfini de la droite AQ (paralléle & M A}, onoen déduit que P est le milion
du segment AG), La droite MFP est b la fods une bauteor ef une médiane du
triangle AMC} et c'en est donc aussi la bissectrice (intérieure) isaue de M.
L'autre bissectrice est done la droite MM, et cela justifie la construction.

=-1,

Lorsque le point M est au contraire sur AH, les constructions précédentes
échouent et nous procédons alors comme il suit : s M est le miliew du
segment AR, alos & esl encore une fols la médiatrice de ce segment.
S5i M est distinet de ce miliew, ainsi que des points 4 et B eux-mémes,
on construit le point MY de la droite AF tel que la division ABM M’ soit
harmonique (voir e construction de oo conjuged 4 la fin du T1-2.7). Le
cercle @ est alors le cercle de diamétre MM, Cela résulte des résultats
ghniranx du V-9.4.

3.3.2. Cercle d*un faisceau ayant un centre donnd

Imposer la position du cendre d'un cercle reviend en foil @ imposer dews
condittons ef non pas une seule, puisgue celn reviend & forer deux coefficients
dans dguation normalisde de ce cercle. En d'outres termes, Vexistence dun
cercle d'un foisceau donnd ayant un cenfre donnd n'est pas garaniie. Oe n'est
d‘ailleurs pas pour rien gue le lew des condres des cercles d'vn faiscean nlest
pas e plan boud endier, mais seulement une porfion de drodle,

Epcore une fois, i o'y & avcune glolre & savoir construire be cercle d'un
faiscean & points de base A et [ et centré en un point 1 donné (sur la
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médiatrice de AE, faute de quoi e cercle n'existerail pas), Le cos d'un
[miscean de cercles tangents n'est puére passionnant, lui non plus,

En revanche, comment construire le cercle ¥ du faisceau & & points de
POMNCELET A et B el centré en un point £ donné T W ce que nous savons,
oo cerche existe s, of soulement si, 1 est sibud sur la drodte AR, mais prives
du segment [A, H].

Clomme on le woit sur cetbe figure, nous mettons & contribution le faiscean
orthogonal #° qui est le isceau & points de base A et B - sl nous chol-
gigsons un point w sur la médiatrice du segment AF qui est la droite des
centres du faiscean #°, nous powvons tracer le cercle I centré en w et pas-
gank par A et B, Le cercle % cherché est be cercle orthogonal & ce dernier
et centré en (1. Rappelons qu'il passe par les points d'intersection M et MY
de I" et du cercle I de diamétre wil Le choix d'un autre centre w’ conduit
A des points d'intersection diférents, mais le cercle oldenu est bien entendu
le méme.

Remarquons également que le rayon B du cercle & vérifie B2 = DA.(00,
Cest une conségence de la derniére propriété vee & la fin du ¥VI-2.1. On

peut la vérifier avssi directement en cholsissant comme poiot w le milien
de AR ; on & alors avec ce choix fB® = wil® — wA® et le résultat s'ensuit,

3.3.3. Cercles d'un falacean tangents & une droite donnée

Uue fods encore, limitons-pows aux falsceaux lindadres F pour lesguels be
probléme est non trivial ; celui des faisceaux & points de base ou ceux &
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points de PONCELET. Mous enwisageons d'abord la premidre forme ; "dude,
analogue, de la seconde forme sera laissée sous forme d'exercice corrigé.

On donne done deux points de base A et B (distincts), et une droite &
remarguons que le probléme se formule aussi sans référence 4 la notlon de
faisceau ;| consbruire les cercles % passant par 4 o B of tangends & A,

Il se peut qu'aucun corcle passant par ces dews polols ne soit Langent & A,
C'est le cas par exemple lorsque les pointa A et B gont de part et d'autre
de la droite A 162),

Le probléme ne présente ni intérét ni dificulté lorsgue A passe par A ou
par B el pous allons de ce fait supposer que A el B appartiennent & un
méme demi-plan ouvert de frontidre A,

Dégignons par 7 et 3 les paraboles de directrioe & et de foyers respectifs
A et B, Mous allons établiv qu'un poind 1 du plan est le centre d'un cerele
répondant gu probléme zi, el sewlement &, c'est an poind dintersection de
& et de .

eat effectivement nécessaire @ & le cercle de centre 1 et de rayon R
convient, la distanee AT et la distance de £ 4 A sont égales & B, Ainsi,
e & et, de méme, 11 & &7,

lnversernent, soit £ € 7 N4, Désipgnons alors par A la distance de §24 A,
On & alors les dgalivds de distances AT = BT = R, Tout cela stablit que
le cercle de centre 17 ot de rayon R est tangent & A [par définition méme
de K}, et passe par 4 et H. Hemarquons que 17 est sur la médiatrice de
AFE et que, pour chague point d'intersection, il existe un cercle et un seul
vérifiant les propriétés attendues,

Mous supposerons aussi, dens un premier temps, que & n'est pas paralléle 4
la droite AF (mais étudierons quand méme ce cas particulier). MNous établis-
sons & présent que, vu les hypothéses faites, intersection des paraboles &
ef #' consiste en eractement deus poinds. 1l existe done exactement deusx
cereles tangents & A passant par A et B,

En effet, choisissons un repére orthonormé du plan tel que A soit PPase
Oz et que les coordonnées de A et de I soient respectivement de la forme
{a,b) et {~a,c)'®™), Puisque A et B sont dans un méme demi-plan ouvert
de frontitre &, on a alors be > 0 et, puisque & n'est pas paralléle & AF, on
w ftabli que ¢ # b

SER effet, sl o comtmarto un tel cercle existe, alors le scgment AR est inclus dans
le disgue dont o eercle «20 la frontidee, et ce disgue est lui-mfme situd dans un des
demi-plans fermés Gmités par Lo droite &,

Un tel rephre existe : soit A' ot B les projeclions orthogonales de A & B sur A
alors., l'origine CF est le milieu de A"5', 'acee OF est la droite & et Paxe Oy I médiatrice
de A'B'. L'orlentation des axes est alors arbltraive,
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Les paraboles # et 5 ont pour équations cartésiennes respectives
(X —al+(¥ -8 =¥?

et
(X +aP+(Y - =Y~

On #imioe ¥ enbre ces dewx dgquations en multiplisnt la premiére par o, la
seconde par b et en soustrayant. L'abscisse d'un point d'intersection wérifie
alors

(e —b) X* — 2ajc+ )X + (a® — be){c—b) = 0.

oy’

Eal)

Le discriminant réduit de cette dquation de degré effechif 2 est égal &
(4a” + (e — b)%)be, strictement positil. Le résultat annoncé en découle im-
médiatenment (54,

Le nombre de points d'intersection de deux coniques non dégénérées distinctes
peut aller jusqu'is quatre. ke, il 5 ahaisse
A deunx - la raison en est gu'one pars-
bole est tangente 4 la drolte de Pindod
da Py |R) en le point & Pinfini de son
axe. Ici, les deux paraboles ont méme di-
rootion d'axe ob sont dooc tangentes oo
lewr point & Pinfini commuon, Ce point
ocomple pour deux dans le dépombrement
dvogqué supra. Le phénoméne est ana-
Iogue & celui ohservé pour les interses-
tioms de cercles @ deux cercles (distinots)
passent de toute fwon par les points cy-
cliques, et il ne leur reste done au ples
qui denx points d'intersection rbels,

En maintes circonstances, cetbe jolie
construction nous aurait suffi, mais
nous allons agrémenter d'une autre
é la régle et au compas. L'étude pré-
cédente n'aurs pas &48 inutile, qui &
fourni le pombre de cercles solutions of une figure simple 4 interpréter. Ce
qui suit va nous permettre d'approfondic la sibostion géomelrique sous-
jacente.

Encore une fois, nous faisons appel au faiscean orthogonal #°, pour lequel
les points A et B sont des points de PoONCELET. Appelons T le point de

M Remarguer qu'i chague T solution de Péquation de cotte dernides dquation corres-
pamd un y et un seal virifiant ks dquations des deux parabioles
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contact avee A dun eercle ¥ solution du probléme et [ Je cercle de &°
passant par T, Comme I" est une normale & ce dernier cercle, il est contré
en un point M de A, Ce point M est done Uintersection de A et de la
droite AR,

Réciproquement, soit M le point d'intersection de A et de la droite 48,
5i M est enfre A et [, le probléme n'a pas de solution puksquascun cerche
de #° n'a son centre entre A et B, 51 M n'appartient pas au segment 4B,
un seul cercle I" de #* est centré en M | oo cercle coupe AF, qui en est un
diamétre, en deux points T et T, Soit alors & o @' les cercles circonscrits
respectivement & ABT et ABT” : ils appartiennent au faiscesu F et sont
arthogonaux & I' en T et T respectivement, Done, ils sont tangents 4 A
respectivement en ces dews points, et ce sont les corcles cherchés,

Dane la figure qui suit, tout en longueur, nous svons di représenter 45
verticalement :

Cette figure, mieux que la précédente, fait apparaftre le réle joud par Je
poiot M clest le milien du segment TT et il est aligndé avec 4 el B,
Le point M étant sur 'axe radical des cercles % et ¥, le caleul qui suit
confirme I'égalité des distances MT ot MT .

MT? = pe(M) = pe (M) = MT' "

51 C est un autre cercle du faiscean & et qu'il coupe A en P et P, alors
la division TT* PP est harmonique. Voici pourqued @ puisque l'on a © © &
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et I'e F7, les cercles O et [' sont orthogonsuws, Ainsi, on a
priM) = MT . MT pwelM) MP-MF,

Camme M est be milien de TT", eela suffit pour établir be résultat (550,

Ce pésultat est un cas particulier d'une propriété hien plus générale des foiseeaus
lindadres de conagioes ; nous en avons v des exemples au IV -1, Considéronz une
droite A pe pussant par avcun point de base d'un falscean & de conigues, ¢'est-
A-dire telle que ks coniques de & ne passent pas boutes par un méme point
de A, Solt alors un point F de 4, dventuellement & |'infini; par ce point passe
alors une conique de F ob une seule ob cetbe conigque recoupe & en un polnt P,
éventuellement & Uinfini ou éventuellement confondu avec P s e conique est
tangente & &, Lapplication & qui & P assocke P est bien str involutive, & on
virifierait facilement que c'est une homographic de la droite A1 On Pappelle
Pinvefubisn de DEsanGuEs induite par & sor A

Nows sommes presgiee, maiE seulement presque, dans la siteation do V-9.5.4
le corps de base étant B el non C, Vapplication b peat en effet ne pas avolr
denx points lxes. Néanmoins, si el en admet deux, T et 79, oalors A(T) =T et
KT =T de sorte que deux coniques de & sont tangentes & &, en T ot en T
respectivemsent. En oubre, comme au W-8.5.4, 68 P £ T £ T eal un polot de &
et i P = h{F}, alors b birnpport [T, 77, P, P' ] est égal & —1, oo qui correspond
hien & une division harmonigue

Motons que la possibilité d'absence de points fixes & d84 constatée dans Pétude
supra ;o cela so produit lorsgque 4 et B sont de part et d'adtee de A,

Le cas particulier qu'il nous reste & traiter, celui du parallélisme entre A
el AR, est un cas dégeénéré du précédent. Avee les mdmes notations, on a
que b = ¢, et U'abscisse d'un point d'intersection des paraboles & ef &7
est cette fois solution de éguation du premier degré

{e—b) X —Zajc+ )X + (2" —be){e—b) =10.

N, '-_.,__,u_r

=} =

Moz deux paraboles ne se coupent plus gu'en un point 17 désormais, mais
bien sir toujours sur la médiatrice de A5,
Il o'y & plus gu'un seul cercle ¥ £ F tangent & A, en un point T, ot
Vinvedutlon de DEsARGUES induite sur & est banalement la symélrie par

FReprencns un caleul falt an V-9.6.7 ¢ cholsizsons un repére afine de la droite &
ayant son origine en A et appeloss (607 p,p') s abscisses des potnts T, T, & wt
. Comme dars la section citée, la division est harmonique si, et seulement si, on a
W+ pp'l =+ e+ p') Comme 4 87 = 0, cels dquivaut 4 H' = —pp' el ¢'est bien
o8 quie fais avons dtabdi

W eat-A-dire une spplication de la drolte & (complétés par son point & Pinfinl) sur
elle-mime, et qub conserve le birapport.
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rapport & H, ce que résume la figure qui suit

La droite A5 elle-mime est un cercle-droite du faiscean, et son centre est & Uinfini
sur la médiatrice de A ; on peut considérer la droite A comme tangente & & en
lewr point comemun & infini. Tout sc passe comme si le secomd point de contact T
it i Vinfini sur & c'est conforme avec notre description de Vinvolution de
DESARGUES ; dtant la symétrie par rapport & T admet aloes T et T conune
polnts fies,

Les deux exercices qui suivent seront corrigés en fin de chapitre.

a. Etudier les cercles d'un faiscean & & points de PoNcELET A et B
tangents & ume droite &, On s Bmitera an cas général - A n'est pas paralléle
& AEF el ne passe pas par A ni par B.

b, Deux cercles & et @, centrés en des points {0 et (¥, sont tangents
extérieurement en un point A, la tangente commune en A & ces cercles
Etant appelée [F, Une autre tongente commune & ces cercles, en des poings
T et T', coupe D en un point M et {8 en un point H.

Montrer que on a 'égalité de distances MA = MT = MT" et que le
trinngle (IMTY est rectangle en M. En déduire la valeur de la distance M A
en fonction des rayons des cercles @& ey #°.

Montrer que les divisions HANQ ot HH'TTY sont harmoniques, oi H’
disigne la projection oribogonale de A sur A,
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Un cercle O tangent en 4 & D coupe A en des points P et Y. Montrer que
la division TT' PP est harmoniguse,

31.3.4. Centres d’homothétie ot faisceanx

Dans celte section, nous justifions une construction des condres o homothe-
te envoyand un cercls sur un cercle gud lui esf sdeand, en relation avec la
notion de foisceau de cercles,

Supposons deux cercles T et [, centriés en des polnts distinets £ et {2 et
de rayona distincts R 3 R', sécants en deux points distincts My et M. On
sait alors qu'il existe exactement denx homothéties qui envolent T' sur 7.
Les centres de celleg-ci sont leg pointa K et K' de la droite THY qui vérifient

Ki__R  K2__ R

Ki¥ R KiY R
Ainsi, le point K appartient an segment (2} ot le point K lui est extérieur.
En outre, on & My = QM) = R et (I'M; = ('M) = R', de sorte que les
guatre points K, K', My et M} appartiennent au cercle d"ApoLLonus Ty
défini par équation MO/M0 = B/R'. Comme ce cercle coupe la droite
00 en K ot K, ces deux points sont diamétralement opposés. Cela montre
que lea angles K ALK’ et KM K" sont droita. Cela montre anssi que Ty
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appartient an faiscean & points de base engendreé par T et [7.

Les égalités suprn entre gquotients de longueurs orientées montrent que la
divigion (HFKK® est harmonigue, Puisque, de plus, Pangle KM K" est
droit, lo méme raisonnement, qu'an VI-3.3.1 montre que s droites MK
el MpK' sont les bissectrices (respectivement intirieure et extérieure) du
triangle $MF My an point Ay, ce qui autorise une construction des points
Koet K"

Diésignons par s la symétrie orthogonale par rapport & la droite MoK ;
I'image (¥ de {1 par s est done alignée avee My et (¥, Ainsi, le cercle
I = 8(T") est tangent extérienwremnent en My an cercle ™ ; comme les ravons
respectifs de ces deux cercles sont £ et B, Vhomaothétie § de centre My et
de rapport 1B/ ewvole I sur 1Y, Nous avone done constriit une similitude
{indirecte) de centre M, gui envoie T sur T° : ¢'est & = hoo 81571

Enfin, construisons, sur les cercles T et [V, lea diamétres AR et A'B' pa-
ralléles & MK, de telle sorte que AR et A'E solent de méme sens, comme
sur la figure. Le segment A”B" = s{AB) est paralléle & AD, et donc aussi
& AL, En outre, on & A" = k{AY) et B = K(B"); de ce fait, My A" A"
et My B'B" sont alignés et cela établit une derniére propriété de la figure -

Lo cercle I s déduit aussi de I par une rotation g de centre Mo, Ainsi, bs similitude
dirscte ko p sdmet sussi My comme centre of répond aisal au probléas,

A noter que ke lew des centres des similitudes envoyant T sur T¥ est précistment In
oercle Ty,
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MK et MK' sont aussi les bissectrices au point My des triangles AMpA*
et BlMa .

Remargue, Un mot sur le cas de deux cercles [ et [¥ disjolets et de rayons
distinets "8 ¢ nous stablissons que 'appartenance de T, T' ot du cercle de dia-
métre KA &4 un méme faisceau subsiste, si K et K’ désignent bes centres des
homothéties envoyant [ sur [Y. Cette fois, le faiscean ost & points de PonceLET,
puisgque deux de ses cercles sont dispoinis,

On peut toujours choksir un repére orthonorms du plan de telle sorte gue K = 0
et que I et 1™ spient centriés sor Oz, Dans o cos, M & une dquation cartésienne
de la forme

(X —a+ ¥R =0,

S1 k est le rapport de Phomothétic de centre O envoyant I sur Y, on wérifiera
qu'upe dquation de T est

(X —ka) + ¥ =&*R* =0

Lr.cr-:nh‘uE“de]luﬂbmtdnhnmnﬂiﬂiﬁﬁ]bmnjumh-rm#ﬂpu

rapport aux centres §3 et £ des cercles. On trouvers comme coordonnées de oo

point be coupls {£1 ].Dnnut&:aquek#:l:l. puisque les cercles sont de

E+1

rayons différents.
Ainai, le cercle de diamétre KK & pour dquation
_ Eha

E+1
On en déduit que ces trois cercles appartiennent & un méme faiscesu @ em ef-
fet, I troisibme de ces Bquations cartésienoes est combinnison linénire des deux

-1

k
FoitEo1

o, X =0,

premidres avec les coafficients

3.4. Action du groupe de MOBIUS sur les faisceanx

3.4.1, Prolégoménes algébrigues

Celle section fout suite au VI=-1.5; de ce foil, elle pourra Ere omise en
premidre lechure, Tous les principes gdomdirigues qid sont développds dans
la section suivante y sont mis en euvre de manidre inddpendanie,

Au ¥WI-3.2, nous avons déterminé la signature de la restriction de la forme
quadratique fondamentale g au plan ¥ des dquations formelles des cercles-
droites d'un faisceau &, Nous appellerons ici signabure du falscean #F la
signature de gy . Mous constatons & présent que, parmi les six types de
faisceans, on peat effectuer des groupements deux par deux de conx qui
ont méme signature.

BB mous laissons su lecteur be soin de faire les caleuls analogues dans le cas de
dig carclen de rayons detincts, mais tangents, et d'¢tudier fgalement e cas de cercles
distincls de méme ravon.
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- Les faisceaux de droites coflcourantes (type I.A) et les faisceanx & points
de base (type ITLC) ont pour signature (2. 0].
— Les faisceaux de cercles concentriques (type II) et les faiseeanx 4 points
de PONCELET (type IIILA) ont pour signature (1, 1).
Les faisceaux de droites paralléles {type I.B) et bes faiseeaux de cercles
tangents (type IILB) ont pour signature (1,0).
Comsidérons & présent I'espace vectoriel réel B* muni de la forme quadra-
tique ¢; si ¥ et ¥’ sont deux plans vectoriels tels que gy et gy aient
la méme signature, alors le théoréme de WiTT ™) voir [8], garantit qu'il
existe f, endomorphisme g-orthogonal ™ de B* tel que ¥ = f{¥).

Choisissons un tel f; alors, [ est o fortiori une similitude pour g, voir
an VI-1.5, et de ce fait, il existe une matrice M € GL2(C) &t un scalaire
A # D tel que f = [Me]; pour la miéme raison, il existe également une
matrice M’ € GLy(C) et un scalaire A" # 0 tel que [ = [M's].

Tout cels montre en particulier que, 51 deux faiscesusx & ef ' ont la
mime signature, alors il existe une homographie h de C, identifié 4 R?,
et une antikomographie A’ de © qui envolent 'ensemble des corcles-droites
de & sur celui des cercles-droites de .

Dans la section qui suit, nous allons expliciter do telles transformations.

3.4.2. Etude géométrique

8i h eat une homographie de C, et & un faiseean de cercles-droites, nons
désignerons par i) le faisceau fmage de F par b, o'est-i-dire le faisceau
difini par les équations formelles k- Ey, o0 By décrit le plan ¥ des équa-
tions formelles des élbments de 5.

Commengons par envisager bes similitudes ewclidiennes de C, identifis 4 B= ;
elles sont définies par 5 : € P (C) — az + b, o0 a # 0 et b sont des
complexes.

Il est immédiat que le faiscean image s({#) est du méme type que F. Par
exemple, 51 F est du type [ILC et admet 4 et B comme points de base,
alors son image admet s(A) et a(B) comme points de base. De méme, s
# eat |'ensemnble des cercles tangents & une droite A en un point A € A,
alors son image est Pensemble des cercles tangents & Ja droite s{A) en le
point a{A).

Flus précisément, si & ef ' sont deux faisceaux du méme type, il existe
au moins une similitude s telle que F' = s{F ). Par exemple, si F est
I'ensemble des cercles tangents & une droite A en un point A € A ot si #F7

S Ernst Wi était Allemand. On veillera danc i PIONONGET $0N nom w9t &t non o,
SO - ddire tel que go f =g,
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st ensemble des cercles tangents & une droite A" en un point A" £ AF,
alors an choisit pour  une similitude qui eovoie 4 sur A” et A sur A’ (81

Un fnoncé anslogue vaut pour chacun des cing antres types de faisceaus.

Pour browiller un pen miewx les cartes, o'est-d-dire échanger les types de
fadsceaux (en tespectant les signatures, ce qui est obligatoire), il nous suffira
de faire appel aux inversions gdomdlrigues,

Rappelons or dont il s"agit %2} : Iinversion (géométrique) & de pile a € C
et de rapport k€ R est Uinvolution qui échange a ¢t oo et qui d 2 # a # o0

masovie & définl par
(Z—a)x(z—a)=k.

F+k—ida
Un a donc, dans ce dernier cas, & = a;—_ﬁ el cela confirme que &
st une andthomographie,
8i A, m et M sont les points d'affixes respectifs a. z el &, avec 2 # a # 20,
alors le point M est I'unigue point de la droite Am & vérifier AM . Am = k.
Mous dirons encore gque & est Uinversion de pdle A et de rapport k.

Si [0 eat une droite passant par A, elle sl invariante par & 5 D est une
droibe ne passant pas par A, son image est un cercle passant par 4 et la
perpendiculaire en A & £ en est un diaméire.

51T eat un cercle passant, par A, son image est une droite ne passant pas
par A, perpendiculaire an diamétre de " passant par 4. Enfin, s T est un
corcle ne passant pas par A, son image est un cercle pe passant pas par A,
el les centres de cos deux cercles sont alignés avec A,

Supposons A et k choisis ; comme on le voit, pour déterminer la nature de
Uimage par & d'un cercle-drodte T, il suffit de savolr si cotte image contient
o mon oo, oest-A-dire 51 [ passe ou non par A, De méme, cette image passe
par A &i, et seulement &, T contient .

s lors, si HF est un faiscesu de droites paralléles (type LB) et & comme
supra, alors la droite Ay du faiscean qui passe par A est invariante par
I'inversion, el les images de toutes les autres droites sont des cereles passant
par A. Le faiscean & (#) n'est donc pas du type T et ne pent done qu'éire
du type IILEB, puisque sa sigonature reste (1, 0], Efectiverment, tout cercle
de ce dernier faiscean passe par A et est tangent en ce point & Ag (en effet,
une droite & £ & ne rencontre Sq eo aucun point & distance finie, et donc
lewrs images par [ oe se rencontrent pas en un autre point gque A).

En remplacant & par h = 5o &, oit # est une similitude euclidienne bien
choizie, on éablit que, pour toul falscean & du tvpe LB et tout faisceau 57

BlEt il #n existe, ne serait-ce que A = gor, ol 7 disigoe la cranalation de wecteur .4...1'1'
of g une des rotations qui snvobent T[A] sur A
G350 reporter au V-85
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du tyvpe IILB, il existe une antihomographie b envoyant le premier sur le
second. Le résultat subsiste si on échange les roles de cos deux faiscesu,

Le méme rajsonnement permet de traiter chacun des autres cas, 51 & est
le faiscean de type LA des droites passant par un poiot M, alors il est
invariant par & & M = A et, sinon, son image est le faiscean & polnts de
base 4 et & (M. La signature est respectée.

De méme, si F admet M ot MY, différents de A, comme points de base,
son image admet & (M) et & (M') comme points de base. 5i, an contraire,
A=M £ M, I'image est le faisceau des droites passant par &F (M),

Bien entendu, pour tout faiscesn du type LA et tout faisceau du type
II1.C, il existe une antihomographic envoyant le premier sur le second, et
une sutre emvovant e second sur be premier,

31 4 est le faiscesu des cercles centrds en un point £ # A, alors un (et
un seul) de oe8 cercles passe par A et son image est une droite. Les autres
cercles me passent pas par A et leurs images sont des cercles; étant les
images de cercles deux & deux disjoints, ce sont des corcles deux & deux
disjoants,

Les seuls fasceaux contenant une droite et, & part elle, des cercles tous
disjoints sont les faisceaux & points de PONCELET. Joi, les points A ef 2
sont les seuls points du plan par lesquels ne passe aucun cercle de rayon = 0
de & [ #) et ce sont donc les pointa de PONCELET du faiscean image.

S & est le falscean des cercles centrés en A lui-méme, il est invariant par 5.

Enfin, «si & est 4 points de PONCELET M # M, distincts de A, son image
admet & (M) et & (M') comme points de PONCELET. 5i I'on a au contraire
A= M # M, alors I'image est le faiscean des cercles centrés en S (M),

Encore une fois, 5i & et &' sont des faisceanx donnés, 'un du type LA ot
'autre du type IILAC, ou bien I'an du gype IT ef autre du type IILE, il
existe unc antihomographie envovant le premier sur e second ef une aulre
envoyant e second sur le premier.

Pour retrouver sans difficulté le groupement des types de friscequr dewr par
dewer, on pourra les classifier selon le nombre de cercles-droites-points. I
'y en o aucun dons un foiscesu & poinds de base, ni dans un faisceau de
drodtes concouranies ) # ¢ en a un dans un faisceaw de cercles fangends, ou
dans un foisceau de drodtes paralléles fla drodte-poind & Uinfind) ef i 3 en
a dewr dong un foiscesy & poinds de PONCELET ainsd gue dans un foiscean
de cercles comeentrigues, 'un d'entre eur élant & infini.

Exercice. Les réseaux de cercles.

Pour clore cetie section, nous proposons Pexercice suivant, corrigé en fin de
chapitre : on appelle résequ de cercles-droites, ou plus simplement réseau
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tout ensemble de cercles-droites de type Cy, ot ¥V # 0 décrit un sous-
espace vectoriel ¥ de dimension 3 de R

a. On demande alors de classifier les riseanx et d'étedier Maction des in-
versions sur 'ensemble qu’ils constituent,

b. A titre d'exemple, en diduire que si I'on donne I, cercle de rayon > 0,
et un point My & [, alors lensemble des cercles-droites passant par M, et
orthogonaux & T est un faiscean & du type IILC dont Ay est 1'un des
points de base. Quel est alors Nautre point de base ? Décrire Vinvolution de
DESARGUES induite par & sur un dimmétre du cercle I,

3.4.3. Applications

Avand de vowr aves quelle efficocité Vinversion permel Pélude de Uallerna-
fire de BTEINER, mondrmons guelle condribubion elle apporte & des fludes
plus simples. J1 sevg alovs indéressant povr le lecleur de comparer ces mad-
thodes aver celles mizes en euvre dans les constructions gdoméirigues de
e paragraphe.

a. Etant donné un faisceau & points de PONCELET A et H, et un point
M # A # R, cherchons & eonatruire le cercle-droite € du faiscean passant
par A

Soit & une inversion gtométrique de pole A ; alors, le faiscean image est lo
funiscean F° des cercles de centre (). Le cercle-droite & (%) est donc
le cercle-droite ®' de centre & (B) et passant par & (M) & (B) # oo.

Done, le cercle-droite % cherché n'est autre que & ~'(&'), soit encore
(). Discutons-en la nature : & est un cercle sl %' ne passe pas par
A, ot une drolte dans le cas contraire. Or, A © %7 a1, et seulement 8i, on a
I'égnlité de longueurs & (B) A = & (B) ¥ (M).

oy’ o

ae o
En outre, vu la formule du ¥-7.1, on &
BFA=FM ¥ kiﬂ:dﬂf=ﬂﬂf1

BA ™ Al x AM

et cette derniére assertion équivaut & dire que M appartient & la médiatrice
de AR,

Dang la figure qui =nit, nous avons représenté deux copies de B? : dans 1a
demi-figure de gauche, les points A, B et M ainsi que le cercle % et, dans
celle de droite, lours images respectives par & (531

Ceat par souci de lisibilité que nous w'avous pes porté les points et leurs
inverses sur la méme figure. Toutefols, si l'on préfére voir dans ce qui suit

50w moins, celbes qui me sont pas & Vinfnd; i o'y s dooe pas de point 47,
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une figure unigque, on peut la reconstitwer en faisant subir & la figure de
drodte la translation gqui ameéne be point noté (A) en A

Les miimees conventions seront valables dans toule cette section,

b. Heprenons & présent la recherche des cercles %) et %5, g'ils existent,
passant par A et B, distincts donndés, et tangents & une droite A donnée
ne passant pas par un de ces deux poinis eb non paraliéde & AB.

Appliquons & la figure une inversion & (géométrique) de pdle le point A.
Le point B a une image £, et la droite A a pour image un cercle [' passant
par A, Le probléme revient alors & Erouver bes droites Dy et Dy passant par
B tangentes i [, les cercles cherchés &tant les images de ces droites par &,

Sachant que B € T el selon que B est intérieur ou extérieur & T, on obtient
done zéro ou deux droites, et il ¥ a done 2éro ou deux cercles répondant &
la question.

Comme e centre 57 de I est 'image par & du symétrique 5 de A par rap-
port & A on vérifie facilement que Pexistence de deux cercles seluthons
équivaut au fait que A ne rencontre pas le segment AE, équivalence que
nous svons déji établie,

Fa

E%0ir la fin do V=03,
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4, L’alternative de STEINER

Nows nous propesons o 'Eludier w1 Uesisbence dune chaine fermée de cer-
eles tangents ™) et qui soient également tangents & deur cercles donnés.
L'alternative de Steiner réside en le foil gue, soit une felle chafne n'existe
pas, seit il en eriste une infinild,

4.1. Les coniques reviennent

De peur de lasser le lecteur, qui & déja dégusté des conbques & toutes les
sauces dans les chapitres 11, II1 et IV, nous n'avons guére mis au meno
de ce chapitre que des droites et des cercles %), Pourtant, les coniques
réapparaissent dams 'exemple qui suit, & la faveur de leur équation bifocale.
51 nous nous donnons dews cercles O el O, de ragon > 0, dudions Uen-
semble des vecteurs V' odels que le cercle Oy soif tangent & ces deus cercles,
CQue I'on procéde pour cela de fagon algébrique ou pométrigque, on eat
confronté & de nombreus cas particullers, selon la position de OF par rapport
& O et selon la nature du contact, extérieur ou mtérieur, de Cy avec O et
de celul de Cy avee C°. Nous nous limiterons & un eas, les autres étant
tout & fait analogues

Supposons par exemple que O est intérieur & O et que "on cherche les V
tels que Oy soit tangent extérieurement & O, le contact awec O &tant
nécesgairement intérieur. MNous désignerons par & ensemble des cercles
répondant & la question.

La figure qui suit montre un exemple de cette situation, avec un des cercles
possibles Oy, Dépouillée pour IMinstant, elle ne cessera de 8'enrichir au for
i & mesure de notre progression,

4 Dmns un sens qui sera défini dans or paragraphe.
s & part quelgues inoffensives paraboles dans be paragraphe proctdent.
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Commengons par une étude géométrique du probléme. Désignons
par 11 et 01 leg centres de O ot de O, par K et B leurs rayons, par o le
centre de Oy, et ¥ 800 rayon.

81 Oy convient, on a les égalités de distaness e = R -rot e = R +r.
Cela implique que fhe + M'w = R + R, c'est-d-dire que w appartient d
I'ellipse T' de fovers 0 et 0 ot de longueur du grand axe 20 = A + R
Cette ellipse est une « vraie » ellipse, car Q{F < 2a'%7): cola découle du
fait que C est intérieur i O,

Pour éteblir quiinversement tout point de [ est effectivement le centre
d'un cercle de la famille, i1 est important de démontrer que I est incluse
dans le disque ouvert D1, K], c'est-d-dire gqu'elle est « intérieurs » & O, et
qu'elle ne rencontre pas le disque fermé D(0Y, BY) c'est-d-dire qu'elle est
« extérieure » & (. Mous éteblissons la premidre propriété ot lakssons la
seconde en exercios,

Puisque 17 est un foyer de I, un équation polaire de I dans un repére polaire

bien cholsi d'origine 1 est g = T'.’EEE (58}

Comme la valeur maximale de g est p/(1 — &) = (B /a)/(l —cfa) = c+a,
il reste & montrer que e+ 2a < 2R; or cela revient & wrifier que fHF +
R+ R < 2R, ce qui est effectivement le cas.

Cela &tant acquis, =1 un point w vérifie fhe + 0w = B+ R, oo peut
poser ¢ = A —fhe Alors, v = 0 puisgue Pellipse T est & inbérieure * an
cercle O, Par construction, e cercle de centre w et de rayon r est tangent
intéricurement 4 . Comme on a anssi (Yw = R+, ce cercle est dgalement
tangent extéricurement & O, Ce cercle est oo outre unique une fois son
centre choisi sur I, puisque son ravon est nécessairement i — fhe,
Résumons ! Nous venons d'établiv que le liew des centres des cercles Oy
répondant & la question est (dans ce cas particulier) toufe Vellipse I de
fovers 01 et 12 et de longueur du grand axe B+ B et que, pour tout point
w € I', on peut construire exactement un cercle (et de rayon= 0] qui soit
tangent & O ot O,

Venons-en & présent 4 I"6tude algébrique de cette question.

Supposons que les cercles O et O ont pour égquations respectives By of Ege,
avec U = (o, 8, 1) et U7 = (o', 7', 4", 1}. Les conditions de contact de Oy

BTS0 om avait e §HY = 2a, Pellipse 0t 568 récduite au segment [£1,017] ; elbe ot &6 vide
ai on avadt e (1 < 3a,

O8I) suffit de chidslr comme axe polaire (32 1o droite S8, of d'osieeter oot axe de sorte
que 11 alt wne abscisse (strictement) positive
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aver O [intérieurement) ot avee O (extérieurement ) &'dcrivent

{ﬁf‘qwmv} T UAY
Vallalv) = —elU", V).

U o

e aystéme implique la relation ¢y, V) = 0, ob R P

ystéme implig wllo, V) N AN
on vérifie facilement que le cercle-droite Cyy, d"équation Eqy, est un cercle de
rayon> 0. Puisque U & Vect (I7, UF'), le cercle Oy, appartient an faiscean
engendré par les cercles O et O, qui est & points de PONCELET puisque
ol O somt disjoints.
Vi que p(lly, V) = 0, tons les cercles de & sont orthogonaux i Cy,.
En particulier, s on désigne par [l le centre de ce cercle et ry son rayon,
la puissance de iy par rapport & tous les cercles de & est égale & r}.
En particulier, le point £l appartient 4 I'axe radical de toute paire de
cercles de . Nous I'appellerons le centre radical de &, Cette définition est
cohérente aver celle du WI=2.3 : le point flp est en effet ke centre radical
de tout triplet de cercles de o,

Cela nous fournit une construction géométrique du cercle Cyy,. En effet,
noiE pouvons déji construire
deux cercles de la famille & :
la droite D35 coupe O en dews
points M et M', et 7 en N
et &', Mous les supposons or-
donnés comme sur la fgure
qui suit, c'est-d-dire de facon
gue M et N solent d'un méme
coté de TF. Ainsi, les cercles
de disméires respeoctifs MN
et M'N' sont dans &, et Jeur
axe radical D, que 'on sait
construire, coupe orthogons-
lement fHY en un polot ag.
Or, ag = g, car le cercle
1y, . appartenant au faiscean
engendré par les cercles O ot
¥, st centré sur la droite 0FF et ag est le seul poing de cette droite & avoir
méme puissance par rapport anx deux derniers cercles construits. On zait
enfin construire le cercle de centre Tl et orthogonel au cercle de diamatre
M'N’, ce qui achéve la construction de O, '59).

8951 o' est le milieu de N, le corcle de disméare e’ coupe le cercle de dinmitre
MW e deus points P et ). Le cerche cherché a pour cemere £l et passe par P (el Q).
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Nous proposons maintenant dewr constructions géoméiriques du cercle Cy
de & gui touche C' en un point T dennd, la construction du cercle de  gqui
touche C° en un point T° donnd étant analogue.

v Ty

E -

IR <P

Appelons & 'axe radical des cercles O et O 5 80 T eat 'un des deux points M
ou M' précédents, la construction a déji &té faite. Sinon, la tangente & 7
en T coupe A en un point Ty, dont le puissance par rapport & O est giric-
tement positive, Comme il est sur I"axe radical de 7 et de O, sa pulssance
per rapport & O est strictement positive aussi | cholsissons le point TV de O
tel gue T5T" soit tangent & C° et que [V et T solent de part ef d’aulre de
la droite TpT 1700,

Comine Ty est sur A&, les distances ToT et 1T sont égales ; les perpendicu-
laires en T & ThT et en T7 & Ty T se coupent done en un point w équidistant
des points T «t T, Par construction, le cercle Oy de centre w et passant
par T (et T') eat tangent en T & O et en 7" & €7,

Explicitons une seconde construction & I'aide de la figure de la page 387 ;
la demi-droite [T coupe le cercle O en un point 7. Les droites 13T ot

T se coupent en le centre w du cercle Cy cherché, On peut achever alors
Is construction de ce cercle puisque 'on en conneit le centre et un point,

TOCela eachist 'en dea dex podnts de contaet des tangontes mendes de Ty 4 ©,
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e point T par exemple.

Nows allons fustifier cetle congtruction, f mondrer en outre que lo mddia-
trice de TT" eat la fangente & [" en w comme celn se voit sur la figure
ci-dessus.

Mous savons déjd, au vu de la premidre construction, que le cercle Oy
existe ; nous avons vie en outre an VI-1.4 que, puisgue Cy € &, et puisque
les cercles © = Cp et Oy sont tangents, ke cercle-point Cue, o 'on & posé
'1_."
W= %{I}]U — V', et réduit au point de conlact de ces deux cercles. De
L

méme, le cercle-point Cuwr, o W’ = %]—U' — V, est réduit au point
de contact des cercles ©F m Gy et Ty,

Etablissons ensuite que les cercles Oy, Cw et Cye appartiennent & un
méme faiscean. Cela revient & montrer que les vecteurs U, Woet WY sont
Wl V) Valvl el VY eV

lidga. Oy, on a anssi — = + el - = ;o a
gl Vail) qll7) Vall™)

alors la relation linfaire
Ww-uw" _ ir + 0 )
Valvl  all] /el

L
En particulicr, les contres de ces trois cercles sont alignés, savoir Sy, T

et T, et on conclut alors. A noter que nous avons éiabli au passage que
Cyr, appartient au faisceau & points de PONCELET T et T7.
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Comme w est e centre du cercle Gy qui passe par T et T, le point w est
sur la médiatrice de TT. Pour éablir que cette médiatrice et tangente
i I' en w, il reste & montrer que c'est la bissectrice extérienre de 'angle

VAl clest-A-dire aussi la bisseotrice intérieure de "angle T'wT. Or, cette
dernitre propriélé est triviale dans le triangle isocdle T'W T,

Mous lisons d'sutres propridtés dans les figures précédentes. En particulier,
la polaire de Ty par rapport au cercle Cy est la droite TTY, woir le cha-
pitre ¥. En outre, la polaire de f; par rapport & co méme cercle est la
droite 55 qui joint les points d'intersection de Cy ot de Cyy,, puisque ces
deux cercles sont orthogonaus,

Comme TT' pasge par 1, le quadrangle TT'55" est harmonigue, se repor-
ter an V-0.5.6, ¢t done la droite S5° passe aussi par .

4.2, Un détour par les enveloppes de cercles

Dans I"ttude précédente, il est apparu que, avec les notations utilisées, les
points £, T et TV sont alignés, et que ls médiatrice de TTY est tangente
au lieuw I' décrit par w. Ces propriétés se sont imposées d'elles-imdmes en
relation avec la théorie des enveloppes de cereles. Mous nous confenterons
de les énoncer heuristiquement, du Fait gue la démonstration algébrigue
rigoureuse a été offectude supra.

Dans la figure qui suit, nous représentons Je cercle Cy qui touche O en un
point T ainsi qu'un cercle Cy;, qui touche © en un point T proche de T°
Sur la figure, le point T est « assez loin » de T, faute de quod elle serait
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illisible, Jes points £, T et T venant & se confondre.

Mous savons que 'axe radical &' de Cy et de Cyy, passe par (I et que
la médiatrice de 8 est la droite des cendres woy qui est une corde de 17
Faisons tendre Ty vers T'; alors, les points £ et ¢ tendent respectivement
vers T et TV el la corde wwy tend vers la tangente & ' en w. De cela suit
lalignement de TTT et la propriété de la médiatrice,

Il o ét¢ question ici d'enveloppes de cercles, car les cercles de la fomille &

restent tangenda gur cercles © ef O, que U'om qualifie alors d’enveloppes
des cercles Ty

Bemarque. Voici comment Rached MNEIMNE explique géométriquement
la situation qui vient d'8tre décrite ; avec les notations précédentes, il existe
une homothétie ky qui emvoie le cercle O sur le cercle Cy, homothétie dont
le centre est le point de contact T de ces denx cercles. De méme, une
homothétie b de centre T envoie le cercle Oy sur le cercle O,

La composée b om kg o by envole alors be cercle O sur le cercle O, Or, b est
une homothétie ou une translation, mais cette seconde fventualité est exclue
puisque O et OF n'ont pas le méme rayon. Done, k est une homothétie et
gon centre T est sur la droite joignant les centres des deux cercles, c'est-&-
dire la droite {HY . Remarquons aussi que le rapport A de cette homothétie
est négatif' ") on a done A = —r /K.

Bevenons maintenant & la figure de la page 369 : 'bomothétie & envole
les points M et M' respectivement sur les points N* et N ; en effet, par
exemple, M € C MY et done A(M) € C" MO0 = {N, &'}, On a donc
RM) = N puisque le rapport X de 'homothétie b est négatif.

TLEn offet, by & un Fapport positif, mais by un rapport négatil. L'homothétio de rapport
positil eovoyant O sur O est celle domt le centre est sutérieur @ ces deus cercles. Som
centre fat b conjugud hammoniguee de T pas rapport & G5



374 VL Les cercles du plan euclidien

On en conclut que 770 = AT"Ef et TVN = ATV M", de sorte que
™M-TYN =TV M- T"N!

Autrement dit, T est sur I'axe radical des cercles de diambtre AN et
MW On en conelut comme précédemment que T = . En prime, nows
avons obtenu la relation RT8,0Y = —r D300

4.3. Une chaine de cercles

La situation se corse! Gardand touwjours les mémes nofabions, montrons
gu'dlant donné un cercle Cy dans la fomille &, i existe deur cevcles Cp
et Cpo de geble famille qui soient aussi tangents extérieurement & Ty,

On peot ainsi construire une suite « récurrente » '72) de cercles (O )een

dans & telle que O soit le cercle donné Cyr et telle que Ty s0it tangent
extéricurement & O et distinet de Cp_j.

Nous savona que le cercle Cy est orthogonal an cercle Cyy, ; le centre w du
premier est donc extérieur & Cpr,. Par w nouws pouvons donc mener denx

TIEt mebmse dewx subtes, Mene tourmant dens e sens direct ot Pautee dars le sena
rétrograde.
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tangentes & Cpy, ) elles recoupent 'ellipss [ respectivennent en des points
w' et w”.

Etablissons que les deur cercles de & centrés respectivemnent en o of o
sord fangents ectéricurement & Cy.

En effet, soit par exemple le cercle C, € & centré en w'. 1) est orthogonal
& Cyp ;oo la droite we' est par construction tangente 4 Cp, © le point ¢f
of elle touche Ty, appartient & T du fait de lorthogonalité, mais asssi
& Cy pour la méme raison, Comme ¢ appartient an segment [ww’], nous
avons bien &tabll le contact de Cpr avec Cye en ce poiot. [1 en va de méme
des cercles Oy e Oy en un point £7.

En outre, C,, et C,» sont les deux seuls cercles 4 virifier ces propriétés -
gi un cercle Cy € & de centre wy est tangent extérieurement & Cy, alors
la droite woenye est tangente & T, Or, du point w oo oe peut mener que les
deus tangentes précédentes, of chacute te recoupe [ gu'en un poiot,

Signalons, pour lo bonme bouwche |, une propriétd mise en évidence sur la
figure de la page 374 : 8l Cp € & eat tangent en T & O, alors, de méme
que tous les cercles tangents intérieurement & O et extérieurement & O
sont orthogonans au cercle Ty, tous les cercles tangents inbérieursment
a O et ﬁx'l.éri?mmm 4 Cy sont orthogonaux au cercle Ty, ol ¥y =

i U . .
+ - Appartenant au faiscean engendré par O et Cy, qui est
Vall)  v/alls) )

un faiscosn de cercles tangents, le cercle Cy, est tangent en T & © et est
centré en un point I sitwé sur la droite 527,

Le cercle Oy étant orthogonal & Cp, el & Oy, son cenbre o' ost sur axe
riwlicnl de ces deux cercles, ici ln droite appelée «'c”. 11 en va bien sir de
e du point o,
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4.4. Et si la chaine se refermait

Partons & nouvean de deux cercles ©© et O gitués [*un par rapport i "antre
comme précédemment el cholsissons un entier 0 2 3, Donnong-nous enoore
un point I € C et construisons une suite récurrente de cercles (O gey
dans & telle que O soit le cercle Cy € & qui touche O en T et telle que
Oy 800l tangent extérieurement & O et distinet de Oy,

Nous allons élabliv gue, & le cercle O, cofncide aveo le cercle O pour un
choiz particulier de T, alors cela se produit quel que soit le choix de T,
Ce pésultat constitue ce que Pon nomme "alternative, ou le porisme, de
STEINER-

4.4.1. La preuve classique

Le résultat est trivial dans le cas de deux cercles ' et O concentriques,
de centre commun un point 1. En effet, i 'on choisit par exemple de faire
« tourner » les cercles Oy dans le sens direct, on wérifie sans difficulté que ke
eentre du cercle Oy %6 disduit de celui de ©7, par la rotation de centre {3
et d'angle @ défini par sin g = % od, rappelons-le, et r désignent les
rayons de O et de OV,

Cet angle est indépendant de T'; sutrement dit, pour que la chaine se

referme au bout de n itérations, il faut et il suflit que n Are H-illH ;: € wi.

Cela ne dépend &videmment pas du choix du point de contact initial T,

Lezplication de la prédsence du point F sur la figure de gauche sera fouwrnie
ou WI-4.4.3.
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Clest oe gue Von constabe sur la fgure de droite cedessus, on Uon a cholsi
R = 3r, de sorte gue sin @ /2 = 1/2, et done & = 7/3, Oo a alors Cp s = O
pour tout &, oo guel que soit le choix du point T initial.

Pour le cas général de deux cercles digjoints & et O, le second étant in-
terieur an premier, la preave résalte de Pidée suivante @ wne fois Je plan
cuchidien orientd assimadé & C ef complétd par un poind noté oo, o erxste
une mversion [géométrigue] & de Py (C) qui envoie les coroles O ef OF
sur deir cercles concentrigues.

Démontrons cela ) la conclusion ne sera plus alors qu'une formalité,

Puisque les cercles O et ©F sont disjointa, le faiscean & gu'ils engendrent
est un faiscean 4 points de PoNceLET. Ces deux points de PONCELET sont
situés sur la droite £270° et I'un des deux seulement est intérieur au cerche ©°.
Appelons-le P, autre &tant un point P £ P,

Soit & linversion de pble P telle que SF(FP) = P; l'image par & du
faiscean F° est le faisceau de droites de base ' et donc & envoio le
faiscean #F sur le falsceau des cercles de centre P, A fortiori | les cercles
() et S (C') pont concentriques, de centre ™, Cette inversion convient
done bien.

Soit maintenant les cercles concentriques v = & ((7) ot o' = S (O (T
Supposons gue T £ O soit tel que l'on ait & = O, oit (Cfleen est la
« chafne » de cercles d&finie supra.

Vi que le point P est intérieur & O, il n'est sur aucun des cercles O, of
les images & (C) soot dope également des cercles,

Or, hous avons vu an V=81 gu'une inversion conserve le contact de deusx
courbes, De cela suit que les cercles & (C)) sont tangents aux cercles 5
et ", que & {Cryy ) est tangent 4 5 (Cy). et distinct de & (Cy_; ). Comme
() eat tangent en & (T) 4 + = & (), la propriété s"applique & toute
chaine de cercles construite 4 partir de 5 et de 47

Or, 81 (0 Jean o5t une chaioe copstruite & partiv de O et O, Ja suite S (CL)
est une chaine construite & partir de 5 et 5" ; elle se referme bien apris n
itérations.

Convaincant 7 Pas fowt & fait] I reste & vérifier gue la & gualitd » des
conbacts @ anldrieurs on exléreurs selon les ons, esf mapeclde. |

Par construction, le point P est intérieur an cercle ) done extérieur aux
cercles de la famille &, 51O est un des cercles d'une chaine, Vinversion &
envoie done Pextérienr de O sur Pextériewr de & (Ck). Il g'ensuit que
Cpey st tangent extérieurement & O &, et seulement s, & (O] est
tangent extérieurement 4 & (). La méme remarque vaut pour le contact
de chague O aves O ou avee O,

TEIN st & rermabquer que 4 esl intdrieur 4 4 puBqus le pile dinversion P oa #té chaisi
intdrieur nox oercles O er OV,
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4.4.2. Une preuve algébrigue

Conservons toujours les mémes notations ef hypothéses. Appelons comme
précédemment P et P les points de PONCELET du faisceau engendré par
les cercles O et O, en supposant que P est intérieur & CF, et donec & O,

Nows montrons dons celle section gu'd ensle une application indaire bjec-
tive [ de B sur lui-méme telle que, st Cy € &, alors les cercles C,, oi
o' = f{V), et Cye, on v = F7HV), sont les deus cercles de & tangenis

extirteurement 4 Ty,

Aingi, nous mettrons en relabion lo pdriodicitd d'une chafne de cercles
dans & avec 'eristence d'un enfier n 2 3 tel gue ™ = ldga.

MNous désignons par my la forme linéaire qui 4 V = {a. b, c.t) € B associe .
Adaptons une base de B! i notre problame. Le cercle-point P a une &
quation formelle de la forme By, ot Wy est de la forme (ag, by, g, 1), awvec
af + b2 — g = 0. De méme, le cercle-point P a une équation formells
de la forme Ey;, oi ke quadruplet Vy est de la forme {af, By cfy 1), avec

“::I!"'bﬁi—fﬁ = 0. Puisque P # F, le réel B = el

2
— (2
wila, V) = MT':R] = —2R?, voir au VI-1.2. En particulier, les

vecteurs V) et VY sont linfairement indépendants.

La droite A = PP, qui est aussi la droite (0, & une équation formelle de
la forme Eye, ob le vecteur W est de la forme (ay. by, 0, 0), svee g[W)=
ar? +by? = 0. Supposons cetbe dquation cholsie de sorte que (W) = B2, ce
qui est toujours possible grice & une multiplication de W par un sealaire
ad hoc. On a aussi (Vo W) = (1], W) = 0, puisque les points P et P’
appartiennent & la droite &,

Enfin, le cercle de diamétre PP a une dguation formelle de la forme Eyer,
ot W' est de la forme (ay, by, 01, 1), avee (W) = R® puisque F est précisé-
ment le rayon de ce cercle, On a aussi o Vg, W) = (¥, W') =0, puisgue
les pointa P et P appartiennent & . On & enfin oW W) puisque A& est
un diamétre de Ch. En particulier, les vecteurs Woet W sont linéairement
indépendants.

De cela suit que & = [V, 1y, W, W') est une base de B* ™) : en effer,
par construction, (Vj, Vi) est une base d'un sous-espace vectorielF' de B*,
(W, W) est une base de F°, l'orthogonal de F relativement 4 o, et R =
F o Fe, puisque le faisceau & points de PONCELET P et P n'est pas
singulier.

eat = 0 et on a

MOp ne change pas une éguipe qui gegne. Mous avons utilisé une bess constraite sur
ke miime princips au VI-1.5.
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En outre, la matrice de i par rapport 4 58 est

D —2R 0 0

2R 0 0 0

M=1 4 0 R 0
0 0 0 R

Appartensnt au faiscesu & points de PONCELET P et I, les cercles O et OF
ont des équations formelles de la forme Ex, et Ex;, oi Xq est de la forme
Vo — 1V, avec £ # 0, et X}, est de la forme V) = £V, avee £ 30,

D Fait que P est intérieur & O ot & O, on vérifie facilement que £ et & soni
dans |0, 1[; du fait que € est intérieur & C, on vérifie auss que & < £,
On & 0 < g{Xg) = q{Vp — £ ) = 4/R%. Nous avons encore Cx = Cy,,
si nous remplacons Xy par X = I.;,l,-’n.-"?; ainsi, be vecteur X est, lui, de la
forme alfy — @1, ol of = 1 et o = 1. De méme, nous pouvons remplacer
X} par le vecteur X' = X\ /WF = o'Vo — V), ol ' = 1 ot o' > 10750,
Cette mise en forme n'a rien de gratoit @ on a 7(X) = 1—;; = 0 et de
méme m( X7) = 0; or, une note an bas de la page 820 & prouvé |'intérat
d’awolr la propriété B = 0,

Dans ces conditions, on a g X) = (X" = 4R

Soit V& R\ {0} tel que Cy &€ & et ro(V')=0: alors, des conditions
eV X)) = %0 )l X) et oV, X') = —Jqf'l.-"}q[.t"‘} suit la condition
nécessaire (1, L) = 0, avec

X X aVy — 8V o'V — g
Ly = + — 04 i
ValXl  4alX) 2R 2R
_ o+ a1V — (7 4 .'3']!-".;,’_
2

Donc, st Vo= plh + p'V{ +7W + 7'W', Cy € & implique que
-+ T p+lat+alp =0,

Oublions pour 'instant, la condition (V) > 0 puisque V' n'est défini qu’a
un sealaire multiplicatif non oul prés, nous cholsirons p= o, p=g+53
et nous supposerons désormais que tous les cercles de & oot une équetion
formelle de la forme By, aves V= pb + 'V + W 4 7B, ot les valeurs
de p et de p' sont celles qui viennent d'#tre déterminées,

P Precedamment, nous avions supposd que O = Oy et O = O e vecteuns X
et X' sopt proportionnels respectivement & U7 ot [ puisqu'ils définisent respect bvement
les mbmes cercles. Pour la suite de o calcul, les wecteurs X et X' se révileront plus
cimmiodies.
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Nous désignerons par R Pensemble des vecteurs V' ode la forme plg +p'V +
rW +r' W (ainsi, Mensernble des cercles-droites Cy, ol V& |, est le niseau
des cercles-droites orthogonaux au cercle Ciy, ).

Soit done V = pVo+p' Vi4+rW+r W € B onag(V) = (ri4r™ —ipp' | R ;
il eat hon de noter que p et p' sont = 0 par construction et que, de ce fait,
le cercle-droite ©y est non vide si, et seulement si, ¥ + ¢~ 2 4pp’. Fixons
V € M et supposons que Cy € & nous allons vérifier que (V) > 0. Déja,
o ne pent avodr 7l V) = 0, car, vu leur position relative, les cercles C et O
ne peuvent savodr une droite tangents en comemun,

Suppesons alors (V) < 0; pulsque Cy est tangens intérieurement & 7,
on a la formule —p(V, Xo) = gl Xo) V], le signe — provenant du fait

epue T V) < 0 :
- —pla)R? = 2R (V).
2(pl — p'ax) R+/q(V)
i D
De cela suit pf —pla < 0. 0Or, pf—plao = (o4 a2V - (F+ e =

o = Fla= JIF = JFE >0, du fait que 0 < # < § < 0. L’hypothése
est donc absurde, et 'on a bien mp(¥) > O

Par conséquent, 61 V' € W, on & Cp € & &, of seulement si,

(i-pe)R = @V
{Lpﬂ'—pw;m = —av).

(La seconde relation traduit le contact extérieur de Oy et de O] Mainte-
nant, puisque V' est de la forme pbf + p'Vy + rW 4 r'WY, il est immédiat
que la premiére condition implique la seconde, de sorte que, pour V' ode
cette forme, Cy € & si, et seulement si, (pf — pla)R = /g(V). Comme
on a g{V) = (1% + 7% — dpp' |2, celn bguivaut aussi & r2 + 0 —dpp =
pid — p'a

Pulsque pi—p'o = 0, cette équation équivant & 12 +r'* —4pp’ = (pF-p'a)?,
c'est-iedire, aprés développement, 4 v + 7 = (pd + pla)?.

Lensemble des V' vérifiant cette dquation est donc une ellipse Ty, mais n'est pas
en géméral un cercle, du falt que la hase & n'est pas en géndral orthonormale,
En outre, nous avons v gue, 8l Vo= (a,bef) € B¥ % {0} est el que Oy soit
un cercle, alors ke centre en est le point (V) de coordoonées affines [a/t, b/1},
c'egl-A-chre de coordonnées homogenes (o, b ) 2 (0,0, 00, Lo leu I des centres
des copcles léments de & est done bien une conigue, comme nous Pavions vo
gEometriquement puisgque cest Vimage de [y par Vapplication homographique
Vi #®(V).

Enfin, d nous reste & définir Uapplication lindaire f promise.
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Soit ¥ = plp + V) + sW + # W, avec 8% + & = (pd + pla)’ ; e cerele

Co est tangent intérieurement & O ef exténeurement & C°, 11 est en plus

tangent extéricurement 4 Cy ai, et seulement si, p(V, ¥) = - SV gl 7.

Cela équivant & rs 4 r's — dpp’ = —(pfd = p'a)?.

dpp’ — (pd — pla)®
(pd + pla)?

Or, il existe un scalaire d tol que msd = + En effet, il

puffit de wérifier que
(pd +r'a)® < App’ ~ (pf - pla)® < (pd + pla).

La premitre inégalité est triviale (elle dquivaut & —4pp’ = 4pp’) et la seconde
découle de

App’ — (pd — pla)® < dpy’ + (pd — p'o)® = (pf + pla)®.
On notera que les inégalités annoncées sont méme strictes. Choisissons un

tel o et définissons alors f € % (R*) par sa matrice Fy relativement & la

base A :

10 0 0
oo 0 0

0 0 cosdd —sind
0 0 sind ooad

[l est abors immédiat que [ est inversible et que la condition re+r's" —4pp’ =
—(pfd — p'a)® dquivaut & ; ¥ = f(V)ou ¥ = fYV) : en effet, & on
munit B* du produit scalaire canonique | | -} et si I'on pose £ = {r,7")
et £ = Y5, 4, la relation rs + r's’ — 4pp’ = ~(pd - p'a)? Gquivent i
(€]€) = cosllgll Nl ]l

Dis lors, &'l existe un cercle non vide Ty € & & partic duguel s chaine
(e, 00 O = Oy, se referme aprés o itérations, evec n 2 3, alors on a
V) = V. Montrons que cela implique cosnd = 1 (ot done sinnd = 0},
de eorbe que f™ = Ldgs.

En effet, la matriee de ™ relative & 8 est Floa et un caleul montre immé-
disntement que, 51 cos nd ¢ 1, le sous-espace propre de f* associé i la valeur
propre 1 est Vect (14, V). C'est absurde, car aucun V' € M tel que Cy £ @
n'appartient & ee sous-espace (se rappeler la condition r¥ + ¢ 2 4pp).
Done, on a ben f* = Idgs et on en déduit que la chaine se referme pour
tout vecteur V' 2 W de départ.,

4.4.3. Pour aller plus loin

La preuve algébrigue précédente esl cerles un pew pimoble, cor fechnigue ;
en effel, la nécessild de disbinguer contact extérieur of confact intérieur o
condul! & des ofrifications répititives quoigu indispensables,

Fyr
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Pourtand, elle permet aussi un approfondissement de certoines des pro-
pridtés qui auront pu Sfre mises en lumidre aussi fen par nobre approcke
gdomédtrique que par Uapproche algdbrigie.

En particulier, on wérifie tout de suite que, pour tout vecteur V = olf +
o Vi AW+ @ W, onag(f(V)) = g(V) ™. Cherchons donc une homogra-
phie h de Py (C) telle que, pour tout V' € R*\ {0}, on ait Cypyy = h{Cy).
Llezistenoe de b est garandie par un résulfal Snoned au VI-1.5. Nous allons
en conatruire une de manidre effective dons ce gui swit, en nous [nissant
gquider par le conterte géomdirigue.

Pour simplifier les notations, nous confondrons un poiot du plan ewclidien
complété avec son affixe dans Py (C).

Nous savons que Cyy, est 1o cercle-point {P} et que f(V5) = ¥y : on doit
avoir k[(P) = P; de méme, on doit avoir BF) = F. Vu le ¥V-0.5.4,
il existe un k € E* tel que | P M, M k(M) = k pour tout point M.
Vérifions réciproguement que k = o convient, gi @ est le réel défini & la
fin du WI-4.4.2,

Pourpuod penser d cette valenr de k § Dans le contexrte du probléme, i est
natured de faire en sorfe gue O et O sofent oussi invariants par b, Or, en
passant gur modules dans lo formule | PP M M) =k, ot M’ = h{M),
[
on a la formule enfre distances k| = % : %; comme PM/P'M o5t
constant lorsque M déerit O, on doit done auoer k] = 1, Putsgue @ fnder-
wient naturcllement dans le probléme, on songe alors & k= ¢,
Puksque la distance PP’ est égale i 2R, on peut toujours supposer que le
repére orthonormé du plan euclidien a &8 choisi tel que les affices de P et
da P’ soient respectivement B et =R, Dans ce cas, une éguation du cercle-
point P est (X — P + V2 =0, et on en déduit que 1 = (R, 0,—R* 1),
On a de méme ¥y = (-R,0, R, 1).
La droite PP est 'axe Or, d'équation ¥ = (. Seulement. e vecteur w =
(0, =1/2,0,0) ne vrifie pas la condition g{w) = &?. Nous prendrons pour
cela le vecteur colinéaire W = (0, =&, 0,0). De méme, le cercle de diamétre
PP & pour équation X2 + Y2 — B2 =0, de sorte que W' = (0,0, - R%, 1),
La définition de h par le birapport : [ P, P', M, h(M)] = & éguivaut, =i on
appelle = et Z les affixes de M e de h{M), &
3 — R _ .l = — H
Z+R_ " :+R'

_ pY&+Rig

Zier + Ry

s0it encore, aprés un petit caleul, & = y Aven Y = EME et
i

ﬂ'=5|II.EI

-"ﬂ:rnunt. de plas, dat [_f] = +l, cela établic que f £ 500q).
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L'équation Ey;, n'est autre que [z—&R|* = 0. Or, les formules supra montrent

que
_ ply—ig)(& - R)
R R Ry
_RPepr lE-RE
de sorte que |z — R| _Rilzld+ﬂ‘r|=
Appe]unleamn:ﬁne(_R.:r _g:h , choisie de sorte que b = hjyy ; tout

cela montre que Moly = B*V, (voir la définition an VI-1.5).

On établit par des caleuks analogues que MoV = RPV], que MeW =
R*(Wcosd + Wisind) et que MoW' = B3 —W eind + W' cos ).

La matrice de application M définge par ¥V — MoV par rapport & 58
est done R°Fa, Cest bien dire que M = R f. En outre, nous savons gue
MCy) = Caror pour tout V dans RS {0}, Done, pour tout ¥V non oul :

h{Cy ) = Cpgar = Creppr -
Enfin, puisque deux équations formelles E ¢y ot Ega i1y sont proportion-

nelles, nous avons bien montré que h(Cy) = Cyyyy pour tout ¥ non nul
dans K4 177,

Puisque cette homographie A convient et que 'on a [P, P M, M| = &,
avec k| = 1 et M = (M), pour tout point M, la propriété dinvariance
par A de tout cercle du faisceau & points de PONCELET F 8 P (el en
particulier des cercles © el ©) est acquise : oest une conséguence de la
remardgue faite supra, savoir PM S PMY ; PM/P'M = 1 en relation ave: la
constance du rapport PM/P'M lorsgque M décrit un cercle de ce faiscean.

Nous faisons & prézent le lien endre [Tomographie kb ainsd définie ef les
chaines de cercles de o section WI-4.3.

Mous avons toujours nos deux cercles O et O, avee O inbéreur & O ef
disjoint de celui-ci, I'homographie b constraite & partir d'eux, et nous nous
donnons un point T & O, Soit alors Ty le cercle de & tangent en T & O et
tangent extérieurement a4 C¥. Le cercle-droite f{V) = h{Cy ) est tangent &
h{C) = C au point A{T") et tangent & A{C') = C' (voir an V-8.1).

Autrement dit, daps une chaine de cercles, c'est por [ homographic b que
Uen passe du point de confact avee O d'un cercle Oy de lo chaine au pond

de condaet avee O du cercle & suivand » Cpoy. L méme remargue vaut avec
la suite des points de contact avec le cercle O,

TT8i o ubilize les notations du WI-4.4.1, on a aussi b = & "1 o gy o, of gy désigne
la rotation de centre P et d’angle 4.
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En particulier, cela explique la présence du point F' mystérieux de la figure
de la page 378, En cffet, supposons que nobre chaine de cercles est de
piriode paire 2, aves o £ NY (cette période avait la valeur 6 dans [s
figure en question), Dans ce cas, on a ™ = Id et ™ est une involution ;
en d'autres bermes, on passe du point de contact Ty de ©y avec (7 au point
de contact Tiym de Oy avee O par une involution. Le point £ n'est
done autre que le point de FREGIER de cette involution, et cela explique
les alignements rencontrés sur la figure, puisgue, avec m = 3, DOUS BVOIE
tracé les sepments Ty Ty, T Ty et T5T%. Hien de tel & attendre en revanche
d'un cvcle de longueur impaire,

Examinons & présent la figure qui snit : si pous partons d'un point wy € T,
ol I est la conique lieu des contres des cercles de &, nous avons vu comment
construire e cercle Oy € o centré en wy ef nous evons montré que 'on
obtient ke contre wy du cercle O qui « suit » le cercle O dans la chaine en
menant paf wy les dewx tangentes & Cpy, et en cholsissant comme poink wy
Pun des poiots ob ces Langenbes recoupent T,

D proche en proche, oo obtient ainsi une
gubbe de points [weleen, chagque we élant
ke centre du cercle O de la chaine, of telle
que la droite wiwy ;. S0il tangente an cercle
Crrge S la chaine se referme au bout de
n iteralions, nous avons construit un n-
agone (un polygone & n cdtés) inscrit dans
I’ et circonserit & Cy,. Vu tout ce qui pré-
céde, le foil gue cette chaine se referme
aprés i idémbtions ne dépend pas du chodic
du poind initiad wy € I

Or, on dispose du résultat suivant, di & PONCELET : soit deux conlgues non
dégénérfes v et v et un entier n 2 3; i, & partir d'un point mg € 5 on peut
constiuire un n-agone mscrit daps 5 ; mgmy .. Wy a) Ty, BVED iy = g,
tol que mgmgy) soit tangente & 4 pour tout k€ {0.........n— 1}, alors
on peut effectuer cette construction & partir de tout point My € .

Ce résultat constitue I"alternative de Poncelet, Pourtant, il oz faot pas
eroire que o8 qui précéde en soit une preave générale, car, dans le contexie
de Nalternative de STEINER, la situation des conigques ' et Cp, n'est pas
penerigue. Tei, on peut prouver qu'il existe une fomographie § de [ sur
elle-méme telle que wyyr = blwy) pour tout & € M. En toute généralicé,
une telle homographic n'existe pas et la démonstration de I'alternative de
PONCELET eat beaycoup plus cachée que celle que nous venons d'effictuer
ici. Une bonne référence pour ce dernier point est l'onvrage [1] de J.-M.
ARNAUDIES, Equations différenticlles, cité en bibliographie.
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5. Voyage dans I'espace (des cercles-droites)
B.1. Exposé du probléme

Nows sommes toujours dans le cadre de la Gédométrie euclidienne plane ; un
plan affine euclidien P est rapporié & un repére orthonormd 88 = (04, 7).
Erv oubre, nous nous donnons trods faisceawe de cercles ef nobre miéndf va
se porter aur les faisceaur de cercles qui rencontrent les frois foisceaur don-
nés, ¢ 'est-d-dire sur les foisceaus qui contiennent au moing un corcle-droite
dans chacun des trois fatsceons donnds, Pour ne pas nous enliser dans des
études de cas inferminables, nous acceplerons fof des corcles-droiles de o
Jorme Ty méme 51 gV} < 0.

Ce probléme posséde une interprétation ghométrique naturelle ; nous avons
appelé Py 1'espace projectif de dimension 3 quotient de B*\ {0} par la rela-
tion de colinéarité, puis identifié le point de Py de coordonnées bomogines
Vow fa,be 8] aver le cercle-droite Cye.

Un faisceau de cercles étant ainsi identifié avec une droite (projective) de
Fy, dire qu'un faiscean contient au moins un cercle-droite dans chaomin de
trois faisceaux donnds revient & dire qu'une droite de Py rencontre trois
droites donndes de Ps.

Cette situation ghométrigque est classique @ &i les trois droites données d'un
eapace affine de dimension 3 sont en position géndrale, clest-b-dire deux &
deux non coplanaires ef non toutes les trois paralléles & un méme plan, les
droites qui les rencontrent sont les génératrices rectilignes d'un hyperbo-
loide & une nappe. Dans le cas ob les trois droites sont deux & deux non
coplanaires, mais toutes les trois paralléles & un méme plan, les droites gui
les rencontrent sont les génératrices rectilipnes d'un paraboloide hyperbo-
lique. Ensuite, toutes les sortes de dégénérescences se rencontrent, selon le
concours ou le parallélisme éventuel de deux, voire trods, de ces droites,

Dans les exemples qui suivent, nous traitons deux ces dégénérés puis un
cos plus gfnérique.

5.2. Les trols falsceaus d"APOLLOMNIUS

Dans un plan affine euclidien, considérons un triangle non aplati ABC et
choisissons bes trobs faisceans comme il suit @ le faiscean 54 est le faiscean
4 points de PONCELET F et O et los faisceaux Fg ob Fo sont définis de
maniére analogue.

Que dire des faisceaux qui les rencontrent tous les trois?

Remarquons d'abord que le cerele circonserit T au triangle ABC est ortho-
gonal A tous les cercles des faisceanx tels que &4, puisque {Kﬂju et le
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faizcean & points de base O ot 0, qui contient T, Les trois faisceaus don-
nié= appartiennent done & un méme plan projectif [T de Py, Un faiscean 5
les rencontre done tous les trols si, ef seulement si, il est lui-méme inclus
duns [I, o'est-g-dire &1, et seulement si, il est constitoé de cercles-droites
orthogonaux & T,

Cette figure illustre un des cas particuliers de la configuration : jel, nous
choisissons une droite A disjointe de I" et considérons le faiscean & des
ceteles-droites orthogonaux & [" et centré sur A,

Pubsque & coupse les odtés du triangle en des points 114, Mg et e extérieurs
& ', on peut construire des cercles de rayons = 0 centrés en ces points ef
orthogonaux & I'. Cles trois cercles, appelés Ty, 'y et T appartiennent &
un méme faiscean #F. Ce faisceau est & points de base puisqu’il ne contient
gue des cercles-drodtes non triviaus, Nous avons appelé My et My ces points
de base ; ils zont alignds avec 03, centre de I' et la droite qui porte ces trois
points est orthogonale & A.

DVautres cas sont possibles © 81 & est tangente & T en un point T, e Fads-
oean # ainsl construit est un faisceay de cercles tangents en T, Enfin, sl &
coupe I' en deux points Ny et Ny, alors F admet ces deux points comme
points de PONCELET, puisque ce sont les centres de deux cercles-points du
faiscean, Selon la position de &, i1 est possible que deus des points 1y, O
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el [ty sodent intérieurs & T, Dans ce cas, les oercles correspondants sont
vides,

La figure qui suit illustre deux de ces exemples ; & gauche, la drojte & est
tangente & I en T; & drodte, elle est séeante & T, mais coupe les odds du
triangle en des points extérieurs 4 I'.

Parmi les situations ainsi mises en évidence, deux sont intéressantes, Rap-
pelons que, puisquee ke faiseran Fy admet B et © comme points de Pok-
CELET, les cercles-droites qu'll contient sont des cercles ' APOLLONIUS du
segment S, et il en va de méme des deux autres faisceaux donnés,

Or, le fiscean S5 contient en particulier la médiatrice du segment BC
ef, de méme, les deux autres contiennent respectivement les médiatrices de
A et de AB. Maintenant, ces trois midiatrices appartiennent & un méme
faiscenu F puisquielles concourent (en e podng 1), Nous avons done [ un
exemple ancestral de falscean du type recherché. Notons anssi que les trois
médiatrices gont des diamétres de I et lui sont done bien orthogonales.

La seconde confipuration intéressante est plus cachée, Le lectour est iovité &
g reporter & Lo figure du ¥W-8.3, L4, nous avions commencé par constraire
les trois cercles I 4, Ty et Iy @ par exemple, le premier &tait le lisu des pointa
M tels que MB/MT = ARJAC, Nous svions #tabli qu'ils concouraient en
Ies cendres isodynomiques du triangle ABC ef, de ce falf, cola revenail a
prouver qu'ils appartiennent 4 un méme faiscean. La droite A n'est alors
autre gue le lieu des centres des cercles du feisceau, et elle pesse bien
entendu par les points (14, B et e
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5.3. Trois falsceaiiy concourants

Conzervons le triangle ABC de la section précédente, ot appelons encore I
le cercle circonserit de celui-cl. Cette fois, nous définissons le faiscean &)
comme le faiscean 4 points de base B et (. (Mest done le faiscean orthogonal
au faisceau appelé #, précédemment, et nous définissons #5 et F. 4
['avenant.

Ces trois nouveaux faiscesux sont concourants, car ils ont précisément en
commun ke cercle I, En revanche, aucun plan oe les contient tous les troks
sinon, il existerait un vecteur V' onon oul e que Oy soit orthogonal aux
trois faisceaux. Or, seul le cercle-point {A} est orthogonal & la fois & )
et & F/., mais il n'est pas orthogonal & ),

Dans ces conditions, un faiscean F les rencontre tous les trols si, ot seu-
lement 81, 1l conbient leur intersection, o'est-b-dire be cerele T

Cette configuration n'a d'intérét que parce que nous connaissons explici-
tement de tels failsceaux @ celui des cercles-droites centrés en O, ou oelul
enpendré par I' ef par le cercle d'EuLen [V, lorsque ABC n'est pas équila-
téral. L'axe radical de e faisceay est alors Paxe orthique du tdangle, voir
le 11-2.13.

S5.4. Pour terminer en besutd

Mous partons eneore une fols d'un toangle ABC i isocéle ni rectangle, et
nous appelons A, B et ¢ lea symétriques respectifs des sommets par rap-
port aux cibés opposés. Mous appelons #F 4, #F g et F les faisceayx & pointa
de base respectifs (A, A", (B, B el (C,C"). La famille F des foisceaur &
rencontrant ces trois foisceaur va se révdler beancoup plus compleze que les
dewr précédentes,

En plus de la fgure de la page 233, 4 laguelle nous renvoyons be lecteur,
nous avons jalonod cette dlude de plusieurs autres figures, dans les quelques
pages qui suivent, L'idéal aurait &té de disposer de ces fipures et du texte
sur une page de ganche et une de droite ™), Faute de pouvoir réaliser cela,
nous invitons le lecteur 4 tracer sa propre figure, fMit-ce & main leveée, o
afin de suivre plus aistment les explications qu'il va trouver.

Remarguons d'abord que les axes radicaux des trols faisceaux sont res-
pectivement AA’, BE' et OCY, c'est-d-dire les hauteurs du triangle. qui
concourent en 'orthocentre H du triangle. Un premier faiscosn & € F

T8Le typopraphe les nomme respectivement fousse page ot belle page.
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possible est done le faksceau de dmites de base H (),

Heportons-nous & présent & la figure de la page 233, et & 'exercice qu'ells
liastre : nous avons construit 14 la droite A gui porte 'intersection 114 de
la médiatrice de OA avee BOC et les dewx autres points définis de méme.
Erant centré aur B et passant par A, le cercle [y de centre 2,4 et qui
pasae par A fait partie du faiscean #,, et, de méme, les cercles analogues
I'g et [~ font partic des faiscesux Fg et Fp respectivement. En oubre,
ceg trois cercles sont dans un méme faisceau #; puisqu'ils concourent en O
et en son symétrique O par rapport & A, Clest bien dire que #; € F. La
droite des centres de oe faisceau est A et son axe redical est COF, la drolte
orthogonale eu O & 5,

Nous pouvons déterminer aussi un faisceau #) € F dont la droite des
centres soit le coté BC du triangle. 11 o'y & d'aillours qu'une maniére de be
construire @ le cercle-droite de ce faisceau qui appartient sussi & #Fg doit
#tre contré sur AC el passer par les points B et B Etant centré sur BC et
sur AC, il ne peut qudtre centré en O, Clest done le cerele ¥ de centre O
et de rayon 8 (il passe alors effectivement aussi par B"). De méme, le
cercle 7' de centre B et de rayon BC appartient & # et est centré sor
B, Les cercles 7y et 7 se coupent en deux points [ et [ (80

Maintenant, les points A et [J sont distincts (puisgue le triangle ABC n'est
pas isocile, et done a forfiori n'est pas équilatéral) et la médiatrice de AD,
qui & done bien un sens, n'est pas paralléle & BC ) sinon, on aurait A € DD
et le triangle ABC serait isocéle en A. Done, cette médiatrice coupe HC
en un point 1Y équidistant de A et de D. Le cercle 1" centré en e point
of passant par A passe aussi par I, ot done aussi par A" et D' puisque ces
derniers sont les symétriques de A et I par rapport & B

Inversement, les cercles v, ' et 4" sont bien dans un méme falsceau F7
(celui & points de base [Y et [¥) et la droite des centres de ce faiscesu est
bien B,

On pent aussi bien siir procéder de méme pour construire un fasceau F
et un faiscean F ayant respectivement (4 et AN comme droites des
cenbres,

T Mous avons cholsl un trdangle ABC géndrique, mals ke cholx de nos trols falsceaus
n'est pas géndrigqes @ en cffict, les axes radicanx de trois falscenuax e comcourent pas en
géméral. Le fnit que Je lie des centres des faiscesuy # £ F reste tangent 4 une parabale,
&l non & une conigue gEmérigque, et 1 4 cotle particularicd, En ofel, pour be fascean
#y, ls droite des cenires esi rojetée & infini; or be contact avec la drobte de Piofind
caractirise les parabaoles.

B pnks ol | Cest ine constriction classique : k= points D el [F sont les deux poimts
teds quee les trinngles BOD et BODY soient équilatéranx.
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Dl‘

Mous nlen restons pas 14 ;) nous pouvons encore détailler la construction de
six autres faisceanx dans F. En voicl une, les cing autres étant analogues,
Le cercle circonscrit v & ABP' %) est centré sur la médiatrice de BB,
qui est AC. De méme, le cercle circonscrit +° 4 ACC” est centré sur AR,
Appelons w et W' ees deux centres. Les cercles v et 4' se coupent en A, et
done en un second point A # A puisque lea points A, w et o' ne sont pas

alignés.

Attardons-nous quelgues instants sur cette figure, fort digne d'intérét ; bes

B’If-'emleaMunm.m;uﬁspmnts.mmmahmﬁ.;ﬂmn, le triangle ARC
soraal recangle en A
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triangles B d ot Aw'C sont isocéles et ont le méme angle en A. De cela
guit que les angles Bud et Au’C sout égaux. Donc, les points BC W’ sont
cocveliques, Le cercle qui passe par ces quatre points passe sussi par O,
centre du cercle circonserit & ABC, et par A”. En effes, les médistrices de
AB et AC sont respectivement Ow et Ow’. Done, les angles wth? ot BAC
sont égaux module 7, de méme que les angles wBuw et BAC.

Il g'ensuit que wBOW' sont cocyeliques, ¢f on procéde de méme pour mon-
trer gue A" est aussi sur o cercle,

[Vailleurs, O est Porthocentre du triangle wAw® puisqee 'on & Owel Ao’ et
Cha' L Aw, Done AA" est In trolsidme hauteur de ce triangle, et cela montre
que D AAY sont alignds.

En particulier, la droite ww' n'est pas paralléle & B ) sinon, 04 serait
orthogonal & BC et le tnangle ABC serait socéle en A, Cette droite coupe
done BC en un point w”, &t le cerele 4 centré en ce point &t passant par
A passe pussi par A",

Les cercles 5, 4" et 4" sont done dans un méme faiscean of nous avons ainsi
construit un faizcean édment de F.

Nous pouvons en construire cing autres @ un premier en remplagant A par
A" dans la définition de 5 et de +' puis guatre sutres encore en échangeant
par symétrie des réles de A4, B et 7,

Woici les pésultats essentiels que 'on obtient & propos de la famille F 5 les dé-
monstrations, qui ressortissent plutdt an caleul baryeentrique, se trouvent
dans I'Annexe A.

Tout d'abord, il existe une parabole # tangente aux trois cbtés du triangle
AR telle que la Famille des droites des centres des fniscesux F £ F soit s
famille des tangentes & 2. Comme tangentes particulitres & 7 go trouvent
done toutes les droites des centres des falsceaux précédemment constraits,
mais nous ne les avons pas représentées sur la figure afin d'en préserver la
lisibilité. Les points de contact de # avec les trois edtés du triangle sont
précisément les points 05, O ot 3.

La directrice de # est 'axe d'EULER OF du triangle ; les symétriques de
cetto droite par rapport aux trois ofés se coupent en un point F du cercle
cireouserit & ABC, point qui est le fover de &,

Enfin, il est remarquable que le point O appartient & P'axe radical de chacun
des falsceaux de la famille F.

La fgure qui suit rassemble une partic des informations précédentes,
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La courbe bipartite A qui apparait sur cette figure n'a pas encore &4é élu-
dige. Il s’agit du lieu des points de base des faisceaux de F. Détaillons-en
ici quelques-unes des propri¢tés les plus intéressantes.

Cette courbe a un air de famille avec celle étudide au IV -3.4 et que nous
wvions appelés Ty, Clest en effet une cublque dreulaive, et elle passe par
les points de base des faisceaux particuliers que nous avons décrils prood-
demment, notamment done les points A, B, O, A", B', &', O et H.

Tout cela demande des caleuls, sussi n'en donnons-nous que les Etapes
principales nécessaires & la compréhension de la situation.

Plagons-nous dans 'espace projectil Py des équations des cercles-droites.
MNous ne savons pas grand-chose des poinis de base d'un faiscean, mais nous
savons que les cercles-points d'un faiscesu correspondent aux intersections
de la droite projective des équations des cercles-droites de oo faiscesu avor
le chne motrope O défind au WI1-1.3, Le bon réflexe est done de considérer
les orthogonour des fadsceaux de F o bes points de base des faisceaus de F
sont les cercles-points des faisceaux orthogonaux & ces faiscenux,

Dire gu'un faisceau & rencontre les faisceaux #Fy, Fp et Fpe dquivanl 4
dire que son orthogonal & © rencontre les orthogonaux & 7, #Fg et #5 de
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ces trois faisceaux. 1] est facile de voir que deux quelconques de ces fais-
cesux ne sont pas coplanaires, Dans ces conditions, ensemble des droites
rencontrant les trols droites donndes FJ, Fg2 et FS est une quadrique
réglée Q) (voir par exemple [4], exercices du chapitre 311 du tome 1v).
Une équation homogéoe de cette quadrique est QUE Y, 2,7 = 0, o0 ) est
une forme quadratique non dégénérée. Des considérations générales sur les
courhes algébriques montrent alors que le lieu A est une courbe algébrique
de degré = 4. Loi, nous allons préciser le degré effectil grice & un caloul,
Remarquons tout d'abord que CHDL0,1,0) = 0, En effer, considérons le
faisceau des cercles-droites centrés en Porthocentre M du toangle ABC;
ce faisocan rencontre les trois faisceaux orthogonaux &7, Fg et #75 :
par exemple, I existe un cercle contrd en B et orthogonal & tous les cercles
passant par A et A" 5 Comme le cercle-droite de coordonnées homogénes
(0,0.1.0) appartient & ce faisceau (c'en est le point & l'infini), le résultat
angonch 5'ensuit,

Puisque son terme en 2% est nul, la forme quadratique @ est donc de la

forme
QXY EZT) = Z(uX +vY +uT) - (X, Y. T),

£ X,¥,T)

oit g est une forme quadratique en les varables X, ¥ et T. Le lleun A
est done 'ensemble des points de coordonnées homogénes (X, Y. T) dans le
plan tels que le systéme linéaire en &

{ X2 4yt ZT
ZHXY.T) = QUX.Y.T)
admette une solytion. I est alors immédiat qu'une équation homogéne de
A, obtenue par élimination de Z entre les deux &quations du systéme pré-
cédent, est

ALY, X+ ¥ =T (X, ¥T)

Cette équation définit bien une cubique circulaire 4 condition que (u, v) #
(0,00 159 et effectivernent be cas : sl 'on avalt « = v = 0, alors on aurait
aussi w # [ puisque la non-dégénérescence de ¢ implique la non-nullité de

BIT aen pliss pedcistmment be cercle liew des points & tels que
HM? = HA- WA

La vérification cde oethe propridtd repose entre anires sur be fait gue H appacti=nt & la
draoite A4°. A noter que ce cercle peut ne pas étre réel.

BYEn effet, be degré de I'équation en (X, V) et alors effectivement 3, et la cubigue
est céirculaire, car elle passe par les points cycliques, dont les coordonnées homogénes
(1, &i,0) wrifient M'égquation obtenue. La cubiguoe o alors une direction ssymptatiue
rée]ly, paralléle & ln drobte d'équation #X, Y, T} = 0. En fall, oette direction est celle de
I'nxe d'Even do triangle ABC,
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£. L'équation précédente montrerait alors que A est la réunion de la droite
& l'infini et d'une conique. Cette conigue, contenant les trois points alignés
A, A" et H contiendrait toute la droite A4 et de méme les droites 88" et
CC, Clest bien sir impossible.

Expliquons la raison hevristique de ce qui précéde @ une droite du plan projectil
complexe P3(C), d'équation homogéne pX + gV + 8T = 0 est In projection du
plan de Pespace Pa{C) ayant la ménee dquation, mas considicde par rapport
au quadruplet (X, ¥, 2, T). Ce plan coupe les quadriques d'8quations respectives
ZHX Y, T)=Q(X,¥V,T)et X? % ¥? = ZT selon dewx coniques & ot & qui
ont en commun le point & Uinfini de coordonnées homogénes (0,0, I,I:I}';H'". Cips
congues =& conpent dome en trods autres polnts. 11 faut done &'attendre que toute
droite du plan Fp(C) conpe le complété projectif complexe de A en trols points, ce
qui suggére que A est une cubique. En absence de ce point commun (0,0, 1,0,
clest guatre points dintersection qu'll fallait attendre et donc une courbe de

dagrd 4 {une quortigus] comme lieu A

6. Corrigé des exercices

6.1, L'exercice du VI-2.3

a. Faisons un dessin faux pour prouver le vrai :
NI‘

N e

P

M

Les points &, N', P ne sont pas alignés. Appelons ™ le cercle passant par
ces trods polnts ; sur la figure, [ ne passe pas a priori par P'.
La sécante M P reconpe T en un point P, On a done

priM) = MN.MN = MP.MP*

Vu les hypothéses, on en déduit que MP-MP = MP.MFP, Puisque
M # P, cela entraine que P' = P Ainsi, P est bien sur T, done coeyelique
avec &, N et P

D on Iintéret d'avale mls en évidence ks présence de oo point,
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b. Choigissons un repére orthonormé aves ofigine au point M. L'éguation
de ¥ est de la forme $X. Y] = 0, svee

X, Y) =aX? + 20XV + ¥ + 2dX + 2e¥ = [,

Les trois sécantes mendes de M & % oot pour équation paramétrique res-
peckivement (X = teosd, ¥V = lsind;], avec | = § = 3, o ¢ désigne le
paraméire de circulation of oi les ¢ sont deux & deux distinets modulo 7.
Pour i = 1, la sécante coupe ¥ en des points dont les paramétres sont
solutions de 'équation en {

(meos® #1 + 2bcos By sin By + csin® A 10 + 2deos dy +esindy )t + [ =0.

Bl

Comme ces pointe d'intersection sont N et &', on en déduit que MV MN°
est be produit des racines %! de cette équation, c'est-d-dire f/4,. On
procéde de miéme pour ks deux avires sdcantes, b de Phypothése suit
Ay =4, = .43.

Il reste & vérifier que, puisque la fonction & définie par # € B — acos® 4+
2heos dsind + cein®  prend trois fois s méme valeur dans un intervalle
d'amplitude 7, alors o = ¢ et b = 0. Ainsi, on aura bien établi que % est
un cercle,

Linéarisons F : on a, pour tout &, 2004) = a’cos 20 + §sin 20 + &, aves
o' =a—e b =2et ¢ =a+c Unaensnite 2F(0) = p cos(2d0 — g + o,
avoc g = v a + ¥, cosdy = a'/p et sindg = ¥ /.

Si g # 0, on voit tout de suite que F prend chacune de ses valeurs deux
fods et mon Lrols dans toul intervalle d'amplitude =, Done, o condrarie, on
g g =0, cest-d-dire 2 = c et b= L. Cgfd.

. Aver e notations de dnonpcd, on remargue tout de suite que les trois
cerches sont denx A deux séeants ; par exemple, N et NY appartiennent &
ot et done I N 1" = [N, N'} puisque I # '

It v a done deux possibilités.

L. Soit les centres des brols cercles ne sont pas alignés. Dans oo cas, ils
ont un centre radical A ; en outre I'axe radical des cercles I ef '™ est
la droite NN, et cela montre que M € NN, De méme, M € PP et
M e Qoy.

Comme A est le centre radical des trois cercles, on a
MN.MN' = MP-ITF = MQ- T,

Vil la question b., cels montre que % est un cercle, et done que I’ =
I = I, ce qui est contradictoire.

B8 Celn risulie du choly du veclear unkenlee [cos ), sin @) pour paeamécrer oette dealie,
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2, Boit les centbres des trois cercles sont sur une méme deoite &, Les poiots
Moet &' zont done symétriques par rapport A cette droite, ainsi que les
points P et P el que les points @ et QY.

Or, par les cing points N, V', P, P', () passe an moins une conique #.
Admettons pour Uinstant que A est axe de symétrie de % alors, le
point OY appartient agssi & ¥
Réciproquement, on peut obtenir la configuration recherchés ainsi qu'il
suit ; on se donne une droite A& on construit trods cercles centrés sur
A deux & deux sécants, ef toute conique passant par cing de leurs six
points d'intersection (denx & deux) passe aussi par le sixiéme.
Il reste & établir le résultat admis dans le second cas supra, Choksksons un
repére orthonormé tel que A soit 'axe Oz, Une éguation de % est alors de
la forme $ X, 1) = 0, avee

B(X.Y)=aX® 4 XY +c¥? 4+ 2dX + 2V = ],
Les eoordonnées des six points sont de la forme
Nz, 5} N'(z, =), P o) Pl =), QU ) et @z, —y"),
aver yy'y" # 0 puisque les six points sont distinets, On a done
ar’ + by torf + 2 Zey+ f =0 |, o —2bry+o” +2de—2ey+f =10
ax'™ + 2’y + ey’ + 2ds’ 4 2oy’ + f =0

et

ax'® — Ohe'y’ 4+ ey’ + 2dr’ —2ey' + f = 0.
On en déduit par soustraction que (br + ely = 0 ot (b’ +2)y" = 0, puis
br+e =b' +& = 0. (O,  # ' puisque, sinon, N, N', F, ¥ seraient
alignés, On en conclut que b = e = 0, de sorte que ¥ et bien syméirigue
par rapport & Oz, c'est-g-dire par rapport & A,
La figure qui suit illustre la configuration qui vient d'étre mise en évidence
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6.2, L'exercice du VI-3.1

Donnons-nous un repére orthonormé direct du plan, avee origine au point OF;
al, par exemple, (z4,94), ote., sont les coordonnées des sommets duo tri-
angh:, une dquation cartésienne de ¥y est de la forme

AallX = zphiX —zc) + (Y —wa)(¥ —wc)) +
+ Ap((X = o)X —za) + (¥ =3 )Y = pa))+
+ Ao ((X =z )(X =xp) + (¥ —ya)(¥ —yg)) = A,
1

1
aver Ay = = ey, BAC,
* 7 ABAC  lhocos A
5i on développe ces dquations, on obtient des expressions de la forme
(Aa+ A + AcX? + VYY) = 2uX - BY 4w=A,
dans lesquelles w et v sont indépendants de A, Une fols que nous aurons

vérifié que Ag + Ag 4+ Ao # 0, nous aurons bien établi qu'il s"agit d'un
faigceau de cercles concentrigques.

Or, Ag+Ap + Ao = af ME:I! ! whc—::—'—ﬂ * of oo et le numératear n'est
pas nul. En effet, (a/cos A,bl.l' 008 §,-r:l." EEE-E} sont les coordonnées baryoen-
trigues de H et la somme de ces trols composantes est done # 0.
Meintenant, il est immédiat de vérifier que A, F et O satisfont 1"&qua-
tion . Cela montre que %) passe par ces trois points @ o'est done le cercle
circonscrit T an triangle ABC. Cela nous appremd en outre que tous les
cercles du fakscesu sont centrés en O (et donc que w = v =10),

Reste & établir gue

HE HC HC HA HA- HB
ﬂ
AB.AC | BC-BA  CA-CH

Pour cela. appelons a, b et ¢ les affives des sommets du triangle, une fois
P identifié & T grice au choix du repére orthonorme direct. Supposons en
outre que le rayon B du cercle circonscrit est égal & 1, oo qui est toujours
possible au prix d'une homothétie de centre . L'affixe de H est donc

a4+ b+ e

En outre, AB- AC = Re (b —a)(c —a)). Comme @ = 1/a, ete, , on & anss)

2 AB AC = 2Re (b - a){1/c - 1/a)) = (b—a)(1/c—1/a)+(c—a){1/b—1/a),

(b—a)a - )b +c)

¢'mt-d-dire encore .

s On procéde de méme aves les nu-
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mérateurs, ¢t 'on est conduit & wirifier que
(o +bllo+c)ib—c)+(b+clibt+a)lc—a)+ (c+a)ic+E)a—b)
{c = b}k - a)la - c) a
Or, cela résulte d'une vérification triviale (développer haut et bas bs pro-
duits) (*6),
Remargue. Le résultat ctant #abli, nous ne faisons ples Vhypothése, uni-

quement, simplificatrice, que B = 1. Au VI-2.1, nous avons établi la for-
mule snivante,

1.

Prl:H}:ﬂﬁ-ﬁ:EfT{ﬁ-ﬁ: Eﬁfﬁ.

En outre, cétte puissance vaut awssi OFH? — B Nous pouvons done éerire,
aprés factorization de la formule faisant 'objet de exerclios,

OH* - Ré 1o, 1 _
2 \AB.ac  BC-BA CAcB)

: =344t
Or, athpshs

u;'cﬂuﬁ i-ﬁ,-"cusﬁ‘+c,."mf" tg.-'i -I-tgﬁ I-t-gf.:'
- = = 28 o — =

Aa+dg Ao =

2abe B sin Asin FsinC

En outre, l;g..-in+l;g§+tg§= tgj-tg E-t.gE,carth = t.glf*.r—.:l-— E] =
_tgd+gB
I—tgA-tgB

De tout cela suit que OH? = R¥(1 — 8cos A cos B cos ©). En particulier,
on & établi que cos A o8 B eos © £ 1/8, avec égalité s, ot seulement =i,
OH =0, cest-d-dire &, o seulement si, le triangle AR est doullatéral,

Cette dernidre rrdu_a_imﬂtlun I:‘.-.-‘.u]je aussl dune ftude d'extrema .-fj Of P
margue que ool = = e A -+ B, alors, majorer cos A cos B cos € revient
i majorer la fonction F de classe C' définie par

FiA B Y —cos A cos B cos( A+ B,
ol le couple (A, B) décrit 'ouvert £} € R? défini par le systéme d'inégalités
A=0, B=0, A+B<nr.
Le fonction F admet, un seul point critique dans ), an point (=/3,7/3).

B0n peut ausi ralsonesr par factorinlitd dons Unoneau OJX, ¥, 2. En effet,
PIX.FZ) = (X 4V X +Z0Y =E) (Y +ZWY + XHE- K} (Z+ X W24V XY}
admet comme faetear (& — YUY - XK — Z) puisgue P(X X, 2) = PIX.YX) =
FLX.Y, E) =0, On conclut alorm 4 la proportionnalité de ces deux polynfnes grice i
un argumemnt de degré, et & leor égalité grice 4 une fmluation de {0, 1, 2) par exemple.
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Un raisonnement de topologie et de caleul différentie]l confirme alors que
cotte onction admet un maximmum absolu en ce point, #gal & 1/8

En revanche, la fonction F o'atieint pas de minimum sar 88, Elle possdéde
une borne inférieure {non atteinte) égale & —1. Si la majoration F{ A B =
1/8 ne fuit que traduire Vindgalite OH? 2 0, la minoration F{A, H) = —1
confirme la majoration OH? = OR®, cest-d-dire encore OHF < 38, Puisque
OH = 307, elle consiste tout simplement & dire que le centre de gravité
& appartioot au disque de frootiére T

6.3. Les exercices du ¥VI-3.3.3

Lexercice a

ﬁf""

Addons-pous de la figure supra, Comme dans I"é#tude du cas d'un faiscesa
& points de base, appelons & le faiscean 4 points de PONCELET A el B, el
F° pom faisceau orthogonal, dont A et B sont poinis de base.

Soit ¥ un cercle solution, ot T le point en legque] il touche &, Alors, encore
une fis, ke cercle de #° qui passe par T est cenbré sur & e centre M de
e cercle est donc & lintersection de A et de la médiatrice de AR

Héciproquernent, soit M le point ainsi défini; il existe un cercle I de #°
(et un senl) contré en M, ef il coupe & en deux points T et T, 11 existe
done denx cercles ¥ el %7 golutions : ce sout les cercles de & passant
respectivement par 1" et TV et nous avons vu comment les construine.

Un expmen attentif de la figure permet de simplifier la construction @ le
cercle I coupe la médistrice de AB en doux poiots m et m', ot los drodtes
Tm et Tm' coupent AR en des points ¢ et o, Le cercle & est alors le cercle
de diamétre oo, On a de méme une construction analogue pour %7,
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En effet, soit & la similitude de centre T d'angle —w /2 envoyant M sur 0,
centre de ®, On A alors & = #([7); de méme, on a AR = g{mm’), car
Fimage de mm’' est perpendiculaire & mm" et passe por 1} = o M),

Done, o{m) et o(m') sont & Vintersection de & et de AR, Or, on a aussi 'or-
thogonalité des droites T'm et T'm’ (57} et celle des droites Tm et a{Tm) =
Ter(m).

Dhe cela suit alignement. Tm'a{m) ef, de méme, laligpement Tre(m’), Les
points a(m) et o(m') sont done & Uintersection de AF et, respectivement,
de Tm' et de Tm, ce qu'il restait & dtablir.

L'exercice b

Considérons le faisceau & des cercles tangents & DV en A ; le faiscean ortho-
gonal est le faisceau des cercles centrés sur I ef passant par A, Le point M
et sur 'axe radical de @ et de 7. Comme MT et M A sont les tangentes
& ¥ menées de M el que MTY et MA sont les tangentes & ¥ menées
de M, on & donc

pa(M) = pe(M) = MA® = MT? = MT?,
d'oit sult Iegalité de distances MA = MT = MT",

Les drojtes MY et MY sont done bissectrices respectivement des couples
(MT, MA) et (MA, MTY). Comme on a l'alignement TMTY, on en ditduit
PForthoponalité des droites AFEY ef MUY, 50 l'on désigoe par R et B les
rayons respectifs des cercles ¥ et ¥, on a

MA*= MOP - R* = MO —R* ot OV =R+FK.
Du théoréme de PYTHAGORE appliqué au triangle QMY suit alors que
MA = RR.
Ensuite, on a AN/ AN = B/, mais aus=i H0HY = BSR, car H est un

centre d homothétie envoyant & sur ®'. On a done, en termes de quotients
de longueurs orientées |

WH OH

wd oA
et cola montre que la division HADQY est harmonique, Les projections
orthogonales de ces quatre points sur A sont respectivement HH'TT et le
théoréme de THALES montre alors tout de suite que la division 5 H'TTY
est également harmonigue.

Enfin, les points T et T sont. les points fixes de 'involution de DESARGUES
induite par & sur A, Puisgque O est un cercle de &, 0l coupe & en deux

"TPu.i.miur. T lppu.rtlunl. au cercle de diamétre mm',
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poiots et P homologues daps cetbe iovolution, de sorte que la division
TT'PF eat elle aussi harmonigque.

Ce régultat découle aussl de orthogonalité des cercles I et O -
polM)=MF-MF = —MT? = MT - MT"

A noter que s on chosit pour © le cercle de diamétre AH. on volt que
e cercle coupe A& en H et HY, et I'on retrouve ainsi le fait que la division
TT'HH' est harmoniogue,

6.4, L'exercice du VI-3.4.2

a. Soit un résean 57, clest-d-dire un ensemble de cercles-droites du type Ty,
oi ¥V # 0 décrit un sous-espace vectoriel ¥ donné, de dimension 3, de R*.
Puisque la forme quadratique fondamentale g de BY est non dégénérés,
l'orthogonal ¥° de ¥ est une droite vectorielle. L'on a aussi ¥ = { ¥°)°,
et le réseau &% est donc Uensemble des corcles-droites orthogonaux & un
certain cercle-droite ¥ (dventuellement vide) d'équation formelle

(X% 4+ ¥?) = ZapX ~ Y + g = 0.

Bi fy o 0, une translation d'origine oous raméoe au cas of ag = by = 0 ef
on et supposer gque ty = 1. Supposons done tout cela.

Un cercle-droite déguation formelle (X% + ¥?) — 2aX — 20 + ¢ = 0
appartient donc & 5% &, et seulement si, on a la mlation d'orthogonalité
Oxa+0=b+{c+ol)/2 =0 Le résean S est done 'ensemble des
cercles-droites d éguation formelle

HXT+ Y — ) — ZaX — 2bY = 0.

Cela montre que S8 est 'ensemble des droites passant par O réund avec
I'ensemble des cercles ® tels que pg () = —o.

La valeur prise par la forme quadratique fondamentale pour le vecteur
(b, —cyt, ) étant a® + b + opt®, on en déduit que la signature de gy est
(3,00, (2,0} ou (2, 1] selon que op est respectivement > 0, nul ou < 0L

Comme Iz rdle joud par Vorigine du repére découle d'une translation préa-
lable de l'origine, nous énongons @ les rdseanr ainsd oblenus gont constituds
des droites passant par un peind My donné ef des cervles par rapport ouz-
quels My a wne puissance donnde %)

Ce point My pourre &tre appelé le cendre redical du résesu puizqu'il a la
mime puissance par rapport & tous les cercles de 28, A noter que, sl og = 0,
le réscau S8 est Uensemble des cercles-droites passant par My.

HHE} ln .5'_u;-nut1.|:n|: d:uq;;,.- est [:'!._l'.'l], 12,0} on (2, 1) sedon que cetie poissancs, & savair
—o, est respectivement < 0, nalle on = @, cest-3-dire s=lon gue, respectivement, % st
vide, de rayon nul o de rayon = 0.
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8i fy = 0, mais que (ag, bg) % {0, 0), alors ¥ est une droite, et un change-
ment de repére orthonormé préalable noos raméne au cas od une équation
de cette droite est X = 0.

Un cercle-droite d'équation formelle ¢{X* + ¥¥) — 20X — Y + ¢ =0 ap-
partient dans ce cas & 38 s, el seulement al, on a la relation dorthogonalive
it = (. Le régepu S8 est done Uensemble des cercles-droites d'"équation for-
ol

HAXP+Y?) - Y +e=0,

auguel cas S et constitué des droites orthogonales & Paxe Oy et des
cercles centrés sur cet axe. La forme quadratique fondamentale prend la
valeur ¥ — cf, de sorte que la signature de gy est toujours (2,1).

Comme le réle jouwd par "origine du repére découle d'un changement prés-
lable de repére, nous énongons @ les risenur ainst oblenus sond consfiluds
des droifes orthogonales & une droite donnde ef des corcles cendnds sur cotle
drvite,

Enfin, &l ag = by = iy = 0, c'esi-d-dire 5 ¥, est la droite-point & Pinfini,
on trouve de méme que ¢ est Pensemble des droites du plan et que la
algnature de gy est (2.0).

En conclusion de cetie classificafion, nous avons obtenu cing type de ré-
seaux, et trois valeurs possibles pour la signature, La signature {3, 0) n'a &t
obtenue qu'une fois, ce qui signifie que les (anti)homographies conservent
'ensemble des réseaux avant cette sipnature, c'est-d-dire les résesux de
cercles orthogonais & wn cercle vide,

Le théoréme de WiTT fournit la méme certitude théorique que dans le
cas des fadsceaux, 51 3 est un pésean de cercles-drodtes orthogonanx 4
un cercle-droite ¥y de rayon > 0, alors une inversion & le transforme en
le réseau des cercles-droites orthogonaux au cercle-droite & (). De cela
suit que, =1 deux réseaux sont de signature (2, 1), oo peal construire une
antihomographic qui envoie ke premier sur le socond.

Reste le cas des réseaux de signature (2,0); comme |'ensemble des droites
du plan est aussi Vensemble des corcles-drolbes passant par oo, on it que,
al deux réseanx sont de signature (2,00, on peut construire une inversion
ol envobe be premier sur le second, Par exemple, pour que Pimage du résean
des cefeles-droibes passant par My soil be réseay des droites du plan, il suffic
de placer le pdle de Minversion au point My Iui-méome,

A noter que, avec les notations supra, la restriction g est non dégénérée
dana le cas de réseaux de signature (3,0) ou (2,1). On a hien dans ce cas
¥ ¥e = {0}, de sorte qu'ancun cercle-droite du résean n'est orthogoual
B TEseall.
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En revanche, Iz contraire se produit lorsque la signature est (2,0, et I"on
a mbme FT C ¥ Dans le cas du résean des cercles-droites passant par
My & C U {ao}, le cercle-droite réduit & {My} est orthogonal & tout le
résean. Les réseaux ainsi obtenus powrront étre qualifiés de singuliers | voir
an VI-1.2

b. Ddsipgnons par 28 le réseau des cercles-droites passant par My et par 587
cilul des corcles-droites orthogonaux & I'. Les dquations formelles des élé-
ments de ces riseanx sont de la forme By, o0 V' # 0 appartlent respecti-
vement. & deux hyperplans de B*, que nous appellerons ¥ ot 7.

On n'a pas ¥ V', car, par exemple, le cercle-point (Mg} n'est pas
orthogonal a T, puisgue My & T. Ainsi, ¥ 1 F° esl un sous-espace vectoriel
de dimension 2 de BY, ot 38 1 58" est un faiscean de cercles, que nous
appellerons &,

Appelons 17 et B be cenbre of le ravon de I'; soit 5 un cercle de & ; la
droite 1A, recoupe 4 en un point M, et Pon a TA,-0M, = R¥, du fait
de Vorthogonalité de 17 et de .

Il en découle que le point M) se déduit de My par Uinversion de pdle 02
et de rapport, £%. Puisque M, ne dépend pas du choix de 5, on en déduit

que My et My sont les deux points de base du faiscesu &, qui est done de
type ITLC,

Soit T et T deux points de I, dismétralement opposés. Le cercle circonseric
a MoM, T appartient an faiscean #, &t il est done orthogonal a T, De ce
fait, il est tangent & la droite T'T7, et il en va de méme du cercle MM, T™.
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Les points T et TV sont donc les points fixes de 'involution de DESARGUES
induite sur e diamétre TTY. En particulier, si un cercle 5 du falsceay rep-
contre TT" en P et P, alors la diviglon TT' PP’ est harmonique.



Annexe A

Compléments de calcul
barycentrique

1. Vecteurs et coordonnées barycentriques

Nous dlendons g présend la nolion de coordonnéss Daryeentriques aur vee-
fenrs du plon d'un frangle.

Soit un triangle de réfrence A BC d'un plan supposé senlement affine poar
commencer. Nous avons v, au I-2, comment associer & un vectenr ' un
triplet de composantes barveentriques [, y, ) wrifiant = + 5+ 2 = (L

En particulier, si dewx poinis M et M ont des coordonndes baryeen-
triques normalisées respectives (x,u,2) et (1,4, 2'), les composantes ba-
rycontriques duy vecteur MA' sont, comme on peut bien sir le prévoir,
(' =z —y -2

En effet, on a AM = y.ﬁ + .:..E", et AMT = y".ih'j + ' AC, de sorte
que MM = [y — ) AR + (2" — 2)AC. La premitre composante est alors
—(y —y)— (2 — =), estefedire &' —r pusque s+ y+ =2+ + 2 = L.
Si les coordonnées baryeentriques (x, 1, ) et (', o', 2"} des deux paints ne
somt pag normalisées, il est péeessalre de les normalizer & Uaide d'ane divi-
sion par £+ § + 2 et 2 4+ o + = respectivement avant des les soustraive.
Si le résultat du caloul laisse un dénominatenr, on ne pourTa pas s'en dé-

barrasser, fante de quol le vecteur MM serait remplaceé par un vectear
calindaine,

Tontefois, un vecteur colindaire peut suffire dans certains cas, tels que Ja
virification d'un parallélisme on d'une orthogenalité, Cela donperait un

~ 405 -
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résultat faux dans la vérification de P'égalité de deux vecteurs, ou, dans le
cadre enclidien, dans le caleul d'une longueur.

Appelons | T, 7' le déterminant des vecteurs %' et o' relativement &
la base [AB,AE‘J_: on & alors, en notant [wy, ug, ug) ek (v, 09, 1) leurs
composantes baryoentrigues,

_ o m
[¥, 7] = A 1
Tlua ra

En effet, additionnons toutes les lipnes & la premiére; sachant gue uy +
up + Uy = v + vy + vy = 0, on pent alors développer ce déterminant par
rapport & la nouvelle premisre ligne. 11 est égal & 3{ugvy —usvy), le facteur 3
se simplifiant ensuite avec le coefficient en facteur. En méme temps, on a
T = Al + u;.-ﬁ ot T = 'L'-;E 4—1‘335' : on & hien

1%, 7] = (uavs — uate) [E, E] .

e
=]

8i le plan est euclidien et orfenté, on peut #tablic de méme uwne formule
donnant 'aire orientée d'un triangle A'B'CY, connaissant les coordonnées
barycentriques normalisées (o), a3,a3), (b, b, by} et (o), 03, 03) des trois
sormmets, On a alors, en désignant par . Paire orientée du triangle ABC
et par " celle du triangle A'B°CT,

' a oo

il mod ae by ez
lag by o
— !

A
En effer, aver les mémes notations, 8" = af [ﬁ,ﬁ} ot l'ona A'F' =

(By — 12) A8 + (b — 62} AC et AC" = (e2 — az) AB + (& - a3) AC'. De cela
suit que oof " = .8 ((ba = az)(es —as) — (bs —ea)icz — az)). On obtient le
méme résultat en additionnant dans A toutes les lignes & la premiére puis
en soustrayant la premiére colonne & chacune des deux autres et enfin en
diveloppant par rapport & la premiére ligne.

Exercice. Soit, dans un plan affine evclidien, un triangle ABC non rec-
tangle. On désigne par H 4, Hg et He los pieds des hauteurs issues respecti-
vement de A, B el O, Déterminer Paive " du triangle orthique M 4 HgHo
en fonction de Paire o de ABC et des angles aux sommets,

Les eoordonnées baryeentriques de Uorthocentre H sont,
fa) cos A, b cos B, ef cos ().
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Les coordonnées barveentriques de Hy sont dene (0,b) cos B, o e 5],
mais clles ne sont pas normalisées,

Comee
hﬁ N © __ bmﬁﬁ:-{:mfﬁ
cos B cosl” oos B eos
 2R(sin Boes C + sinC eos B) o
- cos 1 oos oo HeosC

les coordonnées normalisées de Hq sont (0, beosCfa, coos B/a) et aire
cherchée et done, aprés permutation circulsire sur les éléments médrigues
du trisngle,

EIH Uﬂ:ﬁé_ﬂl um@f{:
ol beos Cla D beosAfe).
ceos Bla  ccos Afb 0
On a alors tout de suite o' = o cos A cos B oos ©.

51 le triangle ABC est rectapgle, le irangle orthigque ost aplati et dooe
daire nulle, Si le trinngle est &quilatéral, le triangle orthique se déduit de
ABC par une homothétie de rapport 1/2 et son aire est . /2%, Dans les
deux cas, la formule ci-dessus donne bien le résultat attendu.

Supposons notre plan affine euclidien, et établissons une formule donnang
le produit scalaire (% | ¥") de deux vecteurs u' et T donnés par leurs
composantes baryoentrigques {uy, vg, uz) ef (vy, g, v). Nous avons

(% | 7)) = beoos Auywy 4 cacos Buguy + abeoos C ugyy .

Do pourrait obtenir des formules plus simples, mais syant le défaut de ne
pas faire jouer aux Eléments du triangle des réles symétriques.

On a en effet
(@] 7) = (sy MA + uaMB + usMC | 0y M'A + 022M'B + maM'C) ,
pour tout M et tout M* dans ke plan, Choisissons M = A et M = B; alors
(0] 7) = (u2AB + w3 AC | vy BA + 1, BC) .
Développons oo prodult gréce & sa propriété de bilinéarité :
On a (AB|BA) = —¢*, (AB| BC) = —cacos B, ete. Ainsi, on obtient

(6| 7)) = —ugty " = ugrscacos B — ugrycheos A + ugryabeos O

Dang cette formule, remplagons vy par ={vg +vg} et ug par ={u; +uz). On
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a enfin pour (AE| BC) la formule astendue :

ugil1cL—f+numﬁ i !:tca..:{‘_] I u]t':bc'm.:f-| ugu;mmsﬁ%uaﬂanbmaﬁ.
=0

Posons, pour X = Yz, 2) et X' = 2,5, ") dans B7,
FIX, X" = becos A zz’ + cacos Byy' +abeos € 22

L'application § est une forme bilinéaire symétrique et la forme quadratigue
associée g définie par g{ X) = boeos Az? + ca cos By? + abeos C2® n'est pas
toujours définie positive © en effet, M'un des trois cosinus peut &ire négatil
ou nnl. Toutefois, ici 'expression du produit gcalaire est « restreinte » & des
couples de vecteurs appartenant & 'hyperplan % d'équation x4+ ¥4z =L
Veérifions que la restriction de g & 2% est bien définie positive, En effet, =
t=—{x+y),ona

glXl=h coos A + acos Oz +Zub|:.:ﬂ5'.':ry+ nlccceﬁ+bcuaf?’]
b 2

= {&:+u¢méﬂ}= +a?sin® O,

et il est immédiet gque les termes de cette somme de carrés e s'annulent
tous les dews que si, ef sealement 50, =y =1L

2. Nombre de droites de SIMSON passant par
un point donné

Rappelong les notations du 11-4.2.5 : nous avons assimilé Je plan affine
euclidien & C et nous sommes ramend au cas ol les sommets du trisngle
ont des affixes a, b et ¢ de module 1, La droite de Smuson d'un point M

du eercle circonserit, d'affixe & de modele 1, coupe le cercle d'EULER en les

Loa+bh4+e oz a+b4e abe
i Hop et HY A tifg ——— — o ——— T,
points Hyy et Hyp d'aifixes respectifs 5 +2 2 2.7

Lorsgque ces deux pointa gont distinets, un point {7 d'affixe u appartient
4 la droite Hyy H),. c'est-i-dire 4 la droite de SiMS0oN du point M, s, et
seulement =, (1

a4+b4+e z a+h4e abe
3 D TS
A+b+E T G4L+E  abe =0,
2 T2 5 = U
1 1 1

Woir Je chapitre W,
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Roustrayons & la premides Tgne +; 1€ fois In troisitme et 4 |a seconde
[} b+
Iigneﬁ+g+z[uis]atr:ﬁsi&me.Simpmmwu=u—n+ +r-l’mﬂaﬂﬂﬂ

en # devicnt - ﬁ
2z
r  abe _|=0.
7 Tz "
1 1 1

Rappelons-nous gue 2 = 1z puisque z est de module 1 et que, de mime,
abc = 1/abe, L'équation précédente devient, aprés développement du déter-
minant, simplification par —1 et réduction au méme dénominateur 1/ 4abez?,
2% — 202" + 2abciz® — 2abens® + 2070 5z — o'Wt =10,
(On peut, dans cette expression, factoriser puis simplifier par z* 4 abe,
puisque les pomnts Hyy et B, sont distinets. Nous obtenons alors 1'4qua-
tion & plus simple
2 — 2ps® + 2abclz — abe= 0.

La droite de SiMsoN de M est tangente su cercle d’EULER lorsqgue les
points Has et Hy, sont confondus, ¢'est-d-dire lorsque 2 +abe = 0. On
vérifie alors sans difficulté que squation & obtemue supra convient encore
dans ce cas, L'équation & obtenue peut #tre considérbe (51 on revient & la

variahle u = v+ %&r] comme une dquation de la droite de SiMson

du point M d'affixe z. Toutefois, nous allons désormads fixer u, et done o,
prour discuter le nombre des droites de SimsoM passant e polnt daffixe w.
a+ b+

5i on fixe le complexe w, le complexe v = u— eqt alors bien déter-
ming. L'équation & est une équation polynomiale en z, de degré effectif 3.
Pourguoi ne pas en conclure alors, puisque T est algibriquement clos, qu'il
¥ & trols soluthons en z, comptlées avec leurs multiplicitéa ?

L'obstacle qui subsiste est le suivant : oous cherchons des solutions de
module 1, et non pas simplement des solutions dans C. 11 se peut done trés
bien que les trois solutions de & sobent de module 1 (mals elles ne sont pas
obligatoirement distinctes], mais il 52 peut aussi qu'une seule le soit.

En effet, il est immédiat de wérifier que 5 z; satisfat &, alors 2 # 0 et
xg = 1/} eat solution aussi : cela résulte de 'égalicé suivante, valable pour
tout complexe z non oul :

2 P(1/7) = —abe P(2)

Si |z # 1, abors 22| # |z1] # 1 ¢ 22 est donc une autre solution, et elle est
minsi de module £ 1. Alors, la troisidme solution zz wérifie zj 2325 = abe;

abe
on & donc 2z = P qui, elle, ezt bien de module 1.
152
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51 I'one des solutions n'est pas de module 1, il en existe une autre qui n'est
pas de module | @ pous avons dooe bien #tabli que par tout point du plan
passe une ou rois droites de S1MB0N, s oo en compte le nombre en fonction
de la multiplicité des solutions z; correspondantes.

Dr'ailleurs, si l'équation posséde une racine double =, I'egalité supra permet
de montrer que 1/%; est aussi racine double. Comme ke nombre de racines,
comptées avec leurs multiplicitd, pe peut excéder 3, cela montre que, dans
o cas, fp = 13 et done que zp est de module 1. Le derniére racine est
alors obe/z2 | également de module 1.

Motons quelques remarques : sl par le point d'affixe o passent trois droites
de SIMSON distinctes, les affixes 1, 22 et 23 virifient 2y + 4+ =2v =
2u — (a + b+ ¢). Comme Jes points d'affixes respectifs z; sont sur le cercle
uniti, Porthocentre du triangle qu'ils forment a pour affixe 2u - (a + b+ ).
Cet orthocentre est e symébrique de lofthocentre du triangle ABC, d'affixe
a+ b+ ¢, par rapport au point d'affixe u,

LB
Sin= - +2 €, affine du centre du cercle 'EuLer du triangle ABC, alors

v = 0 et I'équation & devient z* — abc = 0. Les images de ces solutions
dans be plan euclidien forment un triengle dquilatéral. On wérifie tout de
suite qu'il en est de méme du trisngle formé par les droites de S1M30N de
ces troks points.

3. Intersection d’une conique et d’une droite
3.1. Retour vers la classification des coniques

Soit un plan affine P ; nous savons que, relativement & un repére affine de o
plan, toute équation {cartésienne) polynomiale du second degré en (X, Y)

eX?+ 20XY + 4% + 26X 4+ 2Y 4+ (=10
XY

roprésente, loreque le triplet (o, 3,+) w'est pas oul, une conique ™ éven-
tucllement dégénérée. Mous n'insistons pas sur les ¢ formes » possibles deg
coniques dégénérées, puisque nous allons devoir les reprendre une par une
dans la section gui suit.

En revanche, il est utile de rappeler la discussion du genre de I, en in-
troduisant la forme quadratique g de B qui & un vecteur (X, Y} associe
o X? 4+ 235XY 4 4Y?% La matrice de g par rapport 4 la base canonique de

R et O m (Ef) dont le déterminant est A = a7 — /3%,
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Lotegque & = 0, la conigue [ est du genre ellipse, Lorsque A = 0, elle
cst du genre parabole & nous aurons besoin de remarquer que, £ au signe
prés o, la forme gquadratique ¢ est un carré parfait @ si @ > 0, on peut
dorive g( X, Y) = (aX + El‘:'f, aver @ = /o 8l o < 0, on a de méme
X, Y) = —(aX + bY)?, avec a = '—a et enfin, si ¢ = (), on a forcément
{3 = 0 de sorte que g( X, ¥) = £(b¥)%, avec b= /]y|"*\.

8i I’ est une parabole non dégénirée et que nous choisissione un repére
affine tel que la direction asymptotique de ' soit paralléle & Oy, 'équation
cartésienne de [ est de la forme ¥ = aX? + 6X + . 11 cst alors immsédiag
que foute droite paralléle & Ovy coupe IV en un point,

Enfin, lorsque & < 0, la conique est du genre hyperbole, La forme g se
fartorise sous la forme (X, ¥ ) o {oX + 0Y ) eX + Y, pulsque le discri-
minant du trindme oX? + 23XV + ¥ est ki > 0.

Flus précisément, 81 I est une hyperbole non dégénérés et que nows cholsis-

sions un pepire affine tel que Maxe Oy 8ol une mwnrrtnte de I, 'éguation

cartésienne de I prend la forme trés simple ¥V = ﬂT +‘;, X+ 13

kg #£ 0, ou encore ky X2 - XY 4 kX + ks = 0 si Pon préfére une égquation
réellement du second degré ', 11 est alors immédiat que toute drojbe pa-
ralléle & Oy coupe T en un point, & Uepceplion de la droite Oy elle-méme
qui en st disjointe,

Clest justement cette exception qui va nous permetire, dans la section qul
suit, de caractériser les hyperboles et leurs asymptotes 1),

3.2, Caractérisation des hyperboles of de leurs asymptotes

Mous rappelons énoncd que nous avons laissd en suspens lors de la construe-
tion des droites de SIME80N passant par un point donné du plan, et qui vise
& caractériser, parmi les coniques, les hyperboles non dégénérées of, parmi
bes droites du pl-a.l:l. les asymipbotes de ces hyperboles @ soil wne -l:t:'nir;lm‘ r
et une direction D de drodtes | zi foutes les droifes de direchion Ji] } coupent
I' en au plus un point ef qu'il eziste une drodle Dy de direction i) it ne
rencondve pos T, elors T esl wne hyperbole non dégéndrde, D en est une
direction asymplotigue e Dy e est une asympiote.

200 peut auss invoquer & décompeaition en carrés de la forme quadratique g ; s
& =, cetle forme est de signature {(1,0) oo (0, 1) puisgue nouws Pavors assi suppaosée
e il e

TBien entendi, on peut méme parvenir 4 Pégquation cartésienne enoore plus simple
KY =k, v k20, en fasant en sorte que O soit ['eutre asymiptote de T

A0 notora boul de mbme que lorsquune conlgue admes une direction asymptotbgue,
alors elke esl du genre parabobs ou hyperbode o, 6i Oy et paralizle & une velle direction,
le degrit par rapport & ¥ de "&quation carésienne s'abaisse 1.
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Mous allons procéder par édlimination ! 50 [ est une conique dégéndrés, mon-
trons qu'aucune direction de droites ne wirifie 'hypothése de oot fnoncé,

Cest clair & la conigque est vide, ou une ellipse réduite & un poine. 5j T
=t une parabole non vide dégéindrde, o'est-d-dire la réunion deo deax deoites
paralléles A et A' (éventuellement confondwes), o'est encore vrad ¢ il auffic
de be wirifier pour la direction I des droites A et A’ [toute droite avant
cette direction est disjoinle de I ou la coupe en une infinitd de pointg) puis
peour tonte awtre divection (boute droite ayant une telle direction coupe T
en un seul point, mais n'en o5t jamais digjointe). Enfin, cela reste encore
vrai gl I est une hyperbole dégéndrde, o'est-a-dire la réunion de deux droites
sécantes A et A' ;i suffit de distinguer le cas o0 la direction D est celle
de 'une des deux droibes, ouw une sutre direction,

Abordons maintenant le caz des coniques non dégénérées,
Si I" est une ellipse, cest une conigque bornée. 1l est alors immédiat que
toute direction de droites contient une infinité de droites digjointes de I".
Aweune direction ne vérifie done les hypothéses de '"énoncé.
S I' est une parabole, cholsissons un repére affine tel que axe Oy soit,
parmi les drobbes de direction H, une de celles qui rencontee I enoun point
et quee o2 point a0t précEdment C. Alors, T a ume dquation cartdaienne

de la forme
(aX 4+ 5Y) 4 eX 4+ dY =0.

Comme Pase Oy rencontre I en un geul point, Uéguation BY? 4 dY =10
w'a quune solution, Cest dire gue, soit b =0, soit J =1
8i b = 0, léguation cartésienne de T devient aX? + X +dY = 0.
Alors, d # 0 (sinon, la parabole serait dégénérée) et done toute droite de
direction Oy rencontre T, Cela comtredit 'hypothése 150,
Sib o Oetd = 0, 'sguation cartésienne de T dovient (a X +5Y )5 +cX = 0,
Alors, ¢ # [ [sinon, la parabole serait dégenérée), Coupons I par la drodte
verticale d"équation cartégicnne X = A; cela revient & résoudre I'équation
suivante en ¥ : (gl + 5Y)° + cd =0, Or, s ¢ = 0, respectivemnent ¢ < 0,
cebbe squation n'a pas de solutions pour A > 0, respectivement A < 0, L
encore, cela contredit 1hypothise (51

- 81 I est une hyperbole, cholsissons un repére affine tel que Vaxe Oy soit,
parmi les droites de direction H, une de celles qui rencontre I en un point
ot que o point soit précisément O, Alors, [ & une équation cartézienne

*A noter que 'axe de cette parnbole st de dirsction Oy, Dans o cas, toute droite
paralléle & Oy rencontre blen T en un point, et ascons ne fall exoeption.

A noter qiee, dans oo cas, Vase Oy st tangent 5 I parabobe @ o'est be soul cas pessible
d'une droite ron paralléle & Vaxe de [, mais guoi se renconlre cetls conbgue qu'en un
point. En revanche, les droites paralléles & Oy rencontrent I « gépériquement &, c'est-4-
dir &m 2éra ou degx palnrs.
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de la forme
{(aX + Yo' X + 6V )+ cX +dY =0.

Comme 1'axe Oy rencontre T en un seul point, 'équation #'Y? +dY =0
w'a quune sslution. Cest dive que, soit B =0, soit 4 =0.
Cette fois, seul I'un des deux cas est & exclure! Supposons que d = 0
et coupons I' par la droite verticale d'équation cartésienne X = X; cela
revient & résoudre |'équation suivante en ¥ 5 (ad+8Y ) (a" A+ Y ) +ch =0,
Le discriminant de cette dquation est, comme on le virifie faclement,
A = {ab’ — a'h)# 2% — dbb'ed. Ce discriminant s'annule pour A =0, te qui
eat mormal puisges Oy ne rencontre [ gu'en un point, mais aussi pour
= _"_[ub"l“-bll;b]i # 007} et cela contredit notre hypothése : il existe une
seconde droite [y dans la direction b qui ne repcontre [' qu'en un point,

Comme le suggdre la figure ci- r
contre, il ¥ svait d'sutres fagons ('} D,
d'aboutir & une contradiction, par
exemple, en établissant qu'il existe
Ag = 0 assez petit pour que, quel
quesoit A € |0, Ay [, 'une au moins

des droites d’équation cartésienne
Xoghou X = =X coupe T en /II
deux points,

I e reste enfin que be cas J # 0 et B = 0, sans pour autant cque
b= =0 (sinon, ' serait une parabole), Supposons par exemple b = 0 et
¥ # 0. Ldquation cartésienne de T est alors aX (o' X +6Y ) e X +d¥ =10,
aver anssi @ # 0 (sinon, I serait une droite). Une autre expression de

. . . . _ Xaa'X + &)
I"équation cartésienne est maintenant ¥ = T d

rationnelle en X qui constitue ke membre de droite est irréductible (faute
de quoil [' serait dégénérée), et on constate non sans plaisir que toute
droite verticale rencontre I en un seul point, & 'exception de I'esymptote
verticale, d'équation ab’X +d =10,

, ol la fraction

Alors, pourguol tant de cas ¥ La raizon est que, dans la construction géo-
métrique qui cat 4 'origine de cette discussion (voir le 11-4.2.5), nows ne
pouvions compter les intersections entre droites et conigues « avec leurs
multiplicités ». Comme cela transparait dans la discussion précédente, une
droite et une conique oot mainte fagon de n'svoir gu'un point d'intersec-
Hon ; potamment &tre tangentes (deux points d'intersection confondus en
un seul) ou mvoir un point & Pinfini commun (abaissement du degré).

TEn offat, ab’ —a'h £ 0, car, sinon, les formes lnbaires oX 4+ 0¥ ot o' X £ K'Y seraiont
propacticnnelles et [T serail uie parabols,
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De mfme, pour use droite, #tre disjointe d'une conigue ne signifie pas lui
eire asyvmplote, Cela résulte du fait gue B n'est pas algébriquement clos et
o e dquation du second degré peut pe pas avoir de solutions, Clest cotte
éventualité qui nous a obligé & envisager le cas on I' est une ellipse,

4. Intersection d’une conique et d'une courbe
algébrique
4.1, Représontation paramétrique dune conique circonserite

Dana cette section, nous considérons une conigque non dégéndrée ¥, cir-
conscrite & un triangle de référence AR, et en choisissoms une dguation
barverntrique, de la forme p¥ 2 + gZX + v XY = 0, avec ppr £ 0.

Afin de paramétrer ¥, nous allons mettre en euvree le principe suivant :
toute droite passant par A « recoupe » la conique en un unigque £ second »
podut, los guillemets venant du fait que cette droite peut la recouper en A
Tui-mdme, 81 c'est la tangente en A, ou en un point & Vinfini si elle est
paralléle & une direction asvmplotique de .

MNous fuougons dooe ; un pormd M appariient & lo conigue % 5, ef sewle-
ment 83, ses coordonndes barpeendrgues sond de Iy forme

Afv,w) = {prw, wirw — qu), —virw — qvl),
o (v, w) esd un couple non nud de wdels,

A noter que ces coordonnées baryeentriques sont des fonctions polynomiales
homogines de degré 2

Dans 'énoneé qui précéde, nouws acceptons que la somme des trois coor-
donpées baryeentriques indiquées soit nulle, oo qui correspond au cas d'un
pomt M 4 'infini.

Fu eoffet, une droibe passant par A admet une fquation barycentrique de
la forme v} + wd = 0, aveciv, w) @ [0,0). Un caleal montre alors imrmé-
diatemnent qu'elle coupe la conigue % en A et en le pont de eoordonnbes
baryveentrigques Afv, wr).

Inversement, le poiub A € % est obbenu par exemple pour (v, w) = [rg) #
(0,0 et, 81 M # A eat un antre point de #, la droite AM passe par A et a
donc bien une équation barveentrique de la forme ©Y + 2 = (L Le calenl
précédent établit bien qgue le point M a pour coordonnéey barveentrigues
Iz triplet Afw, w).

Bemargue 1. Mous avons bien redémontré an passage que la tangente
en A & F oa pour équation barveentrique Y 4+ g2 = 0. En exercice, on
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pourra vérifier gue le point A est & Vinfind &, et seulement si,
g +{p—g—rhmw+ret =0,

et retrouver le nombre de directions asymptotigues réelles de % en fonction
du signe de 'expression p* + q° +r% = 2{gr + rp + pg).

Remarque 2. Notons que, par construction, sl un point 0§ est intersection
de ¥ aver les droites d'équations baryoentriques respectives oY + wZ m )
et 'Y 4+ w'Z = 0, alors ces deux droites cofneident, de sorte que les couples
{v,w) et (v, w') sont proportionnels. La réciproque de cola est, elle aussi,
immédiate.

HRemarque 3. La forme que nous avons obienue pour la reprisentation
paramétrique de & est assez simple, du fait gqu'elle est circonscrite. 5%l
g'était agl d'une conique quelcongque du plan (oon dégénére: ef on particu-
lier non vide i réduite & un podnt], nous aurions également. abouti & une
représentation paramétrique 4 Paide de polynimes homogénes de degré 2,
mais plus compliquiée, en faisant de la méme manidre pivoter une droie
autour d'un point My cholsi sur ¥

4.2, Un cas particulier du théoréme de BEZoUT

Avee les mémes hypothéses el notations que dans lo section A-4.1, nous
montrons & présend que lo condgue ¥ [non dégénénde 1) coupe une courbe
algébrigue T' de degré n 2 1 donné en an plus 2n points'®) | souf 51 on a
Vinelusion ¥ < [

On trouvers su I1-2.2 un éooncé plus général du théoréme de BEZOUT,
dont 1'énoncd supr constitue un cas particulier.

En effet, soit P(X,Y, Z) = 0 une équation barycentrigue de T, o P est un
polyndme homogéne de degré n.

Vu la représentation paramétrique de % vue su A-4.1, il suffit de re-
marquer que le point M de %, de coordonnées barycentrigques Afwv. w),
appartient awssi & I" 51, et seulement si, le couple (v, w) anoule le polyndme
Q € B[V, W] défini par la formule

QIV, W) = P(pVW. Wirl¥ — gV'), =V (rW - gV)).

Or, on a tout de suite Iidentitd Q(TV, TW) = TV, W). 8i @ est ml,
cela signific que % ost incluse dans [, cas que oous avons écartd, Done,
Q # (ret il est, homogéne de degré In.

EEn fait, il ¥ en a exsctermend 20 poureu que 'on ploage le plan aflne dans un plan
projectll complexs et gue 'on comple solgneusement. chague polnd d'istemectbon savec an
maltiplicitd dans Péquation réasvante qui auil. Mous ne détaillerons pas oo raffinemsant,
d'sutant plus gue méme interprétation pomédrique de cmte multiplicité st un peu
ditlicate & appréhendar. Four cels, on consuliara uiilement [22],
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L lemime qui suit va nous permetire de conclure sans avoir besoin dimwo-
quer la factorialité de l'anneau B[V, W).

Lemme. 5i i € RV, W) est un polinéme homogéne non nul de degrd p, 51
k est un entier 2 1, ot si les couples de scaloires (v uy), pour 1 < 4§ £ k,
dewr & deur non proporfionnels, annulent R, alovs ce polyndme est divdgible
dans B[V, W) par ]] (uwV = o, W), En particulier, on a & = p.

Pk
En effet, le résultat est vral a1 k = 1 : K est de la forme R(V.W) =

P P

I oAVIWP T et Pona 3 Awju] =0,

=0 =i

Siwy =0, on a Ay = 0 et le résultat est immédiat puisqu’alors v # 0 et
que W ee factorise dans K.

Hinon, poisque A est homogine, on peut supposer gque w; = 1 et Pon &
P i
Z.ﬁ.juf = (. On a donc aussi H’P‘Ekjtrf = (), de sorte que

F=0 =0

. p

RV, W) = 3" a(viwe—d —ofwe) = 3" awet (vi—owf),

F=0n =0 W
RTINS

o 8= 3 VimW) ce qui achéve le résultat,

15 Pg -1
Supposons & présent que la proprigté soit &ablie pour toute famille de k=1
couples, sves & 2 2, et supposons b couples deux & deux non proportionnels
satisfaisant les bypothéses du lemme. Vi 'hypothése de récurrence, il existe
un polyndme &' & B[V, W] tel que

RV, W)= RVW) [T (wv —uw).
15igk=1
De cela suit que B est (non nul et) homogéne de degré p — (k= 1). Or,
on & l_[ (v = wpwe) o 0, vu les hypothéses de non-proportionnalité
15isk—1

des couples, alors que f{og, we) = 0. [ 8'ensuit que By, wy) = 0 et que
eV — i, W divise B le lemme en découle alors.

A présent. nous concluons quant & la majoration du nombre de points de
¥ NI : s les points deus & deux distincts M;, o0 1 £ 4 £ k, appartiennent
& cette intersection, alors k = 3n,

En effet, choisissone pour chague Af; un couple (2, 1) non nul tel que
les coordonnées barycentriques de M soient Afw,wy). Alors les conples
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[vy, ;) gont deux & deux non proportionoels, wair la remargque 2 du A-4.1,
ot 'on a vy, uy) =0 pour 1 £ § =k, avec § # 0 bomogéne de degré 2n.
Le vésultat découle alors du lemme.

Hemarque 1. Le résultat tombe en défaut 51 % dégénére en la réunion de
deux droites distinctes [y et [, En effet, si la droite £ est incluse dans
la courbe I, mais non pas la droite Dy, alors % N0 posséde une infinité de
points sans que la conique soit incluse dans T,

Hemarque 2. De notre résultat suit que IMotersection d'une conigue nomn
dégénérée of dune autre conigue consiste en au plus quatre points,

De méme, l'intersection d'une conique non dégénérée of d'une cubique )
consibe en au plus 8ix poiots, sauf 8, eb seulement &, s conigue est ineluse
dans la cublgque (et collecl se décompose aloms en la rbunion de la conigue
et d'une droite ; voir explication énfra daos cette méme section).

Hemargue 3. De oo mime résultat suit également que deux coniques non
dégénérées (distinctes) possédent au plus quatre tangentes communes. En
relation avec le A-5.4.1, on obtient des caleuls tout & fait analopues une
fois que 'on & établi que Péguation tangentielle d'une conique est de la
forme QUL VW) = 0, ot Q est un polyndme homogéne irreductible de
degré 2.

4.3. Lo théoréme de PAsSCAL

Nouws allons ici nous limiter & établir une seule implication dans 'énonet
de ce théoréme, qui est en fait une condition oéoessaire et suffisante, et de
donner seulement un apercu de la réciprogque, beavcoup plus simple ; sodf
siz poinds A, B, C, &', B " apparfenant & une conique non dégdnérde ¥,
Alorz les poinds My, My, My, mifersechions respectives des droftes BOCY ef
OB, CA et ALY, AB" et BA', sond alignds.

Soit F{X.Y, ) = 0 une équation barycentrique de &, polynomiale homo-
géne de degré 2 la droite BC' posséde une équation barveentrigue de la
forme F(X, Y, 20 ™ w X + 0¥ +uy 2 = 0, et on définit de méme By, By,
Qy, Qs et (g pour les droites (04", AB', B'C, "4 ot A'R,

Posons P = PP et Q@ w 0505; les courbes d'équations baryoen-
triques respectives P{X ¥, ] = 0 et Q(X. ¥, Z) = 0 sont des cubiques
décomposées en la réunion de trois droites. Cholsissons sur % un geptitme
point, noté A, de coordonnées barveentrigues [, y, 2) et distinet des six
points précédents : M # A # A", ebe,

Fline cubbgoe peat se décomposer en ba séundon d'une conique o d'ase drojte, voire
en |a réamion de trods droites
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- Plxy,z)
Posons A = Bz.v.2)

n'appartient 4 ancune des droites d'équation baryveentrique 0y = 0. Posons
enfin B = P = AQ : le polyniéme £ n'est pas nul "™ et est homogéne
de degré 3. La courbe d'équation barycentrique R{X. ¥, Z) = 0 est une
cubbque I', et elle conpe & en les six pointa A, A', ete. {par construction
de P et de ) et en le point M, par constroction de A,

D& la remarque 2 de la section précédente suit que % < [, et du 11-2.3 suit
que F divise & dans R[X, Y, Z] : il existe donc un polynéme homogine £
de degré 1 tel gue & = FF. 1 est alors immédiat que les points M, o 1 <
i £ 3, appartiennent & la droite d'équation barycentrigue F'(X, Y, Z) =0,
ainsi, il= sont bien alignés.

1 le dépominateur n'étant pas oul puisque le point A

Pour #ablir la réciprogque, on peut commencer par définir F', polynéme
homogéne de degré 1, tel gue les points M; appartiennent & la droite &
d'équation barveentrique F(X, ¥, Z) = 0. En outre, on chobsit My, un
quatriéme point de cotbe droite, of on détermine le scalaire g tel que la
cubique ' d'équation barycentrique R'(X,Y,2) = 0, o0 B & P — ug
passe par My, sachant qu'elle passe déja automatiguement par les trois
premiers M. On aura virifié dgalernent sans difficulté que B # 0; comme
Uintersection & M [Y contient guatre points distincts, on établit de méme
que I se décompose en la réunion de & of d'une conigque %5 alors, les six
points initiaux A, A°, ete., appartiennent & cette conbgue.
Exemple. 5i la réciprogue est plis simple & &ablir que le sens direct, ¢'est
tout de méme elle gui fournit les exemples les plus intérezzants. En effet,
chercher égquation baryveentrique d'une conigque passant par six points est
moins trivial que chercher celle d une drolte passant par trobs points alignés.
Prenons donc un triangle de référence ABC et définissons nos six droites
par leurs équations barycentriques respectives ;

PUXY.E)E2X+32=0 RXY.Z)Y-X+Y=0

BX Y2 TY+22=0 QX Y.Z2)% <2X -3¥ =0

QX V.Z)ZW 4+ Z2=0 QXY D) T -X+Z=0.
O vérifiers aisément que les points définis respectivement par Py =@ =0,
Fyo= @y =0 et Py = 5 = 0 sont i I'infini, de coordonnées baryeentrigues
(3, -2, -1), (1,1,-2) et {1,-2,1), donc alignés. Par conséquent,, i1 existe

wne coniqee conbenant les points A, B, O ainzi que les points A7, 8, O
définis respectivement par Py = Qs =0, Fs =0y =0t Py = 3 =10,

Choisissons un quatriéme point sur la droite de 'infind, par exemple cela de
coordonnées haryeentriques (1, 0, —1). La cublque d'éguation barycentrigue

100 verlfler grace A un poind M situg sor une seule des six droibes,
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PP = MW ey w [ passe par ce point pour A = 1. On e alors la
factorisation de Py PPy — Q0005

(PLRPs — QQus) (XY, Z) m (X 4V 4 Z)(0Y 2 — 42X — 6XY) .

Aingi, la conigque a pour dguation baryveentrique 9V 25 — 42X = 5XY = 0L

Veériflons, Le point A" a pour coordonnées baryeentriques (1,1, 1) et il ap-
partient effectivernent & cette conigue. La méme confirmation vaut pour les
points B el O, Nous avons choisi le triangle de sorte que la conigque soit
cireonscrite ; les ealouls auraient &8 & peine plus compliqués dans le cas le
plus général.

5. Tangentes & une courbe algébrigque
5.1, Lidentité d"EULER

Avant de formuler gquol que ce soit, nous avons besoin de Midentité sui-
vante, valable pour tout polyndme homogéne & plusieurs indétermindes sur
le corps H.

Soit T1 € R[X,. ..., X, homogéne de degrd & € M, c'est-d-dire vérifiant,
dans R[T, Xy, ..., Xa],

MTX, TXz, ..., TXy) = TM(X,, Xa, ... X0), (1)

alors on a la formule, dite identité I'EVLER, E: X E‘? x” S0
k
kml

Dérivons en effet (1) par rapport & T°; il vient
E.h. (TIL TXg .. TXy) = 6T X, Xy, ... X0

O obtient le pésultat annone® en substituant la valeor 14 T dans Ta formule
précidents,

Exercice, Etablir la réciproque de ce résultat : I'identité d"EUVLER implique
I'homogénéité.
5.2, L'équation d'une tangente

Soit un plan affine P, et un triangle de référence ARC, Soit I1(X, Y, 2)
un pobyndme homogéne de degré 8, Soit My de coordonnées baryeentriques
(z,y, z) vérifiant

Oizr.y.z) =0
arl
{ﬂx{m,a] .y, z} ra- w2)) # (0,0,0).
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Alors, la partic # du plan d'éguation baryeentrique IIHX, ¥, 2} = 0 admet
une Langente en My, d'¥guation baryveenbrique

ﬂ a1l all

X +}+1r’ vl a) + Zolny,2) =

On viérifiera sans probléme gue cetbe formule géndralise celle donnant, 1'é4-
quation baryveentrique de la tangente en un point d'une conigue circonscrite
nom dégénérae

Démonstration. Dans le repére [d;.ﬁ, ,-E"], une équation affine de 4
est FIX. Y= 11 - X - Y, X.Y) = 0, on F est donc de classe O, Les

cmrdnnnﬁuaﬁmdcll:ﬁ;sunt[: +:IH = 1'-.|-.y e }I-.l:u.]-;.ulnm

les dérivies partiedls de Foen ce polol ;
i F A1 A1
ﬁf"- =37 7x
all  art
ﬂ.E? EIX

oil les dériviées parthelles ﬁgurant dans le membre de droite sont prises an
point [ 1—o—3, a, @), 5i ces deux dérivées sont nulles, alors les trois dérivées
partielles de [T an point (1 — o - 3, @, 3) preonent la méme valear A, non
oulle vu nos hypothéses. Liidentité d"E0LER donne alors

IT an
(1-a- ’j’ax gr""ﬁaz:
=Ml-a-g4+a+f)=
=-ﬁ"{1—ﬂ'—ﬂ.ﬂnﬁ} -
iz, w. 2)

(T+y+2

{ﬁ]

of les dérivées partielles figurant daps e premier membre sonl prises au
point (1 — o — /7, 00, 7). De cela suit que A = 0, ce qui est absurde.

Le théoréme des fonctions implicites garantit donc Uexistence de la tangente
en M et en fournit une E:qu-ﬁ.l:lon affine ;

Il reste maintenant & revenit & nos coordonndes barycentrigues, ce qui s
Fait grice aux formules donnant les dérivées partielles de F' au point (o, 3)
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et grice aux substitutions suivantes dans la formule précédente :

. Y
X —
X+Y+ 2

&

¥ o—

. X+¥Y+2
. o

r+y+z
z

T+
Four ce faire, on réduira préalablement & membre de gasche au méme
dénominateur, et l'on caloulera successivement les coefficientz en X, ¥ et 2.

A titre d'exemple, ke coefficient du terme en X est be suivant, ob les dérivies
partielles sont prises au point (I, y, z) :

af o a¢ a¥
-ﬂ{ﬁ‘ﬁ}‘*(ﬁ | ﬁ)‘

esl fgal & xﬂ — & Flz,y,2) va I'identité d'EVLER et il
aXx ——

S

ik v L

Ur UGy 75z

=)
. . i
#ensuit que le coefficient en X est (x+ y+z]ﬂ—x[.'i-r, 4, ). Le caleul des deux

putres coefficients se fait de maniére analogue, le terme non nul (x +y+ 2)
étant en facteur. fn fine, on simplifie par {z 4 ¥+ z).

5.3, Tangentiel et inversion isogonale

Mous avong désigné par T le membre de gauche de Méguation baryeentrique
de Ts 5 st F & Ty a pour coordonnées baryeentriques (. y, £) '), désignons
par p, g et v les dérivées partielles premiéres de 5 an point (.9, 2)
_ iy B _ By
p= ﬂ_X[I‘ Mz 9= ﬁ[i‘. ¥.zh T= E':TJLE}-

Mous avons démontré au A -5 qu'une égquation barveentrigue de la tangente
en F & Uy est alors pX +g9¥ +rZ = 0. Cherchons celle de la tangente en F* 2 il
est, immidiat de vérifier la formule suivante, vraie pour tout triplet (z, v, 2)
de réels non nuls,

xiyﬂii@&[u!fa_l bq.l'lm'-j.l'rz.:' = ibit:i‘h;['t‘y' z).

M Nous les supposerons non nolles, synne ditfa conclie quant aax points de Tg sitists
sur les oités de ABC.
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D¥rivons cela par rapport 4 x @ on obtient
2oyt P lgla® iz, By, ) — u’y’z’%{uﬂ"x. ¥y etz =
1-523 {:r W)

Or, $sla®/z, by, c* /2y =08 F e Ty soit g’ %[u“h‘, bl 2), de
sarte que 1% = —b i,
Les mémes caleuls avec ¢’ et v montrent que le triplet (p',q', ') est pro-
portionnel & (px? fa®, g /02, ry® fe?).
Or une équation baryeentrique de la tangente en F*est p' X +q'Y +r°2 = 0
on peut done 1'écrire aussi sons la forme

pXztfa® + q¥ ' /6 +vZ2 ) =0,
Une droite n'est jamais bitangente & une cubique (sauf si celle-ci se décom-
pose en Ja réunion de cette droite et d'une conigue). Ce = bicontact » ne
e produil donc pas dans le cas général et les deux langentes se coupent
donc en un point que nous appelons proviscirement K U2 de coordonnées
barvcentrigues

(gri=®/e® — o 100, rp{? fa® = 22 ety palyf b — ¥ fa® M-
Le point I{K') a alors pour coordonnées barycentriques
(plz®fa® — /) 6 — 2% fa®), qlo®/8° = 2 fa®) () — o f1),
r{z¥fe® — oyt (0 2% ja® — 2 /).

Cela étant fait, cherchons en quel point /7 la droite FF' recoupe i, Une
quation barveentrique de FF est

x # z
i a® yi brr ooy =
lx v =z

= (e"y® — b2z X + (0?2 - A Y + (Pt - el iz Z = 0.
Liun au moins des coeflicients de cette dquation barvesntrigue est pon oul ;
supposons que c'est (W r? — o?y® )z par exemple,
L'¢guation de FF* équivaut alors & une éguation de la forme & = X 4 0¥,
avec
_ oyt — Wt _ yla®s ?].
Wt — aty?) v +.l[|!:|£:|:J - u“y )
L'ensemble des points d'intersection de I'g avec la droite FE* est donné par

124 o stade, rien oe prouve que K = T.
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le sysbéme

u-r.\:-\"fl
{ B X, ¥, ul +v¥) 0
) wX + vy,

Maizs ¢ eat un polynime homogéne de degré 3 en (X, Y] ot on en connait
déji deux facteurs du premier degré : (X —xY) ot (B 22X —a®zy¥ ) puisque
les coordonnées baryoentrigques de F et de F' le vérifient respectivement,
Il est alors facile de terminer la factorisation de o @ un caleul un peu
fastidieux montre slors que les coordonndes barveentriques de K sont
" " 2" = uz" + vy}, avec

= phu? 4 ety 1rr,=_J'u|1!1:.|.2+ petu
a?b?e2 albted

ot un caleul simple, mais également un peu long, montre que le point K
coincide avee IEK),
Comme K' € Ty par construction, on & aussi K = I[K') € T et le résultat
annoncé s'ensuit : K est bien le tangentiel T = 7(F) = v({F') et la droite
FF recoupe Ty au point I(T), c'est-A-dire aussi le point K.
Dans les caleuls qui viennent d'#tre effectuss, on naura pas manqué de
remarquer la présence de facteurs du type 22/c% — /8 dans V'expression
des coordonnées barycentriques de I(K). Si, par exemple, =/c = 4y/b, e
point F appartient & la bissectrice intérieure de ABC issue de 4 ; en offet,
la droite d'équation baryeentrique ¥/b = Z/c passe par le point A et par
le centre T du cercle inserit, de coordonnées baryoentriques (o, b, e,
Dang ces comditions, le caleul supra montre que IHE) = A et dome que
le point F*, aligné avec A et F, est aussi sur cette méme bissectrice. Le
tangentiel commun sux points F et F* est alors 'ioverse isogonal de A,
e'egl-f-dire le point A%
Vovons done comment construire les points d'intersection autres que A
de I'; avec la bissectrice intérioure 7 de ABC sawe de A, cotte construction
échouant lorsque cette intersection est réduite & {A}. La méme construc-
tion s'applique sux cing subres bisseetrices du triangle, de méme qu'sux
bissectrices des autres triangles formés & Ualde de trols parmi les quatre
droites considérées.

Boit M un point de J; comme cette droite est [globalement) stable par T,
som inverse isogonal M € [, ainsi que le milien de MM 12 En outre, les
droites HM et B’ sont symétriques par rapport & la bissectrice inbérigure

¥

W milieu & un sons gl M7 a'est pas & Vinfini, Cels s produit su contraire lorsgue
En £ #; dans ce cas, la bissscirios ne coupe la cubigue qu'en A et Fp et toute construction
eat inatile
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de ABC izsue de B, Bi, en outre, M £ [y, le milieu de M M’ appartient &
&, e droite de NEwTON.

§i 8 || A, le point M ne peut donc exister ¢t la construction échoue, Sup-
posons done que F et A se coupent en un point 5. Appelons alors o 'ap-
plication affine induite sur 7 par la symétrie contrale par rapport 4 5.

Un point de @' { A} a dea coordonnées barycentriques de la forme (af, b, o),
avee (Lu) € R ® B* ot son inverse isogonal a pour coordonnées barycen-
triques

(a*beu®, ¥ actu, Fablu) |

soit encore (au, M, o) ; cette derniére expression est lintaire par rapport aux
paramétres (f,u) et cela montre que 'application i induite sur 3 par I est
une homographie. Limage de A par 1 n'est pas définke a priord, mals nous
prendrons pour §i{A) le point A" de coordonnées barveentriques (0,5, c),
c'est-dedire le point dintersection de § avec B 114),

Ce qui préctde montre que M € Ty N F 5, et seulement si, ol M) = i A7),
ce qui équivaut encore & a'(M) = M, ol ' = #~' ol = 7o, qui est encore
une homographie de la droite 3,

Or, il existe une construction des points fixes (réels) d'une homographie
d'une droite, & condition que 1'on connaisse les images de trois points de
cette droite. Comme nous savons construire i{ M) et o) pour tout point
de 3, cela e pose effectivermnent sucun probléme,

On & par exemple i(4) = A", et donc #'(A) = 2{A"). On a sossi o'(A") =
o{A). Enfin, le centre [ du cercle inscrit, qui est sur , eat fixé par i et on
a enfin o'(IN = o[I).

Revenons 4 des notations tout & fait générales, o'est-dedire indépendantes
des noms que nous avons attribués aux objets intervenant dans ["&tude
de Ty : une homographie h est définie sur une droite A, et on connait
les images A', B et ' de trois points A, B et © de A, On choisit une
conigque % du plan, par exemple un cercle, et un point II & % Les
droftes 1A, TIE, I, A", TTE, T recoupent @ respectivement en
PQ.R PG R

e choix et judicieux & tout point de wue : il est compatible avec Pexpression
(o, be, cta) — (o, bE, of) lorsque w = 0; en outee, les droites HAY = 50 et 84 sont
hlen symésriques par rappoert & la bissectrice intéricure de ABC lssue de 5 et, enfin, on
a nussl A%} = A, oo qui fait que | reate une invplution de la droite 3 complétée par son
point & l'infini.

i me toujours, s une droite passant par 11 est tangente & %, nous dirons qu'elle la
reconps aw poant T hui-méme, Si par exemple le point A° et A infini, nous conviendross
aquee TTAY est la paralléle & & mends de T1.
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D'aprés le théoréme de Pascal, les points d'intersection
QR NQ'R RFNEP, P nPQ

somt alignés sur une droite §. 51 § est disjointe de @, alors b n'a pas de
point fixe ; s elle lul est tangente en un point T, alors le point fixe de h est
unique et c'est le point dintersection de A avec [T, ; enfin, si § coupe % en
deux points T et T, k & deux points fixes qui sont les points d'intersection
de IIT et de [T avec A.

La preuwe de cetle construction se trouve dans 'ouvrage de BERGER, [6],
et eelui de FRESNEL, [12], cités en bibliographie.

Il n'eat pas essentiel de montrer une figure illustrant chacun des cas parti-
culiers. Dans celle qui suit, il ¥ a effectivement deux points d'interssction
de § avec ¥ Toutefoks, nous n'avons pas trace TTT et T sur cette figure
déjh extrimement chargbe,

Sod. L'éguation tangentielle d'une conbgue
Bt 1. Géndralités
De fagon trée générale, un iriangle de référence A BC dtant choisi dans un

plan affine, on appelle dguation tangentielle d'une courbe algébrique I' d'és-
quation baryveentrique XY, Z) = 0, o0 ¢ est un polyndme homogéne
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non constant, une relation $w, v, w) = 0 caractérizant les droites d'équa-
tion baryoentrigque o X + oY + wE = 0 fangentes & I,

Cette définition pose plus de problémes qu'elle n'en résout, car il faut 8%en--
tendre sur la notion de condact entre droite et courbe. Par exemple, la
cubigue I d'équation baryeentrique ${X, Y, Z) = X? - Y22 = 0 posstde
un point de rebronssement en ©, e la tangente de rebroussement en oo
point est le cfété OA du triangle. L'équation baryoentrique de cette droite
esh ¥ o= 0 et elle a, au point O, une intersection ftriple avec T, puisque
$(X,0,2) = X a un zéro triple en Xg = 0.

O, considérons une droite passant par O, mais distincte de cette tangente :
elle a une dguation barvoentrique de la forme X = o}, ot $6Y, V.7 =
a'V? —¥2Z = (oY — Z)¥*. Cette droite a avec I une intersection dowuble,
miaks ne lul est pourtant pas langente au sens « classique »,

Le méme phénoméne se produit avec la conique dégénérée I d*équation ba-
rycentrique (X, ¥, Z) £ ¥ Z = 0, cest-a-dire la conique réunion des cités
AR et AT, Toute droite passant par A posséde un point d'intersection (au
moing) double avec I Par exemple, celle d'équation baryeentrique £ = -1

puisque (X, ¥, -Y) = ~Y*; pis encore, la droite A8 elle-miéme a une
intersection d'ordre « infini » avec I puisque $(X ¥, 00 est le polynime
nul.

Les difficultés surviennent donec notamment des courbes ayant des points
ginguliers, ou de celles qui se décomposent (ce dernier cas élant un cas
ultime du premier).

Pour &viter d'entrer dans cis copsidérations qui nous emméneraient trop
loin, nous nous limiterons aux Squations tangentielles des conigques non
dégptnérées, c'est-f-dire celles qui conticonent su moins deux points dis-
tincts, et qui ne sont pas la réunion d'une famille de droites (159,

5i une conigue non dégénérée T contient deux points distinets, elle contient
au modps trois points A, B et O non alignés, et nous pouvons prendre le
triangle ABC comme triangle de référence. L'équation barycenirique de I,
conique circonscrite, est alors de la forme p¥ 2 + gZX + v XY = 0, avec

pgr # 0, c'est-dedire encore, aprés multiplication par 2, "0 = 0, avec
E=HX, Y Z)et
b r g
U= (r 0 ;:-) £ GL3E).
g p 0

3i mous prenons un trisngle de référence gquelcongue, les formules de chan-
gement de coordonndes baryeentrigues conduisent & une fSguation bary-
centrique de [" de la forme *£VE = 0, of V' esi une matrice symétrique

18%pir toutefols la remarque & la fin de cette section.
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inversible d'ordre 3, ¢'est-f-dire & une équation de la méme forme que dans
le cag d'une conigue circonscrite, mais avec une matrice phus générales.

L'¢gqualion fangentielle de I' se déduil alors de maniére particuliérernent
simple de 'équation barycentrigue ; si Uon pose = = *u,v,w), i s'agit en
effet de 'SV 'E =01, En particulier, cefte équation fangentielle esf encore
polynomiale homogéne de degré 2017,

Démontrons le résultat anponcé, dans le cas d'un triangle de référence
quelcongue. 1] résulte de la section A-B que, si la droite D' d’quation
barycentrigue wX + v¥ + wE = 0 est tengente & la conique ' d'équa-
tion barycentrique *$VE = 0, alors il existe un point M de coordonnées
barycentriques (z,y,z) tel que I} ait aussi pour équation baryveentrique

X
[ryz] V (1"’) 0. Cela montre que (uvw) = A(ryz)V, pour uo X réel
il 7 L N
non oul.

On en déduit que A*¢ = *ZV ! et, puisque V est symétrique, que AL =
V-IZ Or, M £ T et l'on a done *¥VE = 0, de sorte que *ZV VYV -I= =0
aprés simplification par A%, b1
Inversement, établissons que, si = virifie 'équation SV 12 = 0, avec
= = ¥u,v,w) triplet non nul, alors la droite D d'équation baryeentrique
(XY ZZ=uX + oY +wE = ) est tangente & T,

—_ 11z t — fe=qr—1 -l= _
11 suffit pour cela de poser £ = V712 on a alors VE =TSV VI ' =

L 13

=W
'EV-1Z = 0 et cela montre que le point M de coordonnées baryoentriques's
appartient & ', En outre, la tangeote en M & ' & pour équation bary-
centrique [X ¥ Z)VE = 0, d'est-d-dire encore (XY )2 = 0 : on reconnait
14 PMégquation barvoentrigue de la droite 1D,

Il est & poter que, 5 W est une matrice symétrique ioversible d'ordre 3, il
existe au plus uoe conique non dégénérée ¥ dont I"squation tangentielle soit
(uvw)W {uvw) = 0. En effet, lo seul choix possible pour Voest V= W1
et, inversement, comme V' est symétrique inversible d'ordre 3, elle convient
si, ot seulement si, la conique d'équation barveentrique £V £ = 0 contient
an moins deux points 21,

Avec cette notation, si la conique # admet un centre, il admet pour co-
ordonnées barycentriques le triphet {1,1,1) = V™', c'est-dedire le triplet
(1,1,1) = W : cela résulte de la discussion faite au I1-2.4, Si la conique

I¥ Alors que Ia situation s= complique pour les courbes algébriques de degré supérieur
si ' et de degrt m, I'équation tangentelle & un degrd = nln = 1],

Ui} nis cetbe candition nest pas ustomatiquement wérifite (penser au can of B o= I
par exemple). Tous les cas ont 84 envisagés dans la section 11-2.1
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est une perabole, le triplet obteny par ce produit correspond & un point &
I'infini, celul de 'axe de la conigue.

Remarque. Lomsgu'une conlgue ' dégénére en la réunion de deux droibes dis-
tinctes Dy et Dy, les remarques limineires de cette section montrent oqu'll est
Jjudicleus de consbdérer qu'une droite est tanpgente & T 86, ot seulement si, elle
passe par ke point d'iotersection de Oh et de Dy (fventusllerment & 'infini en cas
de parallélisme des deux droites). Enfin, s I' dégénére en une droite double D
toute drobte du plan peut dtre considérbée comme tangente & I

Om peut alore, dans n'lmporte lequel de ces deux cas dégenérés chercher & quelle
condition nécessaire ef suffisante portant sur Z = Yu, v, w) la deoite d'éguation
baryveentrique uX + o¥ 4 wE = 0 est tangente & T, Une tells équation sera
toujours appelée duation tengentielle de 19,

Si l'on eonsidére alors une matrice V' symétricque réelle d'ordre 3 telbe quune équa-
tion barycentrique de I salt ‘.k'i-’.’i'_: i, alors un caleul analogse donne comme
équation tangentiells ‘SVE = 0, o0 V' désigne la transposée de la comatrice de 1,
Il est important de remarguer que eette formule nelot le cas des conigues T non
dﬁgﬁnérﬁas. ¢'est-d-dire le cas des matrices V' inversibles, pulsqu®alors les matrices
V1 et Vosont proportionnelles.

La raison profonde qoi rend icd v phis géndrale que V=1 est qu'en fait 'équa-
tion tangentiell: fait intervenir, non pas R?, mais la puissance extérieure seconde
A2EY), Comme cet espace vectoriel est encare de dimension 3", nous avons
pu I'identifier implicitement avec R* et rester dans un cadre vectoricl classique.
En revanche, si nous nous s'intéressions & une condition pour qu'ung droite d™un
capace de dimension 3, cette fols, soit langente & une guadrigue, nous e poarrions
nous en tirer 4 & bon compte car cest bien 4 partir de A*{B*), de dimension 6,
nu'il fawdrair chercher cette condition

5.4.2. Dualité, équations barycentriques et équations tangentielles

Reprenons les définitions et notations du I11-4.2. Considérons une co-
nique I non dégéndrée, d'équation baryeentrique (X, Y, Z] = 0 et d'équa-
tion tangentielle &'(I7 V, W) =0, on @ et $° sont des formes quadratigues
non dégénérées définies sur RY.

Puisque ¥ est non dégénérée, nous pouvons introduire la conique non dé-
pendrie Iy d'équalion fongenticlle (U V. W) = 0 et, puisque $° est non
dégénérde, nous pouvons avssl considérer la conlque non dégénérée [z dé-
quation bergeentrigue (X, ¥V, Z) =L

Par définition méme, on & alors ce qui suit.

¥ 0eite géndralisation serait de peu d'inbérit dans oot ouvrage. Elle deviendrait cru-
clale sl 'on #'intéressalt & dea probldmes tels que la constroction de s comguse harrac-
feigudment altachds & des combgues.

20N vral dire, o cades fdéal st plutht, 'espacs projectid de dimension 2 dbduit de cot
eEpatn vectoriel,
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1. Le point M appariient ¢ I <=+ la droite §{0) est fengente a Ty,

2. La droite & eaf fangenfe 4 ' +—= le point §{A) appartient & [y,
Dans la section sulvante, nous allons donner un exemple d'application de
cette dualité. Essenticllement, il s'agit de substituer & une démonstration
portant sur des équations tangentielles une démonstration portant sur des
équations barycentriques, ou wice-veraa, Bien entendu, on met & contribu-
tion le catalogue des correspondances détaillées au 111-4.2.

5.4.3. Dualité et théoréme de BRIANCHON

Motre réoompense va étre de déduire sans coup Brir, cest-f-dire par un
argument général mais sans caleul, le théoréme de BRIANCHON & partir du
théordme de PASCAL.

En voici I'énonct : supposons six droites Dy, Dy, D3, Dy, DY, DY dont trois
quelcongues ne sont pas concourantes. On désigne par M, ; le point de
concours, éventuellement & Uinfini, de D et de LY,

Dés lors, i eriste une condique tangente & ces siz droites s, ef seulement &,
les droites Mo g Mz 2, Mz My 5 et My 2 M5 concourent.

Bi on se représente les siz droites comme les siz cdtds d'un hezagone, cela
equivantd & dive que les trods drodfes jodgnant les sommels opposds de celui-cf

comorurend,

En effet, posona N, = §(0,) et N; =§|fD;.} pour i et § dans {1,2, 3}. Trois
quelcongues de ces points ne sont pas slignés et la droite duale du point M, ;
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est alors la droite NN}, de méme que le dual de la droite M; ; M, ;. pour
i # j, est alors le point F, ; d'intersection de Ny NY et de N; N[

La condition est nécessaire. 5i les six droites sont tangentes & une
conique IV, alors cette conique est non dégénérée puisque, sinon, il existerait
trois droites concourantes dans cetbe famille. Soit (0, V, W = 0 une Sgua-
tion tangentielle quadratique de T'; les six pointa &y, ... , N] appartiennent
donc & la conigue d'équation baryeendrigue #(X, YV, 21 = 0.

Le théoréme de PASCAL montre alors que les points Pos, Py et Fia

sont alipnés, Cela &tablit que les droites My 3 My g, My My g et My M5,
concourenl,

La condition est suffisante. 5i les trois droites My s My o, My My 5 ot
My a2 M5y concourent, les points P 5, Pay et P o sont alignés. Le théoréme
de PASCAL montre alors que les six points Ny, ..., N3 appartiennent & une
mime conigque I, d'équation barycentrique quadratique (X, ¥, Z) = 0.
Fuisgue les six points sont trois & trois non alignés, la conigque T est oon
dégfnérée, ef les six droibes sont tangentes & la conigue d'équalion fangen-
liglls ':IJ{U, ¥, W =1 Le réaultat est &tanli.

G.4.4. Le cas des conigues inscrites

[ntéressons-nons aux conigques non dégénérées inscrites dans un triangle
de réference AR, clest-A-dire tangentes anx trois oibés de oo triangle. 11
régiilte de la section précédente qu'une telle conigue I, gue nous qualifie-
rona d’inecrite 21 pour simplifier, & une équation tangentielle de la forme
fwow)W zvw) =0, o0 W = {w; ;) est une matrice symétrigue inversible
d'ardre 3.

O, le chté BC, déguation baryveentrigque ¥ = 0, ost tangent & [ 51, ot
seulement si, wy g = 0L De la méme facon, on wirifie gue les frois oddés sont

tangents & [ s, el senlement sl, les trois termes diagonanx de W sont nuls.
Cela dquivaut & dire que W est de la forme

b v q
W=|r 0 p
g p 0

clest-d-dire « de la méme forme » gque la matrice donoaot Péguation bary-
centrigue dane conigue circonscrite. En outre, W doit &tre inversible, ce qui
deuivant & pgr £ 0. Inversement, si W est de cotte forme, alors Vo= W-!
eat symétrique inversible d'ordre 3 et, surtout, la conigue d'équation bary-
centrique 'EV ' = 0 contient an moins denx points. En effet, nons avons
vii & la fio de la section TT=-2.1 que la signature d"une matrice symétrigue

M Paree que oot le terme consacrd, Cela fant, uwne parsbole inserite dans un trlangle
v et plutit exinscrite.
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0 r g

r 0 p| était (2,1) oo (1,2) lorsque pgr ¢ 0. Comme la
g p 0

matrice V est de méme signature que W32 V admet aussi pour signature

(2,1} ou (1,2), et la conique d'équation barycentrique "V 'E = 0 est une

« wraie # ellipse, parabole ou hyperbole (mais qui n'a ascune raison d'étre

clroonserite),

e la formme

A noter en outre qu'une conique T' non dégénérés est une parabole i, e
soulement si, la drojte de 'infini, d'équation baryeentrigue X +Y + £ =10,
eat tangente & I, Cela revient 4 dire que le vecteur *{1 1 1) vérifie P'équation
tangentiells de cette conique.

On peut enfin se demander & guol correapond upe dquation de la forme
(wow)W  (uew) =0

lorsque Lo matrice W oest symétrique d'ordre 3, mais non mversible, Le seul cas
intéressant est celui o0 la signature de W oest (1, 1), de sorte gue Péquation pré-
cédente se factorise en lo produit de deux formes linéaires non nulles

(mu + by + cywliagu + o + ez} = 0.

Dans ce cas, chague dquation de la forme agu 4 &y 4 oow = 0, o0 i £ 1,2},
correspond & Pensemble des droites passant par le point My (fventuclloment &
l'infini) de coordonnées barycentriques (o by, o). On dik alors que In condgue
dquation tangentielle [uvw)W Hovw) = 0 dégdnére en lo rdundon de deus
Sfalscenir lindaires de dreites. On dit parfois aussl gue cette conique dégénéne en
dewr prints ) une droite loi sera considérée comme tangente si, ot seulement s,
elle passe par I'un au moins des deux points W, oo Ay,

Un peut suss considérer le cas od la signature de W oest (1, 0) ou {0, 1), de sorte
gque I"sguation préciédente se factorise [au signe prés) en le carré d'une forme
lindaire won nulle :

Efan + by 4+l = 0.

Dans ce cas, cela reviendrait & « fusionner » les deux points du cas précédent ot
on dirait que la conique dédpénére en un foisceou lindeive [double] de droites ou
dégdnére en wn poind dowble.

Comme on be woit, les cos dégénérés d'bguations tangentielles n'ont rlen & vodr
awer ceux des dquatbons cartésiennes ou baryeentrigques classiques. Mous ne nous
en étonnerons pas | une ellipse de fovers F et F', de demi-grand axe a = 0 ot de
demi-distance focale ¢, avec a = ¢, est |e liew des points wérifiant " épuation bifeeule
MF 4+ MF' = 2a, alors que, dans le cas dégénieé ol a = ¢, celie squation est
celle du segment FF'. C'est encore une forme dégénérés différente ; on peut dire
qu’s chague maode de Teprésentation des conigques corTespondent des cas dégénénés
Propres.

T2 En aifet, pes valowrs propoes sont b inverses de celles de W, de sorte que oss deux
matrices ont respectivement autant de valeors propres de chegue signe
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Pour les sections qui suivent, nous n'surons plus besoin de donner de nom
& des matrices symétriques d'ordre 3 servant A définir des équations tan-
gentielles, Mous pourrons réutiliser les letires U, V' et W pour qualifier les
paramétres formels intervenant dans de telles &guations.

Ainsi, écrive par exemple qu'une confque non dégénérée admet une égua-
tion tangenticlle de la forme pVW 4+ gWI + vV = 0 reviendra & écrire
que la droite déguation barveentrique uX + v¥ + wZ = 0 est tangents &
cette condgue 5, ob soulement 81, on & prw - g 4 T = 0,

HRemarque. Nous avons une situation anadogoe & celle décrite au T1-2.1 ;
s o ge donne cing droiles dond Irods queleongques ne concourend pas, alors
o eriste eraclemend une cofique non dégéndrde qui leur soit tangente,
Cela s'établit comme dans la section rappelde supm @ on COMMence par
choisit un triangle de référence porté par trois de ces cing droites, ¢ on
recherche «les » coniques inscrites qui soienl aussi tangentes aux doux
autres droites. O en trouve alors une el une seale,

81, parmi cing droites, trols concourent, mais non pas quatre, alors on ob-
serve, comme au [1-2.1, un cas de dégbnérescence @ il existe une seule
conique solution, mais dégénérés @ cest celle qui est péunion de deux fais-
ceamx de droites, la base de 1'un &ant le point de concours des trois droites,
et celle du second e point de concours des deux autres, La encore, la forme
de dégénérescence observie est celle déerite dans cetée section.

5.4.5. Retour sur un exercice

A titre d'exemple, retrouvons équation tangentielle du cercle inscrit dans
le triangle de référence ABC ; comme c'est une conbque inscrite, c'est sous
cetbe forme que on obticodra un résultat de la facon la plos simple.

Cette équation est de |a forme pV W + gWL + 'V = 0, et nous écrivons
que le centre de la conigue est 1o point [, de coordonnées baryeentriques
[a, & e}, woir I-10.

Wu e qui précéde, nous avons la relation
b v gq 1 a
r 0o pl={ll={8].
g p 0 1 e
D cela suit, aprés résolubion de oo systéme lintaire en les inconnues p, g, 7,

(Biar) = 5 (b+c-acta=basb-c),

de sorte qu'une équation tangentielle du cercle inscrit et (b4 ¢ —a)V W 4
e+ a=BWL +{a+b-c)UV =0



45, Tangentes & une courbe alpébrique 433

En dépit des apparences, elle est proportionnells & celle trouwés au IV -3.3 ;
en effet, ai on appelle A le rayon du cercle circonscrit au triangle,

a+b—¢=2RsnA+sinF - sinl) =

_A+B A-B ¢ €
—dHI:ﬁ:L'I] 5 05 = slninmi
, E+§ T E
Mainte eI
aintenant, 3 53 el done
[ - B A+ B
n{b-r:_llﬂmsi[:cns 2 = o8 3 :|
¢ . A4 B
=Hﬂmimnﬁﬂm?
Omn a done _ _ _ _
A B © o
h—e= L sin — sin —cotg—
a+ ¢ ERsin23|n=sin:mlg2.
&t nous retrouvons !:'-Equgiinu tangentielle citée, au facteur de proportion-
naliléﬂﬂsingslngﬁlngp:ﬁ.

Dies phondralités de cette section résulte que les droites qui joipnent les soimn-
mets aux points de contact du cercle avec les cités opposés concourent en le
peint de coordonnées baryeentriques (1/{b4+c—a), 1/(c+a~b), 1/(a4b—c))
ou, =i 'on préfere, (tg (A/2), tg{B/2), tg (€/2)). Ce point est appelé le point
e GERGONNE du triangle ABC.

On sait qu'il ¥ & trois autres cercles tangents aux trois cdtés du triangle
ABC, qui sont les cercles ezinscrifs, voir au IV-1.1. On en obtient bes
druations tangentielles respectives en remplacant 'une des trois longueurs
i, b0 ¢ par sofl oppost | on pourra vérifier cela en exercice,

O n'pribliern pos que ['on obfient les dguations barycentriques de cea cercles
e fnisand appel our malrices mverses de celles intervenand dans les caleuls
que nous renons de mener,

5.4.6. Equations tangentielles et lieux orthoptigues

Lans cete section, nous ne déladlerons pas fous les colowls mals fnoncerona
un certain nombre de résullals midressants en soi, Nouws commengons par
rappeler une définition.

5i I" est une conique d’un plan affine euclidien, on appelle Yew orthoptique de
I" Fensemble A des points d'intersection de dews tangentes i I orthogonales,
Nous rappelons & présent les principaux résultats dans ce domaine (voir

isD).
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- 5i I' est une ellipse, de centre 3 el de demi-longueurs des aoes a of b,
alors A est le cercle de contre 12 ot de rayon a® + b2,
51T est une parabole, alors A en est la directrice,

- 81 I est une hyperbole, de centre 1 et de demi-longueurs des axes, res-
pectivemnent focal et non focal, o et b, alors A est le cercle de centre 73 ef

de rayon a? - b,

A
Cela demande une petite explication @ 81 a > b A est en fail le cercle
mdigqué, mais privé de quatre points, On eonvient toutefois de considérer
que A est ce cercle entier (233,

Si g = b, autrement dit 51 I est une hyperbole équilatére, deux tangentbes
& I' ne sont jamais orthogonales, mais ks deux asympiotes le sont, et se
coupent en 1 5i 'on considére les asympiotes de I" comme des tangentes
particuliéres, alors A est bien e cercle de centre 03 ot de rayon +a? — 52,
¢'est-A-dire de rayon nul.

Sia < b, ce qul s produit si, el seulement si, Pexcentricité de T' wérifie
e = +/2, alors A est vide.

Ces rappels effectuds, venons-en & 'objet essentiel de cette soction @ nowus
allons donner une formule simple Band Ddguation boryeendrigue du bew or-
thoptique A d'une conique I' of "équation fangenticlle de celie dernidre.

Supposons en effet qu'un triangle de référence ABC soit donné et que 16
quation tengentielle de T soit de la forme & = 0, on

SV, W)= M2 4 pV? 4 o W? 4 2pVW + gWI +r UV,
alors IPéguation barveentrique du liew orthoptique A est & = 0, od
VXY Z) =A0YEZ+FPIX +AXY) +{oX + 5Y +4Z1X + Y + 27,

335 I'an considére Ituu:.-_'m;t;tu de [' comme des tangentes particulifres, oo qui est
le e gi on plonge ba Bpure dans b= plan projectif réed, alors on abti=nt le cercle entier.
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AR
A=—-01,L1)=—(A+p+r+2Ap+q+r)
a = et + Ipbocos A 4 pb?
# = ra® + 2qcacos B + A2
y = M* + 2rabeosC + pa® .

Entendons-nous bien @ ce n'est pas que cotte expression soit particuliére-
ment simple, mais elle a le mérite de ler néoiremnent les cocfficlents de §
el cenx de P,

Faisrins maintenant quelques remargues.

- Lorsque & ¢ 0, ce qui équivaut au fait que T' n'est pas une parabole (240
fequation barveentrigque aingl obbenue est bien celle d'un cercle, dventuel-
lempent vide ou réduil & un point @ voir pour cela le I1-2.13. En outre,
la droite d'équation barveentrigue aX 4 7Y + 52 = 0 est "axe radical
de A et du cercle circonscrit au triangle AGC.

= Lorsque & = 0, ce qui dguivaut au falt que [ est une pamsbole, on woit
que A déginére en la réunion de la drodte Ap d'éguation baryoenbrigue
aX +3Y & = 0 et de la droite de Uinfini. La droite Ag est done alors
la directrice de la parabale T
Iailleurs, i " est une parahole, elle est ingcrite dans le triangle ABC
ai, ot seulement &, on & de plus A = g = v = 0. Dans ce cas, puisque
A=0onaamsiptgdr=0Q
Les cocfiicients o, § et v prenoent alors une forme plus simple et une
Gquation baryeentoque de la directricoe Ag est aussl, aprés amplification
par 2abe, de la forme d = 0, aves

cos B reos

d{x,r,z}=”“:""x+‘?b Y+ ===z

On vérifie que I"orthocentre H du trlangle ABC appartient & cette drofte
81 par exemple le trisngle n'est pas rectangle, la valeur au point H du
polyndme d est p 4+ g+ 7, cest-fedire 0,

Nous avons 4 une proprifté classique de la parabole, lige & la droite de
STEIMNER : 8i une parabole I' de fover F est insctite dans un triangle ABC,
alors le point F appartient au cercle circonscrit & ABC, et la directrice
de I' contient les symétriques Fy, F; et Fy de F par rapport aux cités
du trangle ainsi que orthocentre H de celui-c,

HMER offet, I' eat une parabale si, et seulement si, In droite de Pinfini lui est tan-
gonte, oet-f-dive s, et seubement s, le wecteur (1,1.1) annule < oF, fustemen:,
&= —d{1,1,1)
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5.5. Un mot sur les faisceaux tangenticls de conigues

An fren de s'midresser awr congues pessand par gualre peinds donnés, nous
lewr imposons fod d"8ire tangentes & gualre drodes, Towjours quatre condi-
fioms [

5.5.1. Introduction

Commengons cette section par un exercice, On donne un trisngle de ré-
ference ABC et une conique ¥ inscrite non dégénérée, distincte d'une
parabole, d'égquation tangenticlle pVW + gWU + 7UV = 0, Une drogte T
tangente & ¥ et d'équation barveentogque wX + oY + wE = 0 coupe les
cités B, OA ot AR en Ty, Te et T respectivement. Montrer gue les
milioux respectifs de AT4, BTy et OTe sont alignés aves le centre fy de
Lo combgque,

Appelons respectivement T, T et T, ces trois milieux, ot (z,p. 2] les
coordonnées barveentrigues de fe. I suffit de montrer que oo contre est
alipgné avec les deux premiers milieux par exemple.

O, T coupe B en le point Ty de coordonnées barveentriques [0, w, —v) et
on vérifiera que les coordonnées barveentrigues du milien T de ATy sont
alors (w — v, w, —v). De méme, celles de T, sont {—w, w = w, u). Montrons
alors la nullité de
w—r W —
A= —w u—w w
x i ¥
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Or, A =vwly+ 2 — 2} + wuiz + r — y) + ur{z 4 y — ) : en outre, comme
pour le cas du cercle inscrt, on a

(p.g,7) = %fy+z—:r.: +r—-yr+y—az,

de sorte que [ = 2{pow + gu + ruv) = 0 puisque (w, v, w) satisfait I'équa-
tion tangentielle de la conigue.

Bien entendu, si % est une parabole, son centre est le point & I'infini de
gon axe, et les trols milleux sont sur une droite paralléle & cet axe |35,

B Cetie propriété fournil donc une construction simple de 1a dirsction de axe d'une
parabale dont on conmail qestne Langenies
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5.5.2. Les faisceaux tangentiols

Mous citons iei quelques résultats obtenus dans I"étude des faisceaws fangen-
tiels de condgues, o'est-dedire 'dtude de 'epsemble des coniques satisfasant
des dquations {angentielles (relatives & un triangle de référence) de la forme
VW « gWll 4 vV = 0, o1 le triplet non mal (p, g, r) vérifie la relation
tpp + v 4wy = 0 (les scalaires non ouls wg, wy et wy Mant donnés),
ce qui fait de ces &quations un pendant des Squations baryeentriques des
coniques d'un faisceau linéaire,

Mous avons vu au A-5.4.4 que ces dquations tangentivlles représentent une
« vraie » conigque chaque fois que pgr # 0, BEo revanche, il ¥ & trols équations
tangentielles digéndrées correspondant 4 Pannulation de pgr; il 8°agit de
wg WL — w0V =0, —wg VW + a0V = 0 et v VW = 5 WL = [ Selon la
terminclogie du A<5.4.4, les trols coniques correspondantes dégénérent en
deux points, la premiére par exemple en la paire (A, A'), oi lea coordonndes
baryeentriques de A" sont [0, —y, wy) ; dailleurs, le point A" appartient & la
droite & d'équation baryoentrigque X ug + Y vy 4 Zwg = 0, De méme, les
denx autres eoniques dégénérent reapectivement en la paire {8, B'), od les
coordonnées baryeentrigues de B somt (wy, 0, —wy) et en la paire (€, C),
o1 les coordonnées baryeentriques de OF sont =g, v, 0); en outre, les
points B el O sont eux aussi situés sur la droite A,

On peut alors verifier bes propriétés suivantes,

= Une conigue non dégénérée appartient & ce faisceau si, ot seulement si,
elle est inscrite dans le triangle ABC eof est tapgente & A, On pourrs
finhre Je paralléle avec les falsceany lindaires © icl, nous avons un faiscean
tangentiel « & quatre droites de base ».

- Le centre d'une telle conique est alipnd avec les milieux des sepments 447,
BE' et CC, milieux que 'on peut considérer eomme lea « centres » des
comiques dégéndirées du faiseean. Pas de conique des neuf points ici :
les centres des conigues d'un faisceau tangentiel décrivent une banale
droite (267,

Dans Pexemple du A-5.5.1, la conique ¥ appartient au faiscean tangentiel

& droites de base BC, CA, AT et T [qui joue le réle de A), et bes points

A, B et (* sont respectivement les points Ty, Te et Te.

6. Etude de la famille F de la section VI-5.4

Supposons que Porigine do repére orthonorme de référence a &t placée au
point O, centre du cercle circonscrit au triangle ABC, et supposons que
le rayon de ce cercle ast égal & 1. Identifions alors le plan cuclidien & O et

I appelle la droite de Newton du faisoean.



§6. Etude de la famille F de la section VI-5.4 439

appelons o, b el o les affives des points A, B et O Ploidi gue d8erive un
vecteur V' & B sous la forme (o, ,,1) ¥, nous 1'écrirons V' = (2,4, 1),
aver 3 = o + 1, mals toujours et ¢ réels,

Le cercle de &4 centré en B a pour équation complexe [z = 8z — &) =
(@ =b)[a =b) puisqu'en outre il passe par A. Ce cercle est done Oy, avec
Vo= (b, = + b+ ba, 1). Comme Fo = 1, 'expression de 45 ge simplifie en

[
ah+Ba—1. o
a + b — ab

X X & ,
Mong utiliserons ansad la formule 5 = E+E -1= — e 8

elle dissimule la réalité du terme 5. On obtient ensuite une représentation
analopiue Ty du cercle de 54 centré en .

Prenons ke tnangle ABC comme triangle barycentrique de référence, Soit
A une droite d'équation barycentrique wX + vY +wZ =0, oi (6,0, w) &
Veet(1.1,1). 8i elle n'est pas paralléle & BC 28 elle coupe cette droite en
le point de coordonnées baryeentrigues (0, w, —v). Le cercle de %4 centré
en e point est done Oy gy 5ila droite A est an contraive paralléle &
BT, est-dedire 21 w = v, la méme formmle donne 'axe radical du faiscesu
S 4. qui est bien = centré & Linfini .

Par permutation des roles des complexes o, b et ¢, on obbient anssi une
expression des cercles de #Fg et F- centrés sur A,

Ces trois cercles appartionnent & un méme faiscean si, et senlement si, la
matrice symboligue suivante est de rang < J -

a® 4 b —ab_ Iu2+r.'2 — ar

wh = we w pr i — Ww—#
b 4 o — be b + a* — ab !
M=|uw-—wa u — 1w T —w | E MR,
b al
Afrat—m AW b
wa —ubh  w —u ¥—t
i1 rh

En effet, les trois cercles en guestion sont Jes Oy, aves 1 £ § £ 3, et of
leg Vi sont bes lignes de M. Comme la premiére composante de chaque V)
est complexe, elle compte pour denx composantes réelles ; la matrice M est
alors effectivernent dans 5 (K]} et nous 'avons qualifide de symboligue
puisqn'il a fallu en interprécer la taille et les coefficients.

Fn outre, la condition nécessaire of suffisante cherchée est bien que les V)
forment une famille lide, el done que le rang de M soit < 3.

UTLes lettres @, & et o seront eéservies auy affixes des sommets du triengle. Question
o 'antériarite

W Poyr e pas compliquer inutilemsent, rons o'&tpdierons pas le cas dune deslte &
paralbtle & un des cdtés du trlangle. A part les it eux-mdimes, sucune ne convienl oo
Failt.
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Appelons O, C", ™" les colonnes de cetbe matrice, la premidre dtant come-
plexe et & comptant pour deux = Dire que b rang de M7 est < 3 équi-
vaut & dire que les gquatre déterminants réels suivants sont nuls @ 0¥ =
Det{Re ', Im ', C*), 0" = Det{Re ', Im ", "), d = Det{Re ", C") et
enfin d' = Det{Im T, ', C").
Or, il est immédiat que d = d' = 0 s, et seulement s, e déterminant
complexe [ = Det(C €7 + O, ") est oul ©*), On obtient la valeur de
I en additionpant les lignes & la premiére, oo qui permet de développer
ensuite par rapport 4 cette ligne. On a alors

= (ufe = b} + via — ) + wlb = al}{{Ap = AcJurr + (Ac — Asfwu 4+ (Aa — Agluv],

it oy

avec Ay =bjc+ofb, Ay =¢cfa+afcet A, =afb+ bfa.
Ainsi, IV est le produit des deux facteurs [y ot [y, Maintenant, Iy = 0,
c'est-fiedire u(e — ) + vla — &) + wib - a) = 0, dquivaut & w = v = w.
On peut Pétablir de deux fagons : d'abord, en remarquant que cette condi-
tion implique u(E — &) + v(@ - &) + w(b - ) = 0, puisque les coefficients u,
v et w sont réels, On wérifie alors que le systéme 5

ulc—=b+vla-c)+wlb—a) = 0
{u(E—EHul:E—EHw{E—EJ = 0

est de rang 2 et que Pespace vectoriel des solutions de &P est dooe de
dimension 1. Comme tout éément de Vect(l,1,1) vérifie ce systéme, il
0’y & pas d'autres solutions, La droite & & pour équation baryoentrigque
X+Y 4+ & =0:c'est la droite de |'infini.

Une autre maniére de procéder est de constater que J° équivaut & dire gue
la droite A passe par les poipts cycligues, voir au IV -3.1. Cels montre
done que A est la droite de 'infini et cela confirme e premier résultat.

Les calculs précédents excluaient les droites A paralkéles & un ofté du tri-
apgle. Est-ce & dire que certaines droites werifiant Péguation tangentiell:
trouwvée ne convienoent pasT Par exemple, si A est paralléle & AB, on a
u = w. Or, dans ce cas, % devient (A, — M Julu — w), de sorve que [y
g'anoule 51, ot Seulement si, u = v = 0 ou u = v = w¥ 0). Le premier
ces correspond & A = AH, mais "tude des cas particuliers a établi que
AR peut Eire copsidérdé comme une droite A particulidre, ef le second cas
correspond & la droite de infini, que nous acceptons aussi. Ainsi, foufes
leg drodtes A& vevifiont Péguation fangendielle Dy = ) conviennent

Enfin, Végquation Dy =0 est égquation tangentiells dume conigue inserite,
voir eu A-B.4.4. Comme le vecteur (1,1,1) annule Dy, on en déduit qu'il
s'agit d'une parabole: nous la désignerons par #°.

Y nober gque D plest aobee que le dbterminant de M congidieée comime dlément de
LUCTEN N
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[l convient toutefois encore de vérifier que cette conique n'est pas dégénérée,
c'est-d-dire que les coefficients de Dy, comme Ay ~ Ag, sont tous pon nuls.
Or,
{a? — be)(c— b)

e

et ce terme est bien non nol ;¢ # b est évident, et o® # be résulte de
I'bypothése que be trisngle ABC n'es! pas isoctle, volr au ¥W-3.2 {30]
Mous avons va aussi au A-5.4.4 que la conpaissance de cing tangentes
est nécessaire pour la détermination d'une conique, Nous connnissons déja

les trois cibés du triangle, et '"6tude des faiscesux particuliers effectose
au ¥I-5.4 nous en a fourni largement assez.

-':'H_}'.-: =

On notera d'ailleurs que la connaissance de quabre tangentes « & distance
finie » suffit pour la détermination d"une parabole, la droite & Uinfini jouant
le réle de cinguiéme tangente. On noters aussi que le role de la droite de 1in-
fini n'est pas une nouvesutd & co stade © dés le début de la section VI-5.4,
nous avons signalé que le concours des aes radicaux des faisceanx #,,
Fp ot Fo impliquait la présence de la droite 4 Vinfini parmi les droites
des centres des fnisoeanx de F.

Mais ce n'est pas fermind !l nous reste & étudier I'snnulstion des détermi-
nants [Y et £

Formons un produit matriciel par bloc dans 805(C) :

[ T
(ReC,ImC, ") |1 —i o).

0 o 1
J
1 est immédiat que ce produit est la matrice (C, T, C') et que det{J] = —2i.

Adnsi,

a? + 0 —ab o' +e?—ac
- M= -
wb=ve w/b-vfec o o .
- b e = e b+ a? - ba
=4y = - - i —
uwe=1wa wic-wfa ouw i ur 5
i P 4at - S -cb
| va = wh ol =ufh v — -

Ml plexisle jamais, pour une parabole mon déginirde, deus Lengentes distinetes ei
paralléles. Oomme les trois cités du triangle sont des tangeotes particulidres & &, cela
sxplique que Bous n'ayons pas trouvd d'agires tangentes paralléles & un des citds.
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Pour la méme raison, on a

uwb—we wib-=vfc w—wv
(&) -8 = |lue—wa wie—wfa w—w|.
va —ub wvfa-ufb v-u

Commengons par —2107, d'aspect plus engageant ; écrivons-en la premidre
ligne sous la forme

Ly =w(b,1/8,1) = v{c,1/fe 1)

el les deux aubres lignes sous des formes analogues. Comme la fonction
déferminant est trilinéaive, cette doriture de chague ligne comme combi-
nalson lindaire de deux lignes nous fournit la valeur de D" comme somme
de 2 = & termes, dont six sont nuls : 'un de ces gix termes nuls est par
exemple

e 1fe 1
—wj-u—ujle Lie 1
L |
Me subsistent alors dans —200" que les deus termes suivants :
b L1 e Lie 1
=40 mweww e e 1| =vowuwfa 14 1
a lia 1 boLfh 1

D fait de antisymétrie de la fonction déterminant, il en résulte que D
vant toujours (.

Appelons O la deuxiéme colonne du déterminant =210 dans la for-
mulbe () ci-dessus ; un caleul rapide montre que 'on &

SO = A 4 ™

aved

d = ulb—c) + vle — a) + wia - b) = -

A= ull/b—Lfe)+o{lfe — 1a) + w(lja—1/b) = -y

po= ulbfe = /b + vic/a = a/c) + wiafb—bla).
Done, —2d 0 = det{C, AC+uC", C') Ainsi, de la trilinéarité de la fonction
déterminant suit que 2i0y, D" = —pdet(C, C7, C").

r——_——

Mous en déduizons que IF = %#ﬂg loraque [y # (. La formule reste vraie
lorsque [ = 0 puisque, dans ce cas, A eat la droite de I'infini et la formule
devient, [} = L

En résumé, Dy = [ est upne condilion nécessaire d'appartenance des trois
cercles considérds 4 un méme faisceau, ef nons venons de voir que, récipro-
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quement, cette condition implique que le rang de M est < 3. L'ensemble des
droites qui conviennent est bien 'ensemble des tangentes 4 la parabole 3.
Remarque, Le terme g en facteur dans [V est mal s, ot seulement &,

tllfe — o fb) + vlefa = afe) + ufa/b— bfa) =0
Cala n'est pas exactement une condition barycentrique, car les « cosffickents »
bic — efb, ate., ne sont pas réels. Ca sont toutefols des imaginaires purs ot on
remet bowt @n ondre en les divisant par 25
MAinsi, si on pose o = &', b= o' st ¢ = e, alors, par exemple,

bl = ofb = Zigin(@ = ) = —Hsin 24

Cala dtablit que u = 0 s&i, et seulement si, usin 24 + vain 2B + wsin28 = 0,
c'ast-A-dire al, et seubament =i, 1a droite A passe par le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC, olest-A-dire le point &F ; volr pour cela an I-10 les coordonndes
barycentriques du podnt O
Si on appelle Og le cercle-point {0}, on vérifiera faciloment que Is condition
D" m O Gquiveul au concours ou au parallélisme des axes radicauws de Co aves
les cercles-droites Ty, ot 1 £ & 5 3, Or, précisément, si & passe par £, ces trois
axes radicaux sont orthogonaux & A et sont done effectivernent paralléles.
En conclusion, cette mise en facteur de g dans 1) ne correspond done pas & uoe
nualcongue proprigté du point O, en tant que centre du cercle circonserit par
exemple, mais simplement s fait que ce point & 68 cholsi comme origine du
rapére,
Au moins, o2 terme pamsite, en se fociorisond, eura en Vavaentage de faire passer
de 3 & 2 le degrd de équation fangendiclle coractérisant les drodtes &, Cela se
produit guasi chague fois que los foiscraus Fa, Fa el Fo onl 6¢ choisis de
maniére suffisomment géndrigue,
MNous svons aussi annoncé que, lorsqu'ils sont éléments d'un faiscean, les
cercles~droites Cy, ont un axe radical passant par 0, c'est-i-dire que les
puissances pe,, (0] sont toutes les trols égales.

Or, la puissance de O par rapport & Cy, par exemple est
1 a? 4 & — ab a? 4+t = ac
X {'H.I ab — = EI—M—j 5
aver des formules analogues pour lea deux autres pulssances, voir page 438,
En conséquence, O est sur PPaooe radicsl de Cyy, et Oy, =1, et seulement si,

{u—whw{de — 1) — v(d — 1)) = [w — v){wda — 1) —wit. — 1}}.
Or, en développant et réduisant cette équation, on obtient exactemment |'é-
quation tangentielle £y = 0, vérifiée chagque fois que les Cy, sont dans un
méme faiscean, Comme [l en va de méme pour la condition pe,, (0) =
Pe,, (), nous avons bien établi le résultat.

B =1
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Reste enfin & déterminer les « léments » de la parabole #  foyer ot direc-
trice. Soit F le fover de 3*; nous savons que le symétrique de F' par rapport
A une tangente & & appartient & la directrice 113,

i o

Cholsissons comme tungentes bes trois cotés du triangle ; comme les symé-
triques de F' par rapport & ces obtés sont sur 1D, ik sont alignés et 'exer-
ciee ¢, du V-4 montre que F appartient au cercle circonserit & ABC et
que 'orthocentre H, étant aligné aves e trols symétriques, appartient &
la directrice I},

Pour établir & présent que la directrice est "axe d"Evier OH | sachant que
H egt sur cette directrice, il suffic d'établir Porthogonalité du vecteur OH
et d'un vecteur directeur de axe de &

Or, la remargue faite & la fin dy A-5.4.1 montre gquun vecteur directeur
de 'axe de & a pour coordonnédes barveentriques be triplet

| b r g
i[hl:'l,'l v op),
g p 0

aves po= M= A g om A= Ay et rom Ay = Ny, clest-d-dire encore le
triplet (A — A, Ao — A Ay — Ag). Done, un vecteur directeur de 1'axe a
pour composantes [Rez, Im 2], o
r=pa+gh+re=alafe+ cfla— bfa—afh)

+bibfa + a/b— ¢fb — bfc) + elefb+ bfc — afe —efa).

M et uree propriété classique des paraboles. On pourra wérifier que si une parabole
& ung Squation cartésienne mise soos la forme X! = ¥, aprés choix d'un repére
arthonorméé, les coordonnées du foyer F sont (0, 5/2] et les coordonnées du symitrique
de F par rapport & la bangente & poinl de coordonnbes [z, 5% /2p) sonk [z, —p/2}, o= qui
dtablit e résultat. Do méme, la projection orthogomale de F sur cetts tangsnls appartient
4 & tanpente au sommet : ostte dernidre se déduit de la directrics par "homothétie de
cenkre F et de rapport 12,



§7. Un exercice : hyperboles équilatéres et faisceaux tangentiels 445

(In a encore
2 =a’(lfe—=1/b)+ b*(1fa = 1fe) + (1 /b = 1/a).
Enfin, un vecteur directeur de OF & pour composantes | Re 2, Im 2), of

Fl

Fmatbte

L'orthogonalité de ces deux vecteurs équivaut & Re{zz") = 0, c'est-a-dire &
la nullité de la partie réelle de

7 (“_b+ﬂ_ﬂ—'b_ﬂ)[u—ba-c}_

a® i 2
On a alors tout de suite
- at=-e Fea' c-b a-c b—a
u=+b2}mr:-r-+ﬂ+b+r1
et on vérifie alors que Z = —Z; les calculs ne sont pas détaillés ici, mais
on utilise le fait que, par exemple, le conjugud de (c — b)/a o8t afc —afb,
alora que Z contient les opposés de ces mémes termes. Ainsi, zz' est bien
de partie réelle mulle.

Une maniére plus élégante de voir les choses était de factoriser 2 - on & en

effct
(b= c)(c—a){a=blia+b+e)
— - .

2 =

=

Or, 2" = {b—¢)(c—a)la - &)

iabe
abe{1/6—1/e)(1 /e =1/a)(1/a~1/b) = —z". Ainsi, les vocteurs représentiés
par z et 2’ sont bien orthogonawe ¥20,

est un imaginaire pur, CAT BON COTJUEUE osb

7. Un exercice : hyperboles équilatéres et
faisceaux tangentiels

T.1. Enoncé

Dans le plan affine euclidien 11, on donne quatre droites, A4, Ag, Ao et A7
en position géndrale, o'est-d-dire deux & deux concourantes, et trois & trois
non concourantes. Les droites Ag et Aq se coupent en A, bes droites Ao
et &g oen B, les droites Ay et Ag en O of enfin la droite A" coupe les brois
premicres respectivement en A, B et O

HPgurquoi penser & Factoriser T Parce que P'on s"apergoil que 3 est une fonction po-
l:,"l:ll:‘:l'ﬂi.l]t alternée en a, & et o, C'est-dedire qui s"annule lorsque a = b b=cou e =na.
Aprés fnctorisation par (b — ), etc., le factenr restant an numérateur ne peut qu'étre de
degré 1 ot symidtrigque en les troks sariables, o'est-d-dire de la forme Ao 4 b 2]



4445 A. Compléments de caloul baryeentricgue

Sauf en cas d’ambiguité, I'expression les quatre droites fera référence aux
droites gui viennent d'#tre définies,

En outre, on fait I'hypothése « générale » que les droites Ad', BB et OC
somt deux 4 deux concourantes: on désigne alors par A" le point d'inter-
section de BB et ©C7, et on définit de méme les points B ot O

La domnée de quatre droites en position générale est ce que on nomme aussi
un quadrilatére complet. Les siz poinds AA'BE'CCT en sont les sommets
ef les droites AA', BB el OC" les dingonales,

1. Vérifier que les points A", B, C" sont distinets et non alignés, On
prendra désormais ce trisngle comme (riangle de référence dans les
caleuls barveentriques.

Etablir que 'ensemble @ des hyperboles équilatéres, dégénérées ou non,
par rapport suxguelles ce triangle est autopolaire est un faiscean k-
néaire i quatre points de base, qui sont ke centre du cercle inscrit et les
troia centres des cercles exinscrits au triangle A" B C",

Afin de ne pas compligner inutilement nos notations, ces quatre points
seront appelés T pour le cendre du cercle inscrit ef respectivement [y, Ip
et Iiw pour les trois aulres, ef non pas par cxemple Tye.

Etablir que la conique des neof points du faiscean linéaire & est le
corele [' cireonscrit au triangle A" BYCY.

2. On désigne & présent par & le faisceau tangentiel form des coniques
tangentes aux quatre droites,

Etablir que le triangle A"B"C" est autopolaire par rapport 4 toutes
les coniques &léments de .

Discuter le nombre d'hyperboles équilatéres Eléments de F 4 'aide
des positions relatives de la droite de NEwTOoN A du faiscean F et
du cercle I'. Proposer une construction de ces hyperboles, lorsqu’il en
exiate,

La droite & el aussi appelée la droite de Newton du quadrilaiére com-
plet,

3. Etablir que les lieux orthoptiques des coniques de &, et en particulier
les trois cercles de diamétres respectifs A4, BB et OC", appartientent
& un méme faiscean lindaire #° de cercles-drolbes,

Que représente pour # 'axe radical du fiscean #°7

Dizcuter selon o nature du faisceau &7 Pexistence d'hyperboles équile-
teres éléments de &, of en proposer une seconde méthode de construe-
thon

Par exemple. on pourra indiguer un moyen de construire cing tongentes
& ces hyperboles, ce qui suffif pour lea construire, Qualre d'endre elles
sond déga donndes.
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Dans cefte figure, nous avons représentd les cercles de diamétre A4’ BE
ef OO0, Vaze radical B du faiscean F' |, un corcle I du faiscean orthogonal
I:Li':?"']lﬂl 93] nuis H, U'nne des dews hyperboles dquilatéres du foiscean F, of
(} le centre de celle-ci. A noter que les contres 4, Mg of (1 des trois
cercles, ainai que le cendre O de H | sond alignés sur la droite de NEWTON,
lieu des cenfres des condques du faisceaun &,

O porra & '@lomner des angles donnés sur la figure aur droites Ay, Ag,
D et A dewg b deuzx; c'est & oo priz que on obfiend enistence dhyper-
boles dquilaféres dans JF © vodr les remnargques dana la section swivande,

Enfin, nows n'avons représentd que Uune de ces igperboles, la seconde éland

¢ loin » des aubres éldmenits de la figure ) on en fugera par lo postlion du
second cendre OF.

T.2. Corrigé

1. Prenons provisoirement ABC comme triangle de référence; la droite
A'B'C" a une équation barycentrique de la forme X /u+Y o+ 2w = 0,
o s = 0L

35 Pus précisément, su A-T.3.3, nous montrerons que be cerele I lui-méme oot 8l6ment
du Faisceayu orthogonal [#7]7,
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Les points A, B et ©° ont done pour coordonnées barveentriques res-
poctives (0, —w,w), (u,0, =w) et {—u,v,0). Ensuite, les tross droites
AA', BE et OC" ont pour équations baryeentriques respectives wl™ +
vZ =0 wk +uZ = 0et vX +ul¥ =0

Il est possible que BB || OC" @ cela se produit =i, et seulement si,
| —u+v+w] = 0, preuve que notre hypothése n'était pas superflue. Au
contraire, comme nows avons supposs les droites 44", BB et OC deux
& deux sécantes, les points A", B et O pe sont pas & l'infini et ont pour
coordonniées baryeentriques respectives (—u®, uw, ww), (v, —2%, vw) et
{1, wr, —w?®), Un caleul de déterminant établit alors qu'effectivement
ces trofs points ne sont pas alignés et, donc, forment un triangle (34},
Ditsormais, e'est le triangle A" B*C* qui sera notre triangle de référence,
bien plus efficace que le triangle ABC, du fait des roles symétriques qu'il
fait jouer aux points A, A', aux points B, B et anx points C, C°. Mais
il fallait bien passer par le triangle ABC pour établir |'existence du
triangle & = AYBYC".

Cela &tant, Péquation baryeentrique d'une conique % par rapport &
laquelle F est antopolaire est de la forme AX? + u¥? + 027 = 0, oi
les coefficients (A, w, ) oe sont pas tous ouls, Cetle conique est une
hyperbole équilatére s, et seulement =i, les poinks cveliques T et J song
conjugués par rapport & elle.

O, vu les conventions et notations du IV-3.2, les coordonnées bary-
centriques respectives des points cycliques sont [z, — 2y, 2, — 2, 2 = 2,)
et (7e = 28, Za — 7. 75 — Za) 51 DOUs désignons par za, 2 et 2o les affixes
respectifs des points A", B et OV,

Ainsi, ils sont conjugués par rapport & ¥ 51, et seulement si,

Alze — o)z — 1) Fp (20 — 220 — 2e) +v [z = 2}z — 2g) = 0
[ L S —— o

=lg~c||2 =[lcm a2 - e b

Diégignons par a, b et ¢ les longueurs respectives des cotés du triangle
1) . 1a condition nécessaire et suffisante pour que % soit une hyper-
bole équilatére est dome Aa® + pb® + 1c? = 0.

Le centre § du cercle inscrit an triangle & a pour coordonnées baryoen-
trigues (a, b, ) et il est immédiat qu'il appartient & toutes les coniques
d'équation barycentrique de la forme AX? + p¥? 4+ vZ? = 0, lorsque
Aa® + pb® v =0, 11 en va de méme des points T4, Tg, o
Inversement, toute conique d'équation barveentrique AX? 4+ p¥? +
v &% = 0 qui passe par ces quatre points est telle que Aa®+pb® +ee® = 0.

HLe déterminant d'ordre 3 ayant pour lignes s cosrdonnies baryomtrigques des polnts
AM BT ot 0 st fgal 4 dulolwt
P Plotdt que a”, 5 et o, mais il s'agit de notrs triangle de réference,
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MNows avons done bien établi que Uensemble & eat wn foiseean Hndaire
i guatre points de base, qui gont le cenire du corcie ingcrit ef les trois
centres des ceveles exinserits au frigngle A" BYC",

Puisque & esi un faiscean lindaire d hyperboles fquilatéres, le lien des
cenires des conbgques de @ est un cercle, of plus précisdment le cercle
di= nenfl points du triangle [y Tple. Comme les points AY, B, O sont
les pieds des hauteurs de ce triapgle, voir en page 171, ce cercle des
nenl points est le cercle circonscril an triangle 47

A poter que les coniques dégénérées du faiscean, au nombre de trois,
gont les réunions des deux bissectrices ssues d'un méme sommet du
triangle &, Par exemple, la réunion des droites Ta0 et Tgle est la
réunion des deux bissectrices 1ssues de A",

2. Relativernent au triangle de référence &, la droite A'B'CY o maintenant

X ¥y E
une dyuation baryveentrique de la forme o + P + o= 0, de sorte que

les coordonnées barycentriques de A’ sont (0, =g, 7], celles de B sont
(p, 0, =r) et celles de O sout {—p,g,0).

Cette figure montre trois quadruplets de points en conjugaison harmo-
nigue : AA'BYCT, BECYAY et OC" A" BY, consulter pour cela e 11-2.7.
Wu les résultats de ce paragraphe, bles coordonnées barycentriques de A,
B et C sont respectivement (0, g.r), (p,0.7) et {p,g.0).

Four établit que le triangle % est antopolaire par rapport aux o=
nigues du faiscean tangentiel #, cherchons '4guation tangentielle, puis
concluons gquant 4 Péguation barycentrique, de ces dernidres.

Pour cela, remarguons que les conigues dégénbrées de F gont les réinious
de deux points, oo Mant & Vintersection de deux des quatre droites, et
lMaytre & Vinbersection des deux aubres, Alosi, deux des gquatre droites
ge coupent eu A, oo sont les droites AR el AT, et les deux autres en A',
ce sont les droites BC et A'B'C, On obtient bien entendu de méme
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les coniques dégénérant en la réunion des points B et B d'une part, et
des points et C' d'autre part (39,
Une droite d'équation baryveentrique wX 4 v¥ 4+ wZ = 0 passe par le
point A, respectivement le point A', &, et seulement =, gu 4 rw = 0,
respectivement gu — rw = 0, Une dquation tangentielle de la conigue
dégénérant en les points A et A est donc le produit de ces dews &
quations tangentielles, savoir V3g® — W¥r? = 0. De méme, une dqua-
tiom Langenticlle de la conique dégénérant en les points B el B' est
Wird — 3% = 0, de sorte que les équations tangentielles des coniques
du faiscean sont de la forme A{V2g% — W33 + u(W32 = [Pp*) =0
Les matrices de ces &juations tapgentielles sont done diagonales, 5i
une conique de ce falseean est non dégénérie, la matrice de son dgua-
tion baryoentricque, qui en est la matrice inverse, est par conségquent
également dingonale, Cela implique done bien que le triangle A”B*C"
est autopolaire par rapport & ces conbques ; on vérifierait enfin qu'il en
est de méme des trois coniques dégénérses (37,
Le lieu des centres des coniques éléments de & est la droite de NEWTON
A du faiscean &, Rappelons que les milieux des segments AA', BB et
0" appartiennent & cette droite, ce qui est plus qu'il n'en faut pour
la construire géométriquement.
En copséquence, puisque st autopolaire par rapporl aux conigques
de #, une hyperbole dquilatére est tangente aux quatre droites, o'est-
b-dire est &lément de F, ai, ef seulement 51, ells appartient & & of est
centrée sur la droite de NEwTON A,
Une hyperbole éguilatére est done tangente aux quatre droites si, et
seulement 8i, son centre est point d'intersection de A ef du cercle cir-
conscrit I' & &, Puisque deux coniques d'un faiscesu lindaire & quatre
polnts de hase ayant e méme centre sont égales, on en déduit que
le mombre de ces hyperboles édquilatéres est précisément le nombre de
points de I' M A, En d'sutres termes, il ¥ a sféro, une ou deux conigues
de cotte forme 81, b seulement s, mespectivement, & est exbérieurs,
tangente ou sécante & [°.
8i 11 est le centre d'une des hyperboles &quilatéres cherchées, on peut
la construire griee & cing de ses poiods ; Ta, Tg, T, T el par exemple le
symeitrique de 'un de ces quatre points par rapport & {2

3. Nous avons v au A-5.4.6 que le lien orthoptique A d'une conigque
est. un cercle-droite, et gque son éguation baryeentrigue posséde des co-
efficients fonctions lindeires du sextuplet non ool (A, u, e p, g, 7) des

¥ 0p dira naturelement. que les poiots A et A', par exemnple, sont des somimets opposds
du quadrilatére complet formé par bes quatre drodtes. Reformulons le résultat préoédent
lea comigues dépdndrdes de & sont les numions de deur sommets oppoads du quadriloténe
compliet.

T e antre conséquence inbéressante de co Falt sera exposée o A=T.3.3.
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coefficients de équation tangentielle AL? + plb'® & 02 4 20pVIW <
g Il + vV = 0 de ¥, Puisque 'ensemble des valeurs de ce sextuplet
est un hyperplan de B®, privé du sextuplet nul. alors les équations ha-
rycentrigques des lieux orthoptiques A sont elles les aussi combinaisons
lin€aires de deux d'entre elles.
Ainsi, soit les lieux orthoptiques ne dépendent pas du choix de ¥ & &,
goit ils appartiennent & un faizscean linéaire de cercles-droites. La pre-
miere possibilicd est exclue @ en effet, le faisceau F contient une pa-
rabole %, dont le lieu orthoptique est une droite, alors que les lieux
orthoptigies des autres coniques du faisceau sont des cercles, dventuel-
lement vides, mais en tout cas distincts d une droite,

Mo savons done désormais que les lieux orthoptigues A appartiennent

A un Jaiscean de cercles-droites F. MNous dirons, selon notre jurispru-

denee, foiscean de cereles pour simplifier.

Une des conigues dégénéries de ce falscean est la paire (A, 4"), dont

le liew orthoptigue est be cercle de diamétre A4" @ vu le A-B.d.4d, leg

tangentes i cette conique mendes d'un point M sont les droites M A et

MA"; elles sont orthogonales si, et seulement si. M appartient au cercle

de diameétre AA° T suit de cela que les cercles de diamétres respectifs

AA, BE ot OO appartiennent & 5.

La droite de ce faiscean a déja été caractérisée : cest le lien arthop-

tigue de la parabole 3 € F, c'est-d-dire la directrice de celle-ci. Cette

directrice est done aze radical du fiscean 57

Le lien orthoptique d'une conique est réduit & un singleton s, et sen-

lement si, cetbe conigue est une hyperbole équilatére - il sagit done de

discuter la présence de cercles-points dans le faiscean #7.

- Cas 1. 8i # est un faiscean 4 points de base, 1l ne contient aucun
cercle-point ef FF ne contient donc aucune hyperbole &quilatére, Cela
g prodoit si, et seulement 8, la droite & est extérieure & T,

- Cas 2, 5 F' est un faisceau de cercles tangents, il contient un
cercle-point ¢4 un seul, et # contient donc une unigue hyperbaole
éruilatére. Elle a alors pour centre le point de contact de I' et de A.
Cela se prodult s, et seulement i, la droite A est tangente & T,

- Caz 3. 50 ' et oun fadscean & points de PONCELET, il contient
exactement deux cercles-points, et % contient done dewx kyperbaoles
druilatéres, Flles ont alors pour centres respectifs les pointa d'inter-
section de ' of de A Cela se produit si, et senilement si, la droite &
eat sécante & T

Pulsque nous savons construire trols cercles particuliers du faiscean &',

noass savons en reconnaitre Ja nature, Dang le deuxiéme cas, le cercle-

point du faisceau 5 eat le point de contact de deux cercles gqueloongues
de celul-ci et, dans le trojsiéme cas, les deux cercles-poimts de F' sont
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les points de base du faisceay orthogonal [ﬁ":lo. Dans tous les cas, nows
savons done construire ces éventuels cercles-points.

Comme l& lieu orthoptique d'une hyperbole équilatére s oéduit & son
centre, nous eavons donc déterminer les centres de ces byperboles,
Puisque nous en connaissons par hypothése quatre tangentes, une cin-
quidme ost obtenuwe comme la symétrique de I'une des quatre premidres

par rapport ay cenbee de hyperbole,

7.3. Remarques et compléments
7.3.1. La guestion de |'angle obtus

Nous justifions ici la forme inhabituelle donnde au triangle ABC dans notre
corrigé ! nous ftablissons en effet que, si un iangle ABC a ses trods angles
atgus, aucune hyperbole dquilabére n'y o5l mecrile.

En effet, on démontrerait de la méme facon que Vensemble des lienx or-
thoptigues des coniques inscrites dans ce triangle est un rseau de cercles-
droites "**. Or, un exemple de conique inscrite dégénérée est la réunion des
fadsoeanx de drostes de base A et A', ot A" est sur la droste BO; le lieuw
orthoptique de cette conlque est le cercle de diamétre A4 Mais, si H est
l'orthocentre du triangle ABC, la puissance de H par rapport & oo cercle

est (HA| HA'), cest-drdire aussi (HA | FH). Or, on a
(HB|HC) = (HC| HA) = (HA| HB),

et cela montre que H a méme puissance par rapport 4 tous les cercles du
type précédent, mais sussi par rapport & ceux que 'on obtient en échan-
geant bes roles des sommets du trisngle,

Dome, F oest le centre radical de ce réseau de cercles-droites. Toutefois, si la
puissance de H est strictement négative, il n'existe aucun cercle-point dans
e résean, et done aucun centre d’hyperbole équilatére, et o'est précisément
oo ogqui = produit s B oest entre 4 et A', clest-d-dire borsgue le trangle est
obtusangle.

A noter que si le triangle est rectangle, en A par exemple, une seule hy-
perbole fquilatére convient, aprés repéchage @ puisgue les tangentes AR et
AC sont orthogonales, ke point A est le centre de Phyperbaole, ot les cdtés
AR et AC en sont bes asympiotes.

Il eat abors facile de vérifier quil exiate alors une hyperbole équilatére et une
sole admettant ces deux asymptotes, et, de plus tangente & 'hypoténuse
BC. Au contraive, si H est extérieur su triangle, le lieu des corcles-points

du réseay est le cercle T de centre H et de ravon {ﬂ |J'-EI"] La figure

BEvoir Pexercice W1-3.4.2 ek son cortigh,
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montre Pexemple dune telle hyperbole, de centre 2 T

T.3.2. Le cas des cercles tangents

Le cas de Municité de Uhyperbole dquilatére dans le faisceau tangenticl &,
qui e produit s, el seulement &, la droite & el Je cercle I sont tangents,
est remarquable en =i, Mows allons en effet &tablir & préseot que Ja drode
de MEWTON e tangente au cerele cireonscril au friangle A"BYCY 51, ef
seulement &1, chacun des centres des cercles eringerils ef mgeril Talpled
du triangle A" B"C" appartient i une des droites BC, CA, AR ef A'B'C,

Rappelons que, vu la section A-T.2, si la droite A"E'CY a une équation
O

baryoentrigue de ]aﬁ:rm&;+;-—; = 0, alors les coordonnées bary-

centrigues de A, B et ' sont respectivement (0, g,v). (p, 0,7} et {p,g.0) ot

celles de A, B et " sont respectivement. (0, —g, 7, (p, 0, —r) et (—p,9.0).

Un caleul montre alors facilement. que les coordonnées barveentrigues des
milieux de A4', BB et ©'C sont respectivernent (0, —g%, ), (p*, 0, =r?) &l
[—p?, ui,ﬂ], de sorte que 'équation barveentrique de la droite de NEWTON
X ¥ &
=

et e
A présent, I'éguation baryeentrique du cercle A" B"C" est a?Y Z 4+ B ZX 4
A XY =0, et Péguation tangentielle de e cercle admet pour matrice
al'  —a'B? —a¥?
M=|-a® B g
—a?? <P A

En d'autres termes, la droite de MEwWTON est tangente au cercle 478"
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&1, et peulement =i,

A s L
a

Attt Al a0
Or, cette équation se factorise en —FF FaFy = 0, aver
F=E+E+E. I-]=—E+E+E
. oq r pog v
Fg=E—E+E. Fy = a b_«¢
r q r r g T

Autrement dit, le contact dquivaut & l'annulation de Fun des facteurs
F,Fy, F;, Fy. 8i, par exemple, F' = 0, alors le centre [ du cercle inscrit
satisfait "équation barycentrique de la droite 4'B°CY, mais, dans o cas,
I'tquation barycentrique de la droite AB est X/p+ ¥ /g —Z/r =0, et cela
montre que le point fi- est sur cette droite. On wirifie de méme que T4 & B
et Ig € C'A, ot on établit les wérifications analopwes en cas d'ennulation de
I'un des trois autres facteurs. Cela achéve la démaonstration annoncée,

La figure qui suit illustre ce cas de contact.

Complétons ces considérations par le propriété qui suit, valable dans le cas
d'unicité de Phyperbole équilatére : les poinds de confact de Phyperbole aves
les quatre drodles donndes sond précisdment les poinds T4, 05, 1o, .

Supposons en effer encore une fois que 7 € A'B'CY; désignons par H
IMumigue hyperbole équilatére tangente aux quatre droites et cherchons-en
une équation baryeentrique relativement. an triangle A" B,
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L'ensemble des coniques passant par les points f4fgl-J est le faisceaun
lindaire &, et nous connaissons deux coniques dégénérées de ce faisoran ;
la premidre est par exemple réunfon des droites T8 ot Tple, d'équation
barveentrique <2¥? — 2% = 0. Une autre est la réunion des droites Tpl
et Il 4, d'8quation baryeentrique —c* X? + a? 2% = 0. On obtient donc les
équations baryeentriques de toutes les coniques éléments de & en faisant
les combinaisons linéaires non triviales de ces deux dquations, savoir

A(EY? — 4127 4 u(—c*X? 4 a?2%) = 0
Ainzi, la matrice de cette dquation baryoentrique est
My = Diag{—pe*, Ac®, pa® — Ab¥)

et celle de son &gquation tangentielle est par exemple la (transposie de la)
comatrice de My, savoir

M3z = Diag{Ae®(pa® — M), —pc®(pa® — M), —huc').

Dans la matrice supr, nous pouvons simplifier par &2, qui est en facteur.
L droite A'B'CY satisfait cette équation tengentielle si, et seulement =i,

Mpa® = M) plpa® = AT dpct
P & -

Compte tenn que afp + by + ¢fr = 0, on wrifie que cette équation se
gimplifie en —(BA/p + pa/q)* = 0, de sorte que les couples (A, u) solutions
sont proportionnels 4 (ap, —bg). Le point de contact de la droite A'B'C'
aver 'hyperbole H, obtenue pour un fel couple (A, 4) edmet alors pour
coordonnées baryeentriques My = f(1/p, 1/q,1/r) et on vérifie facilement
que o2 point est bien le poing J139),
On procéde ensuite de méme pour les trois autres droites.

Mous ne sommes pas encore su bout de nos surprises : e corcle circonserit 4
A'BYC' st centrd sur Uare rodical du foisceau des cercles orthopligues.
Ce résultat est aussl une consdquence de celul qui sera &abli au A-T.3.3,
mais une preuve directe est instructive aussi.

Rappelons que cet axe radical est la divectrice de la parabole tangente aux
quatre droites. Cherchons-en une équation tangentiells.

Une droite d"équation baryeentrique wX oY 4w » 0 passe par le point A,
respectivement be point A’ si, et seulement si, gv 4+ rur = 0, respectivement
qu — riw = (. Une équation tangentielle de la conique dégénérant en Jes

Hhpus n'avons pas détaillé les caleuls ; les coordonnées baryoeniciques obtenses sont
{1/0ppc®, 1 fapge®, — 1 fabr (g + bp))
ot 'on remasgque ensubte que ag 4 bp = —cpg)fr.
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points A4 et A" est donc le produit de ces dewx équations tangentielles,
savoir V23g® —Wor? = 0. De méme, une équation tangentielle de la conique
dégénérant en les points B et B est W% — /%% = 0, de sorte que Jes
équations tangentielles des coniques de notre faiscean sont de la forme
AVEIFE — W) 4 (Wi — %) = 0140}

On obtient une parabole en forivant que o drodte de Minfini satisfat cette
douation tangentielle, o'est-dedire que Mg —r¥) 4+ p(ri—p?) = 0. L'équation
tangentielle de la parabole du fadscean est done par exemple

(" — P V3" — W) + (g —r®) (W — L) =0,
soil encore, apiés changement de tous les signes,
Pl = U 4 g — gt v el - gt W =0
=} —p =

L'%quation baryeentrigue du lieu orthoptique de cette parabole, qui est
I'axe radical cherché, est donnée par le résultat du A-5.4.6 : on trouve

(pe® + )X + (10 + A)Y + (AW + pa®)Z = 0.

Etablir que cette droite passe par le centre du cercle cireonserit & A" BYC"
Squivaut & &tablir que

(e + vb*)acos A+ {wa® + J{F}bmﬁ F (A +;.m*}|cuuuf'- .

Vu les valeurs prises par les scalaires A, u et 1, le membre de gauche de
cette formule est de la forme AMg?r® + p'rip® = 1/pPo?, et il auffit de montrer
que M=y =" =1L
Or, par exemple,

A= aefcoos A+ acosC) — ab(beos A + acos B).
Mous avons déji renuintré o caleul "fi i oest le centre de ce cercle circons-
orit, on & c=2Hsnl’ et o = ZRsin A, de sorte gue

coos A + acosC = ER{uqumu.i + siniméj

PR - - l
= 2Rain{A + ') = ZRsinjx — B) = ZRsin(B) = b. 2

mnﬁnm,bmﬁ+amﬁ= et oalnsi A = abe — abe = (L I en v de
mitme des deuy autres cocfficients pf of . Le résultat est démontré,

e matrices de ces équations tangentielles sont done dingonales. 51 upe conlque de
co falpcean exi non dégépdris, la matrice de son éguation barycertrique e5t par consé-
quent également dingonale. MNous savons que cela implique gue b= triangle A" B'CY aet
outopriaire par rapport & o6 coniques ; wne consiquendae intéressante de op fail sera
exposds au A-T.3.3
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7.3.3. La circonscription harmonigue

Dang cefte secton, nous gardons les notabions des précédentes et faisons
torgours Uhypothése que les dmoites AA', BB et OC sond dewr 4 denr
séeanfes,

Soit deux coniques I et [Y d'un plan affine, avec 'hypothése que I' est non
dégénérée ; on dit que T est hormoniquement cireonserite & ' si elle est
circonscrite & un triangle autopolaire par rapport & [¥. Par parenthése, on
dit aussi dans ce cas que I est harmoniquement inscrite dans (41

Sl ees deux condques ont relativernent & un triangle de référence queleongoe
les équatioms barycentriques respectives X MY = 0 et X M'X =0, alors T
est harmoniguement circonacrite & [V 8i, et sewlement &, tr(M' ™M) = 0L

Il est immédiat que cette condition est nécessaire : une remarque faite
au IV-2.2 montre que la valeur de tr[M* ' M) ne dépend pas du choix
du triangle de référence 1) - 5i nous examinons les matrices des équations
baryeentriques de ces coniques en référence & un triangle inscrit dens ls
premiére et autopolaire par rapport & la seconde, alors les termes diagonau
de M sont puls, alors que la matrice MY est diagonale, Les termes diagonaus
de M~ M sont également nuls, de sorte que la trace de cette matrice est
nulle.

Mous lalssons la réciprogue en exercice,

3l notre plan est suppost euclidien, on a le résultal suivant ; 55 un cercle [
est harmoniguement circonscrit & une conigue [, alors il est orthogonal {43!
at Hew orthopliqgue de celtfe condgue, Mous admetirons ce résultat, qui s'4ia-
blit par exemple & partir des formules du A-5.4.8.

Or, nous svons remarqué au A-T.3.2 que le triangle A" B'CY est auto-
polaire par rapport aux coniques du faiscean tangentiel J#. Le cercle cir-
conscrit [ & ce trisngle est done barmoniquement circonscrit 4 toubes ces
coniques, et est done orthogonal & leurs lieux orthoptiques, qui sont les
cercles du faiscean . Le eercle T appartient done au faiscesu orthogonal
a g8

En particulier, ce cercle est centrd sur Uaxe radical du falsceau 57, résultat
que nous avons tabli au A-T.3.2, Cela nous fournit & nouvesu le résultat

LA noter en particulier que cela st di & Usbsence de syméteie de cetie relation : i T
et harmonbguenment circonscrite & ', il est [Bux en général que [ e soit 4 T

FHoun avons stabli qu'un changement de iriangle de réfirepce remplace bs matrios
M VM par une matrice semblable ot, partant, de méme traoe,

s difinition da I'ortbogonalité se trouve an VI-1.4,

Hoir la définition et bes proprigtés des faisceauy orthogonaoy as VI-3.3.
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. I

obbenu lors de la discussion du A=T.2 ; s le faiscenuw & confiend dewr
hyperboles dguidatéres, alors leurs contres respectifs apparticnnent 4 [, En
effet, le lieu orthoptique d'une hyperbole équilatére est un cercle-point, et
nous avons vi au WI1-3.2 quun cercle-point est orthogonal & un cercle si,
et seulement si, 2on centre appartient & ce cercle; rela dcablit le résulcat.
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La figure de ln page précédente résume une grande partie de ces propriétés,
Les points s’y bousculent quelle que soit la configuration adoptée; aussi
n'ont-ils pas tous été nommés. Comme dans la figure de la page 447, une
seule hyperbole équilatére a été représentée, Son centre, nommé 01, est bien
& U'intersection de la droite & et du eercle T,

7.3.4. Le cas du paralltlisme de BB® et de OC'

Mous avions toujours exclu le cas particulier oi les droites 447, BB et
O ne sont pas sécantes deux & dewx. Supposons & présent, sves nog oo-
tations que BE' et OO gont paralléles ; nous n'allons pas reprendre toute
Iétude des parapgraphes précidents mais nous nous limiterons & examiner
la configuration précédemment covisagie lorsque, de surcroit, les cercles
de diamétres respectifs AA', BB et OC7 gont tangents (c'était le cas de
I"umicité de 'hyperbole équilatére élément de F; nous sllons vrifier que
IMunicite subsiste encore 'l v & ce parallélisme).

Un caleul barycentrique montre alots que AA’ leur est sécante 14,

Par hypothése, cn outre, les cercles de diamétres reapectifs A4, BB et
O sont tangents en un point 0. Nous établissons alors ce qui suit.

- Le point O coincide avec 'un des poinds A et A'.

- La droite de NEWTON du faiscesu tangentiel est la droite AA'. 5i, par
ezemple, O = A, alors le triangle ABC est rectangle en A, les droiles
AB et AT sond les asympiloles de Ulyperbole éguilatére 0 de ce foiscen,
et A en est le centre 1%

B alllours, la sboante A'F'CT aux obids du triangle ABC wirifie ks hypothdses du
thborbme de MeErELADS; clle ne prut done en mdme temps wirifier colbes du thesortme:
ele CEvn

i Zinon, 0 = A' et on obtlent ks mémes conclssbons an dchangeant lea piles de A oo
de A
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En effet, puisque les corcles g et Up de diamétres respectifs BE ef OO0
soot tapgents en O, il existe une homothétie b de centre O qui eovoie le
premier sur le second. Ddg lors, A{BB') est un diamétre de Te, paralldle
de plus & BH'. Cela montre que OC' = h{BE").

On en déduit que h{B) = C" et h{B) = C ou h(B) = C et h{B) =",
Par exemple, dans le premier cas, on a les alignements OBCY et OB, de
sorte que bes droites BCY et B'C e coupent en (7 ; comme elles se coupent
en A, oo a bien &tabli que O = A,

8i tel est le cas, le cercle Ty est tangent en A aux dewx précédonts, et 44"
en eal un diamétre, Cela pronve que les points 4 o1 A" appartiennent & la
draite qui contient les centres de ces trois cercles, clest-d-dire la droite de
NEWTON du faisceau tangentiel.

Puisque les droites AH et AC sont deux tangentes orthogonales & M, cela
montre que c'en sont les asymptotes (97) et que leur point d'intersection,
clest-d-dire le point A, en ezt le centre.

Moug avons anoonce Municité de hyperbole fquilatére Langenbe aux quatme
droites. Prenong, pour cela, un repére orthonormé d'origine A of daxes
respectifs AF et AC. Une hvperbole équilatére ayant ces axes pour asymp-
totes a nécessairement une &juation cartésienne de la forme XY = k. La
droite BC a une éguation cartésienne de la forme X/o+ Y/2 = 1, avec
i@ # 0, On sablit par un calewl simple que cette droite est tangents 4

R R ol R . )
Phyperbole g, el geulement gi, k= T‘ ce qui en dablit 4 la fols existencs
et umicité.
[¥ailleurs, & la droite A" 5°CY a une éguation cartésienne de la forme X /o’ +
¥/F = 1, avec o @ o 0, le parallélisme BB || COC" équivant & of 3 = o,
Or, off/2 e of /2 sont. précisément los aires des triangles que bes droites
BC et B'CY découpent sur les asymptotes de Ihyperbole.
On retrouve done dans cethe condition Pexpression d’une propriété clas-
sique : les tangentes & une hyperbole dédenupent sur lea asypmpiotes de celle-cd
dezs trigngles de méme aire.

A A-5.4.8, pous avors conshdérd cette axtension de la potlon de tangente & ung
hiyperbols, extersion d'silleurs bienveme dans ke cadre de la Géomdirie projective, Si
on ks refuse au contraire, aloms hyperbole B np'existe pas et le cas de parallélisme est &
mrclure.



Annexe B

Axiomatisation des
Géomeétries affine et
projective

Dans cette bréve anneze, nous discutons de quelques maniéres de définir
des espaces affines, ou de les compléter projectivement, Pour ne pas sortir
des notafions traditionnelles, nows désignerons les points d'un espace aft
fine par des [ettres mojuscules, et les vecteurs par des leftres minuscules,
quoique nous ayons toul foil pour que les uns of les anfres appartiennent 4
wn mdime ensemnble,

La définition retenue, inspirde par des suggestions de Rached MNEIMNE,
nous permet de définir facilement les barycentres ainsi que le complétd pro-
jectif d'un espace affine. Comme elle ne semble pas directement dguivalente
i la définition traditionnelle d'espace affine, nous veillerons 4 ben relier

les dewsr,

1. Notion d’espace affine
1.1. Espaces affines

Soit K un corps commutatif de cardinal infini; un ensemble E est appelé
un E-espace affine (de dimension finie) s'il existe un K-eapace vectoriel 1
de dimension finie et une forme linéaire non nulle i dans 2 (V, K) tels que

E={M €V tels que (M) =1} .

- 461 -
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Un dira gue B est défing par le couple [V, ). Dans ce cas, U'hyperplan vec-
toriel (de V') Ey = Ker @ est appel? la direction de E, ou 'espace vectoriel
assoctd 4 . 81 £y est de dimension finie, on dira que F est de dimension
fimie et on définira la dimension de B comme étant celle de Ey. Enfin, on
dira que V oest be veclorialisd de E,

Aver ces notations, un &lément M £ F sera appelé un pommd alors gu'un
élément x € Ey sera appelé un vecleur,

Exemple. 5i E est un espace vectoriel, on peut en faire naturellement un
espace affine ainsi qu'il suit : on considére Pespace vectoriel produit E x E
et on e munit de la forme linéaire non malle o qui su couple (X, 1) associe ¢
Si on désigne par E* "image réciproque du singleton {1} par ¢, c'est-d-
dire E = {1}, alors E*" est un espace affine, ¢t nous identifierons E et £F
grice 4 la bijection qui & X € F associe be couple (X, 1) ¢ B*F,

A noter que 81 F est de dimension finie, alors E** a méme dimension que E.
Un cas particulier de cette situation est celle oi K est considéré comme un
espace vectoriel gur lni-méme; Pespace affine qui Jul est assocké par cotte
construction est alors la droite affine K7,

Remarque. Pour ne pas compliquer nos énoncés, nous conviendrons gue
parler d'espace alfine réel, respectivement compleze, sous-entend que le
corfps de base K est celui des réels, respectivement des complexes,

1.2. Sous-espaces affines

Towjours ave: ces oolations, une partie F de E est un sous-cspace affine
de E, solt si elle est vide, soit 811 existe un My € F el un sous-espace
vectoriel Fy de By tels que

F={My+y, oity décrit Fp}.

On vérifie immédiatement que Fy est alors unigue, et done bien détermingé,
quoigue My ne le soit pas dés que F n'est ni vide ni réduit & un point, Le
sous-espace vectoriel Fy est alors appeld la direction de F.

in définira la dimension de F, sous-espace affine non vide !}, comme &tant
celle de Fy i elle est finie, ef on pourrs dive de F que c'est une droife
affine ou un plon affine s ceite dimension est 1 ou 2, respectivement.

En outre, une partie F de F est un sous-espace affine s, el seulement &1, 1l
exigte un sous-espace vectoriel Ve de Votel que F = EN Ve

En effet, si F = @, on peut choisir Vg = {0}, &t s, an contraire, F eat de
la forme {Mp + y. ob y décrit Fy}. alors il est immédiat que Vi = £ &
Wect ( My ) convient,

"Lawalenr « loghque = & ainribuer & la dimension du sous-espace afine vide serait —oc.
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Dailleurs, le sous-eapace vectoriel Vi est unigue lotsgue F oest non vide.
Soit, en effet, un sous-espace vectoriel V¥ de V' vérifiant F = ENVY. Posons
alors, pour tout o' € V', A= (¥

- Soit A#0. Alors W/AEENV =Fet

we= MufA = Mp)+ AMy € Fy @ Vect (My) .
F
Efp

~Soit A=0 Alos My + T eVi,car My e FCc Vet M+ W e E
{calouler la valeur de @ en ce point). Done My + o' € F et cela montre
que ¥ € Fy © Fy @ Vect ().

D'odr la conclusion 27,

En particulier, cela &ablit que, si F est de dimension p finis, celle de Ve
eat égale & p+ L.

HRemarque. Les définitions précédentes empéchent un espace affine d'étre
vide, mais un sous-espace affine peut "8tre. Cela permet de dire gu'une
intersection d'une famille de sous-espaces affines est encore un sous-espace
affine, et cela permet de définir le sous-espace affine engendrd par une
partie P de F comme #ant lintersection de la famille des sous-espaces
affines de E contenant F. 51 P est vide, ce sous-espace affine est vide

également.,

1.3. MNotion de bipoint

Soit un espace affine E défini par un couple [V, ) ; 51 M et & sont des points
de K, alors N — M appartient & Ey = Keryp. En effet, on a [N — M) =
1 =1 =10 Cet élément de Ey mﬂppeb& le bipoind MN. On dira souvent
aussi qu'il s'agit du le vectewr MN.
On remarquera que cette notation est € universelle », c'est-d-dire indépen-
dante du nom de 'espace affine E.

la vabeur de Fy @ Vect [ Ma) semble dépendre du chaix de My, mnis on o procbdé par
peruve de double Inclusion et Punicitd 2'ensuit,
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1.4, Applications affines

Soit deux espaces affines £ et £ définis par des couples (1, ) et (V' ¢")
respectivement, Une application f de E dans E' eat dite affine si on peut
la prolonger en une applieation [ = #(V, V") telle que ¢’ o f = 13,

c'est-d-dire encore
vz eV, ¢(fiz)) = olz).

Réciproquement, si [ £ 2V, 17') est telle que 'o f = 1o, alors Ia restriction
f de f a E envoie E dans E'. En effet, si z € E, alors o' (f(z)) = p(z) = 1,
de sorte que fiz) € E'. Ainsi, cette restriction {corestreinte & E', c'est-i-
dire « restreinte & Parrivée = & E'), peut #tre considérée comme application
de E danz E', et est affine par définition méme.
D'une maniére comme d'une autre, la définition implique que f, cui en-
voie E dans E' par hypothése, envoie aussi By = Ker g dans Ef| = Kery'.
L'application f , restriction de f & Ey peut done &tre considérée comme
application linéaire de Fy dans E,E,':"'};, on l'appelle la partie lindaire de f.
Remargue, Cette définition pose un probléme de cohdrence ; en effet, il
faudrait établir que [ ne dépend pas du choix du prolongement fde f.
Or, méme [ est déjd unique. Cela 5"6tablit price aux deux remarques qui
suivent '®}, dans lesquelles § est également un prolongement linéaire de f.
L. Six g Eq, alors 2 = x/p(x) € E, de sorte que jz') = fiz") puis
glx) = flz).
2. Dnd:miaitm.]-EE‘.Danam‘mnditlnna,pau:gnut::EEg.una:'g
r+x € E, ot ona §lr') = f(z') puis §{z) = f(=z).
Cela étant acquis, on &, avee ces notations, la formule

VM, N)e Ex E, fiM)f(N)= F (MN).
En effet, on a, pour tout couple (M, N},

J{N) = f(M) = fiN) - f(M) = f(N - M) = T(N-M)= J(MN).
EEy

Mous pourrons done éerire aussl, lorsque M £ E et € B,
fIM +z) = f(M) + T (z).

IPaur le lecteur qui oonmalt |& notion de fronapesition, cela a"&rit ples synthétigee-
ment sous la forme = 4 ) (") = 0.

*On dit alors qu'elle est restreimds & Ey et corestreinte & Ej.

S1fne autre maniére de comprendre ces deux remargues et de constater gu'elles
établissent que Vect (E} = V; ainsi, § et §, applications linéaires qui coincident sur
E, coincident aussi sur ¥V tout emtier.
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Mous énoncons sans démonstration les résultats suivants, qui se wirifient

sans difficults ;
5i E est un espace affine, alors "application dentité Idg de E dans E
est une application affime et 'on a [d_;; =ldg,.

= 8i f est une application affine d'un espace affine F dans un espace af-
fine E* ot g est une application affine de 'espace affine B dans un espace
affine B, alors g o f est une application affine de F dans E" et l'on &

jol-7o7.
1.5. Formes affines

5i E est un espace affine, une application f définie sur & et & valours dans K
est appelée une forme affine sl c'est une application affine de E dans B
Avec ces notations, si £ est défini par le couple (V, @), alors f est une forme
affine si, et seulement =i, elle se prolonge en une application linéaire f de V
dan= K.

En effet, la droite affine K*¥ o5t définie par le couple K = K et la forme
lindaire o qui & (x,4) associe y. Si, avec ces notations, [ existe, alors
I'application qui & X dans E associe (f(X),1) € K = K s prolonge en
I'application f de V' dans K x K définie par f{X) = (fIX),2( X)) et l'on s
bien, de plus, p.;.c:f: @

[oversement, s f est la restriction & F d'une application lnéaire f de ¥V
dﬂml[xlivériﬁnntlpﬂaf=u,s,a]nrscna,pnur tout X € V,

flxy = (0X), X)),

of £ eat une forme linéaire sur V. Ceite forme linéaire est bien un prolon-
gement de fa V., Cofd,

Le résultat qui suit est laizsé en exercice : =i E est un espace affine,
Fio voe o fp des formes affines e ag, ... . 0p des scalaires, alors Uensemble
des X € E vérifiant /(X ] = a; pour tout § entre 1 et k est un sous-espace
affine de F (éventucllement vide).

1.6. Bijections affines

Dans celle seclion, nows nous inléressons awr applicalions affines bijectives
d'un ezpace affine sur un autre, puis our applications affines bijectives d'un
espace affine sur lul-méme,

Soit denx espaces affines E et EY, définis respectivement par les couples
(V) et (V7,42 et f une application affine de E dans E'.

.E'if est gssoctde 4 f comme au B=1.4, nous élablissons d'abord ['dquiva-
lemce des trofs asserfions qui suivent,
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1. L'application affinef est une injection de F dans E°.

2. L'application linéaire f est une injection de V' dans V.

3. L'application linéaire ? = flpte o CESt-dedire la partie linéaire de f,

esl une injection de By = Kerp dans £, = Ker ',

En effet, s f est injective et que f{m]:ﬂpnurun:l:el-", alors (x) =

@' f{z)) = 0 montre que © € Ey. Choisissons alors M € E; alors, M +r €

J—

Eet f(M+z)=fiM)+ fiz)= f{M) montre que M + = = M, du fait

que [ est injective. Nous avons bien établi que, pour z € V, flz) = 0 ==

r =0, de sorte que f est injective.

B maintana.nl;faatinjertive,aluruker?:lierfﬁﬂh:-[ﬂ},demrne

—p

que [ est imjective.

Enfin, 5i f est injective et que f(M) = f(N) pour M et N dans E'5),

alors N — M < By et ?(N—M,'I=U.A.1'nsi,ﬂ-’ M=0e M=N. Cela

achéve la preuve de "dquivalence des trois propriétés,

Nous établissons ensuife "dguivalence des trods aasertions gui suivent.

1. L'application affinef est une surjection de E sur E'.

2, L'application linéaire [ est une surjection de ¥ sur ¥'.

3. L'application lindaire ? = flier o+ Ce8t-A-dire la partie linéaire de f,

est une surjection de Ey = Kery sur B, = Ker '

En effet, 51 f est surjective et que y € V¥ soit donnd, envizageons deus cas,

- Sig'(y) # 0, alors ¥ =y’ (p) € E' et, de ce fait, on peut choisir = € E
tel que ' = f(z'). Ainsi, on ay' = f(z’) et on a alors y = fii'(y)"), de
sorte que y posséde bien un antécédent par f.

— Sinon, ¢'(y) = 0. Choisissons M} € E' et posons M = M + v € E;
ces deux Eléments de E ont des antécédents par f, disons My et M par
exemple. On a alors y = f(M — My) et y posséde bien 1A encore un
afttﬁcédent par f.

3 f ot surjective ot que y € E} soit donné, choisissons-lui un antécédent

par f, disons © € V. Comme uﬂr} =¢'(flz)) = ' (y) = 0, I'tlément r est

minsi un antécident de g par [ .

Enfin, si ? est surjective el que W' € E' soit donné, choisissons My € E

et posons My = f{Mp) € E'. Alors, M' — M}, € Ey, posséde un antécédent =

par f et on vérfie que My + 7 est un antécédent de MY par f. Cela achéve
ln preuve de équivalence des trols propriétés,

*H p'est pas question d'tablis Minjectivies d'une applicetion affine én passant par un
reyaL
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Sana qu'il soit. nécessaire de 1'écrire, on en conclut que 'on obtient une
nouvelle chaine d*équivalences en remplacant be mot surjective par le mot
bijective dans chacune des trois assertions de la chaine d'équivalences pré-
cidente.

En particulier, on en déduit que s E et E' sont deux cspaces affines o & f
st umb]]&:unna.ﬂimde E‘Eu:E" alors f~! est une bijection affine de £’

gur K et l'on a j’" = [_F] . Cela découle en particulier des résoltats
énoncés & la fin du B-1.4.

De tout cela suit que, s F est Vespace affine défini par le couple (V, @),
alors 'ensemble GA( E) des applications affines hijectives de E sur lui-méme
est un sous-groupe du groupe des hijections de E sur E. Ce sous-groupe
s'appelle le groupe affine de E.

[Vailleurs, on wérifie facilerment oo qud sult,

- L'ensemble GL(V,¢) des applications F € GL{I-"] vérifiant wo F =
est un sous-groupe de GL{V) et 'application qui & f € GA{E) asocie
f € GL(V, ) est un isomarphisme de groupes.

— L'application & qui & f € GA(E) assocle f € GL{Ey) est un mc-rphﬂme
surjectifl de groupes. Le noyau de o o5t Vensemble des [ telles que f =
Idg,, ¢'estediedire telles que f{N) — fiAM) = N — M pour tont couple de
points dans F. En d’autres termes, Ker o est la sous-groupe (distingué) 457
des transiations de E,

D cela on déduit, par factorisation du morphisme o, que

GL{Ey) = GA(E) /5,

oft le symbole = signifie wsomorphe 4. Cet somorphisme correspond
grosso maodo & 1'idés intuitive que I'on se fait d'un espace affine : c'est un
egpace vectoriel dont on a oublid 'origine ; ainsl, une application affine
n'est plus oblighe de conserver origine comme Je fait une application
linéaire et deux applications affines ont méme partie linéaire si, et seule-
ment si, elles sont égales & franslafion prés.

1.7. L'espace des applications affines

i, maiz quel genre d'espace? 5i E ot E sont des espaces affines, définis
par des couples (V) et (V7,0 respectivement, peut-on doter 'ensemble
Aff(E, E') des applications affines de E dans E' d'une structure naturelle
intéressante ¥

En général, une structure d’espace vectoriel semble peu envizageable : com-
ment combiner lindairement deux applications affines, du moing dans e cas
gfnéral ob Pespace affine d'arrivée nlest pas en méme emps un espace
vectoriel ?
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En revanche, une structure paturelle d'espace affine se propose & nous.
En effet, considérons Iensemble & des applications linéaires uw € 2 [V, V')
pour lesquelles il existe un scalaire X, tel que ' ou = Ay, 11 est immédiat
que F est un sous-capace vectoriel de F(V, V'), que, pour u donné dans o,
le scalaire X, est unique et enfin que 'application $ de & dans K qui & u
assocke A, est une forme linéaire non malke,

Lespace affine défini par le couple (&, %) s'identifie alors naturellement
avee A(E, E') : vout élément f & AME, E) est en effet la restriction
a E d'un f € & pour lequel "I*Ifﬂ = 1. Réciproquement, s5i F £ & wérifie
${F = 1, alors ga restriction & E une application affine de £ dans E°,

A noter que la direction de 'espace affine Aff(F. F), c'est-d-dire Ker®,
est V'espace vectorie]l des applications affines de F dans 'espace vectoriel
Ej = Kery'. Bi £ ot E' sont de dimension finie, respectivement n et o',
alors F (1, V') est de dimension (n 4 1){n" 4+ 1) et & en est un sous-espace
vectoriel de dimension {4+ 1)n" 4+ 1.

Pour be verifier, anticipons ks pésultats du B=2 ; i suffit de choisir une
base affine & = (Xo, ... . X.) de E, une base affine &' = (X3, ..., X))
de EY et de mobtrer qu'une application w € F{V, V'] appartient & & si,
el seulement i, la dernidre Ligoe de sa matrice relativement aux bases &7
{de V) et 8 (de V') est dans Veet (1,...,1).

1.8. Les espaces affines, canal historique

Cette sechion a pour seul dessein de prowver la cohérence de notre défini-
tion d'un espace affine avec la définition froditionnelle. Forcdment nssez
abstraife, elle peut #re réservée & une seconde lecture.

Les conglructions que nows allons rencondrer sond, de loute fapon, indui-
fnbles pour qui iewd dlable lo possibalild de plonger un espace affine de
dimenston 1 comme hyperplon offine dwn espoce vecloriel de dimension
n+ 1.

La définition habituelle d'espace affine repose sur Ménoncé E qui suit.

O dit d'un ensemble E que c'est un espace affine sur un corps K 8"l existe
un K-espace vectoriel E et une application de E » E dans E'7) qui &
un couple (M, %) associe un point noté M + W, Je tout vérifiant ;

1. pour tout M € E, Fapplication T — M + @' est une bijection de E
sur F.

?thd&ipmucrmmm i drodde, da fait quoe la notation M 4 U est
plus classigque que la potation W4 M. Cola g pou dimportasce palsgue le groups additil
d'um esgrace vectoriel est abélien.
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2. pour tout M € B ona M -0 = M et, pour tout couple (u, v) de E,
(M+a)+ v =M+(7+ 7).

Tout cela revient & dire qu'il exisbe une action simplement transitive do groope
additif de l'espace wectorie]l E sur E définie par (M, @) — M + & ou plus
simplement que ce groupe additif agit simplement transitivement sur £ par les
trunslations.

Si M et N sont deux points de E, on désignera par N = M Munique wvec-
teur U tel que N = M 4+ o, Cette définition correspond & celle du bipoint
MN.

Pour distinguer cette derniére définition de la nétre, nous dirons que E est
un espace préaffine 5'il satisfait & Ménoncé E.

En particulier, un espace vectoriel F est naturellement un espace préaffine ;
il suffic de choisir E = et de faire agir le groupe additif (£, +) sur £ au
mxven de 'addition interne elle-méme.

En outre, au sens de cette définition, on dira que I'sspace préaffine E est
de dimension finie si espace vectoriel E lest.

Enfin, si F et E' sont deux espaces préaffines, une application f de E
dans ' est dite prégffine 'l existe ? e F| E, E') telle que, pour tout M

——

dans F et tout u' dans E, on ait
JIM + @) = fiM) + T (%),

Il est trivial alors que f est alors unigue ; on Iappelle 14 encore 1o partie
tindaire de f.

Pour commencer, il est immédiat que, si E est un cspace affine, alors notre
définition permet de le munir paturellement d"une structure préaffine : sfl
est défini par le couple [V, 4], alors on choisit pour E I'espace vectoriel
Ep = Kery, ot pour le vecteur N — M celui que nous avons défing commse
Iz Mipoind MN. La vérification des propriétés restantes de I'énonceé E est
alors triviale.

Nous allons, inversement, dlablir que Uon peut plonger un espace préaffine
de dimension finie n en fant quhyperplan affine d'un espace vectoriel de
dimension n + 1, puis dablye HMunicité d%an bl plongemend,

Cette réciproque demande plus de travail, car un espace préaffine n'est pas
par nature méme plongd comme hyperplan (affine) d'un espace vectoriel.
Comme nous e faisons depuis le début de cette annexe pour les espaces af-
fines, nous nous limitons ay cas ob E est un espace préaffine de dimension
Fimie.
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Reéciproquement done, soit E un espace préaffine, satisfaisant & ["énoncé E;
Vespace vectoriel E de dimension finie et lapplication (M, N) — N - M
Eétant ceux qui interviennent dans cette déhnition, construksons un couple
(¥, ») et une application préaffine injective § de E dans V', considéré comme
espace préaffine, tels que §( E') soit 'espace affine défini par le couple (¥, ¢).
Par le biais de cette injection préaffine, cela nous autorise & considérer que
E est lui-méme défini par o couple,

Considérons A Pensemble des applications F préafines définies sar E et &
vabeurs dans K (%),

1l est clair que A est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des ap-
plications de E dans K et que les applications constantes de E dans K sont
Eléments de A : désignons par 1, élément de A, I'application prenant la
valeur constante 1 sur E. Mous choisissons alors comme espace vectoriel V'
le dual A* de A et comme forme lindaire o de V' dans K 'application qui
i A e A* associe M), Eo outre, nous définissons une application &, claire-
ment injective, de E dans V' ocomme il suit ; & un point M de E on associe
la forme Linfaire S(A) £ A* vérfiant

WEE A, [S(M))(E) =8 M),

Mous allons établir gue E est 'ensemble des M & V' wérifiant 19'|:I5I::.Ilrf_:l:| =1,
oo gl achéve |a preuve, puisque l'injectivité de § nows autorise & identifier B
avec son image §( ).

Pour commencer, pour tout M dans E, on s (6 M)) = (§(M))(1), c'est-
gedire la valeur que prend la constante 1 au point M, Clest bien dire que
pld(M)) = 1.

Réciproquement, soit une forme linéaire L € 4" vérifiant (L) = 1. Nous
établissons que L est de la forme S{A).

Afin de montrer que ce résultat ne tombe pas do ciel, envisageons b cas trés
particulier ot E = E = K" et ot I'application (M. N} — N — M est la
soustraction ordinaire dans K™, Dans ce cas, 'ensemble A est Pespace wectoriel
des applications £ de la forme

Mom g1, ga) Y w4 B,
=
et un #lément du dual de A est une application L de la forme soivante ; & § comme
SUpT 0N AsS0Cie E Ao+ b, Dire que (L) = 1, c'est--dire L{l) = 1, revient

J=1l

& dire goe g o= 1.
En conséquence, on peut cholzir pour M le polnt *{A, ..., A

""E-el.la.nrlnm. puisque K est un sspace vectoriel, et a forHom un espace préaffine.
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Pour établiv le résulvat dans e cas génédral, choisissons an point W £ E.
Sif e A, éorivons f{M) — £(My) = ?{ M — My) comme dans la définition
traditionnelle, Cela établit que £ est Ja somme de Papplication £ £ A4 qui
A toat M associe ?[M — Myp) et de lapplication constante qui & tout A
assocke Fl Mg}, Cette constante pourra #tre notée £{ M), dlement de A,

On a LiE) = L{F)+ §Mp) L{1). En cutre, 51 A est une forme lindaire
v
=1
sur E, l'application M~ B[M = M;) est un #ément de A, que nous
noterons h', et Uapplication qui & k associe L{h’) est une forme linéaire aur
le dual de .Er, c'est-ii-dire un élément du bidual de E .

Cornmse E eat de dimension finie, il existe donc un vecteur u' £ E tel
que L{k') = h( @) pour tout h.

Sihew £, ,onah’ = ctonadone L) = £ (%)= 8 Mg+ w)—F Mp).
Ainsi, L{F) = #{My + o) — #{My) + (M) = My + o), ce pour toute
application préaffine £ € A

Cela établit {enfin!) que L = [ My + o').

Mous laissons au lecteur le soin de wérifier que § cst préaffine, sa partie
linéaire § & & ( E, A®) étant définie, pour @' Elément de E par

FEAr— ?{t_-l-'_:l

Ausai bien dans la définition de § que dans celle de § | il & fallu redescendre sur
Terre en deux &tapes - A% est en quelque sorte un bidicad et il s'est done agi de

définir E'[ ') par son action sur les formes préafines du type £

Mous n'avons pas eocore justifié e caleal de la dimension de V', 51 nous dé-
montrons que A est de dimension finie &gale & w4+ 1, il en sera de méme de
som dual A*. Or, si on choisit un peint My dans E et une base (u), ... 1}
de E'.. alors il est immédiat que application gui & £ £ A associe e (n+ 1)-
uplet (#{ M), ?[uf], e ?{TT,:_:I_:I eat, un isomorphisme de Vespace vecto-
riel A sur l'espace vectoriel K77 Cela termine la démonstration,

A titre d'exercice, on pourra wérifier que la construction précédente répond
au probléme wniversel suivant ; Mant doond un espace préaffioe E de di-
mension finie, construire un espace vectoriel Voot une application préaffine
injective § de £ dans V tels que pour toute application préaffine f de E
dans un espace vectoriel V', il existe un F £ #(V, V') pour lequel Fod = f.
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Le diagramme commutatif qui suit résume la situation ;

Indications pour Pexercice, On suppose V = A" et § construits comme
supra, et on suppose donnde §, application préaffine de E dans un espace
vectoriel V', En utilisant une base de E. dtablir qu'il existe des formes
préaffines £, .. £, définies sur F et des vecteurs of, ... v} dans V' tels
que

k
VMEeE, fM)=Y &(My,
=1
En particulier, les #; sont des éléments de A ; soit alors un élément & de 4%,
clegt-dedire un Hément du dual de A : les scalaives A(F) onb un sens, ce
qui sugpére de poser

k

F{A) = Eﬂ{t‘t}vﬁ eV,

=]

Il et alors immédiat que F & #({A4° V') et que Fod = f.
Ce probléme universel prouve alors dans un cerfain sens 'unicité du couple
{A*, ) et du plongement § loraque 1'espace préaffine de dimension finie £
ast donné,
En effet, supposons construits également un couple (V. ¢"), avec ' #£0 €
V™ ot une application préaffine injective § de £ dans V' tels que, pour
MeV, onait (W) =1 = o € §E). De la preuve précidente
résulte l'existence d'une application F' € #(A*, V') telle que 6’ = F o d.
Cela suffit pour établir que F est un isomorphisme de A* sur V7' et que
o F = c'est ainsi que nous entendons 1" unicitd annoncée.

7N

A' ‘Fl
N
E

Eneffet,si W' € V' et /[ ¥') = 1, alors il existe M € E tel que ¥' = #[M).
On a alors W' = F{4{M)) € Im (F). Done, l'image de F' contient I'hyper-
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plan affine d'équation »'( F} = 1 danz V'; or cet hyperplan engendre
vegloriollement V' ¥ done F est surjective,

Mais F est aussi fnjective. En effet, si o V et F{%') = 0, alors on a
nécessairement o o | = 0. En effet, sinon, o @'/ @'1) = 1 et @ est de
la forme S[M ), avec M £ E. Dang ce cas, on a

0=F{d /@)= Fol(M)=4{M) =1,

ce qui est absurde. A présent, montrons que 'on & aussi & = 0. En effet,
chotsissons M € F; de Uégalité {8 M) + W) = 1 suit que S{M) + o st
de la forme 5 M), On & done

(MY = F(E(M)) = FS(M) + 1) = F{&{M")) = & (M),
Dee linjectivite de & suit alors que M' = M puis que W = 0010,

Enfin, du fait que ' o Fod = 1 m o b, il est immédiat que " o F et
colncident en tout poing de la partie génératrice & E) et donc sont dgales,
oo qui achéve la démonstration.

2. Bases affines
2.1, Notions de base et de repére affines

Soit £ un espace affine de dimension finie n, défini par un couple {V, ).
On appelle base affine de E toute base de V' formée de n + 1 vecteurs
appartenant tous & E, ob notée (X, ... . XL

Aves la méme hypothése, on appelle repére affine de E la donnée d"un poing
Xo € E et d'une base (g1, ... e8] de By = Kerg (qui est de dimension ).
Un tel repére est noté sous la forme (Xgiey, ... . eq) 5 le point Xy en est
I"origine et les vecteurs e; sont les vecteurs de base du repére.

Si {Xp, ..., X,) est une base affine de E, alors (Xg: XpX1, ..., XpXn)
en st tnvialement un repére affine. Inversement, 5 (Xg;ep, 00 8] est
un repére affine de E, alors (Xo, X + 21, Xg + 83, ..., X + 2] en est
trivialement une base affine.

On a alors la proposition qui suit.

Fonfer une remangque analogue au B-1.4.

124 ['pide d'une baso de E, on moniee encore une fois que dim{V") = dim (4% =
dlimm| E!l + 1. 11 s'emsuit que F, surjection lineaire entre douy espaces vecboriels de mime
dimemalon (finle), est une bimction, Nous avons préfeed une démonstration directe de
l'imjectivite puisgqusinai | hypodbfse de Bnitude de la dimension #ait inatile. Cela montre
que seiwle notre démonstration de 'existence du couple [V, ] nécessite cette hypothése.
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Proposition. Tout espace affine de dimension n 2 0 posséde des bases
affines el des repéres affines,

Il suffit en effet de choisic un point Xy de E et une base (g, ... ,8,) de
l'espace vectorial Ey. Dés lors, {Xgjey, ..., e,) est un repére affine de £
et (Xp, Xo + 1, Xo+ea, ..., Xo+ ¢,) en est une base affine,

2.2, Coordonndes d'un point

Mous gardons les potations et conventions précédentes. 5i 'on & un repére
affine 88 = (X X 4+ e, Xa + 85, ... Ko+ 85) de E, alors, pour tout
vecteur X € E, le bipoint XoX appartient & 1 et, de ce fait, est de fagon
unique combinaison lindaire des e; :

L1}
a1, .o za) € K", KoK = ¥ miey.

imf
Le n-uplet (x;, ... ,x,) de scalaires est appelé le n-uplet des coordonndes
dig point X, par rapport au repére affine 52 2'il est nécessaire de le préciser.
On dira le plus souvent qu'il s'agit des coordonndes 111 de X
D mbmee, i A8 m [ Xy, ..., X, ) est une base affine de E, les coordonnées
de X sont définies comme 'unique n-uphe de sealadees (12, ..., 5] tel que

Kok = 3 250X,

tem |
2.3. Equations Jd'un sous-espace affine

Soit E un espace affine de dimension n, défini par le couple (X, @), et soit F
un sois-espace affine non vide de E, On a alors la

Proposition. [l erisle wn entier k, des formes affines £, ... & of des
scalaires ay, ... 0 fels gue Pensemble des X © E wérifiant F0X) = o,
pour tout i 2oit précisdment F.

Cela revient & dire que F peut étre défini par un systéme d’équations 1i-

néaires. En outre, sl p est la dimension de F, la valeur minimale possible
de kst i — p, que 'on pourrs appeler la codimension de F.

En effel, cholsissons un My dans F et appelons Fy la direction de F.
Comme Fy est un sous-espace vectoriel de V, il existe k+ 1 =(n+ 1} —p

Udn motern bes qes a4+ 1 8lments sont 2 ndcessaines » pour comstibser un repere
affine cu une base affine, g n et la dimension de E, make qoe los coordonnéss d"un point
sonl &y € nofmbre = de 1 seulement.
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formes linéaires Ly, ... , Ly définies sur Vet telles que

K
1=l

Comme Fiy © Kerp, on peut faire en sorte que Ly » g, I est alors immédiat
que F est 'eosemble des X € Votels que

wlX) = p(Ma), Ly (X) = Ly (My), ... LX) = Le[My) .
=1 » st

Désignona alors, par £ la restriction de L, & E, pour i entre 1 et &; alors F
est 'ensemble des X € E1'?) tals que

FlX)=ay, ... BlX) = ax.
Cela achéwve la démonstration.

3. Barycentres
3.1. Baryveentre d'une famille finke de points massigues

Soit E un espace affine, défini par un couple (V). Donnons-nous une
famille '**) {finic) & de points massiques, c'est-a-dire de couples dans le
produit E = K o (M, M), .00 (M M), .

'Dna-:p[M} 1 pour touk i, etduncﬁp[zﬁ...ﬂdr}l EJI. Ainsi, s

EA.;:& lnpmma-_,—'i“uf et dans E unl'appulleie
:'—1
bn-ryﬂmh'edelal'a.mﬂ.lef

P
Au wmt:ai:&.u:iz}. = D.alursza"hM € Ey et ce vecteur pourra
=]

dgalement #tre considéré comme un harycentm dans e cas particalier.

Cela étant, les propriétés classiques d'un baryeentre se retrouvent aver cetic
définition ; entre autres, si My est un point quelcongue de E, on a, avec les
P

notations supra, chaque fois que Z i #0,
=1

P B
(lejﬂ-‘ﬁ:_.ﬁf = z.ﬁ-iﬂm-
i=1 =1

*Et non plus dea X € ¥ cette fols
Ui{n parle aussi de systéme de points massiques.
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Propriété. Soit deux espaces affines E et E', définis respectivement par
des couples (V@) ot (V', "), Une application [ de E dans E' est affine =i,
et saulement si, chague fois qu'on point M de E est le barycentre d'une

o
famille de points massiques {{M"l‘]}liiﬁr' avec Z-’L: # 0, alors f{M)
=1

est le barycentre de la famille de points massiques {{ f{ M), Jl.:}]-lq'-:;p (14}

La condition est nécessaire : si [ est la restriction & £ de f € #(V, 1),
alors, avee les notations précédentes, on a

F) = FiM) = F( 3 aayf Toa) = 3o s 3 0,
et le résultat s’ensuit.
Réciprogquement, supposons que f conserve les barycentres. Nous allons
étendre [ en une application f & #(V, V") vérifiant ' o f = .
Soit ' € Vsl (W) # 0, nous posons f{ T} = o T) (T /el T)), ce
qui est cobérent pulsque W' /¢ w') € E. Choisissons un point My € E;
pour W € By, nous posons f{ W) = fiMy + @) — f{My), ce qui est
également cohérent puisque My + ¥ € E.
1l est immédiat que f est définie sur V', & valeurs dans V'’ et que ' o f = .
Reste & vérifier que [ est lingaire,
Far exemple, si T € V et A € K, vérifions que f{(A %) = Af{ 7). Clest
immédiat 81 o ') # 0; supposons an contraire que W € Ey.

Appelons M et My les points My + o' € F et My + A% € E; appelons
Mg, M| et M3 les images par f des points My, M) et Ma. Pulsque Mz
est le barycentre du systéme ((Mp, 1 — A), (M}, A)) et que f conserve les
barycentres, alors My est le baryeentre du systéme ({Mg, 1 - A), (M], A)).
C'est bien dire que f{AT) = Af( T).

La vérification de Padditivite de [ est analogue, ot laissée en exercice,

Ym dit alors qu'elbe conserve fes bargoenires.
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3.2, Coordonnées barveentrigues

Soit E un espace affine de dimepsion v, défing par un couple [V, ), Donnons-

nous une base affine de E. que nous indexerons plutdt de 1 & n 41 :

E -— |:x|_.. - ,.T"q.]:l-

Mous montrons que peur teut point M de B, i existe un unigiee (n+ 1) -uplat
a1

de gealaires (A, ..., Ageq) f8l que z M= 1 el que M soil le baryeentre

=1
de la famille de points massigues {(X;, Al gicnir-

Aver cos potations, le (n 4+ 1)-uplet [Ay, ... L A ) est appelé le (n+ 1)-
uplet des coordonndes barycendrigues normalizdes de M ou plus simplement
les coordenndes baryeentrigues normalisées de M.

Bien entendu, on parlera de coordonnées barveentriques de W chague fois
que I'on disposera d'un [n + 1)-uplet de sealaires (A, ... Aneg) tel que
r+1
z A # D oet que M osoit le baryeentre de la famille de points messiques
i=1
(X A0 Om owerifie trivialement que les coordonnées baryeentriques d'un
point M sont alors définies de facon unigue & un scalaire multiplicatif non
nul prés. En outre, g1 (A, ..., Apeq) sont des coordonnées barycentrigues
fuk1

de M et 2 = Z Ai(# 0}, alors les coordonnées baryoentriques normalisées

=1
de M sont les A /s,

Démonstration. 5i deux (n+ )-uplets (A, o0 Aapr ) ot (A, 00 ALL)
n+l
vérlfient cette proprieté, on a % (A — A)X: = 0 et done X = A pour
i=1
tout 1, pubsque S est ousst une base de 'espace wectoriel V.
Maintenant, pour la méme raison, 1] existe un {n+ 1)-uplet de scalaires
m+1

LA o oA ) el que M = EJ’-.,X,-. Puisgue @ prend la valeur 1 en M
(L0 TN |

ot en tous les X, on en déduit que E A; = 1, ot 'existence est &tablie elle

AEE1. il

On notera gue les coordonndes barycentrigues normalisdes de M € E ne
sond aulves gue les composandes du declewr M par rapporl & lo bose 37 de
Vespace vectorsel 1V,

3.3, Condition dalignement

Pour illustrer Pintérét de considérer un espace affine comme une parbie
(privilégiée) d'un espace vectoriel, revenons sur la condition d'alignement
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de trois points d'un plan affine.

Donnons-nous un plan affine P défini par un couple (V,4), oit V' est un
espace vectoriel de dimension 3, et une hase affine 3 = (A, B, C) de ce
plan. Nous préférerons désigner par (z, 3, 2) les coordonnées barycentriques
d'un point M. Soit alors trols points M;, de coordonnées barycentriques
(Tivwi, ) pour 1 £ @ £ 3. Ces trods points sond clors alignéa''®) &, ef
senlermentd a1,

Iy i =

Ty Hy Ex| =1

R I

En effet, nous pouvons supposer que les coordonnées barycentriques ci-
dessus sont normalisées. 8 les trobs points sont sur upe drodte affine D, on
peut forive I gous la forme PO VY, oi VY oest un plan vectoriel de V', woir
au B-1.2. Ainsi, les troks points apparticnnent & un sous-espace vectoriel
de V' de dimension < 3 et le déterminant supro est nul 1'%,

Réciproquement, si le déterminant est nul, alors les points M; appartisnnent
A un mémie plan vectoriel V' C V. Posong alors I = POV alors D est un
sous-espace affine de F oqui n'est pas vide puisguiil contient My. Done, I
est de dimension 2 — 1, et ¢'est done une droite affine {contenant nes trois
proints].

Cette démonstration pent semble plus dconomicgue que celle faite an 1. Elle
ne et que compte teonu du trevail qui a été faic au B-1.2.

3.4. Equations barycentriques de droites

Avee les mémes hypothéses el notations gque dans lo seclion précddente,
établissons le rédsullal propre aur dguations barycentrigues des drodles,

HNows énongong dooe ; dowle drodle affine de P possdde une dgualion ba-
rycenirique de la forme aX + Y + eZ = 0, avee (a,b,c) £ (0,0,0) ef,
réciproguetnent, toufe équalion barpeentrique de celle forme, avec a, b et ¢
non fous dpaur, définit une droife affine.

En effet, une droite affine [0 est de la forme P VY, o V' est un plan
vectoriel de V. A ce titre, V' possdde une équation cartésienne de la forme
aX +bY +eZ =0, avee: (a,b,c) # (0,0,0). Ainsi, si [z,y,z) est le triplet
des coordonnées barycentriques d'un point M € P, triplet que I'on peut
supposer normalisé, M £ D s, ef seulement 85, M £ VY, ¢’est-d-dire encore
g, et seulement si, aX + b + bE =0,

Ui Trais paints sont alignts =, ct seulement s, 8 appartisnnent & une méme droite
afine incluse d= E.

Y Happelons que bes coardonnées hasyeentriques normalistes &'un point M £ E sont
misxi les composantes du vectenr M par rapport & s base S
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Inwersement, soit une éguation barycentrique de cette lforme, Désignons
par V' le plan vectoriel de V d'squation cartésienne oX + 56 +cZ =0 et
par A la partie de P d'équation barycentrique aX + bY + ¢ = (. Ainai,
A= EnV, &6 bien que, soit A est vide, soit A est un sous-espace affine
de dimension 2 — 1, c'est-d-dire une drodte.

Or, & est oon vide si, eb seulement 8, le systéme linéaire

aX +bY +eZ =10
X+¥Y+2 =1

admet des solutions, Or, & a, bet c oe sont pas tous gaux, il est de rang 2, il
en admet done. Sinon, &l a = b = ¢ # 0, il est manifestement incompatible,
et cette discussion achéve la démonstration.

Les conditions de parallélisme de deux droites, ou de concours de trois
droites, so traitent de maniére analogie,

4. Complétion projective et complexification
4.1. Complétion projective d'un espace affine

Congidérons d'abord un espace vectoriel V'; nows pouvons définir 'espace
projectif V (appelé aussi le quotient projectif de V) comme il suit : V
el 'espace-quotient de Nensemble V' {0} par la relation d'équivalence r
telle que, pour 4’ et " dans V' {0}, ¥'r %' s, et seulement =i, la famille
{w, T') est lide,

Considérons & présent un espace affine E, défini par le couple (V, ), Nous
pouvons alors définir un espace projectif, que nous désignerons par B{E,
comme étant Pespace projectil ¥ qui vient d'étre défing.

Comme E est inclus dans V' {0}, nous allons identifier un point M € E
aver 5a classe modulo v dans P{E). Cette identification est licite, car deux
points distincts sont dans denx classes distinetes; en effet, pour M et MY
dans E et & € B, M = AM' entraine o M) = Ap( M), c'est-dedire X = 1
et, done, M = M.

Comme fy" {0} eat inclus dans ¥ {0}, nous pouvons identifier un vecteur
non nul w € Fy avec sa classe modulo r dans P(E), Cette identificalion
est classique, mais abusive, car deux vecteurs non nuls de By peuvent dtre
proportionnels. Autrement dit, tous les vecteurs non ouls définissant la
méme direction voni ainsi se retrouwver identifiés,

Adnsi, lespace affine E apparait comme un partie de lespace projectif P{E],
On dit alors que P(E) est le complété projectif de E. Le complmentaire
de E dans P{E) est I'ensemble des classes des &léments non nuls de Ker g,
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c'est-g-dire des &léments non nuls de By 17, Ce complémentaire est appelé
Uhyperplan & Pinfini de P(E).

Omn dira d'un élément de P(E} que c'est un point & distance finie si c'est
Ia classe d'un point M de E, et que cest un point & Pmnfind dans le cas
contraire, On dira pour préciser que ¢'est e point & Vinfini dons lo direction
de ' pour indiquer qu'il s'agit de la classe du vecteur non mul @° € By,

81 E, défini par le couple (V) ), est de dimension finie n, ['espace vectorial
Ey et anasi de dimension n; quant & P(Ey), le complémentaire de E dans
P(E), nous dirons qu'il est de dimension n — 1 en tant qu'espace projectil
ce qui est cobérent puisque, partant d'un espace vectoriel de dimension n,
nous identifions dans une méme classe d'équivalence tous les points d'une
mime droite vectorielle,

Exemple. 51 F st une droite affine, alors Ep est une droite vectoriells
et tous les vecteurs non muls de By sont dans la méme classe modulo r.
En d'autres termes, le complété projectif de E est la réunion de E et d'un
singleton formé d'un unique point & l'infini. Cela explique que nows ayons
noté o0 Je point par lequel nous avens complété C en By (C).

Au contraire, si F cst un plan affine, ensemble des points & 'infini est
cetie fois une droite projective,

Done, quand il s'agit de compléter B2, la précision du corps de base n'est
pas ancdine. Considéré comme R-espace affine, (R2)™ est de dimension 2
et se compléte par une droite & Uinfind. Au contraire, identifié 4 CF, droite
affine sur le corps des complezes, il se compléte par le seul point & Uinfind oo,

Nous avons rencontrd les dewr poants de vue : le premier dans les chopitres
de calcul baryeentrique, ef le second dans les chapitres W el V1.

Mauintenant, si & = (X, ..., Xn1) &5t une base affine d'un espace affine
de dimension finie n, et (%, ... ,Aps1) une famille de scalaires non tous
tuls, il peut se produire deux choses ;

il
= &oik A # 0. Dans ces conditions, le barycentre du systéme de points
1=
massiques {{Xi, &)}y cicasy 8t un point M de 1'% done encore un
point M & distance finie de P{E) (ou de E, par abus de langage) ;
il ikl
- ﬂnn:l.itZ:.:'l.,=I:i.I:Illmar.::EE1:4:-1:u|iitin:lumI Tx’gzlix.,sﬂtunﬂ&mzntde&,
=1 =l

mais non nul puisgque la famille {X;} est libre ot que les A; sont non tous

ITEn d'sutres termes, le complémentaire de B dans FUE} n'ess autre que P{Eg).
LAES fe (m+ 1)-uplet des §; forme [6a conrdonnbes baryoentriques de A
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nmils. Sa classe moduls r, c'est-d-dire le résultat de Pidentification que
nous avons abusivement opérés supra est le point & Vinfini de F{E) {ou
de I, par un nouvel abus de langage) dans la direction de W "',

Il asi done possible 4"¥lendre o notion de barveentre au cas o@t la somme
des masses est nulle, & condition gue los mosses ne sodeni pas loules
nulles, Un tel barycentre est donc la direction d'un vecteur non nul,
gi on considére ¥ comme éément de Ep, ou un point & Uinfini, si on
considérn sa classe comme élément de PLE].

On pourre parler des cosrdonndes boryeendrigues d'un point & 'infini,
sans pouvoir cette fois les normalizer @ il s'agit encore du (n 4 1j-uplet
des A

Dians les chapitres consacrés au caleul bapyeentrigue, nous n'avons pas uti-
lisé cette extension de e notion de baryoentre pour le seul plaisir de généra-
liser, En réalite, nous avons gegnt en géndralité chague fois que nous avong
pu considérer les points & infinl comme des polots & comme bes autres =,
ce qui revenait & se placer dans un complété projectif,

Par exemple, deux droites 1 et D dans un plan affine £ ont toujours une
intersection non vide, fit-ce & Uinfind, une fois cotbe complétion effectude,
En effet, si E cst défini par un couple (V, @), avwee dim (V) = 3, alors il
existe des plans vectoriels de V', notés I1 et 11 tels que D' = ENII et
D' = EnNIT. Dans ces conditions, 00 ¥ = En{IIn 7).

Excluons le ces ob I1 = [T, c'est-i-dire o0 D = D; alors, TN 11" est une
droite vectorielle A, 5i elle est incluse dans By, elle ne rencontre pas E,
mais la classe moduls v de tout vecteur non nul de A est un point 4 Uinfini
de P{E). Les droites D et I w'ont pas de point d’intersection dans E (elles
gont paralléles), mais en oot un A Uiofind.

25

y

Sinon, A coupe E en un point (unique) M. Les droites [ ot [ sont alors
sécantes en ce point.

Y Il

o

Whans ks chapitres T & IV, nous avens envisagh des plan mapportds & des hases
affines & trois ements. Nous avons toujours considérd gqu'one équation barycentrigue de
In dralte & Pinfinl est alors X 4 ¥ < 2 = 0 ¢'est blen ce gque nous retrouvons icl.
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4.2. Homographies

Soit un espace vtc_tnt‘i&] V [de dimension finie] ; oo eo construit alors le
quotient projectif V comme supra, 4 Paide de la relation d'égquivalence r.

Soit & présent un second espace vectorie]l V' de méme dimension ; oo en
construit de mbme le quotient projectif V" de manidre analogue,

21 F est un isomorphisme d'espace vectoriel de V' osur V7, il ¢ induit » une
bijection de V dans V' définie comme il suit : =i deux vecteurs non nuls o
et ¥ de V' sont liés, alors leurs images F @') et F{ 7" sont également deux
vectenrs non nuls ligs. Cela permet de définir une application bijective F
de V dans V', qui & la classe d'un vecteur non nul ¥ dans P(F) associe
celle de son image F @), Une bijection de V dans V' définie de la sorte
a’iapp-alle U hm@mhie. Il eat alors inmédiat que la bijection réciproque
(F)~1, de V' sur V', eat également une homographie. Plus précisément, c'eat
I'homographie F-1 construite i partir de 'isomorphisme F~' de V* sur V.
Hemarquons que si Fy = Aldy, avec A # 0, alors Uhomogeaphie Fy de V
aur lui-méme qu'elle définit n'est autre que I'identité, De méme, si F est un
isomaorphisme linéaire de V' osur V', et si F' = AF, avec A # 0, les homo-
graphies F et F' coincident. Cette remmargque nous sera utile au B-4.3.3,

[l est immédiat que I'ensemble des bomographies de V' dans lui-méme forme
un sous-groupe du groupe des bijections de V sur lui-méme. On l'appelle
(sans surprise [} le groupe des homographies de f’_. o aussl le groupe pro-
jectif de V. Plutdt que de parler d'une homographie de 1 dans lui-méme,
nous parlerons pour simplifier d'uoe homographie de V.

Comme V est le quotient projectif de V', la notation la plus traditionnelle
pour désigner ce groupe est PGLIV), Au chapitre W, nous avons toutefois
prifare des notations plus adaptées, telle Hz(C) par exemple.

Pour la fin de cette section, nous nous limiterons & des homographies en-
vivant un complété projectif dans lui-méme. [1 est & noter que, 5i E est un
espace affine de dimension finie, défini par un couple [V, p), une homogra-
phie F' de B{E) n'envoie pas nécessairement E dans lui-méme, car I'image
de M £ E par F peut appartenir & E,; dans ce cas, I'image du point A
est « 4 l'infind =,

Pourtant, si f est une application affine bijective de F sur E, elle se prolonge
en une application linéaire bijective f de V' dans V° wérifiant of =
L'homographie f définie & partir de f est alors un prolongement de f; en
particulier, elle envoie E dans E ef le complémentaire de E dans P[E) dans
lai-mdme,
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Autrement dit, ce prolongement de lapplication affinef en une homogra-
phie f emvoie tout point & distance finie sur un poiot & distance fnoie, e
tout point & l'infini sur un point & 1'infini,

81 I'on se donpe une base affine 8 = (X,, ... ,X,-,) de E, alors, pour
toute homographie F' induite par un automorphisme F, il existe une matrice
inversible & dana 9, .1 (K) telles que, si un point M € £ & pour coordon-
nées baryveentrigues le vecteur-cobmne £ = YAy, ..., Ay+y ), alors son image
a pour coordonnées barycentriques le vecteur-colonne 4 £,

Lrunicite de & est en défaut : elle n'est en fait définie gu's multiplication
prés par un scalaire non oul, Pour établir Uexistence de cette matrice, chod-
siggons pour ¥ la matrice Py de F par rapport & 39, qui est aussi une base
de V. 11 suffit alors de vérifier la formule lorsgque be vecteur £ est normalisé,
et elle est triviale dans ce cas, sachant que les coordonndes baryoentriques
pormalisées dun point M de E ooiopcdent svee les composantes du vee-
teur M relativernent & o base 8,

Parmi ces expressions matricielles, & quoi reconneit-on celles qui cofres-
pondent & des applications affines T L'automorphisme F wérifie po F =
si, et seulement si, sa matrice 4y par rapport & & vérific

(L1 .. g = (1,1, ..., 1).
A noter que, au B-1.8, nous svons désipné par GL{V,¢) le groupe des
automorphismes F de V' otels que ¢ o F = . La formule qui vient d"tre

établie caractérise ces automorphismes par leurs matrices relativernent &
une base affine de E.

Comme ¢ nest pas forcément égale & $5, maks seulement & Adg, aves
A # 0, alors ¢ convient si. et seulement si, (1,1, ... 1)@ et (1,1, ...,1)
sont ligs, c'est-d-dire &, et seulement s, le veoteur (1, ..., 1) est vecteur
propre de P,

Mous ne oous appesantirons pas davantage sur les homographies ; lessentie]
eut surtout d'avorr généralisé les formules vues au I-T.1 ou au 1-9,

4.3. Extraction d'un espace affine d'un espace projectif
4.3.1. Les supplémentaires d"un sous-espace vectoriel

Cette construction, suggérde par Roched MNeIMNE, est plus abstroite ef
porTa fire rdservde & wne seconde lecture. Notre dessein et de munir d une
structure affine, dans un espace projectif, le complémentaire d un hyperplan
Cela reviend, en d'outres termes, & effectuer lo consbruchion inverse de la
complébion projechive d'un espace affine.
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Commengons par quelgues géndraliiés : nous munissons 'ensemble des siup-
plémentaires d'un sous-espace vectoriel (sivict) d'une structure affine,
Soit un espace vectoriel V' de dimension finfe, ef un sous-sspace vectorie]
W o V de V! ce sous-espace vectoriel admet an moins un supplémen-
taire (900 : considérons la surjection canonique o € 2 (V, V/W) de V dans
I'espace vectoriel quotient V/W. A tout supplémentaire W' de W dans V on
peut associer une section de o, c'est-d-dire une application s € #(V/W, V)
telle que o o 5 = Tdyw.

e 5

En effet, Kere = W, et W' est un supplémentaire de ce noyvau. Donc la
restriction de & & W' est une hijection de W' sur Imeo = V/W; nous la
noterons ey 11 suffit alors de choisic 5 = éo (oyu) ", i ¢ est Pinjection
canonique de W' dans V.

Inversement, & & est une section de o, alors W' = Im s est un supplémen-
taire de W dans E. En effet, il est immédiat que W N W = {0} et que,
pour tout = £ E, on &

r=(zr—seo(z))+seolz).

EHer o Elma

Il existe donc une bijection entre I'ensemble des supplémentaires de W
dans V et Pensemble & des sections » de o. C'est ce dernier ensemble
que nous munissons d'une structure naturelle d'espace affine modelé sur
'esprce vectoriel 2 (V/W, 7).

En effet, soit ¥ I'ensemble des applications lintaires & € 2 (V/W, V) pour
lescpuelles il existe A, € K (nécessalrement unique) tel que oos = A ldy .
Il est immédiat que ¥ est un sous-espace vectoriel de & (V/W, V)2 gt
que 'application ¢ qui & 5 € ¥ associe X, est une forme lindaire non nulle
gur ¥, du fait que W posséde an maoins un supplémentaire.

Dve cela suit que l'ensemble & des sections de o est Pespace affine défini par
le couple (¥, ®).

Mok Je cas parce que Voest de dimension Bnie Clest wrai aussi, ssns bypathéss
quant i la dimenston de V', sl W ot un hyperplan de V', ou plus généralement un sous-
espace vectorsel de codimension finie. Bl 'on & secapte » 'adome du chobx, ¢'est meme
vral quel gue soil 'espace vectoriel 1 &f son sous-mpace vectoriel W,

N D aillers, dans les constructions qui sulvent, oous considérerons essentielloment be
cas ot Woest un hyperplon de 1, Dana ee cas, VW et de dimension 1 o on & méme
T = 2V
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L'espace vectoriel Kerd, qui dirige cet espace affine, est 'ensemble des s
tels que ooa m ;i est done oaturellement isomorphe & 2{V/W. W) 8V
est de dimension finke n et W de dimension p < n, l'espace affine & est
done de dimension (n — plp. 51 W est un hyperplan, alors cette dimension
est i~ 1, et ¥ cst dooe de dimeosion n. Cetite remarque nous servira
au B-4.3.3

Cetie construction nous permet & présent de déorire la conatruchion inverae
de celle du B-4.1.

Soit V' un espace vectoriel, V l'espace projectif qui lui est associé,H un
hyperplan de V', et H 'ensemble des classes moduls r des 8léments non nuls

de H. Le complémentaire V\ H de H dans V est naturellement en bijection
aviee 'ensemble des droites vectorielles supplémentaires de H dans V.

En effet, un vecteur non nul & € V appartient & V'\ } si, et seulement si, la
droite vectorielle gqu'il engendre appartient & &Y . Deux vecteurs non nuls
d'une méme droite 0 € & ont méme classe modulo r, et deux vecteurs non
nuls appartenant d deux droites de &7 distinctes ont des classes distinctes
modulo r. 11 s'ensuit que #7 s'identifie naturellement avee V\ H.

Appelons #9 l'ensemble des droites vectorielles supplémentaires de
dans F; nous avons vu qu'il est naturellement en bijection avec & : cette bi-
jection permet donc de le munir 4 son tour canonbquement d'une structure
d'espace affine (22},

En d'autres termes, ke complémentaire dans le quotient projectif d'un es-
pece vectoriel V' do quotient projectif d'un hyperplan H de V' s'identifie
A& un cspace affine, que nous désignerons encore par &%, Le quotient V
est alors le complété projectif de #7 ot H en est I'hyperplan &
I'infini.

Ce dernier point mérite d'8tre soulignd @ nous savons done désormais, non
setletnent compléter projectrvement un espace affine, mots encore exinaire
un espace affine dun espace projectif sans perdre la mémoire, &f done 'in-
formation, de celui-ci' 2,

8i V' est de dimension finie n + 1, alors H est de dimension n et &7 de
dimension (n + 1 —njn = n. Clest bien la valeur attendue, vu le B-4.1,

Hon peut done dgalement faire de V4, 7T un espace affing, pour ls mdme rabson.

B termes scavanmts, il ¥ a dquivalence de cabdgeries anire ln cabégorie des coupbes
(Wil ot Vet un Kempace vectoriel de dimessbon finde ot o une forme lindaire son
nulle et la catiégorie des couples [V, 7, o ¥ et un K-espace projectif de dimersion
finie et H un hyperplan projectif de celubol,
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4.3.2. Faizons le point grice & deux exercices

/s

ST ST

La figure de gauche illustre un premier exerciee ; 81 V est un espace vectoriel
rie] de dimension 3 et P oun plan vectoriel, nous avons muni Uensemble
&7 des droites supplémentaires de V d'une structure de plan affine, dont
I'ezpace vectoriel associé est somorphe & F(V/F, P).

Soit alors Y et IV deux droites, supplémentaires de V, c'est-d-dire deux
points de notre cspace affine ; quel en est le milien 7

Un plan affine P, # P parafléle & P coupe D et D en deax points M
et M sl nons appelons m le milien de MM, alors m € Py et la droite
vectorielle § passant par moest un supplémentaire de P, Montroos que cest
le milien cherché (240,

On voit d'ailleurs mal gquel autre milien on surait pu avoir, mais noas
saUrons ne pas pous satisfaire pas de cette seule remarque, Considérons les
soctions £ et 5° de la surjection canonique o de V' osur V/P dont D et D' sont
les images respectives, et choisissons un &ément £ £ 0 dans V/ P, Choisir
un tel Eldment revient & cloisic une classe modulo P, c'est-&-dire une partie
de V' ode la forme =+ P, c'est-f-dire encore un hyperplan affine strictement
paralléle & F,

Onacos(f] =08 [E] =, et cela montre que &(£) et 5 [£) appartiennent
A une mitne classe module P, done & un méme hyperplan affine paralléle
4 P. Quitte & remplacer £ par un élément af, avec un scalaire a # 0 bien
choist, on peut bodjours supposer gie oot byperplan affioe est Py lui-mdme,

HiZeln établic en particulier que o dreite § ne dépend pas du choix du plan P, Le
thiardme de THaLES éablit cela ausi,
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Diés lors, on a Af = s(£), M = #(£) et donec m = %{E}. Omn en conclut

que la droite §, image de la section it v e5t bien le milieu de la paire
2

(D, I¥).

Avec s mbmes ootations, le fipure de droite nous invite & interpréter lo

bipoint Eﬁ. défini dans Pespace vectoriel dirlgeant notre espace affine,

clest-b-dire encore le vecteur de la translation qui envoie D sur [V,

Aver les notations gui nous ont servi pour le premier exercics, le lecteur est
invite & faire correspondre, grice & la bijection supro, & cette translation
Iapplication 8° = &, qui associe & £ un Eément de P et, de op fait, et une
application linéaire de VP dans P,

4.3.3. Un transport de structure

Conservons les notations des sections précédentes. Mous partons d'un es-
pace projectif V¥, quetient prejectil dun espace vectoriel de dimension fi-
nie V ; nous y choisissons un hyperplan projectif H, oit H est un hyperplan
de E, et nous 'appelons 1'hyperplan & infini de E.

Mous savons que le complémentaire de H dans V & une structure cano-
nique d'espace affine, dirigé par F(V/H, H). Nous élablissona & présent
gue espace projectf Voetle complétd projectif de £9 sonf cononiguement
izomorphes,

Par izomorphes, nous entendons qu'ils sont les images 'un de antre par
ine certaine homographie. La construction est oo qui swit.

Vi la définition du B-4.2, il va nous suffire de construire un isomorphisme
lindaire [canonique) cotre los espaces vectoriels associfs, et, icl, il sera plus
commods de définir un isomorphisme de Pespace vectoriel ¥ des applica-
tions lindaires s de V/H dans V virifiant o o 5 € Vect[Tdy g ) sur Pespace

veetoriel V',

Choisissons encore une fois un &ément non nul £ dans V/H ; & tout 5 € ¥,
on assocke e vecteur 5(£) € V, que nous notons Fis), L'application F est
bien sir linéaire, et injective : si #(£) = 0, alors & = 0 puisque £ engendre
V/H (une droite vectorielle ') Or, si n désigne la dimension de V', 'espace ¥
est aussi de dimension n'?) de sorte que I'application F' est bijective.

Enfin, méme si F dépend, & multiplication prés par un scalaire non nul, du

choix de £, I'"homographie F' qui lui est associée n'en dépend pas. Voir poar
cela une remargue faite au B-4.2,

W] p dimension de ¥ et (n—(n—1)) x (n— 1)+ L.
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4.3.4. Principe d'atilisation de ces constructions

3 un espace projectif apparait dans un probléme comme le comphété pro-
jectif d'un espace affine, alors la notion d*hyperplan 4 infini ot done celle
de point & l'infini ont un sens. Si, au contratre, nous partons d'un espace V¥,
quotient projectil d'un espace vectoriel quelconque V, alors un espace affine
de la forme & pe prend de sens quiaprés ke choiz de 'hyperplan M. Dire
qu'un point est & l'infini est alors possible, mais cette notion dépend du
cholx de H.

Dans la section B-4.10, nous verrons justement que le genre o 'une conigue
projective d'un plan projectif dépend de ses points d'intersection avee la
droite de 1'infini. 8i ce plan est le complété d'un plan affine, la droite &
I'infini est bien définie et on peut parler d'ellipse, de parabole ou d*hyperbole.
Sioon part de V comme quotient projectif d'un espace vectoriel de dimension
trois, la droite & I'infini dépend d'un choix et ees trols notions s confondent.
En d’autres termes, la notion de genre d'une conique est une notion affine
et non une notion projectine.

Il en va de méme de la notion de droites concourantes d'un plan projectif,
Comme nous 'avons va, deux droites projectives d'un plan projectif ont
toujours un point d'intersection. Si un plan projectif V est le complété
projectif d 'un plan affine, dire que deux droites sont paralidles ou concourent
a un sens, puisque 'on sait @ leur point de concours est ou non & 'infini.

5i Vensemble V' n'est défind que comme guotient projectif, cette distinction
a'estompe. On peut mettre celo 4 profit pour ramener des problémes pro-
jectifs d des problémes affines, en choisissant convenablement ['hyperplan &
Uinfini, ef cela justifie le mal que nows nous sommes donnd pour effectuer
nos constructions,

La figure sur la page de droite montre comment on peut ramener la preuve
du théoréme pénéral de DESARGUES & un probléme plus simple. L'énoncé
se décline comme il suit.

Fout deur friangles ABC et A'B'C" d'un plan projectif. Si les droites AAY,
BB et OC" concourent en un pomi M, alors les points d‘infersection des
cdtés respectifs BO N BE'C, CANC'A" et ABNA'B sont alignés.

51 on appelle a et b les deux premiers points d'intersection, il 8'agit de
montrer que ¢ € ab Choisissons la droite ab comme drodte & 'infini; il
g'agit done d'établir un cas particulier du théoréme @ &i les droites BC et
B'CY sont paralléles, ainsi que les droites ©A et O'A’, alors les droites
AR et A'IF le sont aussi. Or, c'est alors une conséquence immédiate du
théoréme de THALES,

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et de prouver la réciprogue de oo
théoréme,
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4.4, Complexification d'un espace vectoriel réel

Rappelons d'abord que, 8i ¥ est un espace vectoriel réel, on en définit le
complerifié VC comme étant le carré cartésien V2 muni des lois qui suivent :
le groupe additif est le groupe additif produit (V, +) = (V. +) et le produit
externe est donnd par

{ Cx W2 — 12
(@ +ib, (v, 03)) == (omy = bug,ove +buy ).

It est alors immédiat que V© est ainsi muni d*une structure d'espace vec-
toriel complexe (*%), On identifie alors V' & une partie de V© en associant &
tout & € V le couple [ @,0) € VT,

C'eat le méme principe que celul qui permet de construire © i partir de §;
d’silbeurs, 51 on considére B comme un espace vectoriel réel, son complexifié
RC n'est autre que C 27, Cela nous autorise & écrire désormais v + ivg
i la place du couple (vy,va), puisque (0, v} = (0 +i.1) (v2,0) pour tout
=R

Hplug ahstraitement, le produit tensoriel V@ C aurndt aussd blen fait Pafuire. Clest
méame |a meilleure Eagon d*stendre b scalaives en toute gEnéralité. Toi, nous nows spmmes
simplifié ls tdche, du fait que © est une extension finie de K.

T s'en convaine facilement si Pon & défini I8 corps © comme |e produit carbésien
R = B muni de deux lols Internes ad haoe.
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En outre, si V' et V"' sont deux espaces wectoriels réels, et f € #(V,. V"),
an définit Iapplication lingaire € entre les C-espaces vectorielsl'C et V'©

par

fHln +ive) = flw) +iflva)
pour tout vecteur vy +imy € VE.

L= propriétés fonctorielles suivantes de la complexification sont triviales & wiri-
fier,

— Hi f est lidentité de V', alors 1% est identité de VE,

- Sife F(V, V') et ge F(V'. V"), alors (go f)¥ = g% o .

Enfin, on vérifie sans difficulté gque, st V oest un espace vectoriel réel de
dimension finle n, alors V© et un espace vectoriel complexe de dimension
encore dgale 4 n. Plus précisément, si 8 est une base de V', alors 3 reste
une base de VT considéré comme C—espace vectoriel, aprés identification
de V' & une partie de VT comme supra. Nous ne la noterons done pas de
maniére différente.

En outre, si V' et V' sont deux espaces vectoriels réels de dimension finke
munis respectivement d'une base & et d'une base 8, e f £ ¥V, V),
a.lnra]amatritede_f‘:EE[W,F‘E}paImppu'tauxhumﬁetﬁ"dm
C-espaces vectoriels VC et V'© eat la mime ue celle de f par rapport aus
bases A et '

Cela illustre un intérdt essentiel de la complexification ; faire appel & un

corps de base alpfbriguement clos en altérant su minimum les propriétés
des objets renconirds,

4.5. Complexification d'un espace affine réel

Soit un espace affine réel, c'est-d-dire un espace affine défini par un couple
(Vi) oi V' oest un R-espace wectoriel, DVaprés la sectivn précédente, on
peut définir I'espace vectoriel complexe VC ot, puisque ¢ € (V. K], l'ap-
plication w© € # (V% EY). Puisque nous avons identifié RS & C et que,
trivialement, % £ 0, le conple (V©, %) définit un espace affine, complexce
celui-ci, que nous appellerons le complerifié de "espace affine réel E et
noterons naturellement ET,

L'espace affine & s'injecte naturellement dans ET : an point M € E on
associe le vecteur M 4 iy € VY, clest-d-dire, si I'onm préfére, le couple
(M,0) € VE. Clest bien un élément de E© : " (M +ily ) = p(M)+i0 = 1.
Nous pouvons donc identifier E avec une partie de ET. L encore, si F est
un espace affine réel de dimension finie n, alors EY est un espace affine



B Complétion projective et complexification 401

complexe de dimension encore égale & n. Plus précisément, si 4 est une
base affine de B, alors & reste une base de ET considéré comme C-espace
affine, aprés I'identification qui vient d'8tre opérée.

8i E et E' sont les espaces affines définis respectivement par les eouples
(Vosd et (V7 0") ot 51 f est une application affine de E dans EY, restriction &
Ede f € #(V, V") vérifiant ¢ o f = , on peut définir ()€ & 2 (VE, V)
et les propriétés fonctorielles du B-4.4 montrent que l'on s o™ o(f)° = ¢F,

En d'autres termes, la restriction f€ de ()€ & ET est & valeurs dans E'
et définit une application affine du premier vers le second.
Mutatis mulandis, on peut énoncer les propriétés fonctorielles de cette com-
plexification :

si f est I'identité de E, alors f© est 'identité de £5;
~ 5 f € AIT(E, E") et g € AH(E', E"), aors (g o )€ = g% o fC.

4.8. Complexification d'un espace quadratique réel

Soit un espace quadratique réel, cest-d-dire un espace vectorie] réel V', muni
d'une forme bilinfaire symétrique f, dont oo note g la forme quadretique
associée : pour x dans E, qix) = fiz,z). On définit alors sur V la forme
bilinéaire symétrique fC définie, pour T + iy et =’ + iy’ dans VT, par

frlz+ip e +iy') = fle,2') = floy) + Sl o) + flo2)i
Muni d'une feuille de papier et d'un stylo, on vérifie que f© est effectivement
une forme bilinésire symétrique (28 ; la forme quadratique ¢ associée A f©
est alors définie, pour z + iy € VE par

g (x + iy) = qlx) — qly) + Hfiz.p)-

Encore une fois, on wérifie que, si V' est en outre de dimension finie et muni

d'une base &, la matrice de fC par rapport 4 la base # de VT est la méme
quee celle de f par rapport & la base & de V',

4.7. Eapaces afflnes réels euclidiens

Un espace affine réel E défini par un couple (V) est dit euwclidien =
l'espace vectoriel By est de dimension finie et muni d'un produit scalaire,
noté (- | -).

Alnsi, 5 on désigne par [|-|| 1a norme euclidienne sur Ey associée & ce produit
scalaire, on fait de F un espace métrique en posant di M, N) = |MN|| poar
toit couple (M, N} de points de E.,

et la bilintarité qui demande un jou d'bcritures, Ea effet, | faat wielfler entre
sitres que FO{ALT + iy}, =’ + iy} est fgal & AfC(x + iy, ' + iy'] lorsque A et Jul-méme
de ks forme Ay + i4g.
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Il est possible d'étendre e produit scalaire supra en un produit scalaire
défimi sur V' tout entier.

Pour ce faire, choisissons une base orthonormale (e, ... ,e,) de Ey et
complétons-la en une base de V' par un vecteur e, € F % Notons
M= (€1, ... ,8n:8n41) Ia base de V ainsi obtenue. -

On remarquera que, si un M & V s'écrit sous la forme y Aey, on a
=]

Ani1 =@ M) puisque @le,) = - - = ple,) = 0 alors que ple, ) = 1.

Soit alors une ligne L = (o, ... ,0,) € B™ et un 3 & R. Soit alors la forme

bilinéaire symétrigue f dont la metrice par rapport & 59 est la matrice

symitrique !
I, 'L
.ﬁ-l(L ﬂ)
mn+1
SiM:E}.‘e.EV,anammemﬂw
i=1

S M) = 370 +2( 3 auki) dnas + B2,
c’eat-d-dire encore :-1 = .
FOMM) = 3 (% 4 aidann) 4 (5= 3 ad)a2,
fal =l

On en déduit facilement que f est un produit scalaire =i, et seulement =i,

kL]
g - Enf = 01} Poyr la suite, nous supposerons done L et 3 choisis
i=1
pour quil en soit ainsi, ce qui est toujours possible.
Résumons notre constroction @ i est towjours possible détendre, quoique
fion pas de fagon unique, le produit scalwire défini sur la direction By d'un
espace affine euclidien E en un produit scalaire défini sur le vectorialisd V
de E.

4.8. Complétion projective complexe d'un espace affine suclidisn

L'intérét des constructions de ce paragraphe est que 1'on peut les enchainer ;
partant d'un espece affine réel F, on pourra en construire le complexifié
ET puis identifier ce dernier avec une partie du complété projectif P(ET).
Mous n'aurons pas eu 'occagion de profiter de tous les svantages de cette
double construction, mais elle nous a servi implicitement lorsque nous avons

g qui est une fagon de choisic une  origine » duns E.
We lesteur savant déduirs cela des condidions de SyvivesTER portant sur bes déter-
min&nts mineurs embodtés de la matrice symétriqoe sepra.
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défing bes podnds cycligues i E est un plan affine euclidien (réel) défini par
un couple (1, ), oit ¥V est un espace vectoriel réel de dimension 3, nous
pouvens commencer par étendre & V' tout entier le produit scalaire (- | - )
défini sur Ey seulement, c'est ce qui & 6té fait dans la section précédente,
puis, 51 I'on appelle f un produit scalaire sur V' ainsi obtenn '*"), com-
plexifier I'espace quadratique (V) f) en un espace quadratique complexe
(Ve fC).

5i une base orthonormale (ey,ey) de Ey & été complétée en une hase &8
de V au moyen d'un vecteur e3 € F, une expression de C (M) = fS(M, M),
lorsgque M = f{_lﬁqn £ VT, avec bien sir des A, complexes, est

gE(M) = A} + A3 + 2oy My Ay + 2aghgdy 4 B3,

aver Ay = @S M) Cette expression résulte du fait que la matrice de f par
rapport & la base 3 reste ..

Dés lors, les points cvcliques sont les points & I'infini M du complétd pro-
jectif de ET et qui wérifient de plus ¢%(u) = 0 pour tout représentant u
de M modulo r'3), Or, puisque 'on a ¢S({M) = A3, les points cycligues
sont définis par le systéme

(Af + A5 = 0,23 = 0).
I ¥ & done deux points eveiques, T et J, de coordonnées (1,1,0) et (1, =1, 0).

Comme on le voit, cette paire de pointa ne dépendent pas du choix du
triplet de scalaires [y, 2y, §), une fois effectué le choix de ey. Les formules
de changement de base montrent que cette paire ne dépend pas non plus du
choix de ey, En revanche, ils dépendent & U'ordre prég du cheix de la base
orthonormale de Ey. Plus précisément, remplacer une telle base par une
base orthonormale définkssant la méme onentation de By, respectivenent
définissant I'orlentation opposée de By, conserve T et J, respectivement los
échange ™), ['essentiel est que I'on puisse done parler de la paire de points
eychiques en ne faisant référence qu'au plan affine euclidien E.

Au IV -3.2, nous avons eu besoln des coordonnées barveentriques des points
cycliques, relativement & un trisngle de référence ABC d'un plan affine

0m aura nott quiil dépend du choix de e 41, i ey puisque n = 2, 6t des scalaires
ay, o et @ > af + of.

30m dit d'un el vectour u qu'il est jastrope pour ke forme quadratique ¢C. Cels ne
dépend pas du choix d'un représsntant de la classe de M module v, Par extenglon, bes
directions de ces wecteurs sont dites pobropes, et taute droite de direction Botrope est
appelés une droile issirope,

33 Orismter B, c'est par définition orienter Ep. Cela ftant, orienter E ot ne considérer
que des boses orthonormales directes (o), 23] de Ey définit sans ambiguité chague point
cvelique individisellement,
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eticlidien orienté, Nous avons désormais tous les outils en main pour justifier
Iz systéme qui a ébé posé dens cette section.

Soit un tel plan orienté P, défini par un couple [V, ). On suppose que 'on
a étondu be produit scalaire de By en un produit scalaire f défind sur V, puis
défini le complété projectif de EX. Les points A, B et 7, formant une base
affine de P, continuent de former une base affine de PT, Supposons chobsie
wire base orthonormale directe (g, e2) de Ey complétée par un ez € P, Les
coordonnées des sommets du triangle sont alors respectivement de la forme
(ay,m9. 1), {by, by, 1) &t (e, 0. 1)

Les coordonnées baryoentriques du point cvelique I, qui coincident avec ses
coordonnées dans la base affine (A, B, ), sont alors le triplet (A, Az, As)

solution du systéme
Ak + Y g8 =1

e + Y 4+ epd =1

X +Y¥Y + 2 =0,
et ¢'est bien celui-ld que nous avons résolu, movennant un changement de
notations (340,

4.8, Retour sur le cercle cireonscrit ot les points cycliques

Rached MMEIMMNE & 808 intrigue, boul comme noug, par lexpression par-
ticulitrement simple de 'équation barveentrique du cercle circonserit & un
triangle ABC d'un plan euclidien, ainsi que par l'expression en nombres
complexes des coordonnées barycentriques des points cycliques. Voici son
explication Jde la chose.

MEnp effet, dans ln sectlon mentlonnde, ks coordonnées des sommets du trianghe sont
reprisentées par des complexes z,, 7y et 2. Cela revient & écrire 2, = ai + 10z, eto
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Supposons un plan affine euclidien £, défini par un couple (V, ) ; la direc-
tion En de E est munie d'un produit scalaire, et nous désignerons par || - ||
s norme euclidienne associée & oo produit scalaire, Alnsi, si M et & sont
deux points de E, la distance M N n'est autre que iiﬁll.

Soit & présent un triangle ABC non aplati dans E; nous lui associons la
base (A, B, ) de V, voir au B-2, que nous pouvons considérer également
comme une base affine de E,

Puisque le cercle circonserit ' & ABC est une conique circonscrite & op
trimngle, il existe une forme quadratique &, de forme polaire &, telle que
2{M) = 0 soit I'équation barycentrigue de T, Puisque @ A4) = 2(H) =
() m 0, nous savons que 2 est de la forme

M— (M) =pyz + gzz +rxy,

i {x,y, z) désignent les composantes du vecteur W considérd comme £18-
ment de V',

Diésignons par @ e cone isotrope de 2, défini par I'équation 2 (M) = 0,
Puisque I' = & M £ et que T est un cercle, la restriction @' de @ & E; est
proportionoelle s produit sealaire de By, Comme 2 nlest définie qu'd un
scalaire multiplicatif non nul pris, nous pouvons supposer que 2 coincide
avec ce produit scalaire,

Puiuqueﬂrf'- ' = B € Ep, nous avons donc (0 — B) = BO?, carré de
longueur de ofté que nous avons noté a®. Or,

a* = @({C — B) = 2(C) - 28(C, B) + #(B) = ~29(C,B) = —p
De méme, on obtient ¥ = —g et & = —r. Ainsi, 'dquation barycentrique
de T est bien, au facteur multiplicatif —1 pres, o*Y 2 + PZX + XY =0

Déduisons-en & présent les coordonnées baryoentriques des points cycliques.
Comme sy B=4.8, nous ploogeons le plan E dans le complété projec-
tif P(ET). Appartenant & la fois & la droite 4 Vinfini et au cercle I, les
points cycliques de F oot des coordonmées haryeentriques satisfaisant le
systdéme S subvant ;

Y Z+REZX +AXY =0

X+Y+ 2 = 0.

Mous pouvons tenter de le résoudre par substitution : nous reportons 5 =
—X — Y dans la premidre équation et obtenons la condition nécessaire

BX? 4 (a? + 57 = A)XY + V2 =10,

Si nous la considérons comme une éguation du second degré en X, elle
admet pour déterminant le scalaire A = ({a® 4+ B = &) = flu’b’}]l’z.

=f
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Le terme 4 se factorise & souhait :
dm —lat+btclibrc—alicta=bllat+b=c),

et Lo positivité des quatre parenthéses confirine que § < 0; trouver des
coordonniées baryoentriques réelles efit 4t& surprenant.
a+b+e

Mous pouvons voir en § une expression connue : i l'on pose p =

on obtient & = —16p(p — a)(p — b)(p — ¢), c'est-d-dire § = —1657, on §
désigne 'aire du triengle ABC. vu la formule de HERON.

Pourtant, que I'on laisse I'expression o + ¥ — @ telle quelle ou qu'on la
remplace par la valeur Euhmnff’, e caleul ne livre pas une formule agréable
poiir les coordonnées baryeentrigues des points cycliques, Elles confirment
en revanche que, 6 les coordonnées barycentriques d'un des points eveliques
sont (x, y, ). alors d'une part zyz ¢ 0 et d'autre part celles de I"autre point
cycliques sont (¥, 7, T).

Cette remarque peut nous permetire d'envisager le caleul différemment :
en gardant cette notation, on a les égalitds a®yz + MPzx + Fxy = 0 et
a*§% + b*IT 4 T = 0, de sorte que le triplet a® b, c* est solution du
svstéme linéaire en (A, o, v)

Ayz 4 pzz +wzy = 0
AJE + pIT + vEj = 0.
Le triplet (X, g, 07) est done proportionnel &

(Fx(Fz — Zy), GwlFx — 22), T=(Fy — T)) .

Or, puisque £+ v+ z = 0, on a I'égalité §z — Ty = Iz —Fz = Ty — Fr. Etant
solution du systéme supra, le triplet (o 0 %) est aussi proportionnel &
(%, fy, ¥z). En d'antres termes, si on identifie le plan E avec C, ce que nous
avons fait déjd & plusicurs reprises, et que "on introduise les affixes 2., 2
et z, des points A, B et 7, alors on apﬁrmmpleﬂ:{r: ) ® (x5 —x)
et I'on obtient les formules

Tz m [z — zp) % (2. — )

Ty = (zq — 2) = (25 = 2]

Fr={zp— 2a) * (28 — 2a),
o2 qui puggére fortement comme coordonnées baryeentriques des points
cycliquies le triplet

(=, 2) = (2 = 20,20 = T, 2p — 2a)

abnsl que son conjugud, 11 ne reste plus qu's virifler qu'ils satisfont bien &,
oo qui est alors immédiat.
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4.10. Coniques affines et conigues projectives

Nous partons d'un plan projectil 1, quotient d'un vectoriel V' de dimen-
sion 3 sur un corps commutatif infind K, c'est-d-dire de 'un des corps B
ou © dans la pratique’™),

81 g est une forme quadratique sur V', nous pouvons lui associer son cine
isotrope ), ensemble des vecteurs £ € V' isotropes de g, c'est-d-dire tels
que glx) = 0.

Mous remarquons que, 51 .z € V oest un vecteur sotrope de g, alors tout
vecteur colinéaire & x est également isotrope. Cela permet de définir le
quotient projectif de C, que nous noterons O ainsi qu'il suit : O est
Vensemble des classes d'équivalence des vecteurs isotropes non nuls de g, la
relation d"équivalence étant la relation r définie ag B-4.1.

Par construction, Oy est une partic de V, et elle est vide si, et seulement
si, ¢ n'admet que lo vecteur nul comme vecteur isotrope. Cela se produit
par exemple lorsque K = B et que g est définie positive, oo définie né-
gative. En revanche, cela ne peut se produire lorsque le corps de base est
algébriguement clos pulsque dim{V) > 1.

Nous définissons alors une conigque projective comme étant une partie quel-
congue de V' définie par ce moyen, y compris la partie vide. Par abus de
langage nous dirons encore que cette conique admet I'équation gix) = 0
Le but de cette section n'est pas de mettre Uaccent sur une énigme clossifica-
tion des condgues, fussent-clles projechives, mots un refour sur les construc-
tions de complétion et d'exfraction portant sur les espaces affines. Lo méme
chage vaut & présent pour les conigues.

Mous nous plagons ic dans le cadre de plans, affines ou projectifz, Rappelons
qu'un polynéme P & K[X, ¥, 2] est homogéne s'il existe un entier naturel n
(nécessairement unique) tel que, dans K[X, ¥, Z, T, on ait 1'égalité

PiTX,TY,TZ)=T"PX,Y,Z).
Llentier n s"appelle alors ke degrd d homogénditd du polyndme P,

Soit un plan affine E, défini par un couple (V, ) oi dim (V) = 3, et soit
une base affine & = (A, B,C) de E. L'équation barycentrigue générale
d'une conigue ¥ relatbvement & S8 est de la forme IHX, ¥, 20 = 0, avec [T
polyndme homogéne de degré 2 de la forme

X, Y, Z)=aX? + 2bXY +c¥? 4 2dX 2 4+ 2V Z + f2°
ol Je sextuplet (a, b, e, d, ¢, ) n'est pas nul, En dehors de cette annexe, nous

3 Parce que nous Faisons de la Géométrie! Désormals, on & également comprls 'appart
des coniques ou des cubigues définies sur des corps finis &n matiére de cryptographie.
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avons surtout traité de coniques circonscrites, pour lesguelles les coethcients
des termes carrés sont ouls, c'est-d-dire g = ¢ = f = (. Ici, nous ne nous
restreindrons pas & ce cas,

Soit maintenant un vecteur W # 0 dans V', et un scalaire A # 0; du
fait de I'homogénéité de I1, on a [ ') = 0 = M{A%") = 0. De
ce fait, on peut définir le complété projectif # de la conique (affine) #
comme étant ensemble des M € V tels que TI( %) =0, ot %" # 0 est un
représentant quelcongue de la classe de M, moduls r. Puisque I1 est une
forme quadratique, c'est bien une conique projective que on obtient par
of Moyen,

Bien entendu, aprés identification de E & une partie de v, il apparait gue
® = @ nE. Plus pricisément, le complémentaire de ¥ dans F n'est
gutre que & 0 Pl Ey), clest-b-dire 'ensemble des points de & qui sont &
linfini '**! | points que I'on appelle ks points 4 Uinfini de la conique.

L'équation barveentrique de la droite & U'infini est X + ¥ + 2 = 0. Dans les
chapitres I & IV, nous avons en particulier classifié les genres des coniques
auy moven de leurs poiots & Uinfind {sans toutefols distinguer axiomabique-
ment les notions affines des notions projectives) ‘37!, Une conique projective
réelle est une ellipse, une parabole ou une hyperbole selon qu'elle posséde,
respectivement, o, un ou deux points & 'infini, Dans le cas d'une para-
bole, il ¥ & méme contact de la conique avec la droite 4 IMinfini, le point de
contact &tant dans la direction de Uaxe de celle-ci, Daos le cas d'une hy-
perbole, les deux points & infini dirigent les asymptotes de la courbe (380,

51 un plan affine euclidien est rapporté & une base affioe, of qu'une co-
nique ¥ soit définie par une Squation barveentrique comme suprg, DoUs
pouvons plonger ce plan dans un plan projectif complere, puis considérer
la conkque projective complexe d'éuation [NX, Y, £} = 0. La distinction
entre ellipse et hyperbole 8'efface alors | une conigue peul avolr deux poiots
distinets & I'infini (c'est alors une conique A4 centre) ou un point double
{c'est alors une parabole).

A noter que nous avons distingué les cereles du plan enclidien par le fait que
leur complété projectif complexe passe par les points cycliques, et les fy-
perbodes dpeilatéres du plan cuclidien par ke fait gue leur complété projectif
complexe posséde les points cvellgues comme paire de poinls conjugués.

By que B est un plon affine, Phyperplan 4 infind est une droide projeciive. Cest o
que nows avons toujours mentionnd dans bes chapitres T & TW.

8TMous recvoyons Je lecteur & ces chapibres, d'autant plus que la restriction & des
comigues ciroonscrites a grandement simplifié Lo discussion.

3800 peut bien entendu définir les directions asympiotiguss d'une conique, ou plus gé
néralement d*une coarbe algéhrique définie par une équation barycemtriqgue polynomiale
homogine TILX, ¥, Z) = [, comms: les directions des points & V'infini de 1ln courbe.
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I nous reste & détailler la construction inverss © nous partons d une conigque
projective ® d'squation g(x) = 0 dans un plan projectif V. Ensuite, nous
choisissons une droite projective ﬁ, un hyperplan projectif done. Le com-
plémentaire de D dans V est un espace affine E, et % M E est une conique
(affine} de E. Ici encore, l'intérét de la manipulation réside en la latitude

de choix de la droite D, que 'on peut placer en fonction de la situation

rencontrée, Par exemple, daps le cas d'un plan projectifl réel, choisic D
tangentel ™) 4 & fait de # N E une parabole si % est une conique propre.

Remarque 1. Au lieu de considérer I'équation baryeentrigque dune conigque
relativement & une base affine, nows aurions pu en considérer yne Souation
cartésienne. Avec les mémes notations, elle et éeé de la forme

PIX.Y) = AX* = 2BXY + CY* + 2DX + 2EY + F =10

Hemontons & V lulb-méme : puisque @{A) = [H] ) 1, cetto
fquation montre gque ¥ est Uintersection de F, o'est-d-dire du plan affine
d'équation cartégienne £ = 1, avec le cioe d'équation cartésienne

AX? o BXY + OY 4 2DXZ +2EYEZ+ FZ2 =1).

Ce que nous venons de faire s'appelle homogéndizer le polynime P ; ["uti-
lisation de coordonnécs baryeentriques nous en avait toujours dispensé.
Toutefois, une fois cela fait, la construction de la conigue complétés pro-
jectivement s'effectue de la méme maniére,

Hemargue 2. Complexifier une conique ne pose pas de probléme i au choix
d'une base affine, car un polyndme homogéne de degre 2 st une forme quadra-
tigue et nous savons donc le complexdfier, On pout tout de méme définir une
application pelynomiale sur un espace vectoriel eéel Vet & valeurs dans B sans
e riférer & une base, voir [6] oo [14], et la complexifier de maniére intrinséque,
Remarque 3. Dans ce gui précéds, nows avons considénd ane confgue projective
complétant une conique affine. On peut aussl partir directement d'un espace
projectif i'-’, quotient projectif d'un espace vectoriel V) et une conigque F difinie
par une dquation gf 2} = 0, ob g est une forme quadratique sur V. Dans ces
conditions, il n'y a plus de droite & Vinfini définie intrinséguement. et la notion
de genre d'une conigque disparait complétement. On ne peut plus distinguer que
le2 conbgques non digendrdes ot les coniques dégindrdes,

4.11. A quoi bon

Dians les sections précédentes, nous avons fait en sorte qu'un espace quadra-
tigue réel V¥ se complexifie en un espace guadratique complexe, 'est-i-dire

ik fois que [x potion de mm!-u:t a été ditfinie de Eugon ralsconable dans un espace
projectif,
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que nous avons construit sur VT une forme quadratique, alors que la pos-
sibilité de construire une forme quadratique hermitienne n'#ait pas a
négliger.

Or, c'est hien la définition retenue gui présente tous les avantages. En
premier liew, la forme ¢& que nous avons construite reste une application
polynomiale entre les espaces vectoriels complexes V© et C. Il n'en aurait
pas &té de méme d'une forme hermitlenne, Dans tout cet ouvrage, ce sont
bien les polyndmes qui nous ont rendu le plug de services. Au V-2, nous
avons bien introduit des équations de droites sons la forme non polynomiale
Az 4+ Az + B = 0, ou des équations de cercles sous une forme analogue,
mals nous o'evions pas abandonné B comme corps de base @ il s'agissait
bien de polyndmes (en = et ), en dépit des apparences,

En outre, 8i nous avions cherché & complexifier le produit scalaire, en par-
ticulier défini positif, d'un espace vectoriel euclidien an moyen d'un pro-
duit scalaire hermitien défini positif, nous n'aurions pas crouvé dans 1C de
droites sotropes, et encore moins de points cycliques dans 'espace projectif
asgocih.
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Notations

Ensembles remarquables

i immi o iemeimm it emrmaimaarnma s - Corps des nombres complezoes
HalThoooo o Groupe des hbamographies de La droite complexe
T Complété projectif de la drodte comples O
L Comphété projectif du plan cornplexe C2
1 T . Compliété projectif d'un plan affine réel
T Espace projectif réel de dimension 3
o Complété projectif d'un sspace vectoriel
2 Groupe des homographies stabilisant T
B e e e . Corps des nombres rbals
L Lz cercle unité de O
Dansun triangle

..E. f‘r.ﬁ ................................................... Les angles du triangle
L e Le centre de gravité, ou isobaryeentre
LT T Laes milleux des oblbés
e areaarre i raa e L'orthocentre
F T v T - Les picds des hanteurs
T e e e e et ee i eeeiaeaeeaan L'orthocentre
e e e e Le centre du cercle inserit
P T L= contres des cercles exinscrits
T Lex points cvcliques
B i er e e e e eaas Le point de LEMoing, wair index
T Les points de Lucas du triangle, volr IMindes
B Lo point de FERMAT-ToRmICELLL, voir Mindex

Fonctions et applications

(2 wheeiinn Produit scalaire des vecteurs ¢ et d'un plan veetoriel euclidien
[=4] corenis Produit mixte des vecteurs = et y d'un plan vectoriel euclidien orbenté
T 1 S La tangente et la cotangente de |'angle o "0

W Notations que nous persistons & peifier & an el eotan, qui sont de contestables
alignemsents sur des notations lmportées de |'Stranger,
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Actiom simplement transitive, Z37,
369, 469
Alternative
de PorcELET, 384
de STEMER, J6T
Antihomographie, 2387, 362
Application affine, 464
HAxe
d'EULER, 3, 391, 363, 444
orthigue, 83, 8T, 136
radical, 81
radical d"un faiscean, 342

Rarycentre, 7, 475
Pase affine, 473
Bipoint, 463
Birapport, 0, 238, 261, 26%, 271, 276,
277,281, 282, 288, 294, 205,
309, 357, 382
Groupe du, 273, 305

Casrr, 37, 107, 110, 114, 169
Caractiristique
d'un corps, 276
Polynoese, 27, 20, 192, 194, 278
Conitre
de gravite | 6, 20, 40, 93, 123,
131, 136, 350
du cercle circonscrit, 41, 43, 117,
144, 145, 171, 1E2, 391, 4348,
443
radical, 286, 338, 3609, 395, 401
Clarele
d’ ApoLLanins, 240, BT, H6E,
283, 342, 387
d"EuLer, M, 32, 82, 84, L0,
116, 117, 166, 170, 171, 182,
185, 18T, 194, 227, 232 300,
388, 408-410
e rayon nul, 314
résel, 314
aans polnt réel, 314

Cercle-droite, 313
Clereles orthogonaax, 319
Cévienne (droite), 24, 26, 127, 149
Complité projectif, 479
de T, X5
Complexe
Affixe d'us, T3]
Image d'wm, 221
Complexifis
d'un espace affine, 490
d'un espace quadratigue, 491
d"un espace vectoriel, 450
Cfme imokrope, 497
Comigue, 51
Asymptote dune, TO
Centre d "woe, 5%
circonscrite, 51, &0, 63, 90, 123,
130
diginérés, 5l
des newf points, 168
équation bifocale, 367
Genre d une, 63
inserite, 144, 30, BT, 432, 440
passant par cing points, 52
Points conjugua, 65
Polaire d*un point, 66
Pole d'une drodte, 66
projective, 49T
Tangente & une, 63
Conique harmoniguement
circonserite, 457
inscrite, 457
Coniques
bitangentes, 174
osculatrices, 174, 191
surosculatriees, 174, 191
Conservation des baryoontres, 476
Clonstruction i la régle et au compas,
Lo, 1O, 117-11%9, 121, 134,
174, 230, 355
Coordonmbes baryeentriques, B, 477
normalisées, 8, 477



Courbe cyclotdabe, 105
Cublgue
cireulaire, 211, 383
courbe, 18, 210
elliptique, 215
focale, 215
Tangentiel d"uo point d'ane, 213

Diensité algébrigue, 96
[riamétre
conjuge, T4
d'une conique, T4
Dhrections conjuguées, T6
Triscrieninant, 63, TO, 71, 74, 130, 142,
278, 289, 305307, 321, 355,
411,413
Diroite
affine, 462
Dﬁ"-’i.ﬂ'l:lll&. 2“1; 25-. 12?1 149
d'Evees, voir Axe d'EVLER
e NEwTON, 212, 424, 4358
e Brmzom, 104
de 3TEINER, 232
duale, 135, 420
Diepite-point & U'infind, 318, 337, 341,
347, 364, 402
Duaalitd, 136, 420

Ellipes de STEINER, 208

inscrite, 208
Enveloppe (de droites, cercles), 50,

105, 106, 232, 299, 372

Equation baryeentrique, 15, 478
Equation formelle, 312
Fapace

affine euclidien, 451

alfine, 461

projectil, 479

Fuiscean de cercles
4 points de base, 344
i points de PoNceLeT, 342
i points-limites, 342
concentrigues, 31
tangents, 343

Faisceau orthogonal, 346

INDEX

Falsceaux de conbgues
linéaires, 165
tangentiels, 436
Foaction symédrigue, 152, I, 231,
207, 304
Forme quadratique fondamentale,
a4
Foyer singulier, 215
Frartion rationnells, 248, 2963, 275
FREGIER
Involution de, 239
Foint de, 172, 180, 384

Giroupe
affine, 4467
de Mépius, 28T
des homographies, 238, 482
des similitudes, 36
projectif, 483

Harmonigue
Conjugaison, 65
Comjugaé, 69
DHvision, GO
Cundrangle, 282
Sextangle, 265
Hermitlenne (Forme, Matrice), 325,
5y
Homographie, 35, 216, 289, 362, 442
Homologie harmonigue, 35
Homothéties
Homothéties-translations, 28
Hyperbole de KierERT, 254
Hyperbole équilatere, T2, 114, 152,
155, 16T, 154, 172, 174, 2,
434, 445, 448
Hyperplan & I"infini, 480
Hypocycloide de STEmNER, 104, 232

Tddén] homogénse, 57
Identité d'Evnen, 420
Inverse

isogonal, 141

isotomigque, 121
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Inversion
harmonigue, 34
analytigue, 245
geométrique, 245, 377
isogonale, 141, 211
motombgue, 121
Involution quadratique, 201
Isobarycentre, §, 40
Isotrope
Céne, 290, 317, 392
Dirndte, 215, 493
Vectewr, 317, 320

Orhite
&quiharmoniguee, 274
barmonigue, 374
singulidre, 307
Orthocentre, 6,34, 42, 84, 93, 116,
117, 152,171, 182, 203, 224,
227,298, 333, 345, 388, 343,
A0, 444
Orthogomanx
Cercles, 319
Crrthologie, 251, 268

Paraboloide elliptiques, 317, 345
Man affine, 462
Point

A distance finie, 480

A l'infind, 480

de FERMAT-TORRICELLL, E51

de FEUERBACH, 197

de GERGONNE, 433

de LEvoaxe, 13, 100, 147

de NAPOLEON, 254

duzal, 139, 429
Point constructible, 118
Points cycligquea, 211, 223, 493
Points de Lucas, 146, 208
Polakre triangulaire, 134
Palynime caractéristiqoe, 27, 29,

142, 194, 278

Polyndme homogene, 15, 407

Degré d'un, 15, 457
Probléme de Didos, 119
ProLEMEE

Formule de, 246

a0y

Puissance
d'un point par rapport & un
cercle, 100, 332, 353, 537,
365, TT0, 308, 401, 443, 452
d'une ioversion, 245
exctérieure, 428

Quadrangle
dquiharmonique, 294
harmonique, 28%
Cruadrilatére orthocemtrique, 171
Cuadrilatére complet, 446
Quadrique, 317, 328, 345, 348, 393

Hebroussement (Point, Tangente de),
104, 106, 109, 119, 300, 426

Regsére affine, 473

Réseny de cercles-droites, 315, 365,
3., 401

Sextanghe harmonigue, 285, 288, 202
Sigmatuwre, 5, 5, 56, 85, 293, 3156, 320,
321, 323, 328, 346, 361, 164,
401, 411, 430, 431
Sous—espace alfine, 462
engendrd par une partie, 463
Equations d'un, 474
STEINER
Alternative de, 365
Dirpite de, 232
Ellipse circonscrite de, 123
Ellipss inscribe de, 170
Hypooycloide de, 104, 232
Point de, 123
Porisme de, 376
Symédiane, 147
Systdme de points massigques, 475

Theéoréme
de BRIANCHON, 429
de CARNOT, 96
de Cewva, 26
de FEUERBACH, 191
de MENELADS, 24
de PascaL, £, 157, 232, 242,
425
de WiTT, 342
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Trace d'une matrice, 200, 202 457
Translation, 467
Triangle
acutangle 42 87
autopolaire, 133
antopolaire commun, 188
Cenires modynamiques, 248,
206, 38T
de référence, 7
fondamental, 7
midian, 33
obtusangle, 87, 452
prledin, 4
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1ounoyy 3 aboajn — HoN avajqoy

La lecture des programmes de mathématiques de nos lvodes et colléges, vaire
de nos universités, pourrait laisser penser gue la Géométrie est sur le déclin, Ce
livre prouve brillamment qu'il n'en est ren. La « Géométrie des Grecs = est au
contraire toujours aussi resplendissante, 5i « géométre = a certes cessé d'étre
synonyme de « mathématicien = la Géométrie reste plus que jamais la discipline
reine des mathématigues, et la chronique rovale gue nous en donne ic
Jean-Denis Eiden montre qu'elle n'est pas prés d'abdigquer. Source iremplagable
pour intuition scientifigue, la Géométrie a su préserver I'héritage faconné par
ses maitres d'oeuvre, de Antiquité & nos jours, tout en s'enrichissant des apparts
de 'Algébre et de I'Anabyse, Qui dit géomeétrie dit bien sir figures, et le lecteur ne
pourra qu'étre fascing par celles dont ces pages sont parsemees. Réalisdes avec
les outils trés puissants que nous offre 'infarmatique, elles contribuent a montrer
combien vaine serait lidée de réduire la géométrie a de algébre, si raffinée
soit-elle, Pour nous emmener 3 la conquéte des droites, des triangles, des cercles,
des conigques, l'auteur n'exige de nous que I'équipement minimal. Les concepts
indispensables sont introdults au fur et & mesure, sans recherche gratuite de
généralité. Les approfondissements ne sont suggérés qu'en seconde lecture, et
seulemnent sils permettent de donner 3 une notion un nouvel dclairage ou
d'illustrer un principe général important.

Avec riqueur et clarté, dans une langue impeccable qu'il manie avec un grand
talent, Jean-Denis Eiden s'adresse évidemment avant toul aux amoureux de la
geométrie, mais aussi & beaucoup de ceux qui ne le seraient pas encare. .. Son
livre sera trés utile aux étudiants de Licence, ainsi qu'aux candidats au CAPES ou
4 lagrégation, qui ¥ trouveront matiére & donner de la chair & des lecons de
géamétrie, ou A illustrer des legons d'algébre avec des applications originales.

Ancien éléve de FENS de Saint-Cloud et agrégé de mathématiques, Jean-Denis
Eiden est professeur de Mathématigues Spéciales (MP*) au lycée Fabert & Metz.




