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PRÉFACE

epuis 1996, 500 jeux et problèmes mathématiques ont été publiés dans
__

Le Monde », semaine après semaine, et plusieurs ouvrages ont paru, rassem¬

blant à la fois les problèmes, les solutions, et les principales idées novatrices émises

par les nombreux et fidèles lecteurs qui nous écrivent régulièrement depuis plus de

dix ans, et que nous remercions chaleureusement.

D:

Nous sommes heureux de publier aujourd’hui « L’intégrale » de ces 500 premiers
problèmes, que beaucoup de lecteurs appelaient de leurs vœux.

Nous vous en souhaitons un usage fructueux et durable.
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Tous ces ouvrages, y compris le coffret,peuvent être commandés chez votre libraire.
Ils sont également disponibles à l'Espace Tangente (80 bd Saint-Michel à Paris) ou sur

www.poleditions.com
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AFFAIRE DE LOGIQUE

1. Le tableau autoréférent

Problème n°3 du 04-02-97

Dans ce cadre,

il y a ... fois le chiffre 4 en dehors de cette ligne 1

il y a ... fois le chiffre 3 en dehors de cette ligne 2

il y a ... fois le chiffre 2 en dehors de cette ligne 3

il y a ... fois le chiffre 1 en dehors de cette ligne 4

Remplissez les blancs à l’aide d'un chiffre de sorte que toutes les affirmations
soient vraies.

2. Histoires de familles

Problème n°8 du 11-03-97

TÿVans l'archipel Désaccord, la population ne porte que l'un des deux noms de
famille :Duvrai et Dufaux.Une tradition ancestrale veut qu'unDuvrai ne mente

jamais tandis qu'un Dufaux ne dira jamais la vérité. Un navigateur naufragé, qui se

retrouve dans cet archipel, rencontre trois jeunes indigènes. Connaissant la particu¬
larité de ces îles, il demande à ses interlocuteurs leurs noms de famille. Voici les
réponses qu'il obtient :

Eric : «Les deux autres se nomment Dufaux.»
Marie : «Deux exactement parmi nous s'appellent Dufaux.»
Stéphane : «Un seul d'entre nous a pour nom Dufaux.»

Quels sont les noms defamille des trois jeunes gens ?
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L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE» 301- 500

3. Le sac de lettres
Problème n°13 du 15-04-97

Tl reste encore pas mal de lettres dans le

Alesquelles), et vous devez faire votre choix.

•Pour être sûr d'avoir 2 voyelles,il faudrait tirer 10 lettres ou plus.

•Pour être sûr d'avoir 2 consonnes, il faudrait en tirer au moins 12.

•Pour être sûr d'avoir 2 «A»,il faudrait en tirer au moins 16.

•Pour être sûr d'avoir un «A» et un «S»,il faut également en tirer 16 ou plus.

sac du scrabble (vous savez exactement

Quelle est la composition du sac:en consonnes ?

En voyelles ?En «A» ?En «S» ?

4. La table polyglotte
Problème n°18 du 20-05-97

n dîner réunit huit personnes de nationalités différentes. Voici les langues

qu'elles parlent :

Ann : anglais, français, portugais.
Biba : anglais, portugais, russe.

Charles : anglais, russe.

Dimitri : anglais, allemand, portugais, russe.

Evita : allemand, espagnol, néerlandais.

Frédéric : français, espagnol, néerlandais.

Gunther : allemand, italien.
Helena : espagnol, italien.

U
A

Complétez les cartons indiquant l'initiale des convives autour de la table ronde

de sorte que:

- chaque convivepuisse converser avec chacun de ses deux voisins autrement

quepar signes;

-ily ait alternance entre les hommes et lesfemmes.
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AFFAIRE DE LOGIQUE

5. Le champ de mines
Problème n°23 du 24-06-97

2 2 2 3 2T 7oici le plan d'un champ miné.Il est subdivisé

V en 64 cases qui sont les zones susceptibles de 3 3 3 2 4 2

contenir une mine. Un détecteur ingénieux permet

d'inscrire sur chacune des zones du plan le nombre

de mines qui l'entourent, parmi toutes les zones en

contact (même par un simple sommet).Mais ce

détecteur ne comptabilise pas l'éventuelle mine de

la zone elle-même.

Ainsi, 2 des 3 voisines de la zone située en haut à

gauche sont minées.

Pour une zone intérieure, le détecteur totalise les
contact.

2 22 4 4 5 5

43 2 2

2 2 3 4 6 4 5 2

3 5 3 2 2 3

2 5 2 5 4 3 3 2

1 4 1 3 0 1 0

zones minées parmi les 8 en

Hachurez sur leplan les zones minées

6. Le tournoi de tennis

Problème n°28 du 29-07-97

1T Tn tournoi de tennis oppose quatre joueurs,

Uqui se rencontrent tous mutuellement une

fois. A l'issue du tournoi, on attribue les points
suivants à chaque match :

-Le perdant ne marque aucun point.
-Le gagnant marque autant de points que le

perdant remporte de victoires dans le tournoi.

Anne perd le premier match contre Bruno, mais remporte néanmoins le tournoi en

terminant seule en tête. Daniel est bon dernier.

Imiii Total

Anne

Bruno

Caroline

HDaniel

Reconstituez le résultat des rencontres en remplissant le tableau ci-dessus.

Sur la ligne de chaque joueur, vous ferez apparaître le nombre de points qu'il a

marqués contre chacun des autres.
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7. Bronzer idiot
Problème n°33 du 02-09-97

Quatre excursions culturelles sont proposées à cent vacanciers qui coulent de pai¬
sibles heures de plage dans un hôtel de Grèce.

49 personnes s'inscrivent pour Thèbes, 42 pour Rhodes, 35 pour Athènes et 30 pour

Delphes. Si le total excède 100, c'est que 24 courageux ont pris une optionpour deux

excursions, 10 autres se sont inscrits pour trois excursions, et il se trouve même en

plus quelques acharnés pour faire les quatre circuits. Bien sûr,il y en a comme tou¬

jours qui restent à bronzer idiots sans faire la moindre excursion, mais ils se comp¬

tent sur les doigts de la main.

Combien sont-ils ?

8. Les jumeaux muets

Problème n°38 du 07-10-97

Vous venez de participer aux éliminatoires d'un concours de logique. Parmi les
arbitres, figurent les jumeaux Veris et Factis,qui se ressemblent tellement qu'ils

sont indiscernables.Lepremier dit toujours la vérité, tandis que le second ne sait que
mentir.Facétieux,les deux jumeaux affectent de ne pas parler et se sont forgé un lan¬

gage de gestes auquel personne ne comprend goutte. Tout juste sait-on qu'ils disent

«oui» et «non» en levant un des bras, et encore ignore-t-on le bras qui signifie
«oui» et celui qui signifie «non».

•Vous rencontrez un des jumeaux. Vous voulez savoir s'il est Veris ou s'il est Factis.

Quelle question luiposez-vous ?

•Vous rencontrez un des jumeaux. Vous voulez lui faire lever le bras droit.

Quelle question luiposez-vous ?

•Vous rencontrez un des jumeaux. Vous voulez savoir si vous êtes qualifié.

Quelle question luiposez-vous ?
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AFFAIRE DE LOGIQUE

9. Les nombres secrets

Problème n°43 du 11-11-97

eux candidats s'affrontent lors du jeu télévisé : «Les nombres secrets».

L'animateur précise que les nombres secrets sont deux entiers (le premier est

strictement plus petit que le deuxième) compris entre 1et 7.Le but des candidats est

de les deviner.

«Je calcule le double du premier que j'ajoute au triple du second, j'écris le résultat
sur ce morceau de papier, et je vous le confie, monsieur Léonhardt».

Puis, se tournant vers le deuxième candidat :

«Je calcule le double du second que j'ajoute au triple du premier, j'écris le résultat
sur ce deuxième morceau de papier, et je vous le confie, monsieur Biaise». Puis,

s'adressant aux deux : «Vous n’avez droit qu’à une réponse, et vous avez une minu¬

te pour me la donner, par écrit, naturellement».
Les deux candidats, qui sont de bons matheux mais pas forcément de bons stratèges,

griffonnent quelques calculs. Puis chacun rend une feuille de résultat à l'animateur,
qui les dépouille, et s'écrie : «Les deux réponses sont fausses.»

D

Quels sont les deux nombres secrets ?

10. Soirée mondaine

Problème n°48 du 16-12-97

ors de cette soirée mondaine qui rassemble vingt-six invités triés sur le volet,

Aline s'ennuie à mourir : elle ne connaît guère qu'une personne. Le deuxième

invité, Bruno, est à peine mieux loti : il n'a déjà rencontré que deux des présents.
Caroline, un peu plus heureuse, en connaît trois. Quatre des convives sont familiers

à Dimitri. Eliane, la cinquième invitée, connaît cinq personnes, Fabrice six, et ainsi

de suite, chaque invité connaissant un convive de plus que le précédent jusqu'à
Yvonne, vingt-cinquième invitée, qui, elle, tutoie carrément tout le monde.

L

Mais combien donc depersonnes connaît Zinedine, le vingt-sixième invité ?

Pour vous aider : si l'individu X connaît l'individu Y, alors Y connaît X.
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11. Comme chat et chien

Problème n°67 du 28-04-98

rT'ous les chats du quartier mangent dans le plat de mon chien. Aucun chat roux ne

-L peut être autrement que rusé. Le chat Bichou n'a jamais eu de panier.
Les compagnons d'errance de mon chien aiment tous les os à moelle.

Seuls les chats du quartier sont rusés.
Seuls ses compagnons d'errance mangent dans le plat de mon chien.

Les chats qui ne sont pas roux ont tous un panier.

Bichou aime-t-il les os à moelle ?

12.Iln'y a que médaille qui m'aille
Problème n°57 du 17-02-98

Alexandre, Brigitte, Daniel, Charles, et Emilie sont les cinq lauréats d'un

concours très médiatisé. Tandis que les deux femmes sont restées chez elles, les

trois hommes se sont donné rendez-vous chez Alexandre pour écouter le palmarès à

la télévision. Chacun sait qu'il doit être décerné une médaille d'or, deux médailles

d'argent et deux médailles de bronze, mais le secret a été gardé jusqu'au dernier

moment quant à savoir qui obtient quoi.

Alexandre rentre chez lui en retard et manque l'annonce de sa propre médaille et de

celle de Brigitte, car le présentateur a adopté l'ordre alphabétique : prénom, type de

médaille. Charles le rejoint quelques instants plus tard, alors que la médaille de

Daniel est annoncée. Quant àDaniel, retenu chez un client,ilarrive au moment oùil

est question d'Emilie.
Alexandre, pourtant bon logicien,peste à haute voix qu’il est incapable d'en déduire

la couleur de sa propre médaille. Charles, tout aussi bon logicien, et à qui Alexandre,

taquin, n'a rien dit de ce qu’il a entendu, s'avoue alors lui aussi incapable de déter¬

miner la couleur de sa médaille.Mais Daniel, à qui pourtant ni Alexandre ni Charles

n'ont appris ce qu'ils avaient entendu, peut proclamer qu'il est sûr d'avoir une

médaille d'argent.

Quelle est la couleur de la médaille d'Emilie ?
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13. Les clés de l'énigme
Problème n°62 du 24-03-98

T'Vans l'agence «l'énigme, filatures en tous genres», la confiance règne, mais sans

-L/excès. Ainsi, le coffre qui contient les pièces à conviction est fermé par plu¬
sieurs serrures. Le directeur et chacun des cinq détectives disposent d'un certain

nombre de clés, de telle sorte que :

•Trois quelconques d'entre eux puissent toujours ouvrir le coffre en unissant leurs

clés.

•Le directeur puisse toujours ouvrir le coffre quand un de ses détectives est pré¬
sent.

•Mais deux quelconques des détectives, ou le directeur seul ne puissent jamais

obtenir l'ouverture.

Combien de serrures, au minimum, seront nécessaires ?

Quel sera alors le nombre de clés attribué à chacun ?

14. La cité autarcique
Problème n°68 du 05-05-98

i
ans la cité de Yaseclaux, il ne

vient jamais d'étranger. Alors
les 7843 habitants doivent se

contenter de choisir leurs relations
parmi les Vaseclausiens. D'ailleurs,
chacun tient à jour un registre précis
des personnes qu'il connaît (et qui

donc le connaissent).

D
â y .
Wl

4PI

m\

\Y a-t-il deux habitants qui

connaissent le même nombre de

personnes ?

/
O on '

y -
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15. Le théorème galant
Problème n°73 du 09-06-98

T~'Vans ce dîner de gala, 47 convives,28 hommes et 19 femmes, sont attablés autour
J_-/de l'immense table ronde. 11 hommes ont une femme placée immédiatement à

leur droite.

Combien d'hommes ont unefemme assise immédiatement à leur gauche?

Pourriez-vous énoncer une loigénérale à ce sujet (le théorème galant) ?

16. Les quatre enfants

Problème n°78 du 14-07-98

Tÿiens, c'est ma voisine, assise là, sur le banc public
_L qui je suis allé quelquefois faire du baby-sitting.

avec ses quatre enfants, chez

«- Quel âge cela leur fait-il ? Oh, arrondissez au nombre entier le plus proche.
- Je sais que tu es très fort en mathématiques, alors je vais te répondre par énigme.
Leproduit de leurs âges est 72.La somme... tiens justement elle est égale à ton âge»,

répondma malicieuse voisine qui sait, comme tout l'immeuble,que j'ai fêté la semai¬

ne dernière mon anniversaire.

Moi:

«- Cela ne me suffit pas... l'un au moins de vos enfants a-t-il deux ans ?»

Elle répond à ma question et cette fois, je suis en mesure d'indiquer l'âge des quatre

enfants.

Et vous ?

Vl

3
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17. Les locaux de la colo
Problème n°83 du 18-08-98

"|~"ÿans une colonie de vacances, cinq groupes d'enfants occupent les chambres 1 à

Le lendemain, pendant leur absence, un moniteur facétieux accroche aux portes de

certaines chambres une pancarte du style :

«pour raisons d'organisation, les occupants de cette chambre sont priés de changer
de chambre et de se rendre en chambre ...» (suit un numéro compris entre 1 et 5).

Peu contrariants, les enfants obtempèrent. Ainsi, le groupe qui occupait la chambre

1 se rend en chambre 2...
Le lendemain, à la même heure, les pancartes n'ayant pas changé de place, les jeunes

suivent à nouveau les instructions.Il en est de même le troisième jour, où, coïnci¬

dence, les cinq groupes se retrouvent dans leur chambre initiale.

Combien le moniteur avait-il accroché depancartes ?

18. Le dernier pion
Problème n°88 du 22-09-98

/Cinquante pions sont sur la table, deux joueurs (dont vous) autour d’elle. Vous

jouez selon la règle suivante : chacun, à tour de rôle, enlève un, deux ou trois

pions. Celui qui ramasse le dernier pion gagne.

Votre adversaire enlève troispions. Qui va gagner ?

Nouvelle partie : la règle du jeu a changé. Chacun, à tour de rôle, enlève toujours un,

deux ou trois pions,mais il est interdit d’enlever le même nombre de pions que celui

que vient d’ôter l’adversaire. Pour gagner, il faut enlever le dernier pion ou mettre

son adversaire dans l’impossibilité de jouer.

Votre adversaire commence encore en ôtant trois pions parmi les cinquante de

départ.

Qui va gagner ?
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19. Le rectangle rose

Problème n°93 du 27-10-98

ingt-sept points sont régulièrement disposés aux sommets d’un maillage carré,

comme sur le dessin. Chacun de ces points est colorié ennoir ou enrose de telle

sorte qu’aucun rectangle n’ait ses quatre sommets noirs.
V

oooooooo O

O O O O OO O O O

O O O O O O O O O

Existe-i-ilforcément un rectangle dont les quatre sommets sont roses ?

20. Les demi-cercles
Problème n°98 du 01-12-98

/'-\n trace, sur une droite, 10 points régulièrement espacés, puis tous les demi-

cercles situés au-dessus de la droite dont les diamètres sont les segments reliant

deux des dix points.

Combien ces demi-cercles déterminent-ils d’intersections en dehors de la droite ?
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21. L’agent secret

Problème n°103 du 05111/1998

9 avenir d’un pays tout entier dépend de la partie de dés acharnée qui se joue
entre «l’agent secret» et «l’espion».Il utilisent pour la circonstance un cer¬

tain nombre de dés identiques non pipés à six faces qui ont la particularité de comp¬
ter deux faces bleues, deux faces blanches et deux faces rouges.

Chacun, à tour de rôle, lance un dé et le laisse sur la table. La partie s’arrête dès que
l’une des configurations suivantes se produit :

-On peut former avec les faces supérieures de trois dés joués la combinaison «bleu-

blanc-rouge», auquel cas l’agent secret a gagné.
-Trois des faces supérieures des dés joués sont de lamême couleur, auquel cas c’est

l’espion qui l’emporte.

L

Combien de dés, au maximum, seront lancés lors de lapartie ?

Qui a leplus de chances de l’emporter, et avec quelleprobabilité ?

22. Le train d’engrenages
Problème n°108 du 09/02/1999

De combien de tours ou fractions de tours (

tournera la roueD lorsque la roue A fait un tour

complet ?

n train d’engrenages est formé de

quatre roues dentées A, B, C, D de

36, 10, 35 et 9 dents, disposées sur trois

tiges comme sur la figure ci-dessus.

U 10

36

Si vous pouviez modifier le nombre de dents des roues C
etD, combien en mettriez-vouspour que la roueDfasse15

tours quandla roue A enfait1? A
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23. La neuvième carte

Problème n°113 du 23/03/1999

On range dans ces neuf cases neuf cartes : des As, des Rois, des Dames et des

Valets. Toutes ces figures sont en double, sauf l’une d’entre elles qui est en

triple exemplaire.

1 2 3

A

B

C

On dit que deux cartes,sont voisines si les cases qui les contiennent ont un côté com¬

mun.

•chaque Valet est voisin d’au moins un Roi et une Dame ;

•chaque Dame est voisine d’au moins un As et un Roi ;

•chaque Roi est voisin d’au moins un As.

Quelle carte occupe la case centrale ? Quelle carte est en triple exemplaire ?

24. Encore des mains à serrer

Problème n°118 du 27/04/1999

personnes assistent àun congrès. Chacune serre lamain de 1600 per¬

sonnes.1999
Existe-t-ilforcément un groupe de six congressistes dont chacun a serré la main

de chacun des cinq autres ?
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25. Recensement sur l’archipel

Problème n°123 du 01/06/1999

Our l’île de la Dichotomie, dans l’Archipel Désaccord,iln’y a que deux familles :

Oles Duvrai (qui disent toujours la vérité) et les Dufaux (qui mentent systémati¬
quement). Chacun des 400 adultes de l’île est soit chasseur, soit pêcheur, soit fonc¬

tionnaire.

C’est pourquoi le formulaire de recensement,retourné à l’administrationpar tous les
adultes, ne comporte que les trois questions :

1.Êtes-vous chasseur ?

2. Êtes-vous pêcheur ?

3. Êtes-vous fonctionnaire ?

300 habitants ont répondu «oui» à lapremière question, 200 à la deuxième, 150 à la

troisième.

Combien y a-t-il de Duvrai et de Dufaux dans Pile ?

26. Heure d’hiver

Problème n°128 du 06/07/1999

/'"Chaque matin, le chauffeur de Mme la Présidente emprunte à la même vitesse

l’unique route qui mène de la ville au domicile champêtre de la dirigeante pour

y parvenir à 8 heures tapantes. Madame la Présidente s’engouffre immédiatement
dans le véhicule et arrive invariablement à la même heure aux bureaux de sa multi¬

nationale.

Ce lundi matin-là,Madame la Présidente a oublié qu’on était passé à l’heure d’hiver

pendant le week-end.Ne voyant pas son chauffeur à ce qu’elle croit être 8 heures du

matin et détestant attendre, elle prend, à pied, le chemin de son bureau. Lorsque son

chauffeur,parti à la même heure que de coutume, arrive à sa hauteur,il s’arrête pour
luipermettre de monter en voiture, fait instantanément demi-tour et arrive au bureau

8 minutes plus tôt que d’habitude.

Combien de temps Madame laPrésidente a-t-elle marché ?
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27. Les coffres minés

Problème n°133 du 10/08/1999

chacun de ces cinq magnifiques coffres numé¬

rotés de 1à 5 et déterrés par unpirate contient

soit un lingot d'or, soit une mine qui pulvérisera
celui qui tentera de l'ouvrir.
Un perroquet, qui a assisté à l'enterrement des
coffres, pourrait renseigner le pirate, mais il est

très facétieux.Ille prévient donc : «Tu as le droit
de me poser 11 questions auxquelles je répondrai par “oui” ou par “non”. Mais tu

dois déterminer par écrit les 11 questions avant de connaître ma réponse, et je me

réserve le droit de mentir en répondant à l'une d'entre elles (au plus)».

rfn
7

Quelles questions le pirate a-t-il posées pour connaître le contenu des cinq

coffres ? Pouvait-on connaître ce contenu en moins de onze questions ?

28. Fragilité des témoignages
Problème n°138 du 14/09/1999

ix figures,un cercle,un triangle,un carré,un

trapèze,unpentagone et unhexagone, ont été

coloriées sur un tableau dans six couleurs diffé¬
rentes.

On demande le lendemain leurs couleurs à deux

élèves.
Alexandre : «un cercle rouge,un trianglebleu,un

carré blanc,un trapèze vert,un pentagone rose et

un hexagone jaune».

Bénédicte : «un cercle jaune, un triangle vert, un carré rouge, un trapèze bleu, un

pentagone rose et un hexagone blanc».

Alexandre s’est trompé trois fois,Bénédicte deux fois.

Quelle était la couleur de chacune des sixfigures géométriques ?

S

L
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29. Bataille navale

Problème n°143 du 26/10/1999

e service de renseignements est formel : les

navires ennemis sont concentrés dans un

carré d’un kilomètre de côté. Sur la carte, l’ami¬

ral a divisé ce carré en 100 zones de 100m sur 100

(voir dessin). Il va utiliser sa nouvelle arme, les

torpilles à fragmentation.

Chaque fois qu’une salve est dirigée vers l’une de

ces zones (en gris), elle se scinde en quatre, et les
quatre zones adjacentes par un côté à la zone visée

(croix) sont littéralement pulvérisées.
Curieusement, la zone visée est épargnée ! Ces superbes armes n’ont qu’un incon¬
vénient : elles sont chères. Aussi l’amiral désire-t-il les économiser.

L
E

X K
K

Combien de salves, au minimum, Vamiral devra-t-il faire tirer pour être sûr de

détruire intégralement laflotte adverse ?

30. Le tableau noir

Problème n°150 du 14/12/1999

ur un immense tableau noir,un élève écrit patiemment les nombres de 1 à 2000.
Puis,il en choisit deux, les efface, et écrit leur différence au tableau.

Ilrecommence consciencieusement lamême manœuvre :ilchoisit deux nombres,les

efface, écrit leur différence au tableau, et ainsi de suite... jusqu’à ce qu’il ne reste

plus qu’un seul nombre. .

S

1642
211381989

Combien de nombres Vélève a-t-il effacés ? 555 8223824
1

1975667Le seul nombre restant écrit est «111». 321
689 1208

1007
1447339

Pourquoi est-on certain que Pélève a fait
une erreur de calcul ?

1432997
1226

1823
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31. Les enfants terribles

Problème n°153 du 04/01/2000

T Tn paquet de bonbons vient d’être dérobé dans une confiserie. Le commerçant
v_J interroge,enprésence de leur instituteur,quatre enfants qui se sont trouvés (pas

au même moment) dans son magasin peu avant le vol. Voici leurs déclarations :

Arnaud : «Je n’ai rien volé».
Bénédicte : «Caroline est coupable».

Caroline : «Bénédicte ment !»

Daniel : «C’est Bénédicte qui a commis le larcin».
L’instituteur connaît le coupable, mais ne veut pas le dénoncer explicitement.Il se

contente donc d’indiquer au commerçant le nombre de gamins qui ont dit la vérité et

le nombre de gamins qui ont menti.Mais cela ne permet pas au confiseur d’être cer¬

tain du coupable.

Combien de garnements ont dit la vérité ?

Entre quels coupables le confiseur hésite-t-il ?

A

. \
HN\\L

. ,, /

0
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32. La place de la mairie

Problème n°158 du 08/02/2000

ans ce village,il y a cinq carrefours et dix rues, les rues joignant chaque carre¬

four à chacun des quatre autres. La circulation y est extrêmement réglementée.

•Toutes les rues sont à sens unique, le même d’un bout à l’autre de la rue. Les sens

ont été posés de telle sorte, évidemment, qu’on puisse aller de tout point à tout autre

de la ville.
•Lorsque deux rues se rencontrent ailleurs qu’à un des cinq carrefours, les voitures

n’ont pas le droit de tourner pour changer de rue. Elles doivent continuer jusqu’au
carrefour qui constitue l’extrémité de la rue.

Le conseil municipal décide d’ériger une mairie à l’un des carrefours, de telle sorte

qu’en partant de n’importe lequel des carrefours, on puisse parvenir à la mairie en

empruntant au plus deux rues.

D

Un tel emplacement existe-t-ilforcément sans qu’on ait rien à changer au sens

de la circulation dans les rues ?

Une autre ville, comportant cette fois 41 carrefours gigantesques (et un nombre de

rues qu’on vous laisse calculer), est construite selon la même logique. On y a édic¬

té les mêmes règles de circulation. On veut, là encore, ériger une mairie à l’un des

carrefours, de telle sorte qu’en partant de n’importe lequel des carrefours, on puisse
parvenir à la mairie en empruntant au plus deux rues.

Un tel carrefour existe-t-il toujours ?

6
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33. Potins et commères

Problème n°163 du 14/03/2000

/Chacune de ces cinq commères connaît unpotin croustillant qu’elle voudrait bien
V_xfaire partager à ses quatre complices.
Mais voilà, les cinq commères sont dispersées ce jour-là aux cinq coins de la ville.

Heureusement, elles possèdent un téléphone portable.

Combien d’appels téléphoniques, au minimum, seront nécessaires pour que cha¬
cune des cinq commèrespossède chacun des cinqpotins ?

Et avec un nombre quelconque de commères ?

N.B. Aucune n’a un abonnement permettant la «conversation à trois» (ou plus) ni

même le signal d’appel.

34. Les œufs de Pâques
Problème n°168 du 18/04/2000

n famille ou entre voisins,pour Pâques,ilest de tradition de cacher des œufs

dans le jardin, et c'est à qui en trouvera le plus. Quatre enfants sont là, avec

leur père ou leur mère.

Aubout de la matinée, Alexandre a découvert 5 œufs,Bérénice en a trouvé 4, Chloé

une demi-douzaine, et Damien 2 seulement.

Les parents eux aussi participent à la recherche, et ce ne sont pas les moins achar¬

nés : Monsieur Xeres en trouve trois fois plus que son enfant, Madame Yvon deux

fois plus que le sien, Madame Zinox cinq fois plus que son rejeton, et Monsieur

Toudou autant que le sien.
Du nombre total d'œufs, on sait juste qu'il se termine par 5.

E

Quels sont les noms defamille des quatre enfants ?
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35. Enquête
Problème n°173 du 30/05/2000

HProis malfaiteurs sont soupçonnés de meurtre.Unetun seul des trois est coupable.
X Les enquêteurs ont recueilli trois déclarations de chacun d’entre eux :

André:
(Al ) - Je suis innocent
(A2) -D’ailleurs, à l’heure du crime, j’étais avec Béatrice.
(A3) -Claude est coupable
Béatrice:
(Bl) - Je suis innocente
(B2) - André aussi
(B3) -Mais iln’était pas avec moi à l’heure du crime
Claude:
(Cl) - Je suis innocent
(C2) - Béatrice aussi
(C3) - André a menti trois fois

Sachant que chacun des suspects a menti au moins unefois, qui est coupable ?

36. Le numéro du coffre

Problème n°178 du 04/07/2000

ans cette société, seul le directeur connaît la combinaison du coffre, qui com¬

porte cinq chiffres.
Chacun des dix employés,pour sapart,n’a connaissance que d’un faux numéro,mais

pas tout à fait choisi au hasard : un des cinq chiffres et un sèul de sa combinaison est

positionné à la bonne place.
Voici les numéros que possèdent les dix employés :

07344, 14098, 27356, 36429, 45374, 52207, 63822, 70558, 85237, 97665.

D

Quelle est la combinaison du coffre ?
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37. Division nationale
Problème n°183 du 08/08/2000

Tly a quelques années,une grande irrégularité marqua le championnat de France de
Afootball. 20 équipes formaient comme aujourd’hui l’élite professionnelle, chacune
d’entre elles rencontrant deux fois chacune des 19 autres.

À l’époque, une victoire valait 2 points,un nul 1point, une défaite 0 point.
Cette année-là, les vingt équipes obtinrent lors des matches retours un nombre de
points différent d’au moins 20 points (en plus ou en moins) du total obtenu lors des

matches aller.

Ainsi, l’équipe de Nantes fut bien meilleure après la trêve qu’avant.

De combien de points améliora-t-elle lors des matches retour son score des
matches aller ?

38. Jeux de cubes
Problème n°188 du 12/09/2000

À lice assemble un certainnombre de cubes unité pour former un grand cube,dont
xVelle peint certaines faces (complètement), les autres faces restant immaculées.

Quand lapeinture est sèche, elle démonte le grand cube pour retrouver les petits.Elle

constate que 60 cubes n’ont pas la moindre trace de peinture.

Combien defaces du grandcube a-t-ellepeint ?

Amusée par l’expérience, elle recommence la même opération quelque temps plus
tard.Elle confie à son créateur,le grand écrivain et logicienLewis Carroll,lenombre

(inférieur à 100) depetits cubes dont une des faces (aumoins) a étépeinte. À sa gran¬

de surprise, ce dernier s’avère incapable de trouver la taille du grand cube qu’elle a

constitué.

Si elle lui avait dit qu’un et un seul des petits cubes était peint sur trois faces,ilaurait

trouvé.

Quelle est la taille de ce grandcube et combien defaces en a-t-ellepeint ?
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39. 1...2...3... Partez !

Problème n°193 du 17/10/2000

T'Vepuis un départ raté, Marie-José est obsédée par les nombres comme 123,

123123, 123123123, ... s’écrivant en concaténant un certain nombre de fois la

combinaison 123, si bien que tous ses amis les appellent “nombres de Marie-José”.
Le nombre 2001, quant à lui, marque aussi un départ : celui d’une nouvelle année,

d’un nouveau siècle, d’un nouveau millénaire.

Existe-t-il un nombre de Marie-José qui soit multiple de 2001 ?

40. Les lapins farceurs

Problème n°198 du 21/11/2000

cinq lapins, Aristide, Bamabé, Caligula, Dodu et Eustache, après avoir batifolé
dans la rosée, décident d’organiser une course. Dame tortue a bien essayé de les

suivre, mais sans succès. Pour connaître leur ordre d’arrivée, elle doit se contenter

des informations que les protagonistes veulent bien lui fournir. Ces derniers, far¬

ceurs, l’informent que chacun d’entre eux valui donner deux renseignements,un vrai

et l’autre faux :

- «Dodu était deuxième,moi quatrième», lance Aristide.
- «Dodu a fini premier, je n’ai été que deuxième» se plaint Caligula.
- «Je suis arrivé brillant second et Dodu troisième», affirme Eustache
- «Ne les crois pas, j’ai fini dernier, Bamabé a gagné» rectifie Dodu.

Avant que Bamabé ne s’exprime, la tortue a déjà trouvé le classement.

Quel est l’ordre d’arrivée des cinq lapins ?

M f

c-
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41. La soirée au casino
Problème n°203 du 26/12/2000

/ÿlinq amies viennent pleines d’illusions jouer à la roulette.Elles se répartissent
raison de quatre jetons par personne, la somme qu’elle ont changée. Las ! Cinq

coups plus tard, elles doivent quitter le casino, ratissées, sans avoir gagné le moindre

pari.Pourtant, leurs stratégies s’étaient avérées toutes différentes. Annette avait misé
(et perdu) ses quatre jetons lors du premier coup. Brigitte avait commencé par ris¬

quer trois jetons, puis son jeton restant. Elise avait joué ses jetons un par un,

Charlotte deux par deux. Quant à Déborah, elle avait d’abord joué deux jetons puis
deux fois un jeton.
Lors de chacun des cinq coups, les jetons dépensés au total par les cinq amies ont

toujours été moins nombreux que lors du coup précédent.En dehors d’Annette, aucu¬

ne des filles n’a misé toute sa fortune lors de coups consécutifs.

,à

Reconstituez les mises de chacun des cinq coups!

42. Les doublons
Problème n°208 du 30/01/2001

es «doublons de 4» sont des nombres de huit chiffres.

Chaque chiffre compris entre 1 et 4 y est employé deux fois.

Deplus,entre les deux chiffres «1», s’intercale 1chiffre,entre les deux chiffres «2»

s’intercalent 2 chiffres,entre les deux chiffres «3» s’intercalent 3 chiffres ét entre les

deux chiffres «4» s’intercalent 4 chiffres.

L

Quels sont les doublons de 4?

Les «doublons de 5» sont des nombres de dix chiffres. Chaque chiffre entre 1et 5 y

est employé deux fois. Ces chiffres ont les mêmes propriétés (entre les deux chiffres

«5» s’intercalent 5 chiffres etc.).

Quels sont les doublons de 5 ?

31



AFFAIRE DE LOGIQUE

43. Le concours truqué
Problème n°213 du 06/03/2001

ans ce concours, trois candidats s’affrontent lors de trois épreuves.

Voici leurs notes:

Epreuve1 Epreuve 2 Epreuve 3
D
André:

Bernard:

Charlotte:

Si on faisait le total des trois notes, le verdict serait sans appel: André l’emporterait
devant Bernard et Charlotte. Seulement, voilà: une directive administrative secrète

exige que l’on engage une femme.Le directeur du concours s’appuie donc sur le fait

que les coefficients n’ont pas été publiés pour parvenir au résultat souhaité. Mieux:

le classement est inversé.

13 15 08

07 1410

10 08 12

Quels coefficients (entiers au moins égaux à 1) le directeur a-t-il choisis pour

chaque épreuve ?

Le total des coefficients doit être le plus petit possible.

(D’après une idée de BernardNovelli).

44. De plus en plus fort

Problème n°219 du 17/04/2001

ans un club de musculation,une masse comprise entre 19 et 20 kilos est placée
sur le plateau droit d’une balance. Sur l’autre plateau,Mathieu pose au premier

tour un poids d’un kilo. Sophie a alors le choix lors du deuxième tour : ajouter un

poids d’un ou de deux kilos. Mathieu peut alors choisir d’ajouter un, deux ou trois

kilos.Et ainsi de suite: à chaque tour, chacun doit ajouter (d’un seul bras) un nombre

entier de kilos compris entre 1 et le numéro du tour.

Celui qui réussit à faire pencher la balance du côté gauche a gagné.

D

Qui gagnera, sachant que chacun est suffisamment musclé, tant physiquement

qu’intellectuellement? Comment ?
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45. Fête des mères

Problème n°223 du 15/05/2001

e voudrais deux disques classiques pour ma mère, demande Annie.

-Deux disques de jazz pour la mienne, renchérit Barbara.

-Un de chaque pour moi, déclare Caroline.

-Mamère est plus moderne,précise Dorothée,mettez un disque de jazz et un de rap.

Le vendeur prépare quatre jolis paquets, et, pour les distinguer, colle dessus quatre

étiquettes sur lesquelles il a noté le contenu.

Au moment où les quatre amies quittent les lieux,ilprend un air confus et avoue:

«Excusez-moi, je me rends compte que j’avais préparé les étiquettes dans l’ordre où

j’avais disposé les paquets sur le comptoir de gauche à droite, et que je les ai collées

de droite à gauche.»
Barbara se résigne donc à ouvrir un des paquets.Elle lit le titre du CD du dessus, et,

bien qu’il ne s’agisse pas du disque de rap, annonce qu’elle connaît maintenant le

contenu des quatre paquets.

J

Attribuez les «vraies» étiquettes aux quatre paquets.

46. En noir et blanc

Problème n°228 du 19/06/2001

coloriez en noir certaines cases de la grille ci-dessus

de telle sorte que 3 cases consécutives (en ligne, en

colonne ou en parallèlement à l’une des diagonales) ne

soient jamais noircies à la fois.

Quel est le nombre maximum de cases qu’on puisse

colorier?

Et si on exige que trois cases consécutives ne puissent être de la même couleur

(noire ou blanche) ?
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47. Porcelaine de Limoges
Problème n°233 du 11/07/01

2001 assiettes identiques sont réparties en cinq piles. On ne sait qu’une

chose: des piles différentes sont forcément de hauteurs différentes.
Un restaurateur achètete la plus haute pile.

Quel est le nombre minimum d’assiettes qu’il emporte ?

Pouvez-vous généraliser à n’importe quelnombre d’assiettes et depiles ?

(D’après le Tournoi mathématique du Limousin).

48. Gratte-ciel

Problème n°238 du 04/09/2001

TTnbloc de la ville de New York a été représen-
Uté dans une grille. Chaque case (blanche) 2 2

2contient un immeuble de 10, 20, 30 ou 40 étages.
Les immeubles d’une même rangée (ligne ou

colonne) sont tous de tailles différentes. Les infor¬

mations données sur les bords indiquent le nombre

d’immeubles visibles sur la rangée correspondante,
par un observateur situé à cet endroit.
Par exemple, siune ligne contient la disposition 20-

40-30-10, deux immeubles sont visibles à partir de
la gauche (le 20 et le 40) et trois immeubles sont

visibles à partir de la droite (le 10, le 30 et le 40).

31

12

2

3

Retrouvez la hauteur de chaque immeuble!

(D’après le magazine «Tangente-Jeux»).
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49. Chassez les diviseurs

Problème n°243 du 09/10/2001

On appelait autrefois «parties aliquotes» d’un nombre entier les diviseurs (y com¬

pris 1) autres que l’entier lui-même.

Deux joueurs se mesurent de la manière suivante. Le premier à parler annonce un

nombre N.

Puis chacun, à tour de rôle, enlève du nombre annoncé par son adversaire l’une de

ses parties aliquotes. Le premier à parvenir à 1 a gagné.

Pour quelles valeurs deNlepremier joueur est-il assuré de l’emporter?

Quelle doit être alors sa stratégie ?

50. Les hexaminos

Problème n°248 du 13/11/2001

hexamino

grille

On dispose d’une grille de 8 cases sur 9, et de douze «hexaminos» 6x1,
baguettes rectangulaires de six cases sur une.

Peut-onpaver la grille à l’aide des hexaminos ?

Quelles sont les dimensions des grilles qu’onpeutpaver (sans chevauchements) à

l’aide d’hexaminos 6x1?
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51. Les dix étiquettes
Problème n°253 du 04/12/2001

9€
du

du uU
dUdU [S3 dU

Des chaussettes de cinq sortes sont en vente dans ce magasin. Le commerçant

décide de les proposer par lots de deux paires de types différents.Il édite donc
dix étiquettes,puisqu’il y a dix façons de faire des lots. Voici ces étiquettes.

Retrouvez leprix de chaque sorte, de la moins chère à laplus chère.

52. Le tournoi

Problème n°258 du 22/01/2002

Alex,Babette, Claude et Diane disputent un tournoi de tennis. Chacun rencontre

chacun des autres.

Pour déterminer le vainqueur, les quatre amis décident d’attribuer les points de la

façon suivante. Chaque joueur marquera unpoint:

•quandil gagne un match

•chaque fois qu’un des adversaires qu’il a battus (ou qu’il battra) gagne un match.

Bien qu’aucun joueur n’ait gagné ses trois matches, le classement final ne fait pas

apparaître d’ex-aequo. Diane l’emporte devant Alex, Claude et Babette, dans cet

ordre.

Retrouvez le résultat des six matches.
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53. Pile ou face

Problème n°263 du 26/02/2002

ip\âns le jeu télévisé «Qui veut gagner le magot?», les producteurs sont désespé-
JL/rés.Malgré tous les efforts déployés pour leur faciliter la tâche, les candidats se

montrent toujours incapables de gagner. On décide donc de faire appel au bon vieux

hasard. Les candidats tirent un nombre dans une urne : c’est le nombre d’épreuves
de «pile ou face» auxquelles ils doivent se soumettre. Si, à l’issue de leur série, ils
ont réalisé strictement plus de «face» que de «pile», ils repartent avec le magot.

Lapremière candidate, Amandine, a tiré le nombre «9» et lance donc 9 fois sa pièce.
La deuxième candidate, Babette, a tiré le nombre «12» et joue 12 fois à «pile ou

face». Quant à Charlotte, elle a tiré «14» et effectue 14 lancers.

Le sort leur étant favorable, elles gagnèrent toutes les trois.

Mais laquelle des trois avait le moins de chances de remporter le magot ?

54. Élections dans 1’archipel
Problème n°268 du 02/04/2002

TÿVans l’archipelDésaccord, lapopulationest divisée en deux tribus,les Duvrai (qui

disent toujours la vérité) et les Dufaux (qui mentent toujours). L’élection prési¬
dentielle prochaine s’annonce très serrée, car il y a peu d’écart entre les deux popula¬
tions, et les candidats en présence sont unDuvrai (qui recueillera les suffrages de tous

les Duvrai) et unDufaux (pour lequel voteront tous les Dufaux).Un journaliste étran¬

ger se met en quête d’interroger les 2002 électeurs.Il leur pose la question suivante :

«combien y a-t-il de Dufaux sur l’archipel?».Il obtient les réponses suivantes:

Habitant 1 : «il y a au moins 1Dufaux sur l’archipel».
Habitant 2 : «il y a au moins 2 Dufaux sur l’archipel».
Habitant 3 : «il y a au moins 3 Dufaux sur l’archipel».

Et ainsi de suite jusqu’à:

Habitant 2001: «il y a au moins 2001 Dufaux sur l’archipel».

Quand au dernier interrogé,ilrépond: «il y a 2002 Dufaux sur l’archipel».

Lequel des deux candidats sera élu ?
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55. La zone américo
Problème n°272 du 30/04/2002

ne nouvelle monnaie, l’Américo, vient de voir le jour dans un continent loin¬

tain. Tous les prix de la zone sont exprimés en nombres entiers d’Américos.Il
a été décidé de frapper des pièces de différentes valeurs comprises entre 1 et

100 Américos de telle sorte qu’avec un jeu de pièces (une de chaque sorte), un prix

donné ne puisse pas être obtenu de plus d’une façon (quand ilpeut être obtenu).

U

Est-cepossible enfrappant septpièces ?

Est-cepossible enfrappant dixpièces ?

56. La loterie
Problème n°278 du 18/06/2002

pprochez, approchez ! Choisissez un total et pour unEuro, tirez un billet !A
Si la somme des chiffres figurant sur votre billet est égale au total que vous avez

choisi, vous gagnerez 10 Euros ! Tous les numéros entre 100 et 999 ont la même pro¬

babilité de sortir !

Quel total choisirez-vous ?

Quelle est votreprobabilité de gagner 10Euros ?
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57. Le tableau effacé

Problème n°283 du 24/07/2002

On écrit sur un tableau noir, l'un à la suite de l'autre, les entiers de 1 à 20:

123456789101112.20

On efface 20 de ces chiffres.

Quel est leplus grandnombre quipuisse rester sur le tableau?

58. Quel désordre !

Problème n°288 du 27/08/2002

À lban est paresseux et n’est pas très ordonné. Aussi, quand on lui offre un petit
/xmeuble pour y ranger les boîtes contenant ses six paires de chaussures (trois

paires de mocassins et trois paires de baskets), se contente-t-il d’étiqueter chacune

des trois étagères de deux initiales parmi «B» et «M»,B désignant les baskets, etM

les mocassins (chaque étagère contient deux boîtes).

Une semaine plus tard, Alban a tout dérangé. Sa mère prend les choses en mains.Elle
décide de marquer chaque boîte du symbole «B» ou «M». Elle sait que les trois

indications portées sur les étagères sont désormais toutes les trois fausses.

Combien de boîtes lui suffira-t-il d’ouvrirpour identifier à coup sûr les contenus

des six boîtes ?
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59. Rendez à César...

Problème n°293 du 01/10/2002

Q
uatre jeunes gens, Aline,Basile, Coralie et Domitien, ont chacun une planche à

roulettes,et bien sûr le bonnet qui va avec, de même couleur que la planche. Ils
ont aujourd'hui décidé d'échanger leurs matériels, si bien qu'aucun n'utilise sa propre

planche ni ne porte son propre bonnet. Ils poussent même le jeu jusqu'à ne jamais

assortir planche et bonnet.
Ainsi, celui (ou celle) qui a le bonnet de Domitien a la planche de Basile, celui (ou

celle) qui a laplanche d’Aline a le bonnet de Coralie. Celui(ou celle) qui a le bonnet

de Basile a la planche du (ou de la) titulaire du bonnet de Coralie, et celui (ou celle)

qui a la planche de Coralie a le bonnet du détenteur (ou de la détentrice) de laplanche
de Basile.

Rendez à César ce qui appartient à César!

60. Huit nombres à placer
Problème n°298 du 05/11/2002

Tracez les nombres entiers de 1 à 8 dans cette grille de sorte que deux nombres
JT consécutifs ne soient jamais placés dans des cases se touchant par un côté ou

même simplement par un sommet.

Combien y a-t-il de solutionspossibles ?
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Affaire de logique

SOLUTIONS

1.Le tableau autoréférent
Si x, y, z, t sont, dans l’ordre, les nombres cherchés, aucun ne peut excéder 3.
Par ailleurs, le nombre des chiffres du tableau est x + y + z + t = 8, et leur somme donne
4x + 3y + 2z + t = x + y + z + t + 10, d’où les deux conditions :

Ix + y + z + t = 8
(3x + 2y + z = 10

x ne peut être que 1, d’oùy = t= 2 et z = 3.Iln'y a qu'une solution:

Dans ce cadre,
il y a 1 fois le chiffre
il y a 2 fois le chiffre
il y a 3 fois lé chiffre
il y a 2 fois le chiffre

4 en dehors de cette ligne
3 en dehors de cette ligne
2 en dehors de cette ligne
1 en dehors de cette ligne

1
2
3
4

2.Histoire de familles
Marie est une Duvrai, tandis qu'Eric et Stéphane répondent au nom de Dufaux.Démonstration:

•Si Stéphane était unDuvrai, l'affirmation d'Eric serait fausse. Comme celle de Stéphane serait vraie,
le seul Dufaux serait Eric, ce qui est en contradiction avec l'affirmation de Marie. Stéphane est donc
unDufaux.

•Si Eric était un Duvrai, son affirmation serait juste.Marie serait une Dufaux, et pourtant, dirait la
vérité puisqu'il y aurait bien deux Dufaux. Absurde. Eric est donc un Dufaux.

•Si Marie était une Dufaux, l'affirmation d'Eric serait juste («les deux autres sont des Dufaux»), ce

qui est impossible puisque ce dernier est un Dufaux.Marie est donc une Duvrai.

3.Le sac de lettres

Le sac contient 8 consonnes (avec 10 lettres on a au moins deux voyelles, mais pas forcément avec

9lettres).Il contient 10 voyelles.Il contient 14 lettres autres que des A d'où 4 A (18-14).Il contient
15 lettres autres que des S d’où 3 S (18-15).

m
4.La table polyglotte

(à la symétrie près)
On part d'Héléna et de Gunther, forcément voisins,pour construire de proche
enproche la disposition

El Jean-Claude GAILLOT, Bois-le-Roi.

0 0
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5.Le champ de mines 2 2 4 2 3 2 3 t

La solution est unique. On y parvient en commençant par le bas (à
droite),puis en se plaçant successivement au centre de carrés (de 3
cases sur 3) dont on connaît lanature de toutes les cases sauf une,ce

qui est presque toujours possible, sauf pour une étape où une simu- L 3.f 3

lationpermet d'éliminer la fausse piste.

2 | I 4 23 3 4 3

2 2 4 I 4 5 4 5 2

3 2 1 I 4 2

2 3 4 6 4 5I22

3 5 3 2 2 13 1

2 5 ?12 5 4 3 3 2

4 3 0 1 1 01

6.Le tournoi de tennis

ig £
S S5 Ü

Total

Anne 0 2 1 3

Bruno 2 0 0 2

Caroline 0 1 1 2

Daniel 0 1 0 1

7.Bronzer idiot
Dans le total des quatre effectifs (49 + 42 + 35 + 30 = 156), les 24 touristes qui font deux excursions
sont décomptés deux fois (une fois de trop) et les 10 touristes qui font trois excursions sont décomp¬
tés trois fois (deux fois de trop). 156 - 24 - 2 x 10 = 112. Les acharnés faisant le «grand chelem»
sont décomptés quatre fois (trois fois de trop) : il y en a au moins quatre.

•S'il y avait exactement 4 acharnés, c'est que les cent touristes partiraient au moins une fois, ce qui
est contraire à l'hypothèse.

•S'il y en avait six ou plus, en enlevant 18 ou plus, on trouverait un effectif de 94 ou moins : plus de

cinq paresseux ne partiraient pas.

•Il y a donc 5 acharnés,pour un effectif de 97 partants et 3 sédentaires.

8.Les jumeaux muets

•Pour savoir à qui vous avez affaire, vous pouvez demander : « Lever le bras droit signifie-t-il
OUI?». Si le bras droit signifie « OUI», Veris lèvera le bras droit et Factis le bras gauche. Mais ce
sera la même chose si le bras droit signifie «NON».

•Pour lui faire lever le bras droit, vous pouvez poser la question: «Quand on vous demande si le
bras droit signifie OUI,levez-vous le bras droit?». Quel que soit le cas de figure, votre interlocu¬
teur lèvera le bras droit.

•Pour savoir si vous êtes qualifié, dites : «Si je demande à votre frère si je suis qualifié, lève-t-il
le bras droit? ». Si le bras droit se lève, vous n'êtes malheureusement pas qualifié, mais si c'est le
bras gauche, victoire!

9.Les nombres secrets

•Léonhardt n'a pas de chance. Le résultat communiqué par l'animateur peut, selon les nombres

secrets, prendre les valeurs 8, 11, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 31 ou

33.Parmi ces résultats possibles, seul 23 correspond à deux cas, chacun des autres étant pris une seule
fois. En d'autres termes, si 14 s'écrit sans ambiguïté 2 x 1 + 3 x 4, 23 a deux écritures
(2xl+3x7ou2x4+ 3x5), ce qui contraint notre candidat à répondre au hasard entre les solu-
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tions (1 et 7) ou (4 et 5).

•Biaise n’est pas plus veinard. Son résultat peut, selon les nombres secrets, prendre les valeurs 7, 9,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 29 ou 32 une seule fois et 17 deux fois :

(17 = 3 x 1+ 2 x 7 ou 3 x 3 + 2 x 4), ce qui lui laisse le choix entre les solutions (1 et 7) ou (3 et 4).

Le hasard a mal fait les choses, puisque les deux se sont trompés.
La bonne réponse était donc la solution commune1et 7.

ElMais, comme lefont remarquer notamment MichelMengual, de Paris, et Dominique VEY¬
RIER, d’Aix-en-Provence, enpoussant la logique jusqu’au bout, les deux candidats auraient
pu se douter que l’animateur aurait choisi les nombres defaçon à créer une incertitude chez
les deux!

10. Soirée mondaine

Zinedine connaît 13 invités.
En effet, il ne connaît pas Aline (qui ne connaît qu’Yvonne), mais connaît Yvonne (qui connaît tout

le monde).

Il connaît le convive 24 (qui connaît tout le monde sauf Aline), mais ne connaît pas Bruno (qui ne

connaît que les convives 24 et 25).

Ilconnaît le convive 23 (qui connaît tout le monde sauf Aline et Bruno),mais ne connaît pas Caroline
(qui ne connaît que les numéros 23,24 et 25), et ainsi de suite ...
Ilconnaît le convive 14 (qui connaît tout le monde sauf les 12 premiers),mais ne connaît pas le convi¬
ve numéro 12 (qui ne connaît que les numéros de 14 à 25).

Il connaît le 13 (qui ne connaît aucun des numéros 1à 12, donc connaît les numéros 14 à 26).

En définitive,il connaît les 13 convives portant les numéros de 13 à 25.

11. Comme chien et chat
Bichou aime les os à moëlle.
Iln’a pas eu de panier : il est donc roux, et par conséquent rusé. C’est donc un chat du quartier.
Ilmange dans le plat de mon chien. C’est un de ses compagnons d’errance.

Il aime donc les os à moëlle.
E Un chatplein d’humour maispas très bon logicien a cru déceler une erreur.

12.Iln’y a que cette médaille quim’aille
Emilie a une médaille de bronze.

•Si Alexandre ne connaît pas sa médaille, c’est que Charles,Daniel etEmilie n’épuisent pas à eux trois
deux des couleurs des médailles. Ils totalisent donc l’une des trois configurations :

(1 or, 1 argent, 1 bronze), (2 argent, 1bronze) ou (1 argent, 2 bronze).

•Charles conclurait donc pour lui-même si Daniel et Emilie totalisaient :

2 bronze (-* argent), 2 argent (-> bronze), 1 or + 1 argent (-> bronze), 1 or + 1 bronze (-» argent).
Si Charles ne peut conclure, c’est que Daniel et Emilie totalisent une médaille d’argent et une de bronze.

•Daniel conclut qu’il a une médaille d’argent : c’est qu’il a vu qu’Emilie avait une médaille de bronze.
E Jean BUSSIERAS, de Saint-Maur, nous apermis d’améliorer l’énoncé.

13.Les clés de «l’énigme»

Le coffre doit comporter onze serrures.
La «clé» (c’est le cas de le dire) consiste à imaginer une serrure par «groupe insuffisant» pour ouvrir
le coffre. Ainsi, deux quelconques des détectives forment un «groupe insuffisant» : la clé de la ser¬

rure correspondant à ce groupe sera donnée aux quatre autres protagonistes, mais ces deux-là, seuls,
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ne pourront ouvrir puisqu'il leur manque cette clé.Il y aura de même une serrure correspondant au

directeur seul, dont la clé sera donnée à chacun des cinq détectives. Total :
- 10 serrures pour les 10 choix possibles de 2 détectives parmi 5.
- 1 serrure pour le directeur
Soit un total de 11 serrures.Le directeur en possédera 10 clés,chacun des détectives 7 (toutes sauf
les 4 associées aux quatre groupes insuffisants dont le détective fait partie).

El Patrick CAILLOT, de Tours, a imaginé avec un de ses amis une solution «de bricoleur»,

non mathématique mais ingénieuse:utiliser trois serrures identiques à simple bec de cane qui

seferment automatiquement sous l’action d’un ressort et qu’on ouvre en tournant une clé qui
contrarie l’action du ressort tant qu’on la maintient tournée. Sept clés identiques sont en cir¬
culation,unepour chaque détective, deuxpour le directeur.Pour ouvrir,ilfaut introduire trois

clés et les tourner simultanément.
Solution malheureusement inacceptable, car, de nos jours, il est sifacile défaire reproduire
une clé, même de sûreté!

14.La cité autarcique

IIy a forcément au moins deux habitants qui connaissent le même nombre de personnes.

En effet, le nombre de relations d'un individu semble pouvoir prendre en théorie 7843 valeurs, tous

les entiers compris entre 0 et 7842.
Mais il est impossible qu’à la fois un Vaseclausien connaisse tout le monde et un autre ne connaisse
personne (ils se connaîtraient).

Le nombre de relations d'un individu peut donc prendre au maximum 7842 valeurs. Or, il y a

7843 habitants. C'est que deux d'entre eux (au moins) connaissent le même nombre de personnes.

15.Le théorème galant

Autant d'hommes ont une femme assise immédiatement à leur droite que d'hommes ont une

femme située immédiatement à leur gauche.Peu importe le nombre de convives et leur répartition.
Appelons D le club des hommes ayant une femme assise immédiatement à leur droite, et G celui des

hommes possédant une voisine de gauche. Supposons que chaque membre de D envoie un billet à

l'homme le plus proche situé à sa droite. On constate que les destinataires des missives appartiennent
tous à G! Réciproquement, tout membre de G reçoit une lettre de l'homme le plus proche situé à sa .

gauche,puisque cet homme appartient à D.Il y a donc autant de membres dans le clanD que dans le
clan G. Vous remarquerez que certains hommes sont à la fois expéditeurs et destinataires d'un billet.

Ils sont entourés de deux femmes, les veinards!

16.Les quatre enfants

Voici toutes les façons d'obtenir 72 par produit de quatre nombres entiers et la somme correspondante:
Somme : 751 1 1 72

1 2 36 401
1 3 24 291

18 241 1 4

6 12 201 1
1 1 8 9 19

231 2 2 18
2 3 12 181

161 2 4 9
6 6 151 2
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3 3 81 15
1 3 4 6 14
2 2 2 9 15

2 3 6 132
2 3 3 4 12

Seule la somme 15 donne lieu à plusieurs possibilités, trois en l'occurrence.
J'ai donc 15 ans et j’hésite entre 1-2-6-6, 1-3-3-8 et 2-2-2-9.
Si je suis en mesure de connaître les âges après sa réponse, c'est qu'elle m’a répondu «non» (sinon

j’hésiterais encore). La seule possibilité qui me permette alors de conclure : les enfants ont 1,3,3 et

8 ans.

17.Les locaux de la colo
Le moniteur avait accroché une pancarte à trois portes. Leurs occupants ont effectué une permuta¬
tion circulaire qui leur permet, le troisième jour, de retrouver leur chambre initiale.Les occupants des

deux autres chambres n’ont pas bougé.

18.Le dernier pion

•Avec la première règle, vous allez gagner en adoptant une stratégie toute simple : enlever d’abord

trois pions pour arriver à 44, puis toujours ôter le complément à 4 du nombre pris par l’adversaire.
Vous laisserez ainsi les multiples successifs de 4.Lorsqu’il restera quatrepions,quoi que fasse l’autre,
vous pourrez enlever l’intégralité des pions restants.

Remarquez que si au début,il avait ramassé deux pions au lieu de trois, c’est vous qui étiez pris dans
la nasse.

•Avec la deuxième règle, vous êtes mal parti(e). S’il joue bien, votre adversaire va l’emporter !
Seule l’erreur commise dans la partie précédente par votre opposant peut vous rendre espoir.
Voici la stratégie gagnante qu’il est en mesure d’adopter:

•Si vous enlevez 1pion,ilenprend 3 et vous vous retrouvez dans lamême situation avec quatrepions
de moins : 43 sans avoir le droit d’en prendre 3.

•Si vous enlevez 2 pions,il en prend 1,et vous vous retrouvez avec un multiple de 4 pions.
- Prenez-en trois,il en enlève un pour vous laisser avec un multiple de 4.
- Prenez-en deux,il en prend 1. Quoi que vous fassiez alors, il est en mesure de vous laisser un mul¬
tiple de 4.
Epilogue:
Vous vous retrouvez ainsi, en descendant...

- à un total de 3 pions sans avoir le droit d’en prendre 3 : il gagne facilement ;

- à un total de 4 pions : votre seul espoir, en prendre 2 ; mais l’adversaire en prendra 1,et vous ne

pourrez plus jouer.

19.Le rectangle rose

Oui,il existe forcément un rectangle rose.
Il y a en effet huit façons de colorier une colonne de trois
points (voir ci-contre). Or, il y a neuf colonnes. C’est que
deux d’entre elles sont coloriées de la même manière.
Elles ne peuvent être coloriées selon le schéma 1, 2, 3 ou 4
sous peine d’engendrer un rectangle ayant ses quatre som¬
mets noirs.Elles le sont donc selon l’un des schémas 5, 6,7
ou 8, ce qui garantit la présence d’un rectangle rose.

O • • • O O O

O • O O• • O •
• ••ooo«o

12345678
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20.Les demi-cercles

Pour tout groupe de 4 points (dans l’ordreI,J,K et L) pris
parmi les 10, on trouve une seule intersectionP correspon¬
dant aux demi-cercles de diamètres IK et JL. Les demi-
cercles de diamètres IJ et KL ne se coupent pas, pas plus
que les demi-cercles de diamètres IL et JK ou encore que
les demi-cercles IJ,IK et IL etc. qui ne se coupent que sur

la droite.
Or il y a 210 façons de choisir 4 points parmi 10 :
10 (les choix possibles du premier point) que multiplie 9 (les choix possibles du deuxième) que mul¬
tiplie 8 (les choix du troisième) que multiplie 7 (les choix du quatrième), le tout divisé par 24, car

chaque groupe de 4 points a été compté 24 fois (dans les 24 ordres possibles).
Il semblerait y avoir 210 intersections. C’est en touts cas un maximum.

El Mais plusieurs lecteurs, tels Claude CARDOT, de Paris, Jean-Daniel LEFRANC, de
Fontenay aux roses, ontfait remarquer que, selon la répartition initiale certains de cespoints
pouvaient être confondus.
E Ainsi, pour une équirépartition des dix points, Bernard LOUZEAU, de Paris, Marc

ROGALSKI et Guy BASTIEN, de Paris, et J.SCHLEICK, ont fait le calcul. Ils ont trouvé

5points communs chacun à trois cercles, donc obtenus troisfois dans le calculquimène à 210
(ily a chaquefois trois couples de cercles).Ilfaut donc enlever deuxfois ces cinqpoints.

En définitive,il reste 200 points d’intersection.

P,

i j K L

21.L’agent secret

La partie comporte au maximum 5 lancers de dés.
En effet,la seule configuration à 4 dés qui ne soit pas déci¬
sive est du type XXYY où X et Y sont deux des couleurs.

On voit alors que le cinquième coup verra forcément l’un
des deux joueurs l’emporter.
Les arbres ci-contre montrent que la probabilité de gain
de l’agent secret est de 14 chances sur 27 contre
13 chances sur 27 à l’espion.

•L’arbre du haut figure les trois premiers coups, les
nombres sur les branches leurs probabilité.La couleur sor¬
tant au premier coup étant appelée X, on voit que l’agent
secret a 2 chances sur 9 (2/3 x 1/3) de l’emporter au troi¬
sième coup (rectangle blanc) contre 1 chance sur 9
(1/3 x 1/3) à l’espion (rectangle noir).

•Dans les 6 cas sur 9 restants (rectangles gris, 2 chances
sur 3),on se retrouve dans le cas de l’arbre du bas. On par¬
vient à la victoire de l’agent secret avec la probabilité
1/3 + 1/9 = 4/9 contre 5/9 à celle de l’espion.
Ces probabilités sont à multiplier par 2/3 (probabilité d’un
cas gris) et à ajouter aux probabilités de gain en trois coups
vues plus haut.
Pour l’agent secret, cela donne : 8/27 + 2/9 = 14/27.

X

2/3. 1/3

XY

J/31i /3 \1/3

XYZI mm S ES

m

|/3 \1/31,

I XXYZ| XxYY »:

IXXYYZj
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22.Le train d’engrenage

La roue D tournera de 14 tours.

•La rotation complète de la roue A, qui a 36 dents, entraînera la rotation de la roue B de 3,6 tours

(puisqu’elle a 10 dents), et donc la rotation d’autant de la roue C. Or, cette dernière ayant 35 dents,

entraînera 35 x 3,6 = 126 dents de la roueD.Ilne reste plus qu’à constater que cela entraîne une rota¬

tion de cette dernière de 14 tours,puisque 14 x 9 = 126.

•Pour obtenir 15 tours de la roue D sans changer les roues A et B,il faut transformer les 3,6 tours de

lafoue B (et donc C) en 15 tours.Le nombre de dents de la roue C doit être plus important que celui
des dents de la roue D dans le rapport 15/3,6 = 25/6.Il suffit donc que les roues C et D aient respec¬
tivement 25 et 6 dents (ou des nombres proportionnels de dents).

El Georges STEVENS (64, Lons-France) a trouvé ceproblème étonammentfacile.Il indique

que tout vient dufait que si a désigne le nombre de roues de A, b deB.. le rapport des angles
décritspar D et A est:-.

bd

23.La neuvième carte

La case centrale est un As,leRoi est en triple
exemplaire.
Le raisonnement peut porter sur la place des

Valets.

•Si un valet est dans une case blanche, par
exemple A2,cela impose (à des symétries près)
une Dame en B2,unRoi en Al.
On raisonne alors sur la figure en A3 : ce ne

peut être une Dame niun Valet.
-Si c’est unRoi,un As doit se trouver en B3 et

iln’y a plus de place pour le deuxième Valet ou la deuxième Dame.

-Si c’est un As, on cherche la position de la deuxième Dame et on a des impossibilités dans chaque
cas.

•Si un Valet est dans la case noire (centrale), on doit placer un Roi en A2 et on distingue deux cas

pour la Dame, en C2 ouB3.On cherche alors laplace du deuxième Valet qui ne peut être que sur une

case grise (voir plus haut), et on arrive à une contradiction.

•Les Valets sont donc dans des cases grises. S’ils sont sur une même diagonale, on arrive rapidement
à une contadiction. Seule convient la configuration de droite (aux symétries près).

1 2 3

A V VR

B DD A

C m A R

24.Encore des mains à serrer

IIexiste toujours 6 personnes s’étant mutuellement serré la main.

•Prenons l’un des participants, Antony. Les personnes qu’il a saluées (appelons-les ses «correspon¬
dants») forment un groupe A,dans lequel figure Biaise.

•Parmi les correspondants de Biaise, seuls 399 (= 1999 - 1600) peuvent ne pas être des correspon¬

dants d’Antony. Il y a donc au moins 1201 (= 1600 - 399) correspondants communs à Antony et

Biaise, qui forment le groupe B, dans lequel figure Charles.

•Parmi les correspondants de Charles, seuls 798 (= 1999- 1201) peuvent ne pas appartenir au grou¬

pe B.Il y a donc au moins 802 (= 1600-798) correspondants communs à Antony,Biaise et Charles,

qui forment le groupe C, dans lequel figure Daniel.

•Parmi les correspondants de Daniel, seuls 1197 (= 1999 - 802) peuvent ne pas appartenir au grou¬

pe C.Il y a donc au moins 403 (= 1600 - 1197) correspondants communs à Antony, Biaise, Charles

et Daniel, qui forment le groupe D, dans lequel figure Elie.
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•Parmi les correspondants d’Elie, seuls 1596 (= 1999 - 403) peuvent ne pas appartenir au groupe D.

Il y a donc au moins 4 (= 1600 - 1596) correspondants communs à Antony, Biaise, Charles, Daniel
et Elie,parmi lsequels figure François.
Antony,Biaise, Charles,Daniel,Elie et François se sont mutuellement serré la main.

25.Recensement sur l’archipel

II y a 250 Dufaux et 150 Duvrai.

•Chaque Duvrai a répondu «oui» une fois.

•Chaque Dufaux a répondu «oui» deux fois, soit une de trop.

Le nombre de «oui» au-delà de 400 (le nombre d’habitants) est donc le nombre de Dufaux.
Il y a 300 + 200 + 150 = 650 «oui», ce qui entraîne la présence de 250 Dufaux.

26.Heure d’hiver
La présidente a marché 56 minutes.
Le chauffeur a économisé le double de la distance parcourue par la présidente, et a gagné 8 minutes.
C’est qu’il parcourt cette distance en 4 minutes. Habitué à arriver à 8 heures au domicile, il a donc
rencontré sa patronne 4 minutes avant, soit à 7 heures 56.

27.Les coffre minés

•Voici par exemple onze questions que pouvait poser le pirate :

Questions 1et 2 : «Le coffre 1 est-il miné ?»

Questions 3 et 4 : «Le coffre 2 a-t-il le même contenu que le coffre 1 ?»

Questions 5 et 6 : «Le coffre 3 a-t-il le même contenu que le coffre 2 ?»

Questions 7 et 8 : «Le coffre 4 a-t-il le même contenu que le coffre 3 ?»

Questions 9 et 10 : «Le coffre 5 a-t-il le même contenu que le coffre 4 ?»

Question 11: «Le coffre 5 est-il miné ?»
Si les réponses à l'un des couples de questions identiques sont discordantes, on se sert de la question 11

pour reconstituer les contenus inconnus àpartir de la fin.
El Voici une autre solution d’Henri ATGER (78, Versailles):

Questions 1à 5:«Le coffre X est-ilminé ?» avec X=1,2, 3,4, 5

Questions 6à 10:«Le coffre X est-il miné ?» avec X = 1,2, 3, 4, 5

Question 11:«Le nombre de coffres minés est-ilpair ?»
•Des centaines de lecteurs ont contribué au problème du nombre minimal de questions àposer. Qu’ils
en soient remerciés, même si nous ne citons ici, faute de place, qu’une partie de ceux qui ont trouvé
la bonne réponse.

E Onpouvaitparvenir à déterminer le contenu des cinq coffres en neuf questions. Voici la
solution d’AndréLAMOTHE (78, Plaisir):

Questions1à 5:«Le coffre X est-ilminé ?» avec X- 1,2,3,4, 5

Questions 6 à 9 : «Le nombre de coffres minés parmi les numéro Y est-il pair ?», avec

Y = {1, 2, 5}, {3, 4, 5}, {1, 3}, {2, 4}.

Notre lecteurprécise que la solution est minimale, et qu’elle s’inscrit dans la théorie des codes
correcteurs d’erreur.
E Gérard BATTAIL (26, Chabeuil), Romain BETEILLE (75, Paris), Hubert COMON (94,

Cachan), Jean-François GILBERT (06, Saint-Jeannet), Michel HEBRAUD (31, Toulouse),

R.HILAIRE(91,Massy),Maurice et Yves LACHAUD (82, Montauban), Laurent ROSAZ,Ilan
VARDI(91,Bures).
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28.Fragilité des témoignages
Le cercle est jaune, le triangle bleu, le carré rouge, le trapèze vert, le pentagone rose et l’hexa¬
gone blanc.
En effet, les deux élèves ont sept réponses justes à eux deux pour six questions.Ils n’ont en commun
que la réponse du pentagone rose, qui est donc juste. Pour les cinq autres figures, ils ont à eux deux
cinq réponses justes, c’est-à-dire qu’un des deux et un seulement a raison sur chaque figure.

•Si le cercle n’était pas jaune, il serait rouge, et le carré ne serait pas rouge. Le carré serait blanc et

l’hexagone ne pourrait pas l’être. Bénédicte aurait trois fautes.

•Donc le cercle est jaune, ce qui entraîne que l’hexagone n’est pas jaune mais blanc, ce qui entraîne

que le carré n’est pas blanc mais rouge. Alexandre a déjà ses trois erreurs, et ses autres réponses sont

justes.

29.Bataille navale
Il faudra tirer 30 salves pour être sûr d’atteindre toutes les cases.

D’une manière générale, si le carré a un nombre pair 2n de cases sur

chacun de ses côtés, on montre qu’il faut (et c’est suffisant) tirer
n x (n+ 1) salves bien choisies.
On peut l’établir en construisant, comme sur le dessin ci-contre, un

plan de tir en divisant le champ de tir en couronnes concentriques. Sur
la couronne extérieure, on alternera deux cases visées (en gris) et deux
cases non visées. La couronne suivante ne sera.pas visée.La couronne
d’après le sera suivant lamême méthode que l’extérieure,mais en choi¬
sissant les cases visées «en quinconce» par rapport à la première. Et
ainsi de suite....
Cette méthode, qui utilise n x (n + 1) salves, ne peut être améliorée dans la mesure où toute case est

atteinte mais aucune ne l’est par deux salves différentes. Ce problème est inspiré par un sujet d’olym¬
piade mathématique 1999, et sa solution suggérée par François Lo Jacomo.

El ChristianROMONmontre l’analogie de ceproblème et de celui dupavage duplanpar des

formes de huit cases obtenues à l’aide de deux salves contigües.

E Marie-Thérèse PENEAU (91, Massy) déplore l’«habillage» violent duproblème. Qu’elle
veuille bien nous en excuser.

g

_

: _

30.Le tableau noir

•Chaque fois que l’élève efface deux nombres et en écrit un,l’effectif des nombres inscrits au tableau
diminue de 1. Pour passer de 2000 nombres à 1 nombre, il faut une diminution d’effectif de 1999,

donc 1999 actions d’effacer deux nombres. L’élève a ainsi effacé 3998 nombres.

•Lorsqu’on remplace deux nombres par leur différence, la parité de la somme de tous les nombres
inscrits au tableau ne change pas.En effet, la différence de deux nombres est de même parité que leur

somme. Ainsi, laparité de la somme des nombres inscrits au tableau à n’importe quel instant est celle
du début, c’est-à-dire la parité de la somme des 2000 premiers entiers.
Cette somme vaut 2 001 000, puisque la somme des Npremiers entiers vaut N (N+ l)/2. L’unique
nombre restant à la fin est donc un nombre pair. L’élève a fait une erreur de calcul.

E André HUILLIER (39, Sermange) et Michel MENGUAL (75, Paris) ajoutent que si l’on
s’abstient d’écrire les zéros, onpeut arriver à un seul nombre en effaçant beaucoup moins de
3998 nombres.
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31.Les enfants terribles
Deux des garnements ont menti.
Le confiseur hésite entre accuser Caroline,Daniel ou aucun des quatre enfants.Explication :

•Parmi Bénédicte et Caroline, l’une ment, l’autre dit la vérité. Le nombre de menteurs est donc 1,2

ou 3.

•S’il n’y a qu’un menteur,il est parmi Bénédicte et Caroline.Daniel dit la vérité :Bénédicte a com¬

mis le larcin (comme ce n’est pas Caroline, la menteuse est Bénédicte).Le confiseur connaîtrait donc

la coupable.

•S’il y a trois menteurs, l’enfant «sincère» est parmi Bénédicte et Caroline. Daniel et Arnaud men¬

tent : ce dernier est le coupable, facilement identifiable par le commerçant.

•Reste le cas de deux menteurs. Cette fois :

- oubien Caroline ment,Bénédicte dit vrai et Caroline est coupable (Arnauddit vrai et Daniel ment).

- ou bien Caroline dit vrai, Bénédicte ment. Si Arnaud ment tandis que Daniel dit vrai, il y aurait

contradiction. Donc Arnaud dit vrai,Daniel ment : le coupable est soit Daniel, soit aucun des quatre.

32.La place de la mairie

Quel que soit le nombre de carrefours de la ville,on pourra construire la mairie.

•Supposons que dans toute ville de X carrefours, on puisse construire une mairie à un carrefour que
nous appelleronsM.Les carrefours qui ne mènent pas directement àM sont tous reliés à au moins un

carrefour «relais» qui, lui,mène directement àM.
Ajoutons un X-et-unième carrefour K et toutes les rues correspondantes qu’on affecte d’un sens de

circulation.
- Si une rue mène de K à M ou de K à un des carrefours relais, on pourra encore construire la nou¬

velle mairie enM.
- Sinon, c’est qu’on peut parvenir directement àK depuis M et depuis tous les carréfours relais, donc

en deux temps au plus de tous les carrefours. On peut donc construire la mairie enK.

•On montre alors de manière évidente qu’on peut construire une mairie dans une ville de trois carre¬

fours, puis on passe de 3 à 4, de 4 à 5, ..., de 40 à 41 comme on est passé de X à (X + 1) carrefours.

33.Potins et commères

•6 appels téléphoniques sont nécessaires et suffisants pour que chacune des cinq commères pos¬

sède les cinq potins.
Si on appelle les commères A,B,C,D et E, voici une suite possible d’appels :
ASB - CSD - BSE - BSD - CSE - ASC.
•Cas général (N commères) :

- 2 commères échangent leurs informations en 1 coup de fil.
- 3 commères en 3 coups de fil.
- Avec un nombreN de commères (Nï4),on parvient à communiquer en (2N- 4) appels.
Exemple (les commères sont désignées par leurs numéros de 1 à N) :

1S2, 1S3, ...lS(N-2)
(N-l)SN,(N-l)Sl
(N-l)S(N-2),(N-l)S(N-3),(N-l)S(N-4),...,(N-1)S2

Total : 2N- 4 appels.
El On ne peut pas faire mieux. Dominique PASTRE (92, Issy-les-Moulineaux) et Christian
ROMONen donnent la démonstration.

Soit (N-3) appels
soit 2 appels
soit (N-3) appels
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34.Les œufs de Pâques
Les noms complets des enfants : Bérénice Xeres, Alexandre Yvon, Damien Zinox et Chloé
Toudou.
Désignons par x,y,z&tt le nombres d'œufs trouvés par les enfants,x pour l’enfant Xeres,y pour Yvon,
... (l’initiale du nom de famille).

Ainsi, les Xeres ont trouvé 4x œufs (x pour l’enfant, 3x pour son père), et de même, les Yvon en ont

trouvé 3y, les Zinox 6z et les Toudou 2t.
Le nombre total d'œufs est 4x + 3y + 6z + 2t.
Le total est impair puisqu’il se termine par 5, ce qui impose à y d’être impair.
Parmi les valeurs possibles de y, qui sont 2, 4, 6,5, le seul impair est 5 ;y = 5. Alexandre s’appelle
Yvon. x,y et t sont pairs, puisqu’ils valent (dans quel ordre ?) 2, 4 et 6.
En divisant par 2,il vient que 2x + 3z + t est multiple de 5, et comme c’est un nombre pair,il se ter¬

mine par 0.
Le minimum de cette expression, obtenu pour z = 2,x = 4etf = 6 vaut 20 et convient. C’est la

seule possibilité. En effet, les autres dispositions donnent un résultat supérieur mais non multiple de
10, le maximum, obtenu pour z = 6, x - 4 et t = 2, valant 28.

35.Enquête
C’est Béatrice, la coupable.

•Si André était coupable, les déclarations (Al), (A2) et (A3) seraient fausses. (C3) serait donc vraie,
et du même coup les trois affirmations de Claude.

Conclusion contradictoire avec l’énoncé : André n’est pas coupable.
•Si Claude était coupable, (Al) et (A3) seraient vraies, donc (A2) fausse. Donc (Bl), (B2) et (B3)

vraies.
Encore une fois,résultat contraire à l’énoncé : Claude n’est pas coupable.

•Ilne reste que la culpabilité de Béatrice. (A2),(A3),(Bl),(C2) et (C3) sont fausses,les autres vraies.
El Jean-Marie Audrin (44, Saint-Sébastien sur Loire), Emmanuel Fraisse (92, Bourg-la-
Reine) et Geneviève LETZGUS (73, Saint-Alban sur Eysse) nous ont permis d’améliorer le

problème en supprimant une information quiparasitait l’énoncé initial (lieu où se trouvaient
André et Béatrice à l’heure du crime). Qu’ils en soient remerciés.

36.Le numéro du coffre
La combinaison est 47228
Sur les dix combinaisons, le premier chiffre n’est correct qu’une fois.
L’un des quatre autres chiffres (au moins) est donc correctement placé trois fois.
Seuls, le 7 en deuxième position ou le 3 en troisième position sont utilisés trois fois.Etant simultané¬
ment présents dans une combinaison, ils ne peuvent être corrects tous les deux.
Un chiffre est donc correctement placé trois fois, trois chiffres correctement placés deux fois, le pre¬
mier chiffre une fois.
Le deuxième chiffre est soit le 7 (utilisé trois fois) soit le 5 (utilisé deux fois). Mais si c’était le 5, le
troisième chiffre serait 3 (restant seul à être utilisé trois fois), ce qui est impossible à cause de la com¬

binaison 45374.
En conséquence,le deuxième chiffre est 7.Du coup,le troisième ne peut être que 2 (utilisé deux fois),

le cinquième 8 (car le 7,autre chiffre utilisé deux fois, cohabite avec le 2 de la troisième position), et

le quatrième 2 (élimination du 5 à cause de 70558).Ilne reste plus qu’à conclure.
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37.Division nationale
Toutes les équipes marquèrent 20 points en plus ou en moins lors des matches retour.

Appelons G le groupe des équipes qui améliorèrent leurs scores, P celui des équipes qui s’effondrè¬
rent.L’une au moins des équipes de G ne fit pas mieux qu’avant la trêve contre les autres équipes de

G. Cette équipe a donc marqué 20 points de plus contre les équipes de P qui sont donc au moins au

nombre de 10.

Par un raisonnement symétrique, on voit que les équipes de G sont aussi au moins au nombre de 10.

Il y a donc 10 équipes dans G, 10 équipes dans P.

Chaque équipe de G n’a pu marquer que 20 points de plus qu’à l’aller contre les équipes de P et n’a

pu faire moins bien que jeu égal avec les autres équipes de G. C’est donc que toutes les équipes de G

ont fait jeu égal entre elles et ont battu les 10 équipes de P qui les avaient battues à l’aller.
Nantes (comme toutes les équipes de G) a donc marqué 20 points de plus qu’à l’aller.

38. Jeux de cubes

Tout réside dans le tableau suivant qui indique le nombre de petits cubes peints (on se restreint à 100

petits cubes) : n est le nombre d’unités de l’arête du grand cube, les lettres A àIdésignant la façon de
peindre le grand cube.

•Le premier cube était un cube 5x5x5 dont trois faces (dont deux opposées) étaient peintes.
60 est le complément à 125 du nombre écrit dans la case grisée D5.

n = 6Nb de cubes n = 2 n= 3 n = 4 n = 5 n =l n = 8 n= 9
TFA : 1 face 4 9 16 25 36 49 64 81

B : 2 faces 2n2 8 18 32 50 72 98opposées
C : 2 faces
adjacentes

2n2-n 6 15 28 45 66 91

D : 3 faces
sans coin

3n2- 2n 21 65 968 40

E : 3 faces
en coin

3n2- 3n + 1 19 37 617 91

F: 4 faces
latérales

4n2- An 8 24 48 80

G: 4 faces
avec coin 4n2 -5/1+ 2 23 468 77

5n2- 8w + 4H: 5 faces 8 25 52 89
1: 6 faces 6n2 - 12n + 8 8 26 56 98

•Le deuxième cube reconstitué était un cube 6x6x6 dont trois faces en coin étaient peintes.
En effet, seuls trois nombres prêtent à confusion : 25, 91 et 98 (en gras dans le tableau). Si c’était 25
ou 98,iln’y aurait aucun ou plusieurs cubes à trois faces peintes. C’est donc 91 cubes peints, dont un
seul a trois de ses faces peintes, donc la configuration E6.

El François ADRIEN (78, Versailles), Yves ARCHAMBAULT (75, Paris), Jean-Daniel LE

FRANC (92, Fontenay-aux-Roses), Michel MENGUAL (75, Paris), Christian ROMON, ont

remarqué que l’énoncé originellement posé dans «Le Monde» comportait deux solutions.
Nous avons en conséquence modifié leproblèmepour que la solution soit unique.
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39.1... 2... 3...Partez !
Montrons l’existence d’un nombre de Marie-José divisible par 2001:
Si on pose Aj = 123, A2 = 123123, ... An = 123123...123 où la combinaison 123 intervient n fois,

écrivons les restes de la division de Ap A2, ... A2002 par 2001. Comme iln’y a que 2001 restes pos¬
sibles, deux d’entre eux, au moins, sont égaux : ceux de Ap et Aq où q>p.

Alors la différence A - Ap est multiple de 2001.
Cette différence D s’écrit D = 123 123 123 ...123 000 000 000 ... 000

avec (q-p) tranches 123 et 3p zéros. On retrouve ainsi le nombre A?_p au début deD, autrement dit
D = A x 103p est divisible par 2001.Et comme 2001 n’a aucun diviseur commun avec 103p, 2001

divise A .
El JeanDUBOC (75,Paris), Jean-Pierre ETIENNE(60,La Morlaye), Claude GEORGE (75,

Paris), Jean LUCE (75, Paris), Dominique PASTRE (92, Issy), Christian ROMON, Jacques
VERGER (75,Paris), ajoutent que non seulement onpeut montrer l’existence de ces nombres,
mais qu’onpeut les trouver.

An est multiple de 2001si et seulement sin est multiple de 308.

103n-1
La démonstration consiste à écrire An sous laforme 3 x 41 x

et à exprimer qu’il est multiple de 2001 = 3 x 23 x 29.
Un calcul des restes despuissances de 10 dans la divisionpar 23 et 29permet de conclure.

999

40.Les lapins farceurs

Ordre d’arrivée:Barnabé,Caligula,Dodu, Aristide,Eustache.
Des affirmations de Caligula et Eustache, on déduit que Dodu est premier ou troisième, selon que le
deuxième soit Eustache ou Caligula. Mais alors,Dodu ne peut être deuxième, c’est donc qu’Aristide
est quatrième. Dodu ne peut non plus être dernier, c’est donc que Barnabé a gagné. Ce n’est donc pas
Dodu,il est troisième, et le classement est reconstitué.

El Patrick ZULKE (94, Vitry)précise qu’en cas d’ex aequo, la tortue nepourrait conclure.

41. la soirée au casino

coup 3coup 1 coup 2 coup 4 coup 5
Annette 4

Brigitte 3 1
Charlotte 2 2
Déborah 2 1 1

Elise 11 1 1

9TOTAL 5 3 2 1

42.Les doublons
1existe deux doublons de 4:

•41312432

•23421314
Iln’existe qu’un seul doublon de 5:

•3524321514
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43.Le concours truqué

Les coefficients sont 5,1et 6.
Pour trouver les coefficients,disons x,y et z,on écrit les inégalités à vérifier pour que Charlotte passe
devant Bernard et Bernard devant André :
3jc > 2y + 2z
6z>5y + 6x

On constate que le plus petit des coefficients sera y.

En essayant avec y = 1,laplus petite solution qui apparaît donne x = 5 et z = 6.
Les solutions avec y = 2 ou plus donnent un total de coefficients plus important.
Classement affiché: Charlotte (130), Bernard (129), André (128).

El Michel MENGUAL (Paris), Christian ROMON (78420 Carrières sur Seine) et Antoine

WEHENKEL (Luxembourg) ont envoyé des solutions détaillées. Certains lecteurs ont déploré
cet exemple de «discriminationpositive».

44.De plus en plus fort

Sophie gagnera.
Au deuxième tour, elle ajoutera un kilo pour atteindre 2 kilos.

Quoi que fasse Mathieu au troisième tour, elle complétera au quatrième tour le plateau à 6 kilos.

Quoi que fasse Mathieu au cinquième tour, elle complétera au sixième tour le plateau à 12 kilos.
Elle sera alors en mesure au huitième tour de faire pencher la balance.

EChristianROMONs’intéresse aux solutionsperdantes héritées d’un adversaire qui,jouant

le coup n°l, laisse unplateau de k kilos.Illes désigne tout naturellementpar les couples (k, l)

et en dresse la liste:(2, 2), (4, 4), (5, 4), (6,3), (6, 4), (9, 8), (9, 9), (10, 7), (10, 8), (11, 6),

(11, 7), (12, 5), (12, 6), (13, 5), (20,p)oùp> 6.D’après lui, Sophie hérite de (1, 1) qui va lui

permettre de gagner en allant à (2,2) et ainside suite jusqu’à ce que, quoiquefasse son adver¬

saire, elle gagne en allant à (20, 8).

45.Fête des mères
Si on désigne par leurs initiales les mots «jazz»,«classique», et «rap»,la manipulation du ven¬

deur entraîne trois permutations possibles du contenu des paquets:

étiquette C-C C-J J-J J-R

Permutation 1 C-J C-C J-R J-J

Permutation 2 J-J J-R C-C C-J
Permutation 3 J-R J-J C-J C-C

Si Barbara avait ouvert le paquet à l’étiquette J-J,elle ne pouvait conclure entre la permutation 1 ou

la 3 en voyant un disque de jazz,entre les permutations 2 et 3 en tombant sur un disque classique. De

même, elle ne pouvait conclure en ouvrant le paquet étiqueté J-R.En revanche, en ouvrant le paquet

noté C-C, s’il est vrai qu’elle ne pouvait conclure en voyant un disque de jazz, elle l’aurait pu en

découvrant un disque classique.Il en était de même en ouvrant le paquet à l’étiquette C-J. De plus,
dans les deux cas, sa conclusion aurait été la même : c’est la permutation 1.
Le vendeur a donc interverti les étiquettes C-C et C-J, ainsi que les étiquettes J-J et

J-R.
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46.Ennoir et blanc

•On ne peut faire mieux que colorier 9 cases (ci-contre une des configurations
possibles) dans le cas où trois cases consécutives ne peuvent être noires.

•Onnepeut fairemieux que colorier 8 cases (ci-contre
une des configurations possibles) dans le cas où trois
cases consécutives ne peuvent être de la même couleur.

El Christian ROMON donne quelques solutions complémentaires
comme celle-ci dans le cas général:

Celle-ci encore dans le cas particulier où trois cases

consécutives nepeuventpas être de la même couleur:

47.Porcelaine de limoges

Le nombre minimum d’assiettes emportées par le restaurateurs est 403 (dans la configuration

de piles 398-399-400-401-403).

Dans le cas général, on appelle A le nombre d’assiettes et P le nombre de piles.
Le minimum de la pile la plus haute est alors le quotient entier de la division par P du nombre A + 2
pour 2 piles, A + 5 pour 3 piles, A + 9 pour 4 piles, A + 14 pour 5 piles, ...,

(P + 2) (P- 1)
pour P piles.A +

2

2 2
248. Gratte-ciel

@1 3401(10)(30

@2 1301(201(10

©@@2 10

3

49. Chassez les diviseurs

Le premier joueur l’emportera siN est un nombre impair.
Sa stratégie consistera alors à toujours annoncer un nombre impair.En effet, les nombres impairs
n’ayant que des diviseurs impairs, le deuxième joueur sera contraint d’annoncer un nombre pair.
Il sera toujours possible au premier joueur d’en ôter un diviseur impair (1 au besoin) pour annoncer

un nombre impair.
E Christian ROMONraisonne ici encore en termes de positions gagnantes (paires) et per¬
dantes (impaires).
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50.Les hexaminos

•On ne peut pas recouvrir une grille 8 x 9 à l’aide d’hexaminos 6x1.
Une solution consiste à numéroter les cases de la grille avec les chiffres
de 1 à 6 se suivant dans les deux directions suivant le même cycle,
comme dans le schéma ci-contre.
Ainsi,unhexaminoposé sur lagrillerecouvrira-t-il forcément six cases por¬
tant des numéros différents. Un éventuel pavage recouvrirait alors 12 .

cases 1, 12 cases 2, ..., 12 cases 6.
Or,iln’y a que 11 cases 5 et 6 et 13 cases portant les numéros 2 et 3.

•En s’appuyant sur ce raisonnement, on constate qu’on ne peut paver .

à l’aide d’hexaminos6x1que les grilles dont une des dimensions est un

multiple de 6.
El ChristianROMONenvisage, defaçon trèspratique, l’impossibilitéd’unpavage de la grille
8x9par des hexaminos 6 x1en créant une disposition obligatoire despavés. Pour la géné¬
ralisation,ilmontre de même l’impossibilité dupavage d’un rectangle 2p x3qoùq est impair
etp non multiple de 3, retrouvant ainsi que le pavage n’estpossible que si l’une des dimen¬
sions au moins est multiple de 6.

1 2 3 4 5 6 1 2 3
2 3 4 5 6 1 2 3 4

33 4 5 6 1 2 4 5
4 5 6 1 2 3 4 5 6
5 1 2 4 5 6 16 3

6 1 2 3 4 5 6 1 2
1 2 3 4 5 1 26 3
2 3 6 2 44 5 1 3

51.Les dix étiquettes

Les paires coûtent,par ordre croissant: 1,5; 3,5; 4,5;5,5 €.
On commence par montrer que la somme des prix est 19,5 € (le quart de la somme des étiquettes),
puis on trouve le prix de la paire de prix moyen (4,5 €) en ôtant de 19,5 l’étiquette la plus chère et

l’étiquette la moins chère. Grâce au deuxième prix le plus élévé et au deuxième prix le plus bas, on

trouve le prix des paires les plus chères et les moins chères. On complète grâce aux étiquettes
extrêmes.

Kl Même si certains lecteurs se sontfourvoyés en imaginant à tort que lesprix devaient être

entiers ou que des chaussettes de qualité différente ne pouvaient pas être au même prix,
d’autres ont imaginé des solutions astucieuses.MichelMENGUAL (Paris)fait remarquer que

leproblème peut être résolu sans les données 6, 7 et 8. Jean-YvesNAU (17000 La Rochelle)

utilise un classement desprixpar pairespour résoudre rapidement leproblème.

52.Le tournoi
Diane a battu Alex et Babette.
Alex a battu Babette et Claude.
Claude a battu Diane.
Babette a battu Claude.
Classement final: Diane (5 points), Alex (4 points), Claude (3 points),
Babette (2 points).

K Onpeutfaciliter la recherche de la solution en classant, comme

ChristianROMON, les joueurs en trois catégories:

- A, ceux qui ontperdu leurs trois matches,

- B, ceux qui en ontperdu deux et gagné un,

- C, ceux qui en ontperdu un et gagné deux.
L’absence d’ex-aequo implique comme seulespossibilités CCCA (6= 2 +2 +2 + 0), cas à éli¬
miner, et CCBB (6 = 2+2 +1+1), avec nécessairement un joueur B à 2points (B2) et unB à
3points (B3),puis unCà4points (C4) et un autre à 5points (C5), d’où le graphe de la relation
«x gagne contre y»:C’est donc Diane le joueur C5, Alex le C4, Claude leBy Babette le B2.

B2

B3 C4

C5
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53.Pile ou face
C’est Babette qui avait le moins de chances de remporter le magot.

Dans le cas d’un nombre,impair de jets, la probabilité d’obtenir davantage de «face» que de «pile»
est un demi.
Cette probabilité est diminuée par la possibilité d’égalité, qui existe en cas de nombre pair de jets, et

est d’autant plus grande que le nombre de jets est petit.
ElNos lecteurs ont ici rivalisé deprécision en donnant lesformules exactes de laprobabilité

d’obtenirplus defaces que depiles, dans le cas d’un nombre impair de lancers,

CL1
dans le cas d’un nombrepair (2n) de lancers ( C% désigne le nombre de corn

2 22"+l

binaisons dep élémentsprisparmi n). Ainsi,pour 9, 12 et 14 lancers, trouve-t-on respective¬
ment des probabilités de 0,5;0, 387 et 0, 395.PaulBETOUT (Paris) précise même en utili-

1 1
2

LEFRANC (92260Fontenay aux Roses) signale une sorte deparadoxe: la chance de gagner
en jouant 14fois estplusfaible que celle d’un joueur qui ne lancerait les dés que 13fois...

sant la formule de Stirling, cette probabilité varie comme et Jean-Daniel

54.Élections dans l’archipel

Il y aura égalité parfaite entre les deux candidats.
En effet, s’il y avait moins de 1001 Dufaux, par exemple 500, les affirmations des habitants 501 à

2002 seraient fausses, ce qui entraîne l’existence de plus de 500 Dufaux.
S’ily enavaitplus de 1001,par exemple 1500,les affirmations des 1500premiers habitants seraient vraies,
ce qui contredit l’existence de 1500 Dufaux.
En définitive, il ne peut y avoir que 1001 Duvrai (les habitants 1 à 1001) et 1001 Dufaux (les habi¬

tants 1002 à 2002). Gare au réveil qui ne sonne pas le jour du scrutin!

55.La zone américo
En frappant 7 pièces marquées 1, 2, 4, 8,16, 32, 64 Américos, on est certain qu’avec un jeu de
pièces, on ne pourra pas obtenir une même somme de deux façons différentes.
En frappant 10 pièces, c’est impossible, quel que soit le choix de ces dix pièces.
En effet,il y a 210 = 1024 façons de choisir une «poignée» de ces dix pièces. Or les sommes qu’on
peut obtenir ne dépassent pas 1000 Américos. C’est donc qu’il existe deux sous-ensembles de ces dix
pièces de même total. Si ces sous-ensembles ont des pièces en commun, on les élimine, ce qui nous

mène à deux groupes distincts de pièces de même total.

Quant à ce qui se passe quand on frappe huit ou neufpièces,nous faisons appel aux lecteurs pour nous

éclairer.
E La question concernant 8 ou 9 pièces n’est pas restée longtemps en suspens, et l’appel
lancé aux lecteurs a été entendu. Laurent ROSAZ (Paris) prouvent qu’il existe une solution
pour 8 pièces, mais pas pour 9.Il raisonne sur le nombre de «trous», ainsi nomme-t-il les
nombres qui n’apparaissentpas comme sommespartielles.Ilen trouveplus de 108 inférieurs
à 300 et montre qu’il existe au moins 30 sommes de troisfrappes de monnaie entre 275 et 297,
intervalle quine contient que 23 valeurs, d’où la conclusion:iln’existepas 9 entiers inférieurs
ou égaux à 100 sans qu’ils contiennent au moins deux sous-ensembles de même somme.Il
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exhibe, comme Daniel et Jean-Pierre KIEKEN(56230 Larré), une solution à 8 pièces:100,

99, 98, 96, 93, 87, 76, 56 en signalant d’ailleurs que 54peut remplacer 56.

56.La loterie
Vous choisirez le total 14 qui offre la meilleure probabilité de gagner.

Cette probabilité se monte à 7/90, soit environ 7,77%.
En effet, avec un total 14:

le nombre de billets gagnants commençant par 1est 6 (la dizaine varie de 4 à 9).

le nombre de billets gagnants commençant par 2 est 7 (la dizaine varie de 3 à 9).

Puis 8, puis 9, puis 10 (billets commençant par 5), puis on redescend à 9, 8, ... jusqu’à 6 pour les

billets commençant par 9.En tout: 70 billets gagnants pour 900 possibles.
On n’atteint pas ce nombre pour les autres totaux.

ElBonnes solutions de Antoine WEHENKEL (Luxembourg) et ChristianROMON. Ce dernier

n(n + 1)
précise également que,pour n compris entre1et 9 il existe façons de décomposer

2

n en somme ordonnée de trois chiffres, le premier n’étant pas nul. Pour n supérieur à 9, ce

nombre devient -n2 + 28n-126, maximalpour n - 14.

57.Le tableau effacé
95617181920
De 1 à 20,on a écrit 31chiffres.On en efface 20,il en reste 11.Le seul «9» utile est le premier,celui
de 19 arrivera trop tard. Le premier des 10 chiffres restants ne peut être que le 5 de 15 (les chiffres

plus grands arrivent trop tard). La fin est imposée,une fois effacé leldel6:6171819 20.

58. Quel désordre!
Illui suffira d’ouvrir deux boîtes.
Les trois étagères portent forcément les indications «BB», «MM» et «BM».En effet, si elles por¬
taient toutes les trois les indications «BM», les trois indications ne pourraient être fausses en même

temps.

•La mère d’Alban ouvre d’abord une boîte de l’étagère marquée «BM» (qui est en réalité «BB» ou

«MM») et connaîtra donc le contenu de ces deux boîtes (supposons par exemple que ce soient deux

boîtes de baskets).

•Il lui suffit alors d’ouvrir une seule boîte de l’étagère marquée «MM» (qui ne peut contenir qu’une
paire de baskets et une paire de mocassins). Elle saura alors ce que contiennent toutes les boîtes,

puisque la dernière étagère, marquée «BB» ne peut contenir que deux boîtes de mocassins.

59.Rendez à César! a le bonnet de a la planche de
El Guy CHATY préconise pour

résoudre le problème de construire

le graphe de la relation «a le bonnet

de».

Aline Domitien Basile

Basile Aline Coralie

Coralie Basile Domitien

Domitien Coralie Aline
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60.Huit nombres à placer

Il y a quatre solutions, symétriques les unes des autres.

L’idée pour y parvenir consiste à remarquer que les deux cases centrales sont voisines de toutes les

cases sauf une. On ne peut donc y placer que 1et 8, les seuls nombres quine possèdent qu’un«voisin».

3 4 65

7 1 8 2 7 1 8 2

4 6 3 5

3 6 45

8 1 2 8 12 7 7

6 4 5 3
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61. Le partage du gâteau

Problème n°4 du 11-02-97

Avec six coupes rectilignes verticales dans une tarte circulaire, on peut, sans

considération d'équité, faire 7 parts, 12 parts...

Mais toujours avec six coups de couteau, sauriez-vous découper exactement

20parts ?

Quelnombre maximum deportionspeut-on obtenir en six coupes rectilignes dans
cette tarte ?

Iln'est pas permis de déplacer les parts entre les découpes.

62. Le tire-bouchon
Problème n°9 du 18-03-97

m

Un tire-bouchon est constitué de dix tiges métalliques de même longueur, articu¬

lées comme sur le dessin, en respectant les alignements indiqués.

Quel est l'angle queforment les tigespartant de lapoignée, lorsque celles arrivant

à la vrillefont entre elles 60° ?
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63. Mik’anneaux

Problème n°14 du 22-04-97

Tous ces anneaux peuvent être enlevés l'un

après l'autre, sans toucher aux autres.

Dans quel ordre ?

64. Un problème de robinet !

Problème n°19 du 27-05-97

T e robinet fuit, à raison d'un litre et demi par 24 heures.
J—/En attendant le plombier, vous placez sous la fuite ce vieux bidon

en métal, cube de 30 cm d'arête, ouvert sur le dessus. Seulement,

voilà, la rouille y a fait exactement trois trous, au centre de trois

faces, le fond et deux parois contigües.

Vous inclinez le récipient de manière à recueillir le maximum .
d'eau et oubliez l'incident (vous oubliez de vider laboîte).

6,

Dans queldélai leplombier doit-ilarriverpour vous évi¬
ter l'inondation ?

JH}\
\\ »II 0' I
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65. Mise en boîte

Problème n°24 du 01-07-97

n objet en forme de pavé droit (parallélépipè¬

de rectangle) ayant pour base un carré de 68

cm de côté est vendu conditionné dans une boîte

dont il épouse la forme (la base est également un

carré de 68 cm de côté), l'espace restant en haut

étant rempli de copeaux synthétiques.

En l'insérant dans sa boîte, un manutentionnaire

maladroit coince l'objet en position inclinée entre les parois de la boîte.Fort heureu¬

sement, la boîte ferme quand même, l'arête supérieure affleurant le couvercle.

U .

Quelle est lahauteur de l'objet dans le cas où laboîte est cubique (68 cm de haut) ?

Pour ceux qui aiment les calculs, même question quandla boîte n'a que 47 cm de

haut.

66. Id’M

Problème n°29 du 105-08-97

J_L kH ]_L

Md

I n
Comment découper cet«M» en six morceaux, tous identiques, à un retournement

près ?

64



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE»1- 300

67. Dodécagone ou carré ?

Problème n°34 du 09-09-97

Réarrangez les six morceaux de cepuzzle enforme
de dodécagone régulierpour enfaire un carré .

'452Pour vous aider, les valeurs de trois des angles
vous sont indiquées.

il\°

31
4

5

6y

68. Le tapis brodé

Problème n°39 du 14-10-97

Bal
ous avez rapporté de voyage ce tapis
brodé de forme carrée. Les petits

cercles noirs semblent avoir à peu près la

même taille.

V

Sont-ils rigoureusement identiques ?

tUl
L ÆÊR
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69. Les survivants du milieu

Problème n°44 du 18-11-97

J

K

I

T''Ve ce triangle ABC, seuls ont survécu I,milieu de AB, J, milieu de BC, et K,

-L/milieu de CA.

Reconstituez le triangle ABC.

Plus délicat : sauriez-vous reconstituer un pentagone ABCDE àpartir des milieux

I,J,K,L etMde ses côtés ?

Question piège : et un quadrilatère ABCD à partir des milieux I,J,K,L de ses

côtés ?

70. Les partages de l’hexagone
Problème n°49 du 23-12-97

De combien defaçonspeut-onpartager cet hexagone en

trianglespar des diagonales qui ne se coupentpas ?

Généralisez au partage en triangles d'un polygone
convexe de 7 côtés.
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71. Les anneaux concentriques
Problème n°53 du 20-01-98

artez d'un rectangle. Tracez les trois cercles centrés

enun des sommets du rectangle et passant par cha¬

cun des trois autres sommets. J
Coloriez en gris l'anneau extérieur ainsi que le cercle m

intérieur. I-

P

Laquelle des deux zones grisées possède l'aire la
plus grande ?

72. Art abstrait
Problème n°58 du 24-02-98

cette œuvre d'art moderne

n'est faite que d'une grande

enveloppe rectangulaire divisée
en quatre, complétée par

quelques tracés géométriques

rectilignes et par une plage
sombre, construite comme indi¬

qué sur le dessin.

'.r

I

Sauriez-vous évaluer mentalement, en n'utilisant que des considérations simples,
quellefraction de l'aire de l'enveloppe laplage sombre représente ?
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73. Le fanion du club

Problème n°63 du 31-03-98

e club de la Balance est passionné de justice. \

Tout y est placé sous le signe de l'équilibre, jus¬

qu'à la conception du fanion qui décore la tribune lors

de chacun des rassemblements.

Ce fanion a la forme d'un triangle découpé en deux par¬

ties, évidemment de même aire, l'une noire et l'autre

blanche, par une frontière rectiligne.

Le dessin vous indique l'un des points de cette frontière,

situé sur le bord du triangle, mais plus près du sommet que

de la pointe basse.

L

Sauriez-vous,avec des considérations simples de géométrie,

reconstituer la décoration dufanion ?

74. Le champ de vision
Problème n°69 du 12-05-98

Amaud, Brigitte, Cloé et Daphné sont aux sommets d'un carré du 20 mètres de

côté.Le grand et gros Etienne se tient à 20 mètres d'Arnaud comme de Brigitte,

tandis que François est à 20 mètres de Brigitte comme de Cloé, du côté indiqué par
le dessin.

François voit-ilDaphné ? Daphné

Etienne

François

BrigitteArnaud
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75. L’archipel des échelles

Problème n°74 du 16-06-98

T 'île de la Réduction, dans l'Archipel des
JL_yéchelles, a une forme très découpée.
Deux cartographes ont réussi à en établir des

représentations exactes qu'ils ont reproduites
sur dupapier calque,mais à des échelles dif¬

férentes.

Tandis qu'ils discutent des méthodes que
chacun a utilisées pour obtenir sa carte, ils

laissènt traîner leurs calques qui se superpo¬
sent comme sur le dessin.

I
11 1

Existe-t-il unpoint de Vile dont les représentations sur les deux cartes coïncident?

Si oui, lequel?

76. Le centre perdu
Problème n°79 du 21-07-98

TWTapoléon Bonaparte est censé avoir découvert comment,
!_ià l'aide exclusive d'un compas, on pouvait retrou-

ver le centre perdu d'un cercle tracé sur un plan.

Sauriez-vous parvenir au même résultat avec,

pour tout instrument, une règle non graduée

dont les deux bords sontparallèles et dont la lar¬

geur est inférieure au diamètre du cercle ?

Et si la largeur de la règle est supérieure au dia¬

mètre ?
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77. Les douze points
Problème n°84 du 25-08-98

Construisez, sans lever le crayon de la feuille de papier,
#

une ligne continueformée de cinq segments de droite,pas¬

santpar les douze points de la figure, et fermée, c'est-à- m
dire qui se terminepar lepoint de départ.

78. Le billard triangulaire

Problème nb89 du 29-09-98

ur un billard de forme triangulaire, un cham¬

pion s’apprête à frapper une boule qui
«colle» à l’un des bords au point A (la

boule est assimilée à un point).Il frappe /
sans effet, c’est-à-dire que lors d’un /
rebond, l’angle de réflexion est /
exactement égal à l’angle d’inci- /
dence (comme dans le cas du /
reflet d’un rayon lumineux /
sur un miroir).

S
Angle \
de \
réflexionÿ \

.-Àngie'
d'incidenc

m.
A

Quelpoint le champion doit-il viserpour que la boule revienne exactement à son

point de départ après deux «bandes» (deux rebonds) ?

Pour les champions... de maths : comment choisir le point A pour que la boule

repasse aupointA après deux bandes, puis une autrefois au bout de cinq bandes

après avoir suivi intégralement la même trajectoire ?

70



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE»1-300

79. La banderole
Problème n°94 du 03-11-98

our la fête annuelle du club, le comité d’organisation a décidé d’érigerà l’entrée

une magnifique banderole de bienvenue.
Elle a la forme d’un triangle rectangle isocèle et les mâts

qui la soutiennent mesurent 1,50 m et 2,50 m de haut. Une

fois tendue, la banderole ne touche le sol qu’en sa pointe
(comme sur le dessin).

P

De quelle distance les mâts sont-ils écartés ?

Si maintenant on voulait que la banderole ait la forme d’un triangle équilatéral, et,

que tendue entre les deux mêmes mâts, elle ne touche toujours le sol qu’en sa poin¬
te, quelle devraient être ses dimensions et l’écartement des mâts ?

80. Le bon et le mauvais tracé

Problème n°99 du 8-12-98

T 7oici deux façons de tra-

V cer un côté de pentago-
1 2

A A
ne inscrit dans un cercle.

Elles semblent toutes deux

permettre la construction U

d’un pentagone régulier. \
Pourtant, une seule de ces

deux constructions est exacte.

-c

P est le milieu du
rayon horizontal OC.

Q est tracé sur le diamètre

horizontal tel que PQ = PA.
B, sur le cercle, vérifie

AB = AQ
AB est le côté cherché

Lafigureparle d’elle-même.
Le côté cherché est AB

Laquelle ?

Expliquezpourquoi
l’autre n’est qu’une

construction approchée

dupentagone régulier.
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81. Un musée bien gardé

Problème n°106 du 1210111999

T Toici leprojet deMuséeEuropéen d’ArtModerne que vient de

V concevoir un architecte célèbre. Le sol de l’immense salle

des pas perdus en forme depentagonerégulier estpavé d’une étoi¬

le à cinq branches qui n’est pas sans rappeler celles du drapeau

européen. C’est sur les dix murs - dont cinq sont dans le

prolongement des côtés de l’étoile et les cinq autres per- ~

pendiculaires à ces côtés - qu’on accrochera les tableaux de

valeur qu’il est essentiel de surveiller. Le responsable de la sécurité,

perturbé par la profondeur des ailes auxquelles on accède par une

porte vitrée (en pointillé), est donc amené à se poser des questions.

ê
h,

;

Quels sont lespoints d’où Von nepeut surveiller aucun mur en entier ?

Combien de caméras au minimumfaudra-t-il installer et oùfaudra-t-il lesplacer

pour quepas unpouce carré de mur n’échappe à leurs champs de vision réunis ?
(On supposera qu’elles sont munies d’un moteur leur permettant de pivoter sur un

axe et de balayer toutes les directions)

82. Le grand triangle
Problème n°109 du 1610211999

/'"'Vn prolonge les trois côtés d’un triangle ABC d’une longueur égale à la moitié
vydu côté prolongé (comme sur le dessin) pour former un grand triangle DEF.

Quel est le rapport de l’aire du grand triangle ainsi construit

sur celle dupetit ?

Les 3 côtés prolongés du petit triangle recoupent les

côtés du grand triangle en 3 point G,H et I.

Dans quelrapport cespoints divisent-ils le côté
qu’ils coupent ? (par exemple, dans quel rapport

G divise-t-il DE ?)

' A
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83. Pli parallèle

Problème n°114 du 30/03/1999

Sur cette feuille de papier, on a marqué un point A et une

droite (D). A

Comment, uniquement par pliage de cette feuille, créer une

parallèle à la droite (D) passantpar lepoint A ?

fD)

84. Retour dans l’archipel
Problème n°119 du 04/05/1999

Deux cartographes s’intéressent à l’Archipel des échelles. Après avoir étudié l’île

de la Réduction, les voilà qui établissent la carte de l’île du Pentagone, beau¬

coup plus simple à représenter, puisqu’elle a la forme d’un pentagone convexe*.

Fidèle à une technique maintenant éprouvée; chacun des deux scientifiques reproduit
une carte de l’île sur du papier calque. Ils laissent tramer leurs reproductions, qui ne

sont pas à la même échelle (la petite est une réduction à 75% de l’autre), sur une

table, l’une sur l’autre.

Chose extraordinaire, quatre des côtés de la plus petite des deux cartes sont placés
exactement le long de quatre côtés de l’autre.

Trouvez une représentationpossible de Pile duPentagone.

* Siunpolygone est convexe, on ne peut en sortir quand on joint deux de ses points.
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85. Le cercle de la félicité

Problème n°124 du 08/06/1999

orsque vous descendez à l’hôtel Sangaku, dans le

Japon profond, on vous donne un dépliant sur

lequel l’hôtel est stylisé sous la forme d’un carré de /

5 cm d’arête surmonté d’un triangle équilatéral. /
L’ensemble est entouré d’un cercle, qui symbolise
la félicité.

L

Quel est le rayon du cercle de lafélicité ?

86. La coiffe alsacienne
Problème n°129 du 13/07/1999

renez un triangle quelconque (en gris) et

tracez

construits à partir des trois côtés du triangle.
Vous obtenez une coiffe alsacienne. En joi¬

gnant les extrémités libres des carrés à l’aide

de pointillés, vous matérialisez trois nouveaux

triangles. -

P l’extérieur les trois carrés

\

Comparez Paire de chacun de ces trois tri¬
angles à celle du triangle gris.
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87. Le deuxième triangle

Problème n°134 du 17/08/1999

Our les côtés AB, BC et CA

Od’un triangle ABC, on pose

trois tiges rigides noires. On

translate alors de manière indé¬

pendante chacune de ces trois

tiges : les tiges restent parallèles
à elles-mêmes et se placent en

DE,FG et HK (figure).

On pose alors trois nouvelles

tiges,grises celles-là,le long des

côtés EF,GH et KD.

K

D
A

H
E /C,B'

G

Peut-on toujours, en translatant convenablement les trois tiges grises (parallèle¬
ment à elles-mêmes),former un nouveau triangle ?

88. Les mailles du filet

Problème n°139 du 21/09/1999

/'"'Vn divise en 10 parties (pas forcément identiques) les deux

Vw/côtés obliques de ce triangle et on joint chaque point de
A

subdivision au sommet opposé, comme sur la figure.

Combien de triangles sont tracés sur lafigure ?

Généraliser lorsque AB est divisé enpparties et AC

en n.

CB
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89. L’île au trésor

Problème n°148 du 30/11/1999

a
%
x

%
%

%*x
X

Lu dans un vieux parchemin retrouvé sur une île déserte : «Gontrand et moi-

même sommes les seuls rescapés du naufrage. Nous avons pu sauver le trésor.

Nous l’avons enterré exactement au milieu de la Trouée des Hérissons, un sentier

rectiligne qui conduit de ma tente vers celle de Gontrand. Nous avons en effet établi

nos bivouacs séparément, Gontrand sur le Chemin aux Singes,et moi sur laPiste aux

Castors.»

Malheureusement, la seule carte qui subsiste aujourd’hui est celle représentée ci-des-

sus. On y voit le Chemin aux Singes et la Piste aux Castors. En revanche, la Trouée

des Hérissons n’y figure pas, et la nature a envahi tous les chemins qui existaient à

l’époque.

Représentez sur la carte la zone où vous chercheriez le trésor.
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90. La truffe du père Igor

Problème n°152 du 28/12/1999

On accourt des quatre coins du monde pour goûter à la spécialité de l’auberge du

Père Igor, la truffe blanche au caviar.

Ce qui fait l’originalité de cette truffe, c’est d’abord sa forme : elle constitue un cube

parfait de 3 cm d’arête. C’est ensuite sa préparation : le chef découpe de très fines

lamelles perpendiculairement à une diagonale, il les place artistement dans l’assiet¬

te,puis ilborde ces lamelles d’un ruban continu de perles de caviar.Ilpeut ainsi ser¬

vir. Les plus petites tranches, celles qui sont près des coins, sont servies dans le

«menu du terroir». Mais dès qu’on s’éloigne suffisamment des angles, les lamelles

changent de forme. Celles-là sont servies «à la carte».

Quelle est laforme des différentes tranches ?

Le père Igor est un homme d’affaire avisé.Il sait combien lui coûte un centimètre de

mban de caviar. Néanmoins, bien que les aires des lamelles servies «à la carte» ne

soient pas égales, il a l’impression que la quantité de caviar nécessaire pour chaque

tranche ne varie pas.

Est-ce vrai ?

91. Les deux cordes

Problème n°154 du 11/01/2000

a figure ci-dessus représente un cercle, deux cordes per-

pendiculaires et les longueurs, en centimètres, de trois /
des segments qu’elles forment en se coupant. /
L

2
6

Quel estprécisément le rayon du cercle ?

3
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92. Invariant pentagonal
Problème n°159 du 15/02/2000

Le pentagone convexe ci-dessus a ses cinq côtés

égaux (leur longueur est un même nombre a.

à un pointMintérieur au pentagone, on associe :

MA +MB + MC + MD + ME,

somme des distances de M aux cinq côtés du pentagone

(ou à leurs prolongements).

.BA

E
M

YC

Sauriez-vous expliquer pourquoi cette valeur ne

dépendpas du choix dupointM? D

La propriété est-elle conservée si le pentagone a cinq angles égaux sans que les

côtés le soient ?

93. Des sous ! Des sous !

Problème n°164 du 21/03/2000

TVacez sur un papier une pièce de
i5 francs et,unpeu plus loin,une

pièce de 10 centimes.

Menez du centre de la grande pièce
deux tangentes à la petite, et du

centre de la petite deux tangentes à

la grande, comme sur le dessin.

1

QBy

Ilsemblerait que les longueurs des

segments verticaux AB etIJsoient
égales.Est-ce vrai ?
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94. Les polygones étoilés

Problème n°171 du 16/05/2000

n place sept points sur la circonférence d’un

cercle. On les joint de deux en deux : lepremier ,

au troisième, le troisième au cinquième, ..., /k
jusqu’à retomber sur le premier point. fém
On obtient un heptagone étoilé. / J\

O
Quelle est la somme de ses angles (en grisé) ?

Plus généralement, sauriez-vous trouver la somme \

des angles d’unpolygone étoilé de n sommets qui sont

joints dep enp ?

95. Remembrement

Problème n°174 du 06/06/2000

De combien de façons peut-on diviser ce ter¬

rain en deux terrains d’un seul tenant et

d’aires égales en suivant les lignes tracées sur

leplan ? !

/On précise que les trois quadrilatères en gris

sont des carrés.

MSI
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96. Bricolage

Problème n°179 du 11/07/2000

y'Vécoupez un triangle équilatéral de 10 cm de côté.Plantez un

J--/clou en son centre, autour duquel vous ferez pivoter un

angle de 120° que vous aurez préalablement découpé dans du

papier calque. L’angle recouvre une partie du triangle

(représentée ci-dessus en grisé).

Quel est, quand le papier calque pivote, le maximum

et le minimum de l’aire commune ainsi définie ?

97. Pique-nique d’anniversaire

Problème n°184 du 15/08/2000

A ntony et Fabien sont jumeaux.

/"\Pour lern anniversaire, ils ont organisé un pique-nique au cours duquel ils se

partageront un magnifique gâteau carré de 20 cm de côté.

Aucun des deux ne supporterait que l’autre s’approprie une part plus grande que la

sienne, mais au moment d’effectuer le partage, catastrophe !

Ils ont emporté un couteau dont la lame ne mesure que 17 cm, et ne disposent pas de

double décimètre !

Comment doivent-ils s’yprendrepour réaliser unpartage équitable en un nombre

minimum de coups de couteau ?
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98. La fête foraine

Problème n°189 du 19/09/2000

ans le jardin des Tuileries, la fête foraine bat son

plein. Cette année, nous y avons découvert une

bien curieuse attraction.

Sur une table, est dessiné un grand disque blanc de

50 cm de diamètre. À proximité, cinq disques noirs

identiques en caoutchouc mince sont proposés aux

badauds, moyennant la bagatelle de 10 francs. L’objectif
consiste tout simplement à recouvrir complètement le

disque blanc à l’aide des cinq disques noirs, en les plaçant
successivement sur la table.La superposition de disque noirs est

permise, et même conseillée !
Si la moindre parcelle de disque blanc reste visible,on a perdu 10 francs. Dans le cas

contraire, on gagne un téléviseur.Pour montrer que l’opération est possible, le forain

l’exécute devant vous. Pourtant, la plupart des candidats s’y cassent les dents.

C’est que le diamètre des disques noirs a été choisi avec précision !

D

Quel est le diamètre minimum des disques noirs permettant de réaliser le recou¬

vrement ?

99. Mise en plis réductrice

Problème n°194 du 24/10/2000

n quadrilatère ne présentant apriori aucune symétrie notable a été découpé dans

une feuille de papier. Vous ne disposez pas de règle graduée et ne pouvez donc

mesurer de distance. Vous ne pouvez que plier ou déchirer le long d’unpli.
U

Sauriez-vous extraire du quadrilatère initialun autre

quadrilatère, d’aire exactement moitié de celle du

premier ?

Trouvez une deuxième méthode, différente de lapre¬

mière.
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100. Une figure simple
Problème n°199 du 28/11/2000

aligne comme sur la figure trois carrés égaux.

X Z

Quelle est la somme des trois angles marqués des lettres x,y et z ?

101. Le plus petit triangle

Problème n°204 du 02/01/2001

On fixe deux demi-droites

formant un angle aigu en A,

ainsi qu’un point P à l’intérieur

du secteur angulaire qu’elles
délimitent. Une droite variable

passant par le point P coupe les

deux demi-droites en B et C.

,C,

P

A B

Comment choisir cette droite defaçon à rendre minimale l’aire du triangle ABC?
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102. Ligne de partage circulaire
Problème n°210 du 13/02/2001

O

lain et Alex Térieur s’adonnent sur un terrain

plat au jeu géométrique suivant:

•Alain dispose 17 plots (2 noirs et 15 blancs) comme

ill’entend sur l’aire de jeu,mais de sorte que 3 quel- °
conques d’entre eux ne soient jamais situés sur une

même droite,ni 4 d’entre eux sur un même cercle.

•Alex choisit alors trois des plots, et, à l’aide d’un

immense compas, trace le cercle qui passe par ces

trois plots (assimilés à des points).

Il gagne si le cercle emprisonne 7 des plots restants et laisse les 7 derniers à l’exté¬
rieur.

Alexpeut toujours gagner.Pourquoi?Et comment?

A
o

o O

o
o

o
o

o

o

o

La règle du jeu impose cette fois que parmi les trois plots choisis par Alex, figurent

obligatoirement les deux noirs (qu’Alainpeut placer préalablement oùil le souhaite).

Alexpeut-il encore gagner à tous les coups ?

103. La quadrature du rectangle

Problème n°214 du 13/03/2001

Sur le plan ci-contre, on distingue le champ rectangulaire de M.Ducoq (en gris),

bordé par les chemins départementaux CD1 et

CD2.

À l’occasion d’un remembrement, il est décidé que

M.Ducoq possédera dorénavant un champ de même

aire,mais de forme carrée, toujours bordé par le CD1

et le CD2.
CD2

Pouvez-vous, à Vaide d’un compas et d’une règle
non graduée, tracer les contours dunouveau champ

Ducoq?
irCD1
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104. La mouche du coche

Problème n°218 du 10/04/2001

Le «coche» est une œuvre d’art for¬

mée d’un ticket de métro percé en

son centre par une épingle, elle-même

plantée dans un bouchon de liège.

Une mouche se pose sur une face (A) du

ticket (aupoint M).Très intelligente,elle

sait comment se rendre en n’importe

quel point de l’autre face (B) en minimi¬

sant le trajet parcouru.

Face A Face B

M

oo

Quel est,pour la mouche, lepoint de la

face B le plus éloigné? (D’après une

suggestion de M.Marcel David).

105. Le cerf-volant articulé

Problème n°224 du 22/05/2001

n gamin fabrique un cerf-volant. Son armature est

constituée de quatre tiges de bambou de lon¬

gueurs fixes, articulées l’une à l’autre à leurs extré¬

mités. Æ

Pour rigidifier le tout, le jeune garçon dispose

deux bagettes «diagonales», qui se trouvent être

perpendiculaires.
Mais elles sont mal fixées, et se perdent lors du pre¬

mier envol du cerf-volant.Le gamin dispose alors deux

nouvelles baguettes le long des diagonales du cerf-volant

qui, entretemps, s’est déformé.

U

Les nouvelles baguettes sont-ellesforcémentperpendiculaires? (D’après une sug¬

gestion de M. Alain Noury).
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106. Triangles inscrits

Problème n°230 du 03/07/2001

Quelle est Paire duplus grand triangle que Vonpuisse
inscrire dans ce carré de côté1?Et quelle est Paire du
plusgrandtriangle équilatéralque Ponpuisse y inscri¬

re?

107. Construction à 1’équerre
Problème n°234 du 07/08/2001

ncercle et l’une de ses cordes [AB]

sont tracés sur une feuille de

papier. Vous ignorez où se trouve le

centre du cercle, et ne disposez que
d’une équerre non graduée, aux angles
inconnus, mais suffisamment grande
(l'un des côtés mesure au moins le dia¬
mètre du cercle).

U
A B

\ \
mSauriez-vous, à Paide de cette seule

équerre, construire le milieu de la

corde ?

'
\ \
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108. Équidistance
Problème n°239 du 11/09/2001

donne un point A et deux droites (D) et (A).

Existe-t-il unpoint B sur (D) et unpoint C sur (A) tels que le triangle ABC soit

équilatéral?

109. Un carré à la six-quatre-deux
Problème n°244 du 16/10/2001

(Çÿur ce parchemin ne figurent qu’un carré, trois segments, et trois indications de

longueurs: 6, 4, 2...

2

?

6
4

Sauriez-vous déterminerpar le raisonnement Pangle marqué d’unpoint d’inter¬

rogation?

86



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 1- 300

110. Plan de coupe

Problème n°249 du 20/11/2001

trace les vingt-et-un segments reliant entre eux sept points de l’espace.

Combien d’entre eux, au maximum,peuvent traverser un mêmeplan (ne passant

par aucun des septpoints) ?

Généralisation:

Combien, au maximum, des segments joignantNpoints de l’espace,peuvent tra¬

verser un mêmeplan nepassantpar aucun desNpoints ?

111. Et M.Levôtre créa son jardin

Problème n°254 du 25/12/2001

T'Nans ce grand parc carré,M.Levôtre a mis un an pour
JL-/créer un jardin d’une extraordinaire beauté.

Il a d’abord fait planter un arbre aux quatre sommets du

parc,puis, sur le périmètre, des arbres régulièrement espa¬

cés entre les sommets (le même nombre sur chaque côté,

mais ne vous fiez pas au dessin pour savoir combien).

Il a ensuite fait tracer deux allées en joignant chaque som¬

met du carré à l’arbre le plus proche du sommet opposé,
comme sur le dessin. Il a alors fait planter des massifs de

fleurs plus magnifiques les unes que les autres. Enfin, le dernier jour de l’année, à

l’intersection des deux allées, il a fait construire un bassin.

Sauriez-vous montrer que le bassin est carré?

1
II se trouve que l’aire du bassin vaut justement-de l’aire totale du jardin.

365

CombienM.Levôtre a-t-ilfaitplanter d’arbres?
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112. Découpe harmonieuse

Problème n°257 du 15/01/2002

t les cinq comparses se partagèrent le gâteau, un beau gâteau carré. Oh, ils

n'étaient pas exigeants : il leur suffisait d'avoir chacun une part en forme de tri¬

angle rectangle,pas forcément de même taille,mais en tout cas de même forme.

Leur première idée fut de découper le gâteau en cinq triangles rectangles isocèles.

Voici les configurations qu’ils imaginèrent.

E

Mais après réflexion, ils décidèrent d’avoir toujours

des parts en forme de triangles rectangles, mais dont

l’un des côtés de l’angle droit mesurerait le double de

l’autre.

Quels sont cettefois les découpages possibles ?

Existe-t-il d’autres découpages du gâteau en cinq
triangles rectangles de mêmeforme ?

113. Les sept bandes

Problème n°264 du 05/03/2002

La bille était au centre du billard.Le champion ajus¬
ta son coup, qui frappa, sans aucun effet, la bande

sous un angle de 45°.Elle rebondit alors six autres fois

avant de se retrouver, à l’issue des sept bandes, exacte¬

ment à l’endroit d’où elle était partie, après avoir par¬

couru 8 mètres.

Quelles sont les dimensions du billard?
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114. Le pavage de pentaminos
Problème n°269 du 09/04/2002

es dominos sont constitués de deux carrés accolés. De même, les triminos, qua-

driminos, pentaminos et autres polyminos sont obtenus en accolant par un ou

plusieurs de leurs côtés trois, quatre, cinq carrés ou davantage.

Il existe douze formes possibles de pentaminos (à une symétrie près).

Trouvez-les toutes! Avec ces douze
pentaminos différents, sauriez-vous
paver entièrement un rectangle de 3 |

cases sur vingt?

L

115. Malchance au Mondial

Problème n°274 du 14/05/2002

A ction1:L’ailier file parallèlement à la touche, légèrement décalé à gauche par

xjLrapport à l’axe du terrain. Arrivé au niveau de l’entrée de la tribune D, il
décoche un de ces tirs puissants, parfaitement rectilignes, dont il a le secret, et qui
semble devoir s’écraser sur le coin du poteau gauche du gardien et de la transversa¬

le.Mais Pavant-centre, situé au point de penalty, effectue une reprise de voilée acro¬

batique qui est magnifiquement stoppée par le gardien de but.

Action 2:L’ailier gauche file parallèlement à la touche, sur la même ligne que lors

de la première action.Il dépasse son point de tir précédent et, parvenu à l’entrée de
la surface de réparation qui est située au niveau de la fin de la tribune D, décoche un

de ces tirs puissants,parfaitement rectilignes, dont il a le secret, exactement parallè¬
le au tir de l’action 1. Cette fois, le tir s’écrase sur le

poteau droit du gardien.

Quelle est la largeur de la tribuneD?

À quelle hauteur le deuxième tir s’est-il écrasé?

Surface

PointD
penaltyde

On rappelle qu’au football, le but a une largeur de

7,32 m et une hauteur de 2,44 m. La surface de répa¬
ration est située à 16,50 m de la ligne de but, le point

de penalty à 11m de cette ligne.
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116. Image miroir

Problème n°279 du 25/06/2002

Comment découper un triangle semi-équilatéral selon une ligne brisée en deux
pièces de telle sorte qu’en assemblant les deux pièces du puzzle d’une autre façon
(sans les retourner), on obtienne l’image «miroir» du triangle de départ?

117. Le rayon d’une sphère
Problème n°284 du 31/07/2002

T 7ous disposez d’une boule sphérique en bois, d’un compas, d’un crayon, d’une

V feuille de papier et d’une règle.
Le crayon et le compas peuvent marquer la boule.

Comment déterminer le rayon de la boule ?

(D’après une idée de Francis Casiro).
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118. La chèvre et son chevreau

Problème n°289 du 03/09/2002

lanchette est dans son enclos carré, dont elle

faisait auparavant le tour en 48 sauts. Mais

aujourd’hui, elle ne peut accéder à tout le pré.

Elle regarde avec tendresse son chevreau, enfer¬

mé dans un enclos triangulaire à l’un des angles
du pré carré (en gris sur la figure), et dont elle

pourrait faire le tour en 24 sauts !

L’endroit où Blanchette préfère se tenir, c’est le

sommet opposé du carré. De ce point, en effet,

elle peut, d’un regard, embrasser l’ensemble du

pré triangulaire où se tient le chevreau.

B

Quelle est l’angle de vision de la chèvre?

119. Les pentagones

Problème n°294 du 08/10/2002

Combien de (vrais)pentagones différents,ayant leurs

cinq sommets parmi les neuf nœuds du réseau ci-

contre,non croisés et non superposables même en les

retournant,peut-on dessiner?
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120. La quadrature du cercle

Problème n'"299 du 12/11/2002

AD

O

C B

/'"'lette fois, le jeune Anaxagore est sûr de son coup.Il va enfin résoudre le problè-
V_xme de la quadrature du cercle sur lequel des générations de mathématiciens

s’échinaient depuis des siècles: tracer, à larègle et au compas,un carré de même aire

qu’un cercle donné.
Voici sa méthode: prolonger deux tangentes perpendiculaires au cercle pour qu’elles
forment les côtés d’un carré dont le quatrième sommet D est sur le cercle.

Un tel carrépeut-il effectivement se construire à la règle et au compas ?

A-t-il vraimentpour aire celle du cercle?
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Figures libres
SOLUTIONS

61.Le partage du gâteau

Voiciune configuration de 20 parts, et la configuration
maximale avec 6 coups de couteau, 22 parts.

Plus généralement, chaque droite supplémentaire crée

une région de plus que de droites qu’elle coupe.
Pour n droites, le nombre maximum de régions est

donc:l+ l+2+ ...+«=!+ n(n + l)/2.

y

\
62.Le tire-bouchon

En appelant x l’angle cherché, on repère sur la figure ci-dessus les angles 2x, 3x, 4x, en utili¬
sant uniquement les trois remarques simples suivantes :

•dans un triangle isocèle deux angles sont égaux ;

•la somme des angles d’un triangle vaut 180° ;

•le dernier triangle (près de la vrille) étant équilatéral,
le côté vertical en pointillé a donc la même longueur que les tiges.
La somme des angles du triangle grisé vaut 9x, ce qui permet de conclure.

L’angle x cherché vaut 20°.

x
|2x :

ix
AxÀ:

63.Mik’anneaux

Les anneaux peuvent être enlevés dans l’ordre :
E, A,B,D,G,I,J,H,C,F.

64.Un problème de robinet
Lorsqu’on pose le cube le long d’une arête, on peut le remplir jusqu’ou centre

d’une face percée. Le volume d’eau qui peut séjourner dans le bidon est celui d’un
prisme de base un triangle rectangle de côtés 30 x 15 cm et de hauteur 30 cm.Il

vaut le produit de l’aire de base (225 cm2) par la hauteur (30 cm), soit 6750 cm3,
ou encore 6,75 litres. On évitera l’inondation si le plombier arrive avant 4 jours

et demi.
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Si l’arête (de longueur a), axe de rotation du récipient, repose sur un plan horizontal, l’angle a d’in¬

clinaison se calcule à l’aide de sa tangente : tan a = (a/2)/a = 0,5 d’où a = 26° 33’ 54".
ELes nombreuses lettres reçues au sujet de ceproblème sont toutes destinées à améliorer la

solution parue dans «Le Monde» du 03106197 : P.BOUDRIOT(Paris), C.BROERE (B-

Audergham), M. BURET (Bures/Yvette), D. CIMETIERE (St-Jean de la Ruelle),P. DEBART
et ses élèves (le Caire),F. de FRESCHEVILLE(Fontainebleau), A. GENSAC (Montpellier)F.
HAYEM-PALUD (Montmorency), G. JULIAND (Venon), L.KLEINBORT (Larchant), P.

MIQUEL (Le Péage de Roussillon), E.PARDIEU (D-Koblenz), J.PIGETVIEUX (Grenoble),

P.PILET (Paris), J.POUYET (Vichy), C.PRADEL (Peymier), J.REMILLIEUX (Versailles),

M. STOLL (Boulogne), C. TURBEL (Carrières/Seine), J. VUILLEMIN(St-Cloud),N.WALLE
(D-Königsee). Nous retiendrons plus particulièrement celle de la jeune Marie-Chanel, élève
de 3e au Lycéefrançais du Caire, et celle,plus complète, de Jean POUYET, qui donne enplus
l’inclinaison du récipientpour un solution optimale.

65.Mise en boîte
En utilisant les notations de la figure en coupe (x est la hauteur de l’objet,h
la hauteur de la boîte), on doit avoir les relations :

a'

b’

a’ b’
= £=*(1)

68b a
b

a + a’ = 68 (2)

b + b’=h (3)

a2 + b2 = 682 (4) (théorème de Pythagore)
(k est le rapport de similitude des deux triangles rectangles de côtés a’,b’,xet b,a,68, ayant l’angle
a en commun. )

•Dans le cas d’un cube,h = 68.La figure est symétrique par rapport aux diagonales de la coupe, et

donc :a=b,a’= b’. Ainsi, a = 34V2,a’ = 68 -34ÿ2, et x = 68(V2-1).

•Si h = 47, comme a’ = kb et b’ = ka, de (2) et (3) on tire, par addition, (a + b)(1+ k) = 115, d’où
(a +b)\\ + k)2 = 1152, et ainsi,
1152- 682(1 + k)2 = 2ab(\ + k)2, ou encore (47 - 68fc)(183 + 68k) = 2 ab (1+ k)2.

68 (47 - 68k)
Or, (2) et (3) donnent aussi,par multiplication, ab =

1+k2

136 (47 - 68A:) (1+ k)2
d’où (47 - 68k) (183 + 68k) =

1 +k2

(47 - 68k) (4k- 1) (17&2 + 16fc - 47)
soit = 0,

1 +k2

dont les solutions sont k[ = Al168, k2 = 1/4,kj>l,k4<0. k3 et kA sont

à proscrire, fej correspond au cas limite où le paquet remplit toute '

la boîte.L’unique solution convenable est donc k = 1/4, qui corres- i

pond à x=17 cm,et comme a+b=92e.tab= 1920,a=60,b=32,
b’ = 15 et a’ = 8.

El René TOURNADRE (Angers) indique même que
x - 68 tan(A/2) ne dépendpas de la hauteur h, et retrouve, si
h = 68, x = 68 tan(ixJ8). Si h = 47, il donne l’équation du
3e degré en t (=tan(A/2)), quifournira t = 1/4, donc x = 17.

.--pf

Dessin d’Olivier ASTIER
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S Deux autres lecteurs ont donné une jolie solution : elle tient en un dessin pour Olivier
ASTIER (Paris) et en un calculpour Jean LIGEOUR (Rennes) :
Calcul de Jean LIGEOUR:Si d est la diagonale de la boîte en coupe, et x la hauteur cher¬
chée, sina = x/d, d2 = 682 + x2et dsin 3a- 47.Leproblème se ramène ainsi à la résolution
de l’équation que donne la relation sin 3a = 3 sina-4 sin3a (..qu’ilfallait
connaître !...).Alors, dsin3a = 3d sina — 4 (d3 sin3a)/d2, ou encore:47= 3x -

dont l’unique solution convenable est x = 17.

4(173)

682 + x2’

66.ID’M

Z /
Z

Z /
\ Z

67.Dodécagone ou carré ?

1

6
5

3
2

4

68.Le tapis brodé
Les huit petits cercles noirs sont en effet rigoureusement identiques.Ils ont tous un diamètre égal au

quart du côté du carré.

•C’est évident pour les deux cercles centraux.

•Pour les quatre cercles les plus proches des coins,
r il suffit d’appliquer deux fois le théorème de

P r
Pythagore avec les hypothèses de la figure de
droite :
(2R -rf = r2 + h2 et (R + r)2 = (R-r)2 + h2
d’où on tire R = 2r.

•Pour les deux cercles restants,il suffit encore d’ap¬
pliquer Pythagore avec les hypothèses de la figure de
gauche : (2R -x)2 = (2R + x)2 - (2R)2
Il vient encore R = 2jc.

r
-b-

r

x 2W-x

ISl Christian Schwinn,Paris.

69. Les survivants dumilieu

•Le triangle:il suffit de construire de part et d’autre d’un des milieux un segment parallèle à celui
déterminé par les deux autres milieux et de même longueur. On complète en joignant les deux som¬

mets ainsi déterminés aux deux milieux.
SA.PLANTIN, de Vic-le-Comte, donne une autre construction à l’aide de cercles.
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•Lepentagone:si MNPQR est le pentagone des milieux, on
accroche en N un segment NS de même direction, même
sens et même longueur que PQ. On est alors assuré que le
quatrième sommet A du parallélogramme MSRA est un des
sommets du pentagone cherché, qu’on reconstitue par symé¬
tries successives par rapport aux cinq milieux R, Q, P, N et

B

J

B K

M.
•Le quadrilatère : la reconstitution n’est pas toujours pos¬
sible à partir de quatre points quelconques. Il faut que le
polygone formé par les milieux soit un parallélogramme.
Dans ce cas, une infinité de quadrilatères répondent à la
question. On les trouve en choisissant arbitrairement l’un des sommets, et en construisant les autres
de proche en proche.

El Plusieurs lecteurs généralisent:la solution est unique pour reconstituer un polygone à un
nombre impair de côtés ; elle n’est pas toujours possible pour un nombre pair, mais s’il en

existe une, il y en a une infinité.

I

B

70. Les partages de Phexagone

Il y a 14 façons de découper l’hexagone :

6 encore selon
ce modèle

Pour la généralisation au partage en (n-2) triangles d’un polygone convexe à
n côtés par (n-1) diagonales qui ne se coupent pas, on peut imaginer le coda¬
ge suivant : z = (a + b) + (c + d) + e.
Il y a ainsi autant de partages que de formules parenthésées de (n-2) signes +

'2n-3, qui est un

6 selon ce modèle 2 selon ce modèle

ç_
vdb,

a' 'e

1et (n-1) lettres rangées dans l’ordre a, b, c,... :
«nombre de Catalan».
Pour l’heptagone (sept côtés), on trouve 42 partages (-L-Cn=42 )•

2n-3 Z

11

71. Les anneaux concentriques

Aussi étonnant que cela puisse paraître, les deux zones ont même aire.
En appelant a, b etc les longueurs (par ordre croissant) des deux côtés du
rectangles et de la diagonale, on voit que l’aire du cercle est JT a2, tandis
que l’aire de la couronne extérieure est Jt (c2 - b2). Or, le théorème de
Pythagore indique que c2-b2 = a2. Une véritable illusion d’optique !b

al c
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72. Art abstrait
La zone sombre a pour aire le huitième de l’aire du rectangle.
Cela résulte des constatations suivantes :

•Le triangle du «rabat» de l’enveloppe, ayant un sommet situé aux trois quarts de la hauteur, a pour
aire les trois huitième de celle du rectangle.

•Le triangle coloré a une base trois fois plus petite que le rabat. Son aire est dans le même rapport, et

représente donc le huitième de l’aire totale.
0HenriHELOT, de Munich,propose une autrefaçon d’yparvenir.

73.Le fanion du club

/ •Menez par A la parallèle à (BM) qui coupe (BC) en E.

•Joignez M au point P,milieu de [EC].

/ La droite MP partage le triangle en deux parties d’aires égales.
;

_______
En effet, l’aire deMPBA est égale à la somme de celle de MPB et de celle

® de MBA, elle-même égale à celle de MBE (les deux triangles ont même
base, et même hauteur puisque AE et BM sont parallèles). Donc l’aire
MPBA est aussi celle du triangle MPE.
Comme P est le milieu de EC, les aires de MPE et MPC sont égales.
53 Plusieurs lecteurs, dont René MOTTET, de Versailles ou M.
GRILLET-AUBERT, deMoreil,proposent une autre construction:faire
passerpar le milieu de AC laparallèle à MB.Elle coupe BC enP.
ElRaymondLEBIHAN, de StHerblain, ainsi queMichelMENGUAL

et Jean SUARD, de Paris, font remarquer que la droite MP passe,

pour des raisons de mécanique,par le centre de gravité du triangle.

A
k

?C

74.Le champ de vision
On procède par calculs d’angles :
Z.DEF = ZDEA + ZAEB + ZBEF

= 75° + 60° + 45° = 180 0

Les points D,E,F sont alignés.
Etienne masque Daphné à François.
Justification :
-Les angles du triangle équilatéral AEB valent 60°,

en particulier Z.AEB.
-L’angle Z.A du triangle isocèle DAE vaut 30°,

et donc les deux autres, en particulier ZDEA, 75°.
-Le triangle EBF est rectangle isocèle en B, et ZBEF= 45°

EJ-P LAFILLE, de Bergerac,propose une deuxième solution utilisant une rotation duplan.

D

E

BA

75.L’archipel des échelles
Ily a bien un point de coïncidence.
Onpasse d’une carte à une autre par similitude (composition d’une rotation et

d’une homothétie).

Or, toute similitude admet un unique centre (point invariant).La configuration
des cartes laisse penser que ce centre est bien situé à l’intérieur des îles.
Pour construire précisément le point invariant O, on sélectionne deux points
caractéristiques sur une carte (A et B) et leurs homologues sur l’autre carte (A’
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et B’). SiIest l’intersection des deux droites qui les joignent, les deux cercles circonscrits à AIA’ et

à BIB’ se coupent enIet... O.
Ces cercles contiennent en effet tous les points qui «regardent» AA’ (respectivement BB’) selon
l’angle de la similitude, donc les deux contiennent O.

76.Le centre perdu

La construction ci-contre permet de tracer un diamètre si la largeur de la

règle est inférieure au diamètre du cercle.

•Onplace larègle sur le cercle et on trace les deux parallèles le long de ses

deux bords.
La première rencontre le cercle enB,la deuxième en A.

•On déplace la règle et on fait pivoter son bord supérieur autour de A jus¬
qu’à ce que le bord inférieur rencontre B. On trace les deux parallèles le

long des bords de la règle.
•Les points d’intersection ainsi déterminés sont sur un diamètre du

cercle.
Il suffit d’un deuxième diamètre pour obtenir le centre.

ElDes lecteurs nous ont envoyé d’autres solutions, toutes desti¬
nées à construire deux diamètres.
Ci-contre, unepremière construction, résumée en un dessin:

E Une seconde, de Robert Buvat,

de Saint-Jean-de-Luz ouD.LIMAT, de Besançon.

AA
E Citons également les solutions de Jean RIPOCHE, de Carnac, Alain LUGINBUHL, de
Boudevilliers (Suisse).

E Enfin une astucieuse solution de Georges Glaeser, de

Strasbourg, dans le cas où la règle aurait une largeur supé¬

rieure au diamètre du cercle.

ABCD et CDEF, intersections de deux bandes de même lar-_

geur, sont des losanges, (DB) et (DF) étant les bissectrices res¬

pectives de ZADC et ZCDE, supplémentaires.Elles sont donc
perpendiculaires, et [MN] est un diamètre.Ilne reste qu’à en

construire un deuxième!
ERené TATRY, de Castanet Tolosan, et Pascal SAUMON, de
Lille, ont égalementproposé une solution dans ce cas.

77.Les douze points
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78.Le billard triangulaire

•On construit les symétriques de A par rapport aux deux autres

côtés du billard triangulaire, et on joint ces deux symétriques.
Les intersections avec les côtés du billard déterminent les deux
points à viser (au choix) pour que la boule se retrouve en A.
Les propriétés de la symétrie garantissent l’égalité des angles d’in¬
cidence et de réflexion.

•Pour que la boule suive indéfiniment la même trajectoire, il faut
partir d’unpoint A bienparticulier, le pied de lahauteur du triangle.La trajectoire est alors le triangle
«orthique» formé des pieds des trois hauteurs
- Remarquons tout d’abord que l’égalité des angles d’incidence et de réflexion rend minimum le tra¬

jet de la boule, et vice-versa.
A,

En effet, si la boule, au lieu d’effectuer le trajet AXB, avait éffectué AYB, la
longueur de la trajectoire aurait été :
AY + YB = A’Y + YB,
plus longue que A’X + XB = AX + XB.7x\Y

,B'

T

AI RAQ A2A';''

- Il faut donc rechercher la trajectoire APQ qui rende minimum le
trajet APQA

U A

- Pour une position donnée de A, le trajet minimum est égal, à cause des symétries, à..:

A, A2 = 2 TA sin ZUTV
Ilest minimumpour TA minimum,c’est-à-dire pour A pied de lahauteur issue de T du triangle TUV.
- On peut ensuite (en utilisant des homothéties ou en faisant jouer successivement à P et Q le rôle de
A) démontrer que (UQ) et (VP) sont alors les deux autres hauteurs du triangle TUV,d’où la solution.

S Plusieurs lecteurs, comme Pierre Faessel, de Meudon la forêt, proposent des solutions

reposant sur le fait que dans la figure de lapage précédente, les droites TU et TV sont bis¬
sectrices extérieures du triangle APQ, et donc que TA est bissectrice intérieure.Le mouvement

seraperpétuel si TA estperpendiculaire à UV, donc hauteur.

Edouard Sauvadet, de Longeville les Metz, ajoute que la construction est en défaut si le tri¬
angle a un angle obtus.
ElP. Cahuzac, de Paris, donne quant à lui une démonstrationpar l’absurde.

79.La banderole
• Dans le cas du triangle rectangle isocèle, les deux triangles en gris sur la

figure sont égaux puisqu’ils ont mêmes angles (les côtés
sont deux à deux perpendiculaires) et un côté commun.

L’écartement des mâts est donc de 4 m.

•Dans le cas du triangle équilatéral de côté a, la trigono¬
métrie permet de venir à bout du problème.
On trouve successivement : a cos (ß - 30) = 2,5 ; Jß
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a sin ß = 1,5 ;on en tire a cos ß = 3,5 / Vß ;

enfin a2 = 19 / 3, soit a» 2,52 m.La distance des mâts est 4 / V3 «2,31m.

ElPlusieurs lecteurs, dont A. CAROUGE, de StMartin de Ré,M.PATRON, deBondues, Yves

DEBARD, de Marly le Roi, et Jean SCHILLING, de Nancy, ont trouvé une solution géomé¬

trique,plus élégante, obtenue en remarquant que le triangleformépar le milieu du côté supé¬
rieur de la banderole et les deuxpieds despoteaux, est équilatéral.

80.Le bon et le mauvais tracé
La première construction est exacte, la deuxième n’est qu’approchée.

•Le calcul du côté a - AB du pentagone régulier se fait de la manière
suivante :
- On commence par marquer les angles égaux de la figure : 36°

,E <)£ 72°

A

R - Le triangle AFE est isocèle et les droites (AC) et (ED) parallèles.D’où

FA CA
-=-,ou encore, si d= AD (diagonale),
FD ED

A'

= — = vr— et si onpose (j) = —,<j) = —-—,ou (J)2 — <J> — 1=0.
a i a 4> — 1

1+ V5

a

d-a
a

- L’unique solution positive de cette équation est le nombre d’or O=
2

4>2
- Par ailleurs, dans le triangle rectangle AEA’, 2 x AH= a2, et AH2 = a2 (1 ——) (triangle AEH),

ce qui donne finalement a2 = R2 (4-O2), et comme <È>2 = 3> + 1,a2 = R2 (3- <l>).

- Une simple utilisation du théorème de Pythagore permet de trouver AB dans la première construc¬

tion :

PQ2 = PA2 =•
5R2

=R(<D-1)

- Ainsi, a2 = AQ2 = OQ2 + R2 = R2 [ (<D - l)2 + 1 ] = R2 (<D2 - 2$ + 2), et comme 0>2 = $ + 1, on

retrouve bien a2 =R2 (3 - <b). ,-—
- Le côté AB a en fait comme longueur a=R-y 3

E Christian ROMON, de Carrières,propose une variante géométrique plus simple de cette

démonstration.

•Dans la deuxième construction, une étude trigonométrique montre que l’angle OAC est légèrement
supérieur aux 54° attendus (sa tangente vaut V2,ce qui correspond à un angle d’environ 54,8°).

100



L'INTÉGRALE DESIEUX DU «MONDE» 1- 300

81.Un musée bien gardé

•De l’intérieur du pentagone situé au cœur du pavage étoilé, on ne peut

surveiller aucun des murs du musée en entier.

•Deux caméras suffiront pour surveiller tous les murs du bâti¬
ments. Sur le dessin, A et B désignent deux positions possibles
de ces caméras. Leurs champs de vision couvrent pour chacu¬
ne trois des ailes.

82.Le grand triangle

•L’aire du grand triangle vaut treize quarts de l’aire
dupetit.
Tous les raisonnements portent sur une propriété simple du
calcul d’aire :
si on ne change pas le sommet d’un triangle, mais qu’on
réduit la base dans un rapport k, l’aire est réduite dans le
même rapport.

En appelant s l’aire du petit triangle, on divise alors le
grand triangle en portions triangulaires dont l’aire est indi¬
quée sur le dessin.Il s’ensuit que l’aire S du grand triangle
est égale à :

K

D (A

H
Cj

B-
E

GF

S =,+ + A =i3i
2 4 4

•Les côtés du grand triangle sont divisés au quart de leur longueur.

En appelant x le rapport (cherché) dans lequel G divise DE,on calcule l’aire du triangle GDF de deux
façons :

-C’est x S,produit de l’aire du grand triangle par le rapport x.

-C’est l’aire de GBD à laquellent s’ajoutent les aires connues de DBC (= -y) et DCF (=

Or, l’aire de GBD est égale à x fois l’aire de DBE, soit .

XS S S j, x . 1
= — + — + — d ou 1 on tire x= —.

4 2 4

ElMarcelDavid, de Thonon les bains, nouspropose, en traçant laparallèle à (BC) en A, qui
coupe (DE) en P, une solution très rapide à la seconde question :PG = 2GD = 2PE, d'où
DG = (1/4)DE.

ElRobert Munnich, de (92) Boulogne, donne une idée similaire, et deux autres lecteurs que

nous n’avons pas identifiésfournissent d'autres idées intéressantes de solutions. L'une utilise
les vecteurs, l'autre un quadrillage duplan.

13X5
Ilne reste plus qu’à résoudre : ——

4
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83.Pli parallèle

A AA VA

tD)
VD) \(°>

1. On trace par pliage 2. Onplie
la perpendiculaire à (D) perpendiculairement

passant par A. à la perpendiculaire...
Lepli est perpendiculaire

à (D) si la partie
repliée de (D)

coïncide avec (D).

... et le tour

est joué !

84,Retour dans l’archipel
Ily a de nombreuses constructions possibles d’une solution. Voici l’une
d’entre elles.
On appelle «pentagone spécial» (terminologie imaginée par Peter

Taylor) un pentagone dont les côtés sont parallèles à ceux d’un penta¬

gone régulier (les côtés font deux à deux un angle de 108°).
-La «grande» carte est un pentagone spécial ABODE dont trois côtés
consécutifs mesurent respectivement 64 cm (AB),48 cm (BC) et 36 cm

(CD) ou tout autre ensemble de mesures dont chacune vaut 75% de la

précédente. Les deux autres côtés sont automatiquement déterminés

pour des raisons d’angle.
-Pour la «petite» carte (grise), onutilise le pentagone spécial BCDE’A’ tel que DE’ = 27 cm (75 %

de la mesure de CD). On vérifie facilement que la petite carte est une réduction à l’échelle 3/4 de la

i \
\

I y

grande.
El Plusieurs lecteurs ont reconnu que quatre des angles
du pentagone devaient être égaux, le cinquième pouvant r*E' Dêtre quelconque.Patrick Gordon, de Paris, évoque le cas de
figure trèsparticulier ci-contre.

Dans cette configuration quatre des côtés dupentagone sont en \
progression géométrique de raisonr = 4/3.Enappelant 6l’angle '
noirci, on obtient alors, par des calculs d'angles élémentaires :
EDA'= 50-5JT et DEA'=3n-46, d'où, dans le triangle EDA':
DA'=(r4sin46)/ sindet EA'=(r4 sin 56)/sin6.

EA/E'A' = r donne la relation r5 sin 46 + r4 sin 56- sind - 6, d'où .
6-119°.

fi

D'\C

(A1 /r2f
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El Christian Romon donne une solution avec retournement du calque, où quatre côtés du nou¬

veaupentagone sont colinéaires à ceux dupentagone initial.
E Alain Balès (29, Landudec), Henri Charrière (92, Boulogne), M. Lemasurier (94, Choisy

le Roi) et Jacques Marty (92, Ville d'Avray).

85.Le cercle de la félicité
Le rayon du cercle est 5 cm.

Il suffit d’opérer une rotation de 30° du triangle équilatéral autour de son

sommet A.Le côté AB se transforme en un segment vertical AO.

AOCB est un losange, ce qui explique que O, situé à la distance 5 cm de A

et C (et par symétrie de D),est le centre du cercle de la félicité.

E Robert Basiuk (92, Boulogne) et M. Gave (74, Annecy le Vieux)

proposent d'utiliser un autre déplacement : la translation de vecteur

BC, qui amène le triangle équilatéral en OCD.

Comme OA = OB = OC, O est le centre du cercle de lafélicité.

A

o

86.La coiffe alsacienne
Chacun des trois triangles a la même aire que le triangle gris.

Pour le montrer sur le triangle CDE, par exemple, il suffit d’opérer
une rotation de 90° du triangle autour de son sommet C. La base CD

vient dans le prolongement de BC, avec la même longueur.
LepointE vient coïncider avec A,ce qui entraîne que lahauteur issue

de E dans le triangle CDE a la même longueur que celle issue de A

dans le triangle ABC.
Les triangles ABC et CDE, ayant même base et même hauteur, ont

même aire.

\
WÊÊkr,

87.Le deuxième triangle
La translation t qui amène E en D est aussi la translation qui
amène B en A.Elle amène F en un point qu'on appelleI.

Mais on peut considérer que t est la composée de deux trans¬

lations successives :
D

•u qui amène B en C et F en G,

•v qui amène C en A,et donc G enI; v amène aussiHenK.

En résumé, le triangle DIK est formé :

- du côté DK,
- du côté DI translaté par t de EF,
- du côté IK translaté par v de GH.

E Christian Romon a eu l'idée de rebâtir en EDP le tri¬

angle ABC sur l'un des côtés déplacés.Le triangleformépar translation des trois tiges grises

estPGH.

ED'autre lecteursfont despropositions utilisant le calcul vectoriel:
Georges Finot (84, Pernes les Fontaine), René Tournadre (49, Angers), Alain Blanchard
(93,Noisy le Sec).

Æ. d
B-
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88.Les mailles du filet
Ily a 1000 triangles sur la figure.
•Pour les dénombrer, on les classe en trois catégories :

- Type 1: ceux qui ont B (et pas C) comme sommet. Pour leur base, on a le choix entre 10 demi-
droites, et sur chacune de ces demi-droites, on doit choisir 2 parmi les 10 points autres que C (2 élé¬
ments parmi 10 : 45 choix). Au total,il y a 450 triangles de ce type.

- Type 2 : ceux qui ont C (et pas B) comme sommet. Il y en a aussi 450.
- Type 3 : ceux qui admettent B et C comme sommets. Le troisième sommet est l’un des 100 autres

points de la figure. Il y a donc 100 triangles de type 3.

•Plus généralement, avec le même raisonnement, on voit qu’en divisant AB en p et AC en n, on

obtient un nombre de triangles égal au demi produit de n,p et (n +p).

El Onpeut, comme ChristianRomon, détailler ainsi ce dénombrement:
-Ilreste nppoints d’intersection Q entre les n segments issus de B et lesp segments issus de C.
-Pour unpoint Q donné, on compte n triangles BQQ’ où Q’ est l’un des npoints restants sur

le segment [QCJ (C compris), etp triangles CQQ” où Q” est sur [QB] (B compris). Soit un

total de np(n +p) triangles.
- Comme chacun de ces triangles est compté deuxfois, ily a np(n +p)/2 triangles.

- D’autres lecteurs comme J.Heidet (Paris) et Antoine Wehenkel (Luxembourg) retrouvent la
mêmeformule soitpar un dénombrement direct, soit en utilisant des «combinaisons».

89.L’île au trésor

/ Il faut chercher le trésor dans le parallélogramme ci-contre (en

J gris).

/° Ses quatre sommets sont les milieux de AC, AD, BC et BD. Ses côtés
sont parallèles aux deux chemins et sont deux fois moins longs.

K
K

90.La truffe dupèreIgor

•Les tranches ont une forme de triangles équilatéraux (si la coupe se fait à
une distance, comptée sur la diagonale DE, de moins de V3 cm de l’un des
coins) et une forme d’hexagones si cette distance est comprise entre V3 cm et

2V3 cm (la longueur de la diagonale est 3V3 cm).

La section hexagonale MNPQRS n’est pas forcément régulière (ce n’est un

hexagone régulier que lorsque l’aire est maximale, c’est-à-dire lorsque le plan
de coupe passepar le centre du cube),mais les côtés de l’hexagone restent paral¬
lèles deux à deux.

•Le périmètre des sections hexagonales est constant, égal à 9V2 cm. Le père
Igor ne se trompait pas.En effet,ces hexagones sont en fait des triangles équilaté¬
raux dont on a coupé aux coins trois petits triangles équilatéraux identiques.
Voici, en superposition, le plus grand des triangles équilatéraux de la coupe
triangulaire (ABC), et, projetée sur son plan parallèlement à DE, l’une des s.

coupes hexagonales. On voit bien que les périmètres des deux sections sont

égaux à 3(A + 3a). C’est trois fois la diagonale d’une face du cube (9V2 cm).
B

a .N

>p

/ C

Q
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N

El Christian Romon donne de ce problème une solution
«visuelle» (ci-contre) en développant le cube:lepérimètre
des sections hexagonales est matérialisépar des segments

parallèles à [PP’], compris entre [CC’] et [FF’].

E JCarltian (69,Lyon),René Tournadre (49, Angers).

S

R /

Q

91.Les deux cordes P F

Le rayon mesure Vl2,5 cm, soit environ 3,535... cm.
Pour le montrer, la première chose à faire est de remarquer que le quatrième
segment de la figure mesure 1 cm.

En effet, MA x MB = MC x MD = 6, ce produit étant le même pour
toute sécante au cercle passant parM.Ilne reste plus qu’à appliquer le
théorème de Pythagore en considérant que le centre O est l’intersec¬
tion des médiatrices des deux cordes, ce qui donne immédiatement A|
AH et OH. 'E René Moinard (63, Clermont Ferrand), Daniel Poussevin

(33, Libourne) et GérardSimon (69,Lyon) ont remarqué que le tri¬
angle COD est rectangle isocèle en O. On le démontre en utilisant un

peu de trigonométrie (par exemple le sinus de l’angle CAD).

ELes méthodes suggéréespar les lecteurs sont très variées: trigonométrie
souvent, géométrie analytique parfois. Guy Chaty (75, Paris), Charles Madezo (56,

Ploermeur), Alain Ménard (75, Paris), Michel Mengual (Paris), André Serre (17, La

Rochelle).

D

3,5 -J—IB
J0,5

C

92.Invariant pentagonal

•L’aire du pentagone est la somme des aires des cinq triangles de sommet M.
Or ces triangles ont tous pour base un côté du pentagone (dont la longueur est a)

E

et pour hauteur les distances de M aux côtés du pentagone.

L’aire S du pentagone est égale à :

.BA

O?
./C

1
yflX (MA + MB +MC + MD +ME).

D

2S
La somme MA +MB +MC +MD + ME vaut donc ,grandeur indépendante de M.

a

•Pour un pentagone qui possède cinq angles égaux,la propriété reste vraie.
-En effet, elle est vraie pour le pentagone régulier puisque ses cinq côtés sont égaux.

-Lorsqu’on le déforme en faisant varier un côté parallèlement à lui-même sans toucher aux autres, la
propriété reste vraie.
-Or,il est toujours possible de parvenir par de telles déformations d’un pentagone régulier à un pen¬

tagone donné dont les cinq angles sont égaux et réciproquement.
E J.Kremser (84,Peypin d’Aigues)

93.Des sous !Des sous ! A'

Oui, les longueurs sont égales.
On peut réduire le problème au calcul des moitiés AH de AB et IP
de IJ, puisque la figure est symétrique par rapport à la ligne des

centres. Les triangles IPO' et OA’O', tous deux rectangles, l'angle

r

P O'O Hl
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en O' étant commun, sont semblables. Leurs côtés sont donc proportionnels et, avec les notations de
la figure, en appelant r et R les deux rayons,IP x 00’ = r x R.
Il en est de même des triangles OAH et OO' I'. Ainsi, AH x 00’ =r x R.
Ces deux égalités établissent que les longueurs AH et IP sont égales.

ElMichel Vilkas,M. Carrière (84, L’Isle sur Sorgue).

94.Les polygones étoilés
La somme des sept angles vaut 540°.

On se place au centre du cercle, et on regarde les angles «au centre» cor¬

respondant aux angles «inscrits» (ayant leur sommet sur la circonféren¬
ce) du polygone étoilé. Par exemple, l’angle inscrit A correspond à

l’angle au centre c + d+ e.Le total des sept angles au centre,pour des
raisons de symétrie (chaque petit angle au centre apparaît trois fois)

vaut 3 angles pleins. Les angles inscrits étant deux fois plus petits, on

trouve ainsi le total de 540°.

Pour n sommets, décrits dep enp (où 2p <n),un calcul semblable mène
au résultat : (n- 2p) x 180°.

E J. Carlhian (69, Lyon), René Tournadre (49, Angers),proposent un

calcul direct de la somme des angles.
E Bernard Nayroles (27, Le Tronquay) généralise le problème à un polygone étoilé quel¬
conque,pas nécessairement inscriptible.

KA

b a

g

If

J
\

95.Remembrement
Ily a trois façons d’opérer le remembrement.
Si p et q désignent les longueurs des côtés de l’angle droit du triangle (A), la clé

consiste à remarquer que les quatre triangles ont même airepq/2. ' /

Pour vous en persuader, faites pivoter par exemple le triangle (G) de 90° /
(dans le sens contraire des aiguilles d’une montre) autour du point S. /
Vous constaterez qu’on obtient un triangle de même base (décalée le
long de la même droite) et de même sommet que (A). Quant aux car¬

rés, ils ont pour airesp2, q1, etp2 + q2 (ce bon vieux Pythagore).
Le problème revient donc à obtenir deux terrains d’airesp2 + q2 +pq.

Le terrain contenant (B) peut être composé, au choix de :

- (B), (A), (C)

- (B), (A), (G)

- (B), (C), (G).

E Une idée originale deMichelMengual (75,Paris):ildécoupe lafigu¬

re en deuxparties d’aires égales en «suivant» certaines lignes déjà tracées (ci-dessous). Sur
lafigure de droite,Mest milieu de [AB] et AB!AN= V2

(E). (F)

(D)
(A)

(G:
(C)

(B)

X
V

f
\.v

Y

106



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 1- 300

96.Bricolage

Quelle que soit la position du calque, l’aire est la même, égale au tiers de
A

25VÇ
3

'

Pour le montrer,ilsuffit de considérer la rotation de centre O et d’angle 120°.
Elle transforme :

- A en B,B en C, C en A et donc les droites (BC) en (CA), (CA) en

(AB), (AB) en (BC).
-la droite (OX) en(OY),et demême ((OY) en(OZ) et (OZ) en(OX).

-par intersection, X en Y, Y en Z et Z en X.
- finalement, le quadrilatère OXCY enOYAZ,et OYAZ en OZBX.
Les trois quadrilatères OXCY, OYAZ et OZBX sont égaux et ont

même aire.

Kl Christian Romon et J. Carlhian (69, Lyon), ont remarqué
qu’une rotation de centre O, d’angle 6, amenant (OA) sur (OP)

et (OC) sur (OQ) permet d’affirmer que les triangles AOP et

QOC ont même aire, et donc que l’aire OACQ est celle de AOC,
soit un tiers de l’aire du triangle ABC.

celle du triangle (valeur exacte en cm2 :

Z

VYO

B 7
A

.P

QB

97.Pique-nique d’anniversaire

Quatre coups de couteau (en traits pleins) suffiront.

Quel que soit le choix du point à l’intérieur du gâteau, l’aire blanche sera égale à l’aire grisée.En
effet :

•à chaque triangle blanc délimité par des traits pleins ou des pointillés, on fait
correspondre un triangle gris isométrique ;

•il est toujours possible de trouver des points dont la distance à chacun des
quatre sommets est inférieure à 17 cm (ces points sont situés à l’intérieur d’une

zone délimitée par les quatre arcs de cercle en traits fins).

L’énoncé ne précisait pas de quelles façons on pouvait utiliser le couteau,

nousfont remarquer plusieurs lecteurs.
K Onpeut utiliser cet instrumentpour mesurer des distances et les reporter, comme l’indique
astucieusement notre jeune lecteur Adrien Hoarau (75, Paris), de 11 ans. En traçant sur le
gâteau des repères successifspermettant de mesurer 17 cm (20-3),puis 14 (17-3), 11 (14-3),
8 (11-3), 5 (8-3), ilpeut découper le gâteau en 4 coups de couteaupuisqu’il sait trouver les
milieux des bords.
K On peut aussi utiliser la lame pour marquer les sommets de deux triangles isocèles,
remarque J.Maynard (82, Gramont), et alors trois coups de couteau suffisent.
K Onpeut enfin, selon Jean-Jacques Werling (Palma de Majorque),
utiliser le couteaupour découper un morceau triangulaire ABC qui va

servir de «patron», le reporter en A’B’C’, et couper le long de [DD’]

tel que CD = C’D’= AB = A’B’,et queDD’<17cm.Sur lemêmeprin¬
cipe, si le triangle ABC est rectangle isocèle, onpeutfaire la découpe
en 4 coups de couteau.

K D’autres coupes,pleines de fantaisie, sont proposées par Michel
Mengual (75, Paris)

:

Cf
!

c B'

'D'
A'

A

D,

CB
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98.La fête foraine

•Si on exige que les disques jouent un rôle symétrique,leur diamètre, au dixième de millimètre
près,doit excéder 30,90 cm.

En divisant le disqueblanc en cinq secteurs de12° d’angle au centre,on voit

que la condition nécessaire et suffisante pour que le recouvrement puis¬
se avoir lieu est que chaque secteur puisse être totalement recouvert par y
un disque noir. /
Ilsuffit ensuite de disposer les autres disques en opérant des rotations
d’angle 12° autour du centre du disque blanc.
La position limite correspond donc au cas où le disque noir est posi- \
tionné de sorte qu’unpoint de sa Circonférence soit au centre du disque \
blanc et que les deux points d’intersection des disques correspondent \

aux extrémités d’un secteur de 72°. Un calcul trigonométrique donne le
diamètre en cm du disque minimum,représenté enpointillés : 25 / cos 36°, soit
environ 30,9017 cm.

ISI Jean Paldacci (13, Marseille) remarque que le rayon des petits disques dans cette confi¬
guration est obtenu en divisant celui du grandpar le nombre d’or.

•La solution «symétrique» n’est pas optimale.
Voici la construction du meilleur recouvrement, qui ne possède qu’un axe

de symétrie : les disques ont un diamètre d’environ 30,45 cm. Trois py A
d’entre eux passent par unpoint situé légèrement au-dessous du centre y /( '\ / î\
du grand disque de sorte que les deux autres coupent les premiers sur / f \ \ j J \
le grand disque. 1 /

ISI Jean-Pierre André (92, Issy-les-Moulineaux) et Emile Julien \l/ yy\\

(92, Clamart) ont trouvé ce résultat. [y-- | 7]

SIMarc Lassalle (13, Aix-en-Provence) signale que cette solution ' l I y)
est donnée par Martin Gardner dans «problèmes et divertissements \y-— y
mathématiques».

A

A
\

i

99.Mise en plis réductrice
Méthode 1:
Pliez selon une diagonale.Pliez en deux pour déterminer le
milieu de cette diagonale. Joignez ce milieu aux deux autres

sommets et découpez selon ces plis.
Les deux quadrilatères restants (en gris et enblanc) sont

d’aires moitiés de celle du quadrilatère d’origine.

Méthode 2:
Divisez deux côtés opposés en quatre (on plie chaque côté
en deux,puis chaque moitié en deux).

Joignez les points situés au quart et aux trois quarts en pliant
puis en coupant.

Le quadrilatère restant (en gris) est d’airemoitié de celle du

quadrilatère d’origine.
En effet, son aire A est égale à 2s + 2t.
Or, l’aire totale vaut S = 3s + 3t+u+ v

Il est assez clair par ailleurs que S = Au + 4v.

y, y I
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Il en résulte u + v = s + t,et donc S = 2A.
ElBravo à nos lecteurs quin’ontpas trouvémoins de sept solutions à notreproblème!Roger
Boudet (94, Bassan), Pierre Cahuzac (75,Paris), J. Carlhian (Lyon), J-M. Gadat (60 Rosoy),

M. Gave (74, Annecy le Vieux), Jean-Daniel Le Franc (92, Fontenay aux Roses),L.Le Fort
(75,Paris),MichelMengual (Paris),Robert Munnich (75, Paris), ChristianRomon, Stéphane
Sarkissian, Bernard Walliser (75, Paris), Antoine Wehenkel (Luxembourg).

100.Une figure simple
La somme des trois angles vaut 90°.

En voici une démonstration géométrique. Le triangle ABC est rectangle isocèle, c’est la réciproque
du théorème de Pythagore qui permet de le vérifier, les côtés du tri¬
angle ayant pour longueurs Vô,Vset VÎÔ. La somme x + y vaut donc
45°, et comme z = 45°, on peut conclure.

Pour les amateurs de trigonométrie, voici une autre démonstration :

C

A
tan* + tany

on sait que tan(*+ y) =
1- tan* tany

Ilreste à remarquer que tan*= 1/3 et tan y = 1/2.
Il vient : tan (*+ y) = 1,et donc *+ y = 45°.

E J. Carlhian (69, Lyon), J-M. Gadat (60, Rosoy), Philippe
Lallouet (72, Conneré),G. Rens, C.Romon.

De nombreuses démonstrations géométriques menant à la solution nous sontparvenues.Elles

reposent soit sur l’ajout d’un ouplusieurs carréspermettant la construction de triangles rec¬

tanglesparfois isocèles, soit sur un calcul direct d’angles.
E Michel Delleville (33, Cenon) signale que ce problème permet de retrouver la formule
Arctan (1/3) + Arctan (1/2) + Arc tan (1) = Jt/2.

B

101.Le plus petit triangle

Le triangle minimal est obtenu quand P est le milieu de BC.
Il est construit pratiquement en prolongeant AP d’une longueur égale pour obtenir le point D, puis en

menant les parallèles issues de D aux deux demi-droites.
En effet, avec une autre sécante B’C’ passant par P selon la configuration du dessin ci-contre, la compa¬
raison du triangle AB’C’ et du triangle ABC donnerait:

•en plus, le triangle PCC’

•en moins, le triangle PBB’.
Or, les triangles PBB’ et PCE sont égaux. PCE est contenu

dans PCC’.
On a donc plus ajouté qu’enlevé. ABC est donc le triangle

A
minimum.

ERené BRONGNIART (06100 Saint-Bernard) nous pro¬

pose une solution analytique, JM. GADAT (60140 Rosoy) utilise le calcul différentiel,
Christian ROMON emploie ces deux méthodes et J. CARLHIAN (Lyon) donne un argument

purement géométrique.
Tous s'accordent à mettre en évidence Vidée qui conduit à envisager le cas oùP est milieu de
[BC]. Géométriquement simple, elle exprime que la variation de l'aire, lorsqu'onpasse de la

sécante (BC) à (B'C'), est la différence entre les aires des triangles PBB' et PCC'.Le gain ne

compense laperte que si ces deux aires sont égales, c'est-à-dire siPB = PC.

c>

:-"74;
P

B’ B
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102.Ligne de partage circulaire

•Alex peut construire une solution en remarquant que tous les points
qui «regardent» un segment AB suivant un angle donné sont situés
sur un même arc de cercle.
Pour tracer un cercle gagnant, Alex peut choisir deux plots A et B de
sorte que les 15 autres points soient du même côté de la droite (AB).
Il«classe» alors les 15 angles du plus petit au plus grand (les angles
sont tous différents car 4 points ne sont jamais cocycliques):

AMjB < AM2B < ...< AM15B.
Ilne lui reste plus qu’à tracer le cercle AM8B.
Les pointsMpMj,....Miseront à l’extérieur, les points M9, ..., M1S à

l’intérieur.

•Alex peut encore gagner avec la deuxième règle du jeu.
Si A et B sont les deux plots noirs, imaginons un point C qui se déplace continûment le long de la
médiatrice de [AB].
À chaque position de C, on associe le cercle (G) de centre C passsant par AB.
La droite (AB) laisse de part et d’autre un nombre différent de plots, par exemple 5 et 10 plots.
Lorsque C est très loin d’un côté, (G) emprisonne donc 5 plots, lorsque C est très loin de l’autre, (G)

emprisonne 10 plots. Lors des 15 positions où (G) rencontre un troisième plot, le nombre de plots
emprisonnés varie unité par unité (car aucun cercle ne contient quatre plots) entre un nombre supé¬
rieur (ou égal) à 7 et un nombre inférieur (ou égal) à 7.
Il existe entre les deux une position où (G) emprisonne 7 plots.

H Christian ROMONpropose deux solutions, construisant toutes deux le cercle-solution de

proche en proche.Ilsignale aussi que les hypothèses choisies sont «tropfortes»:il suffit en

effet, nous dit-il, qu'il n'y aitpas depoint aligné avec A et Bpour établir lapropriété.

B.

A

lia

103.La quadrature du rectangle

Le long du CD1,onprolonge la longueur du rec¬

tangle d’un segment égal à sa largeur,et on trace

le cercle qui admet ce côté prolongé pour dia¬
mètre. L’intersection du prolongement de la lar¬

geur (le long du CD2) avec ce cercle définit l’un
des côtés du champ carré.
Explication: le carré de la hauteur issue de

l’angle droit d’un triangle rectangle est égal au

produit des segments découpés sur l’hypoténuse.
El Michel MENGUAL (Paris) et Christian
ROMON suggèrent chacun une construction
utilisant la puissance d'unpointpar rapport

à un cercle (si on mènepar A une tangente,

de point de contact T, et une sécante en B et

C à un cercle, AT2 = AB AC). Guy Philibert (83500La Seyne sur Mer)propose une construc¬

tion presque identique à celle proposée, et Antoine WEHENKEL (Luxembourg) donne une

solution originale maisplusfacile à réaliser à l'équerre et au compas qu'à la règle et au com¬

pas.

/

CD2

CD1
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104.La mouche du coche
Il y a quatre façons de se rendre en ligne droite (pour minimiser le trajet)
de la face A à la face B,autant que de côtés de la face A par lequel on sort.

Le dessin ci-contre représente la face B (au centre), et autour, 4 versions
de la face A «dépliée», selon le côté d’entrée de la mouche sur la face B.

Quatre points (Ml à M4) représentent alors la position initiale de la
mouche.En traçant les médiatrices de ces points joints 2 à 2, on partage la
face B en quatre «zones d’influence», la zone 1étant par exemple consti¬
tuée des points de la face B les plus proches deMl.
Le point cherché P est parmi les points de contact de trois de ces zones.
C'est le(s) centre(s) qui se trouve sur la face B du(des) plus grand(s)
des cercles circonscrits à trois des pointsMl,M2,M3,M4.

ElMarcelDAVID, à qui revient l'idée de ceproblème, nous en donne
une solution très détaillée,précisant enparticulier les cas où la solu¬
tion n'estpas unique.
Patrick GORDONprécise qu'effectivement le centre trouvé doit rester

à l'intérieur de laface B, Michel MENGUAL donne à la solution une

introduction élégamment exprimée en termes de «rayons de lumière

dans les glaces imaginaires qui bordent le ticket». Christian ROMON
donne, lui, une solution générale très complète incluant la recherche du bordqui minimise la
distance.

«J2

M, “.S

. ....

V

105.Le cerf-volant articulé
Les diagonales resteront perpendiculaires.
•On commence par constater, à l’aide du théorème de Pythagore, que
la somme des carrés des longueurs des tiges opposées est constante :
a2 + c2- b2 + d1.
•On considère alors la nouvelle configuration du cerf-volant. On appelle
x la nouvelle longueur de AC et y la longueur de la projection de AB sur
AC.Le théorème de Pythagore (encore lui) permet d’écrire :

b

d

a2-y2 =b2-(x- y)2

a2 -b2 +X2 B

d’où l’on tire : y =
2x b

•Pour des raisons de symétrie, la même étude sur le bas du cerf-volant
permet de déterminer la longueur z de la projection du dernier sommet

D sur AB:
cAi

y

éP-c2*#
Z =

2x

Comme a2-b2 = d2- c2, z = y et (DB) est perpendiculaire à (AC).

NJB.Le résultat reste le même si le cerf-volant prend la forme d’une aile delta.
EPierre CAHUSAC (Paris) met en avant l'idée que le quadrilatère ABCD estparfaitement

définipar une de ses diagonales pourfaire une démonstrationpurement géométrique. On en

retiendra qu'on peut retrouver le quadrilatère déformé AB'C'D' en laissant A fixe enfaisant
coulisser C jusqu'en C' le long de (AC), (B'D') restantperpendiculaire à (AC). J. CARLHIAN
(Lyon) quant à luifait une démonstrationpar l'absurde, et Philippe JULLIAN(Paris), comme

MichelMENGUAL (Paris) et ChristianROMONutilisent tous unpeu différemment le théorè¬
me de Pythagore.
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106. Triangles inscrits

•Le plus grand triangle inscrit dans un carré de côté1a pour aire -y.

Commençons par remarquer que, quelque soit le triangle XYZ inscrit dans le carré,onpeut toujours
trouver un triangle XYA d'aire supérieure.
L'aire du triangle XYA, égale à celle du triangle CDE, est maximale lorsque E est sur [BA].

1
Son maximum vaut —. Y DY C

2

•Le plus grand triangle équilatéral x
inscrit dans un carré de côté la pour
aire 2VJ"- 3.
D'après la remarque précédente, on

cherchera ce triangle parmi les triangles
dont un des sommets est par exemple en

A. Par ailleurs, on sait construire un tri¬
angle équilatéral AXY inscrit dans le carré:Y est l'intersection de [CD] et de l'image de la droite (BC)
dans la rotation de 60° autour de A. C'est aussi le triangle de plus grande aire.
Comme AX = AY,CX = CY, et si on pose BX =DY = x,

x vérifie 1+ je»= 2(1-xf,donc (x - 2f = 3, d'où x = 2- V3.

E
X

Z

B

L'aire du triangle, égale à AX2— vaut 2V3 -3, soit un peu moins de -y.

ElLaplupart des lecteurs qui se sont signalés ontpréféré des démonstrationspurement géo¬
métriques, nefaisant intervenir que le théorème de Pythagore:
P. CAHUZAC (Paris), Jean LEMARIE (92400 COURBEVOIE), Michel MENGUAL (Paris)

ChristianROMON.Seuls un lecteur anonyme et Antoine WEHENKEL(Luxembourg)préfèrent
la trigonométrie.

107. Construction à l’équerre

Une construction possible :
1. Tracez deux cordes perpendiculaires [AC] et [BD],Elles se coupent en P.
2. Tracez la perpendiculaire à (CD) passant par P: elle coupe [AB] en sonmilieuI. \
Démonstration: 1

Les angles A et D sont égaux (angles inscrits au même arc).D est aussi égal à
HPC (ils ont un complémentaire commun à 90°,HPD) et à API (opposé par \
le sommet au précédent). \

[p

D
C

Il en résulte que dans le triangle isocèle API, AI=IP.

En faisant le même raisonnement, on prouve l’égalité angulaire
B = C =DPH = IPB.

Il en résulte que dans le triangle isocèle BPI,BI=IP.Iest bien le milieu de [AB].

E Marcel BETTAN (Versailles), Pierre DECREUSEFOND (Paris), Maurice GRENIER
(72610 ROUSSE-FONTAINE), Jean LARCEBEAU (64990 MOUGUERRE), Jean RIPOCHE
(56340 CARNAC), Robert MUNNICH (Paris), Robert PIERRE (67206 MITTELHAUSBER-
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GEN), André SERRE (PUTEAUX) nous ont tous proposé une autre

solution, très rapide:
En menantpar A etpar B lesperpendiculaires à (AB), on obtient les

triangles rectangles ABC et ABD dont les hypoténuses sont des dia¬
mètres du cercle, qui se coupent en O, son centre.Ilsuffit ensuite de
mener, à l'équerre, laperpendiculaire en O à [AB], qui est la média¬
trice de ce segment et obtenir ainsi son milieuI.
André LAMOTTE (06220 VALLAURIS) et Guy ROLLAND (76530

GRAND COURONNE) ont, eux, choisi un usage original de l'équer¬
re, utilisant ses angles non droitspour construire deux triangles iso¬

cèles de base [AB], symétriques l'un de l'autre par rapport à (AB).

Cela permet de tracer la médiatrice de [AB] et d'obtenir le milieu
cherché.

B

O

c' [b

B

108.Équidistance
Si le triangle équilatéral ABC existe, le point C est obtenu à partir
dupointB par rotationde 60° (ou - 60°) autour de A.Cela nous donne

une méthode de construction des deux triangles qui, en général, (D>

répondent à la question.
•Premier triangle: on fait pivoter la droite (D) de 60° autour de A.
La transformée (D’) coupe (Ä) en C. Le point de (D) dont C est

l’image est le point B.

•Deuxième triangle: on fait pivoter la droite (D) de - 60° autour de A.
La transformée (D’) coupe (A) en C. Le point de (D) dont C est l’image
est le point B.
Dans le cas où (D) et (A) font entre elles un angle de 60°, l’une des deux constructions reste valable.

Quant à l’autre, elle ne produit aucun triangle ou au contraire en génère une infinité selon que la dis¬
tance de A aux deux droites (D) et (A) soit la même ou pas.

A

4-

(D1)

(A)

109.Un carré à la six-quatre-deux

L’angle cherché mesure 135°.
Une rotation de 90° de la figure autour dupoint A ne modifie ni
les angles ni les longueurs. Le théorème de Pythagore dans le
triangle PAP’,rectangle isocèle en A,permet de calculer la lon¬
gueur PP’ = 4V2. La réciproque de ce même théorème de

Pythagore permet de montrer que le triangle P’PD est rectangle
en P.
L’angle APD a pour mesure : 90° + 45° = 135°.

NB.Les points P,P’ et D’ sont, de plus, alignés.
El Michel MENGUAL (Paris) propose une jolie solution

faisant intervenir le quart de tour de centre le centre du carré initial, dans le sens des aiguilles
d'une montre.Dans cette transformation,P apour image un certainpointNet si (DN) coupe

(AP) en Q, ilprouve que le triangle APQ est rectangle isocèle en Q. Philippe KAHN(92100

Boulogne) et ChristianRomon utilisent, eux, le quart de tour de même sens, mais de centre A.
ChristianROMONsignale deplus que les données 2, 4, 6peuvent être remplacéespar 7, 6 et

11ou 7, 4, 9 tout en gardant le même angle APD.

D

P

Pjt

AD'
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110.Plan de coupe

Un même plan peut traverser au maximum 12 segments.
Si unplan ne passe par aucun des sept points,il divise l’espace en deux parties :
A contenantp points et B contenant (7 -p) points.
Un segment traversera le plan s’il joint un point de A à un point de B.
Le nombre de tels segments estp x (7 -p).

Il sera maximal pourp = 3 oup = 4.

•Pour un nombre quelconqueNde points,un raisonnement analogue s’applique.
- SiN= 2n est pair, le maximum dep x (N-p) est n2, obtenu pourp = n.

-SiN= 2n + 1est impair, le maximum dep x (N-p) est n x (n + 1), obtenu pourp = n ou (n + 1).

El Christian ROMON.

111.Et M.Levôtre créa son jardin

•Le bassin est carré car les deux allées se correspondent par une rotation de 90° autour du centre du
jardin.

•Le jardinier a fait planter 56 arbres.
Appelons n le nombre de subdivisions d’un côté.
Une fois remarquée l’égalité des angles repérés sur le dessin (leurs sup- 1-l i

a1
ports sont perpendiculaires), on déduit la proportion: h =-(où a est le

na

côté du bassin et h la longueur d’une allée). 1 K

La relation de Pythagore et l’indication sur l’aire du bassin donnent alors:

3651
)2 = Soit n2 +(n- l)2 = 365.Il en résulte n= 14.1+ (1-

' n2 '
n

EPhilippe KAHNgénéralise leproblème en recherchant les valeurs de npour lesquelles le
rapport des aires duparc et du bassin est un nombre entier k et trouve k = 2n2 -2n + 1, ce

qui donne:
On aurait donc pu poser le même problème en remplaçant par exemple 1/365par 1/265, et

trouver 48 arbres, ce que signale P. CAHUSAC (Paris).

Autrespropositions de solution:J.LIRAND (86360 Chasseneuil du Poitou), C.ROMON.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 1614n

61 2651 5 13 25 41 85 113 145 181 221 313 365 421 481x

nombres
d’arbres

8 12 16 242 364 20 28 32 40 44 48 52 56 60 64

112.Découpe harmonieuse

Aux symétries et rotations près, on trouve quatre

découpages selon la première configuration.
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Ci-dessus, sont représentés les cinq découpages d’une deuxième configuration dans laquelle l'un des
côtés de l'angle droit mesure un peu plus de la moitié de l'autre, environ 0,57 fois, ce rapport étant

solution de l'équation xi=(x- l)2.
HFrançois ADRIEN(78000 Versailles) donne une justificationpar un calcul d'angles de la

construction des quatre triangles de lapremière question. Jean BOURLES (Ixelles, Belgique)
et MichelMENGUAL (Paris) donnent le calcul dupluspetit angle desparts triangulaires:
»29°40'. Christian ROMONpropose de découper avec la même règle un rectangle de côtés

1et .Le rapport des côtés des triangles obtenus est alors .Ilexiste ainsi huit décou¬

pages dijférents.

Antoine Wehenkel (Luxembourg)propose unpartage original
où lesparts du gâteau ne sontpas d'un seul tenant.

113.Les sept bandes

4V2
La longueur en mètres du billard est —-— (environ 1,886 m).

La largeur en mètres est V2(environ 1,414 m) .
La projection horizontale de la trajectoire de la bille décrit quatre fois la largeur du billard.
La projectoire verticale décrit trois fois la hauteur.
Les angles d’incidence étant de 45°, ces deux distances sont égales à la distance parcourue par la bille
(8 mètres) divisée par Vï D’où le résultat.

El ChristianROMONdonne une solution classique dans leproblème de billard: «déplier» la
trajectoirepar des symétries successives ayantpour axe le borddu rebond.

114.Le pavage de pentaminos

Voici les douze pentaminos pavant le rectangle.
Le pavage est unique aux symétries près et au retournement près de la zone cernée d’un trait plus
épais.
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EwmMm
El Christian ROMON,Jérôme TOUZEAU.

115.Malchance au «mondial»
La tribune D a 22 mètres de large.
Le ballon a frappé le poteau à environ 1,05 m de hauteur.
Une vue «du dessus » montre que le segment vertical situé entre les deux
lignes de tir apour longueur le double de la distance dupoint de penalty à la ligne
de but, soit 22 mètres.
Par ailleurs, lors du premier tir, pour une profondeur de tir de 38,50 m

(16,50 m + 22 m), le ballon se serait élevé de 2,44 m.

Pour une profondeur de tir de 16,50 m correspondant au deuxième tir,il s’élève donc
proportionnellement, donc des 3/7 de cette hauteur.
À noter que la reprise de volée de l’avant-centre était très spectaculaire, puisque
le ballon a été détourné à 1,74 m du sol!

EChristianROMONsignale que la largeur dubut était une donnée superflue...

Tir 2/

Point de
penalty

Tir II

/

116.Image miroir
On découpe selon le dessin un trapèze isocèle (les angles à la base sont 30°) dont les trois côtés ont

même longueur. C’est toujours possible,
imaginez que vous faites glisser parallèle¬
ment à la grande base une règle jusqu’à
ce que la petite base mesure autant que
les arêtes latérales.La deuxième pièce du
puzzle, en pivotant de 30° dans le sens

des aiguilles d’une montre, engendre le

triangle rectangle semi-équilatéral miroir.
EDe nombreux lecteurs signalent des solutions avec une découpe rectiligne. Certains décou¬

pent selon la médiane relative à l'hypoténuse: J-M. CARDOT (60140 Rosoy), Robert MUN-

NICH(Paris), AlainM.RONDET (92210 Saint-Cloud), d'autres séparent un triangle isocèle
d'angles à la base de 30° dont le complémentaire est un quadrilatère possédant un axe de
symétrie:André GRAMAIN(37000 Tours), Christian ROMON.

Antoine WEHENKEL (Luxembourg) donne une découpe selon une

autre ligne brisée que celleproposée:

Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble) propose une solution astucieu¬
se, où ilsuffit de fairepivoter lapièce convexepour obtenir l'image
miroir du triangle initial.Les segments constituant la ligne depar¬

tage ont tous la même longueur: la différence entre l'hypoténuse
et le plus grand côté de l'angle droit, et sont inclinés l'un sur

l'autre d'un angle de 30°.

/
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117.Le rayon d’une sphère

•Tracez un cercle sur la boule, et marquez son centre C.

•Prenez deux points quelconques distincts A et B sur le cercle et tracez

deux nouveaux cercles de centres A et B et de rayons égaux (mais
différents de celui du premier cercle), suffisamment grands /
pour que les nouveaux cercles se coupent en deux pointsIet 0/

c
j

A.

NJ.

•Les points C,Iet J sont à égale distance de A et de B.Ils sont

donc dans le plan médiateur du segment AB,plan auquel appar- I
tient aussi le centre O de la sphère. \
•O étant dans ce plan, à égale distance de C,Iet J, c’est le \
centre du cercle circonscrit au triangle CIJ. Sur la feuille de
papier, on reconstitue au compas un triangle isométrique au tri¬
angle CIJ. À larègle et au compas,on construit le centre du cercle cir¬

conscrit à ce triangle.Le rayon de ce cercle est le rayon de la sphère.
ElMercià Alain GENSAC (34000MONTPELLIER)pour sa solution astucieuse économisant
au maximum les reports. Michel COURTAULT (91140 Villebon sur Yvette) et Christian

ROMONprésentent deux solutions trèsproches:on trace unpremier cercle sur la sphère, de
centreC,sur lequelonmarque unpointA,puis un secondcercle de centre A et de même rayon.
Les deux cercles se coupent enIet Jdont onpeut, au compas, connaître la distance. Onpeut

alors sur papier reconstituer le triangle CIJpuisplacer, sur son cercle circonscrit, lepoint B
diamétralement opposé à C. On reconstitue ensuite le triangle ABC dont le centre du cercle
circonscrit est celui de lasphère.

B

te

118.La chèvre et son chevreau
Blanchette voit l’enclos triangulaire sous un angle de 45°.
On construit sur le prolongement de (AB) le point D tel que
BC = BD. D, D' B A

Le périmètre de ABC étant la moitié de celui du carré, on a :
DD’=CC\
Il en résulte que le triangle COD est non seulement isocèle,
mais rectangle, la même rotation transformant [OC’] en [OD]’,

[C’C] en [D’D] et donc [OC] en [OD],

Mais le triangle CBD est aussi isocèle.
(OB) est un axe de symétrie pour la figure OCBD, ce qui éta¬

blit que l’angle BOC est la moitié d’un angle droit.
Des remarques intéressantes et variées de lapart de nombreux
lecteurs:

-Il existe une infinité de triangles ABC, qu'on peut construire en utilisant la tangente en B, quel¬
conque sur [AD'], au cercle de centre O et de rayon OD'. Cette construction même donne une valeur
fixe de 45° à l'angle BOC.

ElPierre ANDRE (54560 Mercy le Haut), Mme BENOIT (67000 Strasbourg), P. CAHUSAC
(Paris), MarcelDAVID (74200 Thonon les Bains), J.DREVET (13012 MARSEILLE),Michel
MENGUAL (Paris),M.PATRON(59910 Bondues), Jacques VERGE (Paris).

- Onpeut trouver dans ce problème de nombreux invariants: aussi bien l'angle BOC que le
périmètre du triangle ABC. Quelques lecteurs «initiés» signalent même la propriété selon
laquelle la tangente à un cercle découpe sur un quadrant un triangle àpérimètre constant égal

C
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au diamètre du cercle.

- Jean BERRY (92260 Fontenay aux Roses), Alain MARUANI (92330 SCEAUX), Christian
ROMON(78420 Carrières sur Seine).

- Le problème devant trouver une solution en nombres entiers de sauts, nos lecteurs ontpar¬

foisfait valoir que les seules valeurs possibles pour les côtés du triangle ABC étaient 6, 8 et

10, ce que les mathématiciens appellent un triplet de Pythagore, et ontfait appel à des rela¬
tions métriques connues dans les trianglespour conclure.
- Sébastien BIOULAC (Paris), Christian GUYARD (01700 Neyron), Alexei KHARLAMOV

(Paris), JoëlL1BRAND (86360 Chasseneuil du Poitou).

- Le problème peut aussi se résoudre de manière très élémentaire, en utilisant simplement le
théorème de Pythagore et quelques calculs trigonométriques.

- Jacques CHAUPIN (51300 Vitry le François), R. COELHO (92420 Vaucresson), Théo
SPIELMANN(L-9080 Ettelbruck).

- Contributions diverses de Philippe JULLIAN(75013 Paris), René CORI(Paris).

119.Les pentagones

Nous avons dénombré les 23 pentagones ci-
dessous,classés par aires décroissantes.

- Les lecteurs ont ici rivalisé d'astuce pour
trouver une classification des 23 pentagones

ayant leurs sommets sur les nœuds d'une

grille carrée 3x3, soient
•un pentagone utilisant les quatre sommets

du carré,

•quatre utilisant trois sommets et le centre,

•un seul avec trois sommets sans le centre,

•deux avec deux sommets sans le centre,

•neuf avec deux sommets et le centre,

•un avec un seul sommet sans le centre,

•quatre avec un seul sommet et le centre et

•un seul sans aucun sommet.

El Christian ROMON, Antoine WEHENKEL (Luxembourg), Jean BOURLIES.

sæ
mm
5GK

120.La quadrature du cercle

Un tel carré peut effectivement se construire à la règle et au compas,mais n’a pas la même aire

que le cercle.

La construction des tangentes perpendiculaires ne pose pas de problème, sachant que le rayon est per¬
pendiculaire à la tangente au cercle.
Il suffit alors de prolonger la droite BO jusqu’au cercle qu’elle rencontre en D.En appelant a le côté
du carré et r le rayon, le théorème de Thalès dans le triangle BAD nous donne alors l’égalité:

r a .On en déduit que le rapport de l’aire du cercle à celle du carré est de l’ordre de 1,08.
aV2 a

Bien approximatif, le jeune Anaxagore !

Quelques lecteurs ont cru bon défaire appel à l'histoirepour réhabiliter Anaxagore et excu¬

ser son erreur.

EMichel COURTAULT (91140 Villebon sur Yvette) détaille géométriquement une «quasi-
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quadrature» du cercle quiaboutit àprendrepour valeur approchée dep celle desBabyloniens
de 2000 avant J-O.,Hest milieu de [OA] et K de [OH], et KN= KP = KQ. L'aire du carré

MNPQ est celle du cercle de rayon OA à 0,5%près.
Vladimir GABAS (17317 Esnandes) donne lui aussi une construction fort détaillée du carré
d'aire égale à celle du cercle, correspondant à u peu différent de

12 N
(1 + F) x-qui serait, selon lui, la valeur fournie par Henri

10
C

Vincenot dans «Lepape des escargots», mais qui est en réalité
l'une de celles de Ramanujan (1887-1920). Michel HEBRAUD p,
(31000 Toulouse) nous adresse également de nombreux détails “H
historiques et cite en particulier la valeur de u des Egyptiens

B

H 'A \|M

PC256
(2000 avant J-C.) obtenue en assimilant le cercle au

81
Q

carré dont le côté est les huit neuvièmes du diamètre.

Une autre contribution intéressante de Jean RIPOCHE (56340 Carnac).
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121. Rectangles sans faille

Problème n°6 du 25-02-97
;

découpage sansfaille!faille
T orsqu'on découpe
J—Jse produire une «

unrectangle enplusieurs rectangles de plus petite taille,ilpeut

«faille», ligne de section traversant le rectangle de part en part,

horizontalement ou verticalement.
On peut montrer que dans un découpage comportant 3, 4 ou 6 morceaux rectangu¬

laires,il y a toujours une faille.

Mais sauriez-vous découper sansfaille un rectangle de 8 X5 en 20 rectangles de

2 XI ?

Quelle est (en superficie) lepluspetit rectangle qu'onpuisse découper sans faille
en rectangles de 2 X1?

122. Pierre sur pierre
Problème n°10 du 25-03-97

n enfant veut construire des «maisons» à l'aide de cubes identiques. Faire une

maison, pour lui, c'est juste construire le mur de façade, en juxtaposant des

"tours" de 1,2, 3... étages, c'est-à-dire des colonnes qui ne sont limitées en hauteur

que par le nombre de cubes dont il dispose. Ainsi, avec 3 cubes,ilpeut construire 4

"maisons" différentes.

U

Et avec 4 cubes ? Sans

les construire toutes,

sauriez-vous trouver

combien de maisons il

peut construire avec

10 cubes ?
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123. Économie de cartes

Problème n°15 du 29-04-97

109 601

T)our les besoins d'un jeu, un éditeur fait imprimer des cartes portant tous les

Inombres de 100 à 999.Il remarque que certaines cartes permettent de lire deux

nombres, selon qu'on les oriente dans un sens ou l'autre. Par exemple,I0 9 se lira

6 01en retournant la carte.

Dans un tel cas,par mesure d'économie,iln'imprime qu'une carte au lieu de deux.

Combien de cartes doit-il imprimer en tout ?

124. La fête à nœuds nœuds

Problème n°20 du 03-06-97

On tire sur les deux extrémi¬

tés de la cordelette.

Combien de nœuds seforment ?

Plus difficile : deux enfants ont

réalisé cette "échelle de Jacob"

avec un anneau de ficelle passé
autour de leurs doigts. TT

Sauriez-vous, en un minimum d'étapes, dénouer cette constructionpour retrouver

Vanneau initial ?
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125. L’armée des uns

Problème n°25 du 08-07-97

Vous pouvez le vérifier, à la main ou sur une calculatrice :

62-52= 11

562-452= 1111

5562-4452= 111111

Mais si vous lui demandez de calculer 55555562 - 44444452 , la plupart des calcu¬

latrices auront dumal à vous répondre, car vous dépassez leur capacité.Prouvez que
l'homme est plus fort que la machine et donnez le résultat de cette opération.
Ilfaudra, naturellement,justifier votre affirmation!

126. Triangles «autonomes»

Problème n°30 du 12-08-97

T"'Vans une figure, nous appellerons triangle "autonome" un triangle qui n'est tra-

versé par aucune ligne.La figure ci-dessus montre qu'avec 5 segments, on peut

former 5 triangles "autonomes".

2
Peut-onfaire mieux ?

Combien de triangles «autonomes»,

auplus,peut-on former avec 6 seg¬

ments ? Avec 7 segments ?

1

3

5

4
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127. Triangles unicolores

Problème n°35 du 16-09-97

T)renez six points sur un cercle, et deux crayons de couleurs différentes : gris ou

L noir, comme sur cette figure, par exemple. Joignez _____
les points deux à deux de toutes les façons possibles, /

en utilisant à votre choix pour chacun des seg- / / j \\
ments obtenus l'une des deux couleurs.

Tiens, sur notre dessin, l'un des triangles

trois côtés de la même couleur (noire, en l'oc¬

currence).

ses

Le résultat se généralise : quelle que soit la

manière de colorier les segments,ilexiste toujours

un triangle unicolore.

Pouvez- vous leprouver ?

128. L’armée des neufs

Problème n°40 du 21-10-97

jrpxiste-t-il des multiples de 7 dont l'écriture décima-
UJle estformée exclusivement de chiffres «9» ? D

MEnparticulier, le nombre formé de 1997fois le chiffre
«9» est-ildivisiblepar 7 ?Et1998fois le chiffre «9» ?

/?ÿ

j m
î Ï5S

D

Dl
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129. Le casino miraculeux

Problème n°45 du 25-11-97

ans ce jeu de casino, vous disposez en début de soirée de 40 jetons et d'I franc

de capital.
Chaque fois que vous gagnez, vous multipliez votre capital par le nombre de jetons

misés, mais vous abandonnez votre mise.

Chaque fois que vous perdez, vous abandonnez les jetons misés et votre capital reste

inchangé.

D

Quel est le capitalmaximum avec lequel vouspouvez quitter le casino ?

130. La suite de nombres composés
Problème n°50 du 30-12-97

ouvez une suite de 1997 nombres entiers consécutifs dont aucun n'est pre-rMir

X mier.

On rappelle qu'un nombre premier est unnombre n'admettant aucun diviseur hormis

1et lui-même.Un nombre qui n'est pas premier est appelé un nombre composé.

<°1 ClY7

%
e>
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131. Le halage du bateau

Problème n°54 du 27-01-98

1 mètre

T)our amarrer unbateau,on fixe une corde à l'avant et on l'enroule àunpoteau situé

Isur unponton,devant lui et au-dessus (voir dessin).Le courant maintient la corde

tendue.

Depuis le ponton, on tire la corde d'un mètre.

De combien avance le bateau ?D'un mètre ? Deplus ? Ou de moins ?

132. Le pirate et 1’aventurier

Problème n°59 du 03-03-98

TÿVans une île déserte,unpirate enterre à quelques mètres de distance les deux sacs

.L/d'un trésor :

le sac en jute contient 20 pièces d'or et 30 pièces d'argent,
le sac en cuir contient 20 pièces d'or et 20 pièces d'argent.
Malheureusement pour lui,il finit sa vie au bagne sans avoir pu récupérer son magot.

De nombreuses années plus tard,un aventurier débarque sur cette île et creuse le sol

auhasard.La fortune lui sourit,puisqu'il trouve un des deux sacs.Ily plonge lamain

et en sort une pièce d'or.

Quelle est laprobabilité qu'il s'agisse du sac en cuir ?
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133. Le jeu des doublets
Problème n°64 du 07-04-98

connaissez sans doute le jeu que Lewis Carroll appelait le jeu des doublets.

Le but est de relier deux mots de même longueur (par exemple aller de mal en pis)

grâce à une chaîne de mots ayant un sens dont chacun ne diffère du précédent que

par une lettre :mal,mas,mis,pis.

Nous vous proposons de jouer au même jeu, mais avec des nombres. Seuls sont

admis les nombres premiers (ceux qui n'ont aucun autre diviseur que 1 et eux-

mêmes, comme 1999 et 2003), et chacun ne doit différer du précédent que par un

chiffre.

Quelle est la chaîne laplus courte de nombrespremiers quipermette depasser de

1999 à 2003 ?

134. En noir et blanc

Problème n°70 du 19-05-98

On veut noircir certaines cases d’une grille carrée 5 x 5, de manière que chaque
ligne, chaque colonne, chaque diagonale et chaque parallèle aux diagonales

contienne au plus deux cases noires.

Quel est le nombre maximum de cases noires d’une telle grille ?

Donnez un exemple de solution maximale.
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135. La ligne infernale

Problème n°75 du 23-06-98

T Tne nouvelle ligne du RAR (Réseau Automatique Régional) vient d'être implan-
Utée.
Pour optimiser son efficacité, les ingénieurs ont décidé d'imposer les contraintes sui¬

vantes à la longueur des sections (intervalles entre deux gares):
- La longueur de trois sections consécutives ne doit jamais être supérieure à

16 km
- La longueur de cinq sections consécutives ne doit jamais être inférieure à
27 km

Quel est le nombre maximum de sections de cette ligne ?

136. L’enseigne
Problème n°80 du 28-07-98

T Tn commerçant vient de racheter une pharmacie pour en faire un magasin d'une
LJ célèbre chaîne à l'enseigne carrée.Il récupère la croix en bois vert qui servait
d'enseigne, et en deux coups de scie, la découpe en quatre morceaux qu'il réarrange

pour former un carré.

Reconstituez le découpage et l'assemblage.
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137. Les hexaminos «H»

Problème n°85 du 01-09-98

En assemblant deux carrés de même taille accolés

par un côté, on forme un domino.
En en assemblant trois, on forme un trimino.

En en assemblant six, on forme un hexamino.
Deux hexaminos qui se déduisent par symétrie sont

considérés comme égaux.

Combien y a-t-il d'hexaminos différents ?

Sauriez-vous paver un rectangle de dimensions
9x12 avec 18 hexaminos «H» de laforme ci-des-
sus ?

138. Le dé insolite

Problème n°90 du 06-10-98

Voici trois vues d'un même dé.

Qu'y a-t-ilsur laface inférieure de la troi¬

sième vue ?

(la face opposée à la face noire) ?
? ?

Complétez son «patron». ••? ••
?
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139. Gardons nos distances

Problème n°95 du 10-11-98

\uelest leplus grandnombre depoints que Vonpeutplacer dans un disque de

rayon 100 m, de telle sorte que deux d’entre eux soient éloignés d’au moins

Mm?

Même question en exigeant, cettefois,que deux d’entre eux soient éloignés deplus
de 100 m!

140. Le «supercavalier»
Problème n°100 du 15-12-98

T Tn nouveau jeu ressemblant aux échecs, le «succès», vient d’être inventé.Il se

LJ déroule lui aussi sur un quadrillage, le succès-damier, dont certaines cases sont

blanches et les autres noires.

Parmi les pièces de ce jeu, figurent les supercavaliers dont la case cible est obtenue

en comptant un pas selon l’une des directions, puis trois pas selon l’autre direction,

comme sur le dessin ci-dessus.
Un supercavalier passe toujours d’une case blanche à une case noire ou d’une case

noire à une case blanche. -------

Pouvez-vous indiquer comment les
cases du succès-damier sont colorées ?

Si on remplaçait la marche du superca¬

valier par une autre progression du

même genre (tant de pas dans une

direction puis tant de pas dans l’autre

direction),existerait-il toujours un colo¬

riage du succès-damier permettant à la

case du supercavalier de changer systé¬

matiquement de couleur ?

3F
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141. La ronde des nombres

Problème n°110 du 23/02/1999

250cases rondes sont répar¬
ties sur la circonférence

X

d’un cercle.

On a inscrit dans chacune d’entre

elles un nombre, de telle sorte que
la somme des nombres contenus

dans 4 cases consécutives valent toujours 100.

L’une des cases, représentée sur le schéma, contient 16.

Quelnombre est inscrit dans la case marquée d’une croix ?

142. Le jeu de construction

Problèmen°lll du 02/03/1999

ce jeu de construction comporte des briques blanches et des briques noires.

Le but du jeu est de superposer des briques pour

construire une tour.Mais deux briques noires n’ont pas

le droit de se toucher. Voici deux exemples de tours de

hauteur 6.

Combien peut-on construire de tours différentes de

hauteur 6 ?

BSauriez-vous trouver une règle qui donne le nombre

de tours différentes admettant pour hauteur un

nombre n quelconque de briques ?
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143. Les pions noirs
Problème n°115 du 06/04/1999

21points sont espacés régulièrement sur un cercle.

Combien depions noirs,aumaximum,peut-onplacer
sur cespoints defaçon que les distances qui les sépa¬

rent soient toutes différentes ?

(il s’agit de la distance entre leurs centres)

144. Treillis
Problème n°120 du 11/05/1999

n treillis est un assemblage de °
barres articulées à leurs points de

jonction. Lorsque ses mailles sont car¬

rées ou rectangulaires,iln’est en géné¬
ral pas rigide sans adjonction de barres

diagonales.

U

Les treillis suivants sont-ils rigides ?

Combien de barres diagonales au mini¬

mum doit-on ajouter à un treillis

4 x4 à mailles carrées, qui n’en com¬

porte aucune,pour le rigidifier ?

2

/

133



CURIOSITÉS&PARADOXES

145. Le bois dont on fait les flûtes

Problème n°125 du 15/06/1999

ans une plantation de bambous, les plants sont alignés en 100 rangées de cha¬

cune 100 bambous. Chose étonnante, les 10 000 bambous sont de tailles toutes

différentes.

Dans chaque rangée Est-Ouest, on choisit le bambou le plus grand, qu’on peint en

bleu. On donne le numéro 1 au plus petit des bambous bleus.

Dans chaque rangée Nord-Sud, on choisit alors le bambou le plus petit, qu’on peint

en rouge. On donne cette fois le numéro 2 au plus grand des bambous rouges, qui

s’avère différent du numéro 1.

D

Lequel est leplus grand, le bambou numéro1ou le numéro 2 ? Choisissez entre

ces quatre réponses:

Le bambou numéro 1.
Le bambou numéro 2.

Ce peut être l’un ou l’autre, selon la configuration.

Les hypothèses sont fausses car le bambou numéro 1 et lè numéro 2 ne font

qu’un, quelle que soit la configuration.

146. Les neuf alignements
Problème n°130 du 20/07/1999

Disposez ces neufjetons sur une table defaçon à obtenir neufalignements de trois

jetons.

Combien de configurations différentespermettent-elles de répondre à la question ?
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147. Vendredi 13

Problème n°135 du 24/08/1999

En 1999, iln'y avait qu'un vendredi 13 et c'était le 13 août.

Mais certaines années en comptent jusqu’à trois.

Quelle est lapremière année du 21ème siècle qui comptera trois vendredis 13 ?

Et lapremière année du 22ème siècle ?

148. Le pirate égyptologue

Problème n°140 du 28/09/1999

T e capitaine d’un vaisseau pirate, qui s’est entiché de la civilisation égyptienne
J—/antique, a découvert que chez les anciens Égyptiens, on n’utilisait que des frac¬

tions dont le numérateur valait 1.

Depuis, il exige que le partage du butin après un pillage attribue toujours aux

membres de l’équipage une fraction de butin différente et de numérateur 1, décrois¬

sante selon l’ordre hiérarchique.
Ainsi, lui-même s’attribue la part la plus importante, son second une part inférieure,

et ainsi de suite... Si la répartition s’avère impossible selon ce principe, le butin est

restitué aux malheureuses victimes.

Comment s’opère lepartage si lespirates sont 3 ? S’ils sont 4 ? S’ils sont 5 ?

Le partage du butin selon cette règle est-il possible quel que soit le nombre de
pirates ?
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149. Le jardinier vantard

Problème n°144 du 02/11/1999

/'Test l’automne. Le jardinier vient de planter les bulbes de tulipes et de jonquilles

V-xdont les fleurs orneront votre jardin au printemps.Il vient vous en rendre compte :

«Ce sera très joli,parce que pas du tout régulier. Je me suis cependant arrangé pour

mettre les oignons en terre de telle sorte qu’à 20 centimètres de chaque tulipe,il y ait

cinq jonquilles et qu’à 20 centimètres de chaque jonquille, il y ait 5 tulipes».

Est-cepossible ? Si oui, comment ?

150. L’architecte négligent
Problème n°147 du 23/11/1999

T Tn architecte négligent a laissé traîner sous lapluie sa règle graduée de 17 cm de

Ulong. Les trois premières graduations (marquées 1, 2 et 3 cm) sont restées

intactes, mais la plupart des autres ont été effacées. Pourtant, l’architecte remarque

qu’en lisant convenablement sa règle entre deux des graduations restantes, entre une

graduation et l’un des bords ou entre les deux bords,il peut mesurer toute longueur

entière comprise entre 1 et 17 cm.

Combien y a-t-ilau minimum de marques non effacées et où sont-elles situées ?

Intrigué par ce phénomène,notre architecte remarque que si pareille mésaventure lui

arrivait avec sa règle de 36 cm, 8 marques seulement lui suffiraient à mesurer toute

longueur entière comprise entre 1et 36 cm.

Où devraient-elles êtreplacées ?
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151. La rame de la compagnie FIBO

Problème n°155 du 18/01/2000

T a compagnie FIBO (Ferrovière Internationale du Bassin Ouest), installée à Pise,
L/a un penchant très net pour la rigueur dans l’exploitation de ses lignes de che¬

min de fer. Toute rame d’une même liaison comporte en effet une motrice suivie

d’un nombre invariable de voitures, qui peuvent être de seconde classe ou de pre¬
mière classe. Le nombre de voitures de première classe est variable, mais deux voi¬

tures de première ne se suivent jamais.

La ligne Pise - Turin,peu fréquentée, comporte des rames de cinq voitures.

Combien y a-t-il de dispositionspossibles des voitures depremière ?

En revanche, la ligne Pise - Bruxelles Maxi en comporte quinze.

Combien, cettefois, y a-t-il de dispositionspossibles des voitures depremière ?

152. Préfixes pour puissances
Problème n°160 du 22/02/2000

T~ÿn multipliant 2 par lui-même un certain nombre de fois, on obtient une puissan-
J—/ce de 2, qui s’écrit avec un «2», suivi, en exposant, de ce nombre de fois.

Ainsi, les premières puissances de 2 sont:

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32, 26 = 64, 27 = 128, ...

Unepuissance de 2peut-elle commencerpar le chiffre 7 ?

Etpar les quatre chiffres 2 0 0 0?
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153. Le carré inscrit

Problème n°165 du 28/03/2000

1n’y a qu’une façon d’inscrire un carré dans un triangle ABC de telle sorte que

deux des sommets soient sur AB,un troisième sur AC et le quatrième sur BC.I
Sauriez-vous tracer un tel carré à l’aide d’une construction géométrique simple ?

154. Zigzag numérique
Problème n°166 du 04/04/2000

A vec les chiffres de 1à 6,onpeut fabriquer des nombres «zigzag». Ces nombres,

ilquenous appellerons des «6-zigzags»,ont 6 chiffres qui vont d'abord croissant,

puis décroissant,puis croissant....
Par exemple, 231546 est un «6-zigzag».

Combien existe-t-il de «6-zigzag» ?

Pour les spécialistes. On peut étendre le problème aux suites «zigzag» des n pre¬

miers nombres entiers : les nombres vont d'abord croissant, puis décroissant, puis

croissant

Sauriez-vous construire un algorithmepermettant de les dénombrer ?
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155. Le partage de l’hexagone

Problème n°172 du 23/05/2000

Avant de mourir, un viticulteur légua à ses huit enfants un domaine en forme

d’hexagone régulier.Mais ilassortit son testament d’une étrange condition: que

les huit parts soient non seulement égales en superficie,mais de formes parfaitement

identiques.

Fut-ilpossible de satisfaire sa dernière volonté ?

156. Touché - coulé
Problème n°175 du 13/06/2000

Le jeu de bataille navale se joue sur un damier.

Une flotte comporte un porte-avions (4 cases), deux cuirassés (3 cases), trois croi¬
seurs (2 cases) et quatre sous-marins (1 case).

Deux navires distincts ne peuvent se toucher, même par un coin.

Pouvez-vous, en respectant ces règles,placer deuxflottes complètes dans un qua¬

drillage de 10 cases sur 10 ?

ITTl

m m ]
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157. Pate à modeler

Problème n°181du 23/07/2000

ar un après-midipluvieux d’été,quatre enfants remplacent leurs constructions de

sable par des réalisation en pâte à modeler. Chacun a utilisé intégralement un

bâton de pâte à modeler (les bâtons sont identiques) pour réaliser, le premier une

boule, le deuxième un tétraèdre régulier, le troisième une pyramide à base carrée

(dont les faces triangulaires sont équilaté¬
rales), le quatrième un cube.

Voici les quatre œuvres d’art posées à plat sur

une table, la pyramide reposant sur sa base

carrée.

P

Classez ces solides par ordre croissant de
hauteur. a
158. Le partage du triangle

Problème n°185 du 22/08/2000

f\uelle est la ligne droite laplus courte quiparta-

\Jge un triangle équilatéral en deux parties

d’aires égales ?

La réponse reste-t-elle la même sion n’exigeplus que

la ligne departage soit rectiligne ?
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159. L’échangeur

Problème n°190 du 26/09/2000

Quatre autoroutes rectilignes
(Al, A2, A3, A4) se croisent, à des

hauteurs différentes, sur l’échangeur

représenté ci-contre.

Quatre voitures roulent à des vitesses

constantes, une sur chacune de ces auto¬

routes.

Chose extraordinaire, la voiture 1, qui
roule sur l’Al, passe à la verticale des

voitures 2, 3 et 4 lorsqu’elle atteint les

points de croisement avec les autres

autoroutes.

De même, la voiture 2, qui roule sur l’A2,

passe à la verticale de la voiture 1 (on le savait), et des voitures 3 et 4.

La voiture 3 passe-t-elleforcément à la verticale de la voiture 4 ?

160. La queue du dragon

Problème n°195 du 31/10/2000

est un «dragon» de 9 écailles (la tête à droite,

la queue à gauche).2345678910
•Les 9 nombres contenus dans les écailles sont consécutifs

•La queue, formée des 2/3 inférieurs des écailles (en l’occurrence 6 d’entre elles),

admet le même total, 27, que la tête, formée du tiers supérieur (trois écailles).

Sauriez-vous trouver un dragon de 21 écailles ?Et un dragon de 24 écailles ?

A quelle condition un dragon de longueur donnée existe-t-il ?
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161. Les 2001points
Problème n°205 du 09/01/2000

2001points sont placés sur un plan.
Chose curieuse, chaque fois que vous joignez deux quelconques d’entre eux par une

droite, cette droite rencontre un troisième (au moins) des points que vous avez pla¬

cés.

Est-cepossible sans que les 2001points soient alignés ?

162. Croisement interdit

Problème n°209 du 06/02/2001

combien de villes, au maximum, est-il possible de relier directement deux à

deux sans que deux des route ainsi construites ne se croisent?

Peut-on construire six villes, trois de brique rouge et trois depierre grise, et neuf
routes, reliant directement chacune des villes rouges à chacune des villes grises

sans que deux de ces routes ne se croisent?

B
' ' ' \

s
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163. Minimax

Problème n°215 du 22/01/2001

Max et Minnie, deux redoutables bretteurs de nombres, s’affrontent crayon en

main.
Leur objectif commun est de construire un nombre de dix chiffres différents (les

chiffres de 0 à 9).

Mais Max a pour but que ce nombre soit le plus grand possible,Minnie qu’il soit le
plus petit.

Chacun, à tour de rôle, écrit un chiffre à l’un des dix emplacements ci-dessous.

Max n’utilise que les chiffres impairs,Minnie les chiffres pairs (0 est pair).

Max commence.

Chacun joue au

mieux de ses intérêts.

Quel sera le nombre

final?

164. Triangles à carreaux

Problème n°220 du 24/04/2001

ur du papier régulièrement quadrillé, un mathématicien en herbe s’efforce de tra¬

cer un triangle équilatéral dont les trois sommets sont situés sur les nœuds du

quadrillage.

Sur ce dessin, il est proche du but, mais les lon¬
gueurs des côtés ne sont pas tout à fait égales.

S

/

*/Le jeune homme parviendra-t-il à atteindre son

objectif ? 7 X
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165. Grand-père Euro

Problème n°225 du 29/05/2001

Un grand-père dispose de cinq pièces d’un euro.Il souhaite les répartir entre ses

trois petits-enfants Xavier, Yvette et Zinedine de sorte que chacun ait quelque
chose.

De combien defaçonspeut-il lefaire ?

Même question avec onzepièces à répartir entre quatrepetits-enfants?

Les amateurs pourront généraliser à n pièces à répartir entrep gamins.

166. L’entraîneur géomètre

Problème n°229 du 26/06/2001

T)our entraîner ses buteurs et ses gardiens de but (titulaire et remplaçants), l’en-

Itraîneur a installé un étrange dispositif : les poteaux, plantés en A,B,C,D déli¬
mitent 3 buts de largeurs AB = 2 m,BC = 4 m,CD = 20 m dans lesquels sont placés
les trois gardiens.

Dans un premier temps, les buteurs doivent s’installer en un point M d’où ils
«voient» les deux buts AB et BC

selon un même angle (non nul).

Quel est le rapport des longueurs

MA etMC?

Dans un deuxième temps, le

buteur vedette reçoit l’ordre de se

placer en unpoint du terrain d'oùil
«voit» les trois buts sous le même angle.

Existe-t-il de telspoints ? Sioui, où sont-ils ?

(D’après les olympiades académiquespour élèves de Première).
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167. Puzzles triangulaires

Problème n°235 du 14/08/2001

TTnfabricant voudrait éditer des puzzles dont le but

KJ est de reconstituer un triangle équilatéral à l’aide

de pièces qui sont elles-mêmes toutes des triangles

équilatéraux (pas forcément égaux).

Voici une reconstitution du modèle à 4 pièces, le
4-puzzle.

Existe-t-il des 5-puzzles ? Des 6-puzzles ?

Pour certains nombres n depièces, ilnepeut exister de n-puzzles. Quels sont ces

nombres ?

168. Le plus court chemin

Problème n°240 du 18/09/2001

our traverser un lac, le plus court chemin n’est pas exactement ce que l’on ima¬

gine, nous dit un lecteur, Jacques Hennebert. C’est qu’on peut admettre que la

surface du lac a larotondité de la terre.Par exemple, si on tendait une corde entre ces

deux villes, que nous nommerons A et B, situées au bord du lac L,la corde s’enfon¬

cerait dans l’eau,pour atteindre en son centre la profondeur d’un mètre !

P

De combien, approximativement, s’enfoncerait la corde tendue entre deux villes C

etD situées au borddu même lac mais distantes de troisfoisplus que A etB?
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169. Les triangles entiers
Problème n°245 du 23/10/2001

n «triangle entier» est un «vrai» triangle (non aplati) dont les longueurs des

trois côtés sont des nombres entiers de cm.U
Combien y -a-t-il de triangles entiers depérimètre14?Et depérimètre11?

Y a-t-ilplus de triangles entiers depérimètre 2004 ou depérimètre 2001?

170. La baguette cassée

Problème n°250 du 27/11/2001

On casse une baguette en trois morceaux. On suppose que les deux points de rup¬

ture sont totalement aléatoires, c’est-à-dire que toutes les configurations

possibles de ces deux points sont équiprobables.

Quelle est la probabilité que les trois morceaux puissent être les trois côtés d’un

même triangle ?
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171. Les cercles magiques
Problème n°255 du 01/01/2002

T> emplir les cercles magiques consiste à

XVplacer les nombres entiers de 1 à 9 dans

les 9 alvéoles de façon que le total des

nombres inscrits dans chaque cercle soit le

même. Ce total sera appelé la «somme

magique». Sauriez-vous...

U UyUJJUJJ U U

Remplir les cercles magiques avec la plus

petite somme magiquepossible ?

Remplir les cercles magiques avec laplus grande somme magique possible ?

172. Régionalisation
Problème n°260 du 05/02/2002

Un cercle définit deux régions du
plan (l’intérieur et l’extérieur).

Deux cercles définissent au maxi¬

mum quatre régions.
Trois cercles définissent au maxi¬
mum huit régions.

flip;V-
\Combien de régions, au maximum,

sont définiespar quatre cercles ?

Etpar 100 cercles ?
' /
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173. La diagonale des fous

Problème n°265 du 12/03/2002

On veut placer des fous sur cet échiquier

sans que l’on trouve plus de deux fous

sur une même ligne ou sur une même colonne.

Exemple de
diagonale

Ci_
_

Combien defous,aumaximum,peut-onpla¬
cer sans qu’ily en ait plus de deux sur une

même diagonale ?

pi

ü
1

Exemple
< de ligne_ «

Combien defous,au maximum,peut-onpla¬
cer sans que deux d’entre eux soient en

prise, c’est-à-dire sans qu’il y en ait plus
d’un sur une même diagonale ?

Exemple
de colonne

174. Le bilboquet
Problème n°270 du 06/04/2002

ne boule de bilboquet en bois de 5 cm de rayon est percée de part en part d’un

trou cylindrique dont l’axe passe par le centre de la boule. La hauteur du

cylindre est elle aussi de 5 cm.

U

Une deuxième boule, faite du même bois,n’a que 3 cm de rayon.Elle est percée, elle

aussi, de part en part d’un trou cylindrique dont l’axe passe aussi par le centre. Ce

trou est moins large puisque la hauteur du cylindre est encore de 5 cm.

Quelle est la boule (évidée) laplus lourde ?

148



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE» 1- 300

175. Del’autre côté du miroir

Problème n°275 du 22/05/2002

ans une salle obscure dont les murs Est et Ouest sont des miroirs,on allume une

lampe. Instantanément, de chaque côté de la pièce, s’illumine une ligne infinie

d’images virtuelles de cette lampe. Sur le miroir Est, un observateur pourrait ainsi

estimer la troisième image virtuelle à 9 mètres et la quatrième à 15 mètres du miroir.

D

Quelle est la largeur de lapièce ? A

quelle distance de chacun des

miroirs se trouve la lampe ?

1
Miroir Ouest

s @

NB. Ne vous fiez pas au dessin,
volontairement faux !

176. Les carrés d’argent

Problème n°280 du 02/07/2002

T Tn tableau carré 4x4 dont les cases contiennent des

LJnombres est appelé «carré d’argent» d’ordre 4 si

•les 7 nombres obtenus en réunissant la première colonne et la

première ligne sont les entiers de 1 à 7

•les 7 nombres obtenus en réunissant la deuxième colonne et la

deuxième ligne sont les entiers de 1 à 7

•les 7 nombres obtenus en réunissant la troisième colonne et la

troisième ligne sont les entiers de 1 à 7

•les 7 nombres obtenus en réunissant la quatrième colonne et la

quatrième ligne sont les entiers de 1 à 7

De même, un carré d’argent d’ordre 5 vérifiera les mêmes pro¬

priétés à la différence que ce sont les entiers de 1à 9 qui devront H|
figurer en réunissant la ligne et la colonne de même rang (entre

let 5).

nsi~H

Trouver, s’ils existent, un carré d’argent d’ordre 4 et un carré d’argent d’ordre 5.
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177. Algèbre de boule

Problème n°285 du 06/08/2002

ans ce cylindre d’un nouveau jeu apparenté à la «boule», les nombres entiers

de 0 à 9 se trouvent dans chacun des 10 secteurs. Ils

sont placés de telle sorte que la somme des deux nombres

inscrits dans deux secteurs consécutifs quelconques soit

égale à celle des nombres inscrits dans les secteurs symé¬
triques par rapport au centre.

D
o

Quels sont les seuls numéros quipourraient être placés

face au zéro en respectant cette règle ?
W

?

Combien y a-t-il defaçonspossibles de compléter le cylindre?

178. Texto

Problème n°290 du 10/09/2002

A nais et Chloë,deux chipies,ont pris l’habitude de communiquer par «texto» sur

xVleurs téléphones portables pendant les cours de mathématiques. Elles se trans¬

mettent ainsi des additions selonun code très simple: elles remplacent chaque chiffre

et chaque signe opératoire par une lettre, deux symboles différents étant codés diffé¬

remment, deux mêmes symboles étant toujours codés de la même façon (et aucun

nombre ne commençant par 0).

Ainsi, l’addition 46 + 87 = 133 pourra être codée «SURMONTEE», avec S pour 4,

Upour 6,R pour +,Mpour 8,0pour 7,Npour =, etc.

Anaïs vient de transmettre le texto «LABYRINTHES».

Quelest le résultat de cette addition, sachant qu’ilest lepluspetit nombre à quatre

chiffrespossible ?
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179. Open space

Problème n°295 du 15/10/2002

T e siège de cette multinationale occupe sur un niveau un vaste espace en forme
J—/d’hexagone régulier entouré de hauts murs.Iln’y a pas de bureaux fermés à pro¬

prement parler, mais pour séparer les employés, on a installé des cloisons basses de

même longueur (munies d’uneporte) qui forment ainsiunmaillage de losanges iden¬

tiques (chacun accueille exactement un employé) dont chaque côté correspond à une

cloison. On a utilisé 1488 cloisons.

Combien le siège compte-t-il d’employés ?

180. Armistice sur l’échiquier

Problème n°300 du 19/11/2002

T Tuit tours occupent pacifiquement huit cases de cet échiquier (numéroté

Ilsur le dessin). Aucune tour ne menace donc aucune autre, ou, si vous r

comme

préférez,
deux quelconques d’entre elles ne sont jamais situées sur une même ligne ou une

même colonne.

1 2 3 4 5 6 7 8
On fait la somme des numéros des cases sur

lesquelles elles se trouvent. 9 11 13 14 15 1610 12

17 18 19 20 21 22 23 24
Quelles sont les valeurs possibles de cette

somme ?
25 26 27 28 29 30 31 32

34 36 4033 35 37 38 39

4541 42 43 44 46 47 48

49 50 52 54 5651 53 55

ü58 59 60 61 62 63 64
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Curiosités&paradoxes
SOLUTIONS

121.Rectangles sans faille

Voici le découpage sans faille d'un rectangle 8 x 5 en rectangles 2x1.

Le plus petit rectangle qui puisse se découper sans faille en rectangles
2 x 1 est le rectangle 6x5.

122.Pierre sur pierre

Le problème se modélise en représentant les n cubes par un ruban de longueur n.

Chaque «tour» équivaut à une coupe dans ce ruban pour prendre juste les carrés nécessaires, et les

empiler pour former la tour.

Pour chacune des (n- 1) subdivisions, il y aura deux possibilités : opérer une coupe ou non. Pour la

première subdivision, 2 cas,pour la deuxième, deux cas, ce qui double le nombre de cas, ...,pour la

(n - l)ème, 2 cas. Au total, on dénombrera donc 2"_1 façons de découper le ruban. Redressons les

tours, en les assemblant côte à côte pour construire les maisons. Nous obtenons 2"_1 maisons. Soit,
avec 4 cubes, 8 maisons, et avec 10 cubes, 512 maisons.

123.Économie de cartes

Les chiffres à «double lecture» sont 0, 1, 6, 8 et 9.
Pour chaque centaine commençant par 6 ou 9,il y a 20 cartes à double lecture, et pour chaque cen¬

taine commençant par 1ou 8 il y en a 17,puisque 101, 111, 181 et 808, 888, 818 se lisent de la même

façon quand on les retourne.

Seule la moitié de ces 74 cartes sera imprimée : le jeu comprendra donc 900 - 37 = 863 cartes.

ElMaurice LOUY(Montluçon) et à Charles MILLET (Évian)

124.La fête à nœuds nœuds

•Nœud «Le Monde» :il se forme deux nœuds, sur le M et le O, pas sur leD.

•Échelle de Jacob :
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/3)i.Faire passer B1etB2 au-dessus de

J l’échelle.
J 2.Faire passer B3 et B4 au-dessous.

'Bip

3. Faire passer B5 et B6 au-dessus.
4. Détordre B7 et B8.Il suffit alors
de tirer sur B9.

125.L’armée des uns

La réponse, vous vous y attendiez, est 11111111111111 (quatorze fois le chiffre 1).

Pourquoi ? La reconnaissance d'un «produit remarquable» permet la première étape, le reste vient
seul : 5555 556 2- 4444 445 2 = (5555 556- 4444 445) x (5555 556 + 4444 445)

= 1111111

= 1111111

= 1111111

= 11111110000000+1111111
eB.BARBÉ (Versailles), A.DENIS (Esvres), M. SCHEFFER (Mende)...
El J.REYNAUD (Saint-Jean-en-Royans) signale une généralisation à:
6666T - 333342, etc., quidonne un résultat composéuniquement de 3, et 777782 - 222232, dont

le résultat n’est composé que de 5. On obtiendra de même un résultat composé uniquement de
7 avec 88892 - 11122.

x 10000001
x (10000000 + 1)

x 10000000+ 1111111

126.Des triangles autonomes

A notre connaissance, le nombre maximum de triangles «autonomes» qu'on peut former avec 5
segments est 5. Avec 6 segments, on peut former 7 triangles autonomes. Avec 7 segments, on

peut en former 11. Si des lecteurs trouvent mieux, qu'ils nous écrivent.
Apparemment, les lecteurs n’ont pas trouvé mieux,puisqu’aucun ne nous a écrit à ce sujet.

Avec 6 segments Avec 7 segments

127. Triangles unicolores
Numérotons les points 1,2, 3, 4, 5, 6. Cinq segments partent du point 1,dont trois au moins,par
exemple 12,13 et 14 sont de la même couleur, que nous supposerons noire.

* Si le segment 23 est noir, le triangle 123 est unicolore noir.

* Si le segment 23 est gris :

•si 34 est noir, alors le triangle 134 est unicolore noir.
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•si 34 est gris, et si 24 est gris, c'est le triangle 234 qui est unicolore

gris, et si 24 est noir, c'est le triangle 124 qui est unicolore noir.
Il y a de toute façon un triangle unicolore.

128.L’armée des neufs
On peut essayer de trouver «à la main» les multiples de 7 exclusivement formés de 9.Le premier
qui convient est 999999 = 142857 x 7.
On voit qu'alors 999999 999999 = 142857 142857 x 7 et ainsi de suite...
Or, 1998 = 333 x 6. Le nombre formé de 333 groupements de 9 est divisible par 7, le quotient étant
formé de 333 groupements de 142857. Ce n'est pas le cas, en revanche,pour le nombre formé de

1997 chiffres 9.

129. Le casino miraculeux

On suppose que,bénéficiant d'une chance insolente, vous gagniez à tous les coups jusqu'à épuise¬
ment de vos jetons.

•Ilest facile de voir qu'il ne sert à rien de miser 1 jeton,mais aussi plus de 4 jetons, car en remplaçant
une mise deNjetons (N> 4) par deux mises,l'une de 2 jetons et l'autre deN-2 jetons, on multiplie
plus avantageusement son capital.

•Une mise de 4 jetons, ou deux mises de 2 jetons donnent le même résultat.

•Des mises de 2 ou 3 jetons sont donc optimales. Mais avec 6 jetons,il est plus avantageux de
miser deux fois trois jetons que trois fois deux.
La meilleure stratégie est donc : 12 mises de 3 jetons et 2 mises de 2 jetons, soit un capital final de
312 x 2 2 francs, soit 2 125 764 francs.Belle soirée !

MDanielPOUSSEVIN, de Libourne.

130.La suite de nombres composés

Nous écrirons que (1998 !) est le nombre s'écrivant comme produit des entiers de 1à 1998. (1998 !)

= lx2x 3x 4...x 1997 x 1998. (1998 !) est donc divisible par tous les entiers de 1à 1998.
Alors aucun des 1997 nombres consécutifs : (1998 !) +2, (1998 !) +3,...
(1998 !) + 1998 n'est premier.
Le premier est divisible par 2, le deuxième par 3, ...,le 1997e par 1998.
A Jacques VERGER, de Paris, fait remarquer qu’en appelant A le produit 2 x 3 x 5... x 1997 des

nombres premiers inférieurs à 1998, la suite A-2, A-3, A-4, ..., A-1998 répond à la question (et

c ’est la plus «petite»).

131.Le halage du bateau
Le bateau avance de plus d'un mètre.
Dans un triangle,un côté est toujours compris entre la
somme et la différence des deux autres.

L'avancée du bateau est donc supérieure à la différence de
longueur des deux positions de la corde, 1 mètre.

132.Le pirate et l'aventurier

•S'il y en avait six ou plus, en enlevant 18 ouplus, on trouverait un effectif de 94 ou moins : plus de

cinq paresseux ne partiraient pas.
•Il y a donc 5 acharnés,pour un effectif de 97 partants et 3 sédentaires.
Rejouons la scène 200 fois en imaginant que les 200 expériences respectent parfaitement les proba-
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bilités. Ayant creusé au hasard, l'aventurier déterrera autant de fois le sac en jute que le sac en cuir.

•Sur les 100 découvertes du sac en jute,il sortira 40 fois une pièce d'or (le sac contient 40% de
pièces d'or).

•Sur les 100 découvertes du sac en cuir,il sortira 50 fois une pièce d'or, (le sac contient 50% de

pièces d'or).

Il tirera donc 90 fois une pièce d'or : 40 proviennent du sac en jute, 50 du sac en cuir.
Ily a 5 chances sur 9 que l'aventurier ait déterré le sac en cuir.

El Les amateurs ont reconnu unproblème de probabilités conditionnelles:quelle est lapro¬

babilité que la pièce provienne du sac en cuir, sachant qu’elle est en or ? Le résultat est le
quotient de deuxprobabilités:celle de tirer unepièce d’or du sac de cuir, et celle de tirer une

pièce d’or en général.

1
A = 5Ce quotient vaut :

1x2-+! 9
2 * 5

+
4

E Les probabilités sont décidément déroutantes et peu intuitives. De nombreux lecteurs s’y

sont laisséprendre, y compris un «professeur émérite d’épistémologie des mathématiques».

133.Le jeu des doublets

On ne peut pas, bien sûr, faire plus court que 4 étapes.
Iln’existe qu’une chaîne permettant de passer de 1999 à 2003 en 4 étapes.
1999 - 2999 - 2909 - 2903 - 2003

134.Ennoir et blanc
Ily a aumaximum 10 cases noires (2par ligne). Or,il existe des configurations quiutilisent dix cases
noires tout en respectant les hypothèses.
En voici une :

135.La ligne infernale
La ligne de RER a au plus six sections.
-On montre d'abord qu'elle ne peut en avoir sept.En effet, six sections consécutives ont une lon¬
gueur maximale de 32 km (2 groupes de 3 sections).

Mais comme les cinq dernières sections totalisent au moins 27 km, la longueur de la première sec¬

tion ne peut excéder 5 km.
Si la ligne avait 7 sections, on ferait ce raisonnement pour les six premières sections,puis pour les
sections de 2 à 7. On en déduirait que les sections 1 et 2 ont au plus 5 km.En ajoutant le maximum
possible (16 km) pour les trois suivantes, on n'atteindrait pas le minimum de 27 km, d'où l'impossi¬
bilité.
-On trouve ensuite une configuration de 6 sections qui convient :
5 km - 6 km - 5 km - 5 km - 6 km - 5 km.
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136.L'enseigne

C’est Harry Lindgren qui, en 1961, a inventé le découpage de gauche de la croix dite «de Saint-
André» pour reconstituer un carré.

S L'un des deux découpages de droite a été proposépar Pierre PATOU, de Paris, Alfred
CORNET, de Bruxelles, Henri LAPORTE, de Genève, Jean-Claude CAZAUX, de Balma, et

Yoana TERLISKA, de Boissy le Chatel.

137.Les hexaminos «H»
Il existe 35 hexaminos différents.
Voici un pavage du rectangle 9x12 avec les hexaminos H.
Il en existe probablement d’autres (qui ne se déduisent pas de
celui-ci par symétrie). Envoyez-les nous.

138.Le dé insolite
La face opposée à la face noire est également noire.
Voici le "patron" complété du dé

#ÿ
139. Gardons nos distances

•On peut placer sept points si la distance 100 mètres est permise.Il suffit de prendre le centre et

les six points de la circonférence situés aux sommets d’un hexagone régulier.

•En revanche, si la distance entre deux points doit être strictement supérieure à 100 mètres, on ne

peut placer plus de cinq points.

—-.-----y Pour le prouver, on montre d’abord que dans un secteur d’angle
A \ / \ 60°, deux points quelconques Sont à une distance inférieure ou

/• \/ _ \ égale à 100 mètres. On prend alors un point X, et on divise le
V A, xi disque en six secteurs,X étant à la frontière de deux d’entre eux.

\ / \ y Ces deux-là sont interdits pour les autres points.Dans les quatre--zr secteurs restants, on ne peut placer plus de 4 points sous peine
d’en compter deux dans le même secteur.
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Le coloriage 1 permet à un supercavalier qui franchit un pas dans une direction et trois pas dans
l’autre de changer systématiquement de couleur de case.
Plus généralement, si le supercavalier progresse de n pas dans une direction et

de m pas dans l’autre direction, le coloriage 1 conviendra si n et m sont tous

deux impairs, le coloriage 2 s’ils sont de parités différentes.
S’ils sont de même parité, on divise les deux nombres par la plus grande puis¬
sance de 2 qui divise à la fois m et n. On se ramène alors au cas 1 ou 2,mais
avec des bandes ou des carreaux ayant pour taille cette puissance de 2.Le colo¬
riage 3 répond, par exemple, au cas 6 et 2.

1

2

3

141.La ronde des nombres
La case marquée d’une croix contient le nombre 34.
•On commence par montrer que les nombres contenus dans les petits cercles forment une suite
périodique de période 4.
En effet, si on prend 5 cases consécutives contenant

les nombres a, b, c, det e, en remarquant que
a + b + c + d= b + c + d+e,on en déduit que
a = e.

•On montre ensuite que lapériode est en fait 2 : Si
a est inscrit dans la case numéro N, a sera aussi dans les cases 1V+4,1V+8,1V+12, A/+16, AI+20...
1V+240,1V+244, Af+248, et... 7V+252 =N+2 !

•Iln’y a donc que deux valeurs inscrites dans les cercles : 16 qui intervient toutes les deux cases, et

une autre valeur,x, qui intervient de manière alternée, en particulier dans la case marquée d’une
croix. En sommant quatre cases consécutives,il vient : 16 + x + 16 + x = 100, ce qui impose x = 34.

MJ.PAVY(14, Lieury)

d ec
b

a

142.Le jeu de construction
Onpeut construire 21 tours différentes de hauteur 6.
Appelons T(n) le nombre de tours possibles de hauteur n.

On va les comptabiliser en distinguant deux cas.

•Celles qui se terminent par une brique blanche sont obtenues en ajoutant une brique blanche à
toutes les tours de hauteur (n-1).Il y en a donc T(n-1).

•Celles qui se terminent par une brique noire sont obtenues en ajoutant une brique noire à toutes les
tours de hauteur (n-1) se terminant par une brique blanche. Or, on vient d’expliquer qu’il y en a
autant que de tours de hauteur (n-2), soit T(n—2).
Au total,il vient donc : T(n) = T(n-l) + T(n-2).

On part du début :r(l) = 2 ; T(2) = 3 ;
On continue de proche en proche : 7X3) = 2 + 3 = 5; 7’(4) = 3 + 5 = 8;
7(5) = 5 + 8 = 13 ; T(6) = 8 + 13 = 21.
Les spécialistes auront reconnu la suite de Fibonacci.

143.Les pions noirs
On peut placer au plus 5 pions noirs à des distances toutes différentes sur le cercle.

•En partant d’unpoint, et en tenant compte de la symétrie, on voit qu’il n’existe que 10 distances
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différentes entre deux points du cercle.
Or, si les distances entre les pions noirs sont différentes,il
existera 1 distance pour 2 pions, 3 pour 3 pions, 6 pour 4
pions, 10 pour 5 pions, plus de 10 au-delà. Le nombre maxi¬
mum de pions noirs est donc 5.

•La configuration ci-contre de 5 pions comporte 10 distances
différentes.
En comptant en arcs d’1/21 de circonférence,
le pion A est éloigné de B, C,D et E de 1, 4,7 et 5 arcs.

B est éloigné de C,D et E de 3, 8 et 6 arcs.

C est éloigné de D et E de 10 et 9 arcs.

D est éloigné de E de 2 arcs.
Remarquez que c’est le nombre d’arcs le plus petit qui a été pris
en compte : ainsi, entre A et E,on compte 5 arcs et non 16.

[3

144. Treillis
Un carré (ou un rectangle) n’est jamais rigide, alors qu’un triangle l’est.

•On peut,par étapes successives, transformer chaque treillis en un treillis plus simple, en supprimant
les lignes et les colonnes comportant une seule barre diagonale, ce qui ne change rien au caractère
rigide ou non du treillis. Ainsi, le treillis n°l devient, par simplifications successives, le treillis ci-
contre de droite, qui n’est pas rigide, puisqu’il comporte

une ligne sans barre diagonale.
Le treillis 1 ne l’est donc pas. On montre de la même
façon que le treillis numéro 2 est rigide et que le numéro
3 ne l’est pas. —-y

HRobert GALERNE (92, Antony) et Alain PAQUE- [/
RUSE (91, Palaiseau) fournissent un dessin (ci-

contre) du treillis numéro 3 après déformation.
S Des lecteurs nous signalent que la simplification ne

conduitpasforcément à une configurationfacile à interpréter. zz
•Pour rigidifier un treillis 4 x 4,il faut lui ajouter 7 barres diago- /
nales correctement placées. Voici un schéma qui convient.

IS1MichelBERTHAUD (14, Caen) donne uneformule connue

des constructeurs:siNest le nombre de nœuds d’un treillis, et b le
nombre de barres, une condition nécessaire (mais pas suffisante)
pour que le treillis soit rigide est:B > 2N- 3.
El Christian ROMON (78, Carrières sur Seine) explique que
n + m-1 barres diagonales sont nécessaires enplus des mailles
d’un quadrillage rectangulaire pour rigidifier un treillis n x m, ce

qui corrobore la conditionprécédente où

B = 2 (n + 1) (m + 1) -3 etN= (n + 1) (m + 1)

y / / /

145.Le bois dont on fait les flutes

Le plus grand bambou est le numéro 1.
Appelons bambou numéro 3 celui qui est situé à l’intersection de la ligne (Est-Ouest) du bambou
numéro 1et de la colonne (Nord-Sud) du bambounuméro 2.Le numéro 3 est forcément plus petit (ou
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de même taille) que le numéro 1, forcément plus grand (ou de même taille) que le numéro 2. On en

déduit que le numéro 2 est plus petit ou de même taille que le numéro 1. Mais comme l’hypothèse
précisé que tous les bambous sont de tailles différentes et que le numéro 1est différent du numéro 2,
il s’ensuit que le plus grand est le numéro 1.
NB :On peut vérifier que cette dernière hypothèse est plausible.

El ChristianROMONprécise qu’il existe cependant une disposition où le bambou numéro 1

est confondu avec le numéro 2:celle où tous les bambous de sa ligne sontpluspetits que lui,

et où tous les bambous de sa colonne sontplus grands que lui.

146.Les neuf alignements

Voici trois configurations qui répondent à la question.
Dans chacune des trois figures, les jetons noirs sont choisis dans une position quelconque respectant

les alignements indiqués en traits pleins.Il existe alors une position unique des jetons blancs respec¬
tant les alignements en pointillés. Ainsi,

•Pour la première configuration, qui se construit aisément (voir figure), les jetons blancs sont alignés
en vertu d’un résultat connu sous le nom de théorème de Pappus.

•Pour la deuxième configuration,nous avons choisi (arbitrairement) de placer les jetons noirs au tiers

des côtés des triangles. Les jetons blancs doivent alors être placés aux 4/7 des «tiéranes» pour obéir
à tous les alignements.

•0......i>. Ö P.
Ö

O.

Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3

E Dans ces trois configurations, les

neuf points sont triples (intersection

de trois droites). Michel MENGUAL
(75, Paris) et Antoine WEHENKEL

(Luxembourg) signalent d’autres pos¬
sibilités, selon le nombre q de points
quadruples, t de points triples et d de

points doubles, (q, t, d) peut prendre
les valeurs (4,1, 4), (3, 3, 3), (2, 5, 2),

(1, 7, 1), (0, 9, 0).

EPaul CAMION(78,Plaisir), ChristianROMONet Jean SCHILLING (54,Nancy) signalent

despositions à 10 alignements (voir page ci-dessus).

147. Vendredi 13
La première année du 21ème siècle comportant trois vendredis 13 est l’année 2009.
On commence par remarquer que seules comportent trois vendredis 13 :
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- les années «normales» commençant un jeudi
- les années bissextiles commençant un dimanche.
Il reste à dire que le premier jour de l’année est décalé d’une unité, sauf après une année bissextile
oùil est décalé de deux unités.
On a ainsi le tableau suivant (les années bissextiles sont en gras) donnant le premier janvier de
chaque année :

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

lun jeu dim lun jeuven sam mar mer sam mar

Pour le 22e siècle,il faut poursuivre le cycle (on retombe sur une situation identique tous les 28 ans)

en faisant attention à l’année «bizarre» 2100, fin de siècle mais pas multiple de 400, qui n’est pas
bissextile. On obtient le tableau :

2008 2036 2064 2092 2096 2100 2101 2102 2103 2104 2105

dim dim lun jeumar mar mar mar ven sam mar

La première année du 22ème siècle comportant trois vendredis 13 est 2105.
El Frédéric MARSAL (83, La Garde) précise que les vendredis 13 des années «normales»

tombent toujours enfévrier, mai et novembre, tandis que ceux des années bissextiles tombent
en janvier, avril et juillet.

148.Le pirate égyptologue

•1ne s’exprime que d’une façon comme somme de trois fractions égyptiennes
différentes : i=1+1+1

2 3 6
•Pour quatre pirates, on a plusieurs possibilités, telles : 1-ÿ+ \-+ 7r + vF

.1111 2 4 6 12
ou encore : 1=J-+ J- + J-+-L

2 3 8 24

•Pour cinq pirates, on a plusieurs possibilités, telles : 1=i- +i- +J-+ -L+-L
ou encore : i=i+l+i+X+X 2 3 12 18 36

2 4 8 12 24
•Plus généralement, le partage est possible pour tout nombre de pirates à partir de trois. On passe
en effet d’une répartition en X pirates à une répartition en X+2 pirates en remplaçant la part 1/P du

moins bien loti des X pirates par les trois parts 1/2P, 1/3P et 1/6P.

•Pour deux pirates, le partage est impossible.
EPhilippe CAPET (75,Paris) passe de la répartition rxpour Xpirates
(X>3) à la répartition rx+]pour X+lpirates à l’aide de laformule:rx+] = y + -i- rx

E ChristianROMONpasse de Xà X+l (toujourspour X> 3) en remplaçant
lepluspetit terme — par la somme — H--y——

Je Jc~\~1 Jc[Jc~\~1J

E Antoine WEHENKEL quant à lui remplacepour passer de X à X+l leplus
petit terme — (oùk estpair defaçon récurrente)par la somme

k
— + —
3k 3k

149.Le jardinier vantard
Il existe une façon évidente de construire un massif de 2 jonquilles et 2 tulipes tels •-
qu’à une distance de 20 cm de chaque jonquille,il y ait 2 tulipes, et à 20 cm de
chaque tulipe,il y ait 2 jonquilles.
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Ajoutons alors au schéma une figure translatée de 20 cm dans n’importe quelle
direction où chaque tulipe est remplacée par une jonquille et chaque jonquille »

par une tulipe. On obtient,un massif de 4 jonquilles et 4 tulipes tels qu’à une

distance de 20 cm de chaque jonquille,il y ait 3 tulipes, et à 20 cm de chaque
tulipe,il y ait 3 jonquilles.
On continue ainsi en ajoutant chaque fois une figure translatée de 20 cm

dans une nouvelle direction (on s’assure juste qu’il n’y a pas superposi¬
tion de fleurs) selon la même méthode (interversion des rôles) : voici le
massif (de 32 fleurs) promis par le jardinier !
Cette méthode, suggérée par Marc Bachmakov,n’est pas la seule.

MJ.HEIDET (75, Paris).

150.L’architecte négligent

•5 marques sur la règle de 17 cm suffisent pour mesurer toute longueur entière : les trois

marques indiquées (à 1, 2 et 3 cm) et deux autres marques à 8 et 13 cm.

•Pour la règle de 36 cm, les 8 marques doivent être situées aux centimètres

1,3, 6,13, 20, 27,31et 35. Les marques symétriques conviennent également :
1,5,9,16,23,30,33 et 35 cm.

0 Ceproblème nous a été inspirépar les travaux des mathématiciens Dudeney et Golomb ainsi

quepar une étude d’un lecteur,M. Olivier de COMBRUGGHE.

151.La rame de la compagnie FIBO
Ily a 13 façons de former des rames de 5 voitures, et 1597 façons de former des rames de 15
voitures.

En effet, une rame deNvoitures commence par :

•soit une voiture de seconde suivie par n’importe quelle rame de (N- 1) voitures

•soit une voiture de première suivie d’une voiture de seconde et de n’importe quelle rame de
(N- 2) voitures.
Le nombre R de rames deNvoitures est donc la somme du nombre de rames de (N- 1) voitures et

du nombre de rames de (N-2) voitures. Cela permet de construire, de proche en proche, le nombre
de rames de 3,4, 5, 15 voitures. Les amateurs auront reconnu ici encore la suite de Fibonacci.

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

R 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597

152.Préfixes pour puissances

•246 et bien d’autres puissances de 2 commencent par 7. C’est assez facile à trouver, même sans

calculatrice, en partant de 26 = 64 et en remarquant que 210 = 1024.
Il s’agit de multiplier 64 autant de fois qu’il le faut par 1024 pour arriver à un nombre commençant

par 7.

Cela revient à multiplier suffisamment de fois 1,024 par lui-même pour dépasser de peu le rapport

-J- = 1,093....
6,4

4 fois suffisent. 246 est la première puissance de 2 à commencer par 7.
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•Pour une puissance commençant par 2000, la réponse est encore «oui»,mais la justification n’est

pas simple ; elle fait appel à un «passage» aux logarithmes décimaux : on montre qu’il existe deux
entiers K et « tels que :

K £ n log (2) <K+ log (1,0005). C’est parce que log(2) n’est pas un nombre fractionnaire que c’est

toujours le cas.
On en déduit que 2. 10A' < 2"+1 < 2001 . ÎO*-3, c’est-à-dire que 2n+1 commence par 2000...

Ex] Dominique PASTRE (92, Issy-les-Moulineaux) et Christian ROMON, faisant preuve de

beaucoup d’ingéniosité dans l’utilisation d’une simple calculatrice, ont découvert que lapre¬

mière puissance de 2 à commencer par 2000 est 22137.
ISI Paul PERBOST (06, Nice) est parvenu en outre à calculer les suivantes : 24273, 26409,
213438

153.Le carré inscrit
Tracez un carré quelconque dont deux sommets sont sur [AB] et un sur [AC].

Joignez A au quatrième sommet de ce carré et prolongez le trait jusqu’à ce qu’il rencontre [BC].

Le point de rencontre D sera un sommet du carré cherché.
Il suffit de tracer à partir de D la parallèle et la perpendiculaire à AB pour compléter le tracé du

carré.

E Daniel LIMAT (25, Besançon), Michel MEN-
GUAL (75, Paris), Jean PATILLON (25, Besançon)
et ChristianROMONont adresséplusieurs construc¬

tions utilisant toutes la hauteur issue de C dans le tri¬
angle ABC.

Deux des correspondants donnent le calculducôtédu
A

carré:c’est la demi moyenne harmonique de la hau¬

teur issue de C et du côté AB.

c

154. Zigzag numérique
Il y a 61nombres zigzag de 6 chiffres.

•On construit le triangle suivant : sur la ligne n, on inscrit successivement le nombre de ««-zig¬
zags» se terminant par 1,par 2,par 3,...,par n.

Pour n = 1

Pour « = 2
Pour n = 3
Pour n = 4

On obtient chaque nombre de la ligne 5 en ajoutant tous les nombres de la ligne 4 qui se trouvent à
sa droite :

1

0 1

1 1 0

0 2 21

Pour « = 5 : 5 5 4 2 0
En effet,il y a autant de 5-zigzags se terminant par 1 que de 4-zigzags (en décalant les chiffres

d’une unité).Il y a autant de 5-zigzags se terminant par 2 que de 4-zigzags se terminant par 2, 3 ou
4 (en décalant les chiffres à partir de 2 d’une unité), etc. De même, on obtient chaque nombre de la
ligne 6 en ajoutant tous les nombres de la ligne 5 qui se trouvent cette fois à sa gauche :

Pour « = 6 0 5 10 14 16 16
Le total de la sixième ligne vaut bien 61.

•Plus généralement, si « est impair, la ligne se termine par 0, et si « est pair, elle commence par 0.
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On obtient les nombres de la ligne n+1 en ajoutant successivement et alternativement de droite à
gauche, puis de gauche à droite, les nombres de la ligne n.

El ChristianROMONraisonne de manière symétrique en appelant Zn. le nombre de zigzags
à n nombres commençantpar i.

155.Le partage de l’hexagone

Le partage est possible.
Il tient dans le dessin ci-contre.

E La plupart des lecteurs, parmi lesquels André BELARD (75, Paris),

Jean BOURLèS (Ixelles, Belgique),Daniel CRETON(75, Paris), Bernard
LEMAIRE (75, Paris), Philippe SCHULER (78, Croissy)... ont trouvé des
solutions sous forme d’unpartage en huit trapèzes de mêmeforme que la
solution ci-dessus, mais disposés différemment.
E André CABANNES et Jean-Daniel LE FRANC (92, Fontenay-aux-

Roses) ont proposé des solutions plus imaginatives où ces trapèzes subis¬
saient quelques transformations : entailles compensées par des excrois¬

sances, ou déformations, comme dans le dessin ci-contre.

156. Touché - coulé
C’est impossible. Si on divise la grille en 25 carrés de deux cases sur

deux, on remarque qu’aucun'de ces carrés ne peut abriter d’éléments pro¬
venant'de deux navires différents.
Les porte-avions et les cuirassés des deux flottes occupent chacun dans le
meilleur des cas deux de ces carrés, ce qui en mobilise au moins 12.
Les 14 autres bateaux en mobilisent au moins 1chacun.
D’où la nécessité de 26 carrés pour 25 disponibles.

157.Pâte à modeler

Dans l’ordre croissant des hauteurs : cube,pyramide, sphère, tétraèdre.
Il est aisé de comparer, non pas les hauteurs de chacun des solides remodelés, mais leurs cubes,
qu’on peut exprimer en fonction du volume V commun (qui est celui d’un bâton de pâte à modeler).

Le cube de la hauteur du cube est V, celui de la hauteur de la pyramide,ÿ
celui de la hauteur de la sphère, enfin celui de la hauteur du tétraèdre

E Gérard TOURRET (13, Aix-en-Provence) précise que si la hauteur du cube est 1, celle de la
pyramide est environ1,145;celle de la sphère est environ1,241;celle du tétraèdre environ1,665.

158.Le partage du triangle
La frontière rectiligne la plus courte permettant de partager un tri¬

angle équilatéral en deux parties d’aires égales est un segment paral¬
lèle à l’une des bases. A

Si a est le côté du triangle, on montre aisément que le segment AB
(de longueur aV2/2) est plus court qu’une bissectrice (de longueur
oV3/2). B
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Si on n’exige plus que la ligne soit droite, on obtient la séparation la plus courte à l’aide
d’un arc de cercle.
En utilisant la transformation de la figure par rotations d’angles 60°, on

constate sans peine qu’à aires égales, c’est le cercle qui minimise le périmètre.

Le carré de la longueur de l’arc a pour mesure :

JT a2 V3/12 «0,453 a2 contre a2/2 pour le segment.

M Yves PANZUTI(69, Amplepuis), M. CARLHIAN(69, Lyon).

159.L’échangeur
Les voitures 3 et 4 se croisent à la verticale l’une de l’autre.
Imaginons la figure plongée dans une troisième dimension, celle du temps, la coordonnée dans la
troisième dimension d’unpoint d’une autoroute étant l’instant où la voiture y passe. Les vitesses

étant constantes, les autoroutes sont encore des droites dans cet espace E à trois dimensions.
Les droites Al et A2, se coupant dans E, déterminent un plan P.La droite A3, coupant dans ce

même espace les droites Al et A2 appartient au plan P.La droite A4, coupant également dans cet

espace les droites Al et A2, appartient aussi au plan P. Elle coupe donc la droite A3.
D’où le résultat.

ISI Georges LACROIX (13, Marseille) et Michel MENGUAL (75, Paris) signalent que les

quatre véhicules sont constamment alignés sur une droite qui se déplaceparallèlement à elle-
même.En effet, en dimension 3, à l’instant t, les quatrepoints représentatifs de laposition des
véhicules sont à lafois dans leplan horizontal de cote t et dans leplanP des droites Al et A2.
Ils sont donc alignés sur l’intersection de ces deuxplans.

160.La queue du dragon

•4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 2122 23 24 est un dragon de 21écailles.

•Iln’existe pas de dragon de 24 écailles.Plus généralement,un dragon de 3n écailles existe à
condition que n soit impair.
Il commence alors par (n + 1)

2

En effet, en appelant (a+1) (a+2) ... (a+2n) (a+2n+l) ... (a+3n) un tel dragon, on devrait avoir :
2na + l+2 + 3 +... + 2n =n a + (2n+ 1) +... + 3n.

Soit n a = 3 n (3 n+ 1) _
2 n (2 n + 1), ou encore a =

n- 1
22

ElM. CARLHIAN(69,Lyon) s’est intéresséaux dragons dont la tête et la queuepeuvent avoir

un nombre quelconque d’écailles.Il trouve alors qu’un dragon existe toujours si son nombre
d’écailles est impair.
Ildonne l’exemple d’un dragon de 23 écailles, qui seraient numérotées de121à 143 (la queue

a 12 écailles, la tête en a 11).

161.Les 2001points
Les 2001points sont forcément alignés.
Supposons qu’ils ne le soient pas. On considère alors l’ensemble constitué des distances de chaque
point à chaque droite ne le contenant pas et joignant deux au moins des autres points.
Cet ensemble de nombres strictement positifs, étant fini et non vide (on a supposé les 2001points
non tous alignés), admet un plus petit élément noté d, qui est la distance d’un certain point P à une
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certaine droite D joignant deux autres points. Par
hypothèse, D contient d’ailleurs au moins trois
points A,B,C, dans cet ordre.

Mais alors, la distance h de B à l’une aumoins des
deux droites AP ou CP est strictement inférieure à
d, ce qui contredit notre hypothèse.

El Christian ROMONdonne un essai de clas¬

sification des configurations et le met en œuvre

sur des casparticuliers aboutissant bien sûr tou¬

jours à l'impossibilité d'une solution topologiquement acceptable.

P,

d
/h

f
B C

162. Croisement interdit
•On ne peut pas relier entre elles deux à deux plus de quatre villes.
Il est en effet toujours possible de relier quatre villes. On se retrouve avec le schéma ci-contre, qui
découpe le plan en 4 zones.Il est alors clair qu’une cinquième ville ne pourrait être reliée à A si elle
se trouve dans la zone ZA, à B si elle se trouve dans la zone ZB, à C si elle se trouve dans la zone Zc,
à D si elle se trouve dans la zone ZD.

ZD

•C’est à la demande deplusieurs lecteurs,dont M.François Moreau,que
nous avons posé le deuxième problème (connu sous la forme de trois
maisons reliées à l’eau, au gaz et à l’électricité).

La réponse est «NON».
Pour s’en persuader, appelons d’un chiffre les villes rouges et d’une
lettre les villes grises. Si le circuit de routes existait, onpourrait en extra¬

ire un circuit 1A2B1 à l’intérieur duquel ne figurerait aucune ville.La

ville 3 peut encore être reliée,à l’extérieur de ce circuit,à A etB.Mais
alors oùplacer la ville C? Quelle que soit la zone choisie (à l’intérieur
ou à l’extérieur du circuit lA3Bl),une des communication de C avec 1 ou

avec 2 serait impossible.
EMis àpartMarc BESANCENOT(70000 Vesoul) quipropose la
solutionfantaisiste de construire despont ou des tunnelspour évi¬
ter les croisements, les lecteurs n'apportent aucune innovation.

C ZA

DZB

B
Zc

A,

3

1 B;

2

163.Minimax
9072543618
La stratégie optimale des deux joueurs consiste à occuper au mieux les cases les plus à gauche jus¬
qu’à ce qu’il ne reste à Minnie que des chiffres supérieurs à tous ceux de Max. C’est alors dans les
cases les plus à droite que chacun écrira à tour de rôle
(D’après une question du concours Kangourou).

E ChristianROMONretrace l'historique du jeu enprécisant dans quel ordre il se joue.Max

joue dans l'ordre: le 9puis le 7puis le 5, le 1et enfin le 3 alors que Minnie s'intercale en

jouant en second le 0,puis le 2, ensuite le 8,puis le 6 et enfin le 4.

164. Triangles à carreaux

On ne peut tracer un triangle équilatéral sur les nœuds d’un quadrillage.
L’aire d’un triangle tracé sur les nœuds d’un quadrillage, obtenue comme différence de l’aire
d’un rectangle et de celle de trois triangles rectangles, vaut la moitié d’un nombre entier d’unités, soit
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un nombre rationnel (le quotient de deux entiers).

Par ailleurs, les carrés longueurs des côtés d’un tel triangle sont entières (d’après le théorème de

Pythagore).

Or, l’aire d’un triangle équilatéral de côté a vaut qui est irrationnel si a2 est entier.

ElMarcelDAVID(74200 Thonon lesBains) etRoger LASSIAILLE(33360Latresne) démontrent

tous deux l'impossibilité de la construction en signalant que tout angle du triangle cherché a une

tangente rationnelle, ce quin'est évidemmentpas le cas de 60°.DidierMAILLARD (Paris) donne
du résultat une solution savamment calculatoire et ChristianROMONune approche algébrique.

165. Grand-père euro

•Il y a six façons de répartir 5 euros entre trois gamins.
- trois configurations 3-1-1 (il y a trois façons de choisir celui qui aura 3 euros)

- trois configurations 2-2-1 (il y a trois façons de choisir celui qui aura 1 euro)

•Il y a cent-vingt façons de répartir 11euros entre quatre gamins.
Plus généralement, si le grand-père dispose de n pièces, on les place côte à côte et on numérote les

espaces de 1 à n -7 comme sur le dessin.

espace espace espace espace
n-2

espace

©-1-©-2-© ©J=L©

Il y aura autant de répartitions entrep petits-enfants que de façons de placer (p -1) séparations sur ces n

-1espaces disponibles. A gauche de la première séparation, il y aura les pièces du premier gamin,

puis celles du deuxième, ..., jusqu’aux pièces du dernier gamin à droite de la dernière séparation.
Si on note n ! le produit de tous les entiers de 1 à n, le nombre de façons de choisir (p - 1)

espaces parmi les (n-1) possibles, connu depuis Biaise Pascal, vaut:

(n — 1) !
(p-1) ! (n-p) !

Pour n = 11 etp = 4, cela fait bien 120.

166.L’entraîneur géomètre

•Le rapport MA/MC vaut 1/2.
On projette A et C sur MB respectivement enIet J pour faire apparaître des triangles semblables
(ayant les mêmes angles,donc à côtés proportionnels) AMI et CMJ.

Enremarquant que AIB et CJB sont aussi semblables, on établit l’égalité des rapports :
_ BA

MC BC

Onpeut remarquer de plus queMest situé sur un cercle de diamètre BB’,oùB’ est lepoint de la ligne

de but extérieur à AC tel que-MA. _ JLA - _L
H

MC B’C 2

•Ainsi,unpoint d’où l’on voit les trois buts sous le même angle sera à la fois sur le cercle de diamètre

BB’ et sur le cercle de diamètre CC’,C’ vérifiant la relation
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C’B _1
C’D 5 ‘M

C

Ilexiste deux solutions symétriques, dont une seule est sur le terrain.B\ J
A

167.Puzzles triangulaires
Iln’existe pas de modèle à 2,3 ou 5 pièces.
Il existe des n - puzzles pour tout autre nombre n de pièces.
Le dessin de gauche montre la reconstitution d’un 6 - puzzle.
Le dessin du milieu montre à la fois la reconstitution d’un 7 - puzzle, mais aussi la façon de passer
d’un n-puzzle à un (n+ 3 )- puzzle.
Le dessin de droite montre la reconstitution d’un 8 - puzzle.

AAAA
Lapropriété qui permet le passage d’un n - puzzle à un (n + 3) - puzzle assure l’existence des valeurs
supérieures.

168.Le plus court chemin
La corde s’enfoncerait d’environ 9 mètres en son centre.

h
A B

La justification nécessite un peu de trigonométrie.
Le dessin ci-contre montre, en appelant R le rayon de la terre etß le
demi-angle au centre (considérablement agrandi), que la corde s’en¬
fonce d’une hauteur h égale à R (1- cosß) alors que la distance AB
vaut d= 2R sinÿS.
Or, lorsqueß est petit, (1- cosß) est approximativement égal à
et sinß»ß 2

Ff
B,

S
On a donc : h ~-

8 R

La corde s’enfonce donc d’une hauteur à peu près proportionnelle au carré de la distance des deux
villes.
Si elle s’enfonce d’un mètre entre A et B,elle s’enfoncera donc 9 fois plus entre deux villes trois fois
plus éloignées.
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El J.RENUCCI(20000 Ajaccio) retrouve le résultat en confondant, enpremière approxima¬
tion, la longueur de la corde et celle de l'arc. Autres contributionsplutôt trigonométriques de
Pierre CAHUSAC (Paris) et de ChristianROMON.

169.Les triangles entiers
Ily a 4 triangles entiers de périmètre11:(1,5,5),(2,4,5),(3,3,5) et (3,4,4).

IIy a 4 triangles entiers de périmètre 14: (2,6,6),(3,5,6),(4,4,6) et (4,5,5).

Ily a autant de triangles entiers de périmètre 2001 que de triangles entiers de périmètre 2004.

Plus généralement,il y a autant de triangles entiers de périmètre 2n- 3 que de triangles entiers depéri¬
mètre 2n.En effet,pour que les entiers strictement positifs a<.b <,c soient les trois longueurs des côtés
d’un triangle entier de périmètre 2n,il faut et il suffît que a + b > c.

A chaque triplet (a;b; c) représentant un triangle entier de périmètre 2n - 3,il est clair qu’on peut

associer (a + 1;b + 1;c+1) représentant un triangle entier de périmètre 2n.

Ilreste à montrer qu’il n’y en a pas d’autre.

Si (a’\ b’;c’) représente un triangle entier de périmètre 2n (avec a’ < b’ < c’),

-onmontre d’abordque a'>1;eneffet, sia’=1,1+b’>c’ et b’ <c’ entraîne b’ = c’
et donc 2b’ + 1= 2n, ce qui est impossible.
-onmontre ensuite que (a-a’- 1;b=b’-1;c=c’~ 1) représente un triangle entier de périmètre 2n

-3; eneffet,a’ +b’>c’ s’écrit a + b’&.c,mais on peut écarter le cas d’égalité puisque a+b+c serait

pair,et ne pourrait être égal à 2n- 3.
ESelon une remarque de ChristianROMON, leproblème revient à décomposer lepérimètre
en somme de trois entiers non nuis dont leplus grand est strictement inférieur au demi-péri¬
mètre.

170.La baguette cassée
La probabilité que les trois morceaux puissent former un triangle est 1/4.

On représente chaque configurationpossible de la rupture de la baguette de longueurLpar le couple
(a,b) formé des longueurs des deuxpremiersmorceaux.Naturellement, a et b peuvent prendre toute valeur

comprise entre 0 et L,mais leur somme doit être inférieure à L, ce qui permet de représenter l’en¬
semble des situations possibles par les points d’un triangle.

b*
Reste à représenter les configurations favorables.
Les longueurs a,bet c des trois morceaux (a+b+ c =L) seront les côtés L

d’un triangle si elles vérifient les «inégalités triangulaires»:

•a £ b + c, soit a <L-a,c’est-à-dire a <L / 2.

•b < a + c, soit b <L-b,c’est-à-dire b <L / 2.

•c < b + a, soit L -a-b<a +b,
c’est-à-dire a + b >L / 2.

Les couples (a, b) représentant les configurations favorables sont

aussi les points d’un triangle (en blanc).

cas favorables

k

K
L a"0

La probabilité cherchée, est le rapport des deux
aires.

cas possibles

ELes lecteurs ont icirivalisé d'ingéniosité.Philippe COMPOINT(Paris) (qui souhaite qu'on
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l'appelle seulementPhC) imagine une baguette courbe d'origi-
b î

ne A, coupée en B et C, qu'il enroule autour d'un cercle et L

transforme la condition sur les côtés du triangle en condition

sur le centre du cercle:ildoit se trouver à l'intérieur du tri¬
angle ABC. Claude GEORGE (Paris) donne quelques complé¬
ments théoriques et Alain VALLON (78000 Versailles) imagine
une représentation dans l'espace de l'ensemble des longueurs
acceptables des côtés (voir figure ci-contre).

\

\

o L a
171.Les cercles magiques

•Une seule disposition (à une symétrie près) permet d’obtenir la
plus petite somme magique possible, 11.

•Une seule disposition (à une symétrie près) permet d’obtenir la plus grande somme magique pos¬
sible, 14.

172.Régionalisation

•14 régions pour quatre cercles (voir figure), et non pas de 16
comme on aurait pu s’y attendre.

1

2
73

•9902 régions pour 100 cercles.
Si on connaît le nombre de régions définies par n cercles, l’ajout
d’un cercle supplémentaire crée au maximum 2n régions de plus.
En effet, ce cercle coupera chacun des autres en au plus deux points,
et on peut toujours trouver un cercle qui coupe chacun des n

autres cercles en 2n points exactement. Les 2n points ainsi placés
sur le nouveaucercle définiront 2n arcs, chacun d’entre eux découpant
en deux la région qu’il traverse.Ilne reste plus qu’à totaliser.
Pour n cercles:2+ 2 + 4 + 6 + 8 + ...+ 2(n- 1) = w x («- 1) + 2.

6
8

14

3\<1<
9

4 5

173.La diagonale des fous

•On peut placer 16 fous sans que trois d’entre eux ne soient situés
sur une même ligne,colonne ou diagonale.En voici une configuration.
Il est clair qu’on ne peut pas faire mieux.

©
I

ü
© ©

© 1
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* Si on souhaite que deux fous ne puissent être sur la même diagonale (ni trois sur une même
ligne ou une même colonne), on ne peut placer plus de 12 fous. Le maximum est en effet de
6 par diagonale de même couleur.

I [§]

mm mmn mm\
m\

m m m mm
m mom «

ElParmi les lecteurs, ily a les «théoriciens», quijustifient le nombre maximum de 12 et donnent
une ouplusieurs dispositionspossibles:
Serge BAUDUIN (38700 CORENC), Pierre FRAISSE (Paris), Guy PAILLOTIN (91600

Savigny sur Orge), ChristianROMON,Bernard TRUFFAULT(44980 Sainte-Luce-sur-Loire),

Antoine WEHENKEL (Luxembourg).
Ily a aussi les «praticiens», quis'adonnent à une recherche exhaustive des solutions:2270 solu¬

tionspour 11pièces,10pour 12, aux 8 rotations et symétriesprès,nousprécisePierre CARRE
(Paris), qui dessine les 80 possibilités. André LAMOTHE et Julien de PRADERE font de
même.
Autres solutions:G. CHATOUX (93140Bondy),Paul-HenriFARGIER (Paris),N.PETRENKO
(84410 Bedoin).

174.Le bilboquet
Les deux boules évidées ont même volume, donc pèsent autant.

Les bons dictionnaires vous le diront: le volume du segment sphérique situé entre deux plans paral¬
lèles séparés par la distance h et symétriques par rapport au centre de la sphère est égal à la somme

•du volume A(h) de la sphère qui aurait h pour diamètre et

•du volume C du cylindre de même hauteur.
En ajoutant le volume V des calottes sphériques, cela signifie que le volume de la sphère est égal à A

+ C + V. Or le «trou» a pour volume C + V. C’est qu’il reste un ;
volume A qui ne dépend que de la hauteur h.
C’est en l’occurrence ,— cm2. r

6 T

Plus généralement, le volume d’un segment sphérique quelconque
est donné par la formule:

K h3 , jt h (r2 + R2)

h

-.J r
R

V = +
6 2

M J. DREVET(Marseille), P. GENDROT(78600 Maisons

Lajfite), A.LUGINBUHL (CH- Neuchâtel), Christian ROMON.
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175.De l’autre côté du miroir
La pièce a 4 mètres de large, et la lampe se trouve à un mètre dumiroir Est.

Si d désigne la distance de la lampe au miroir Est, etlla largeur de la pièce, on peut construire de
proche en proche les images virtuelles. Sur la colonne de gauche, on indique ci-dessous la distance de
l’image Ouest au miroir Ouest, sur la colonne de droite la distance de l’image Est au miroir Est.

Ouest

l-d
Deuxième image (miroir des précédentes)

l+ d
31-d
31+ d

Première image Est

d

21-d
21+ d
41-d

Troisième image

Quatrième image

On a donc 21+ d= 9 ti4l-d- 15, d’où d= 4 et / = 1.

176.Les carrés d’argent

Voici un exemple de carré d’argent d’ordre 4.

Iln’existe pas de carré d’argent d’ordre 5.
En effet, au moins quatre nombres ne figurent pas sur la diagonale. g
Soit l’un de ces nombres. S’il n’apparaît que deux fois dans le tableau,il sera --

absent sur l’une des cinq réunions de ligne et de colonne de même rang, s’il
apparaît trois fois,il sera en double sur l’une de ces réunions.

e C.ROMON, Antoine WEHENKEL (Luxembourg).

2 1

1 2

6 4 37

47 6 5

177. Algèbre de boule
Seuls,le1et le 5 peuvent faire face au zéro.
En désignant les numéros inscrits dans les alvéoles par des

lettres comme sur le dessin, on parvient à la condition:
A-a =B-b=C-c =D-d=E-e.
Cette différence commune vaut A puisque a- 0.

En faisant la somme des 10 nombres, on parvient à:
2 (b+ c + d+ e) + 5 A = 45.

a=0
E B

\

d MB
X

c 7 D

A est donc un nombre impair.Par ailleurs,b,c,d,e,A,b+A,c +
A,d+A,e+A doivent décrire les nombres de 1à 9,ce quine lais¬
se plus que deux possibilités:A = 1 ou A = 5.

Si A = 1,les nombres b,c,d,e prennent, dans le désordre, les valeurs paires.
Il y a donc 24 façons de compléter les cylindres, autant que de permutations de ces 4 nombres.

Si A = 5, les nombres b, c,d, e prennent, dans le désordre, les valeurs 1,2, 3, 4, ce qui donne encore

24nouvelles solutions. Voici,ci-dessous,à titre d’exemple,une solution correspondant à chacun des cas.

ElMerci à Jean-Daniel LE FRANC (92260 Fontenay aux Roses) pour sa généralisation
du problème:ilnous apprend que, le nombre des alvéoles devant être de laforme 4r + 2, le
nombre de valeurspossibles enface du zéro est le nombre de diviseurs de 2r + 1. Ainsi,pour
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210 alvéoles onpeut enface du zéro mettre 8 nombres différents, les diviseurs de105:1, 3, 5,
7, 15, 21, 35, 105. JoëlLIRAND et MichelMENGUAL donnentpratiquement les 48 solutions.

0 0
9 96 5

6i, 2 2A \

71 Y7 1
i \y

4 4 81
5 1

178. Texto
Le plus petit résultat possible de l’addition est 356.
Il est obtenu (en codant l'opération LAB + RIN = HES) pour les opérations 107 + 249 = 356 et

249 + 107 = 356, ou encore celles obtenues en intervertissant le 7 et le 9 dans les unités ou le 0 et le
4 dans les dizaines ou le 1 et le 2 dans les centaines.
En codant l'opérationLA + YRI= THES ou LAB + RI= THES, le plus petit résultat peut être 1023.

ElDe nombreux lecteurs donnent la solution 356, avec ou sans explications:Yves ARCHAM¬
BAULT (Paris), Henri ATGER (Versailles), François BETOUT (93600 Aulnay sous Bois),

Paul BETOUT (Paris), D. BLONDEAU (Toulon), Jean BOSSOT, Guy CENEVET (92200

Neuilly sur Seine), A. CAROUGE (17740 Sainte Marie de Ré), Jacques DEMOULIN (78150

Le Chesnay), Jean-Louis FOULLEY (92160 Antony), Claude GEORGE (84240 Ansouis), J.

HAVERLAND (59350 Saint-André), J. LE FCOUR (Paris), M. LE GALLIC (78730
Ponthévrard), Joël LIBRAND (86360 Chasseneuil du Poitou), Claude MAUGE (46100

Figeac), Jean-Pierre MICHEL (95880 Enghien les Bains), Jean-Claude MORIN (78700

Confions Sainte Honorine), Robert MUNNICH (Paris), Michel RABAUD (72009 Paris), E.

RENAUD (La Rochelle), Pierre REVEL-MOUROZ (Paris), Christiant ROMON, Alfred
SICHEL (Paris), André TRIGAUX (51140 Jonchery sur Vesle), René WALDMANN.
AlainMENARD(Paris),fantaisiste, imagine d'autres opérations comme 76 + 32 - 98 = 10 ou

136 - 84 - 50 = 2, valeur minimum.

179. Open space

Le siège compte 768 employés.
Pour paver un hexagone à l’aide de losanges,ilest nécessaire que ces derniers soient obtenus en acco¬
lant deux triangles équilatéraux. Un côté de l’hexagone devra être un multiple entier de la longueur
d’un côté de losange, donc d’une cloison: la longueur d’une cloison sera notre unité de mesure. Si un

côté de l’hexagone a pour longueur n,c’est qu’on pourra paver l’hexago¬
ne à l’aide de 3n2 losanges. On s’en persuade en utilisant le pavage de

l’hexagone que Ton utilise habituellement pour représenter un cube en

perspective.
Mais combien faut-il alors de cloisons? Chaque losange a 4 côtés, ce qui
signifie qu’il y a 12n2 côtés. Enlevons les 6n côtés correspondant au mur

d’enceinte.Ilreste 12n2- 6n côtés. Or chaque cloison sert à deux côtés,ce

qui signifie qu’il y a 6n2- 3n cloisons.Il ne reste plus qu’à déterminer n ,

tel que 6n2- 3n = 1488.
Il est simple de trouver n = 16, et donc 3n2 - 768.

/ / / /
/ / / /z /AJ\

\\\
\ X \ \A
AYW
\\\\\
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E Bonnes solutions de Philippe KAHN (92100 Boulogne), Michel MENGUAL (Paris),

ChristianROMON, Jean TOCHE (30700 UZES).

180. Armistice sur échiquier

Quelle que soit la position des tours,la somme des numéros des cases est 260.
En effet, à l’intersection de la ligneL et de la colonne C,le numéro de la case est 8 x (L- 1) + C.

Pour que les huit tours ne se menacent pas,il est nécessaire queL et C prennent toutes les valeurs de
1 à 8.Le total des numéros de cases sera donc:
8x(0 + l+2 + 3+ 4 + 5 + 6 +7)+l+2+ 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8,
soit 8 x 28 + 36 = 260.

El J. CARLHIAN(Lyon) va au-delà de la solution qu'il donne exacte:ildénombre toutes les
dispositionspossibles de ces tours et en trouve 242 soit 576.
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181. Désordre chez Maya

Problème n°l du 19-01-97

aya, la secrétaire, a dérangé

tous les dossiers. Le numéro

de chaque dossier aurait dû corres¬

pondre au numéro de l'étagère sur

laquelle il se trouve.Il faut vite les

remettre en place avant que

M. Boss n'arrive! Mais attention!

Les dossiers sont très lourds, et

Maya ne peut en déplacer qu'un à

la fois, en le poussant vers une éta¬

gère voisine (vers la gauche, la

droite, l'avant ou l'arrière) à condi¬

tion que cette dernière soit vide.

M Étagère 1 Étagère 2 Étagère 3 Étagère 4

IDossier I I Dossier,!

I 7 1 I 3"|
DossierDossier

2 6

Dossiei Dossier Dossier

1 5 4

Étagère 8 Étagère 7 Étagère 6 Étagère 5

Maya a trouvé la solution laplus économique puisqu'elle y est parvenue en un

nombre minimal de déplacements.Faites aussi bien qu'elle!

Sauriez-vousprouver que le nombre de déplacements est minimal ?

182. L’ascenseur capricieux
Problème n°5 du 18-02-97

TÿXans cet immeuble de onze étages, l'ascenseur est bien capricieux. Il ne peut

monter que de 2, 3 ou 5 étages à la fois et ne peut descendre que de 4 ou

11 étages.Le concierge, dont la loge est située au rez-de-chaussé, doit procéder à la

distribution du courrier.

Comment doit-il opérer pour partir de sa loge, s'arrêter une fois et une seule à

chaque étage, et revenir chez lui ? Sauriez-vous déterminer le nombre de chemi¬

nements différents possibles ?
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183. L’ascension fabuleuse

Problème n°U du 01-04-97

n alpiniste s'apprête à tenter en solitaire une escalade fabuleuse, si difficile

qu'elle doit durer 15 jours.La descente est aussi délicate que lamontée et néces¬

site le même temps. Seulement, voilà, chargé de tout le matériel d'ascension, un

homme ne peut transporter que 18 rations journalières (nourriture et eau).

Dans cette montagne, aucunrefuge n'a été construit,pas question d'espérer retrouver

le moindre paquet abandonné. Heureusement, l'alpiniste peut compter, s'il le souhai¬

te, sur un «sherpa», pour l'accompagner sur une partie de l'ascension. Celui-ci peut

porter des provisions ou aller en chercher. Comme lui, son assistant peut se charger
de 18 rations, comme lui,il en consomme une par jour.

U

Comment les deux hommes devront-ilsprocéderpour que Valpiniste réussisse son

exploit dans les temps prévus tout en faisant en sorte que chacun mange à sa

faim ?

184. Brutalité sur le terrain
Problème n°16 du 06-05-97

Q
uatre équipes de rugby participent à un tournoi de sélection destiné à former

l'équipe nationale.Malheureusement, si le jeu est de qualité,les esprits s'échauf¬

fent, au point que chacun des soixante joueurs en présence a volontairement envoyé

un coup de pied à exactement l'un des autres joueurs.

Au moment d'établir la liste des vingt joueurs retenus (quinze titulaires et cinq rem¬

plaçants), le sélectionneur manifeste le désir qu'aucun des vingt membres de la sélec¬
tion n'ait frappé un autre membre de cette sélection.

Est-il toujourspossible de respecter son vœu ?

Même question si la sélection comporte 21joueurs.

177



GRAPHES&ALGORITHMES

185. Les petits papiers
Problème n°21 du 10-06-97

ur un ruban de papier, vous avez la

possibilité de réaliser les deux opé¬
rations suivantes :

•Le «pli» (p) : vous pliez en deux en

amenant la moitié droite sur la moitié

gauche.

•La coupe (c) : vous coupez au milieu et superposez les morceaux

(les morceaux de droite sur les morceaux de gauche).

Par exemple, à partir d'un morceau initial, on obtient 5 morceaux avec la suite

d'opérations ppc.

On alterne c p c p ...

S p p

=3

<=5)

Au bout de combien de coupes dépassera-t-on les mille morceaux ?

Combien aura-t-on alors de morceaux ?

186. La roulette sans boule
Problème n°26 du 15-07-97

"T'Xans ce casino, on peut jouer à une roulette inhabituelle. La
J_-/base fixe contient 37 alvéoles blanches numérotées de 0

à 36,disposées en cercle dans cet ordre.Le cylindre,quant .
à lui, contient 37 alvéoles grises, numérotées de 2 en 2,

comme le montre le dessin (35 est suivi par 0,36 par 1).

Les joueurs misent sur des numéros, puis le croupier
lance le cylindre qui tourne jusqu'à s'immobiliser. Des

crans imposent qu'il ne s'arrête que lorsque ses alvéoles VpjjfB
sont en regard des alvéoles fixes. Un numéro est réputé \
sortir lorsqu'il figure sur deux alvéoles en regard.

h_£P?/«fe

ÉlÉM
«

ggp.
ilk

P?

Quelle est laprobabilité qu'aucun numéro ne sorte lors d'un lancer ?

Queplus d'un numéro sorte ?
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187. Les deux touches de la calculatrice
Problème n°31 du 19-08-97

cette calculatrice est bizarre. Elle ne possède que deux touches, A et B.L’écran,

lui, n'affiche que des nombres entiers. Lorsqu'on l'allume, 0 s'affiche.

•En pressant sur la touche A, le nombre affiché est multiplié par 2,puis 1 est ajou¬
té. Ainsi, 0 devient 1, 5 devient 11...

•En pressant sur la touche B,ilne se produit quelque chose que si le nombre affi¬

ché est impair : la calculatrice ajoute alors 5 et divise le résultat par 2.

Ainsi, 2 reste inchangé, mais 7 devient 6 ...

Vous allumez.Comment obtenir l'affichage du nombre 100 avec un minimum de
pressions ?

188. Les nombres «chanceux»

Problème n°36 du 23-09-97

On écrit la liste des entiers de 1à 1997.
-On en raye un sur deux (pour ne conserver que les nombres impairs).

-De la liste restante, on raye un nombre sur 3 (le troisième, le sixième, ...).
Restent 1, 3,7,9, ...
-Dé cette liste, on raye un nombre sur 4.Ilreste : 1,3,7, 13, 15, 19...
-Onrecommence : on raye un nombre sur 2,un nombre sur 3,un nombre sur 4, et

ainsi de suite...
Si lors d'une opération, on n'a pas rayé de nombre, on s'arrête.

Les nombres «chanceux», s'ils existent, sont ceux qui restent alors (en dehors de 1).

Le dernier nombre à être rayé de la liste est le nombre «malchanceux».

Montrez que 1997 n'est ni «chanceux»,ni«malchanceux».
Plus difficile:
Y a-t-il un ouplusieurs nombres chanceux ?

Quel est le nombre malchanceux ?
, ux=XKKÿ

y/fr T X 9 XXH/.
pfcs .. • T /y.

fi?
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189. Le plein, s’il vous plait !

Problème n°41 du 28-10-97

our débiter son essence en l'absence de sa pompe, hors d'usage,un garagiste uti¬

lise trois récipients de contenances respectives : 6 litres, 11 litres et 13 litres.

Ce jour-là,un client contrariant lui demande 4 litres du précieux liquide.
On admettra que le pompiste peut réaliser les opérations suivantes :

•remplir un récipient à l'aide de la citerne ou d'un autre récipient

•vider un récipient dans un autre ou dans la citerne.

P

Comment va-t-il mesurer cette quantité en un minimum d'opérations ?

Plus généralement, certains de ces récipientspermettent-ils au garagiste de servir,
avec cette méthode, tout nombre entier de litres ?

190. Pour rester premier
Problème n°46 du 02-12-97

ous jouez avec un ami au jeu suivant :

chacun à son tour coche un nombre entier

sur cette grille en respectant les deux règles ci-

dessous :

•Le nombre coché doit être «premier»
(les nombres premiers sont en gras sur la

grille).

•Le nombre coché doit être égal à l'entier
coché par le joueur précédent augmenté d'un

nombre compris entre 1 et 10.

Celui qui ne peut plus jouer en respectant ces

règles a perdu.
C'est à vous de commencer. Vous devez cocher

un nombre premier compris entre 1et 10.

V 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

292421 22 23 25 26 27 28 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 58 59 6057

61 62 64 66 67 68 6963 65 70

71 73 74 78 79 8072 75 76 77

84 86 88 9081 82 83 85 87

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 1W 106 106 107 108 109 110

111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 m 125 126 127 128 129 130

Quelle est votre stratégie ?
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191. Au cœur d’un ordinateur
Problème n°51 du 06-01-98

/ÿlet ordinateur (primaire,il faut bien le reconnaître)

Votions :

•Les calculs de sommes et de différences de nombres (puisés dans ses zones mémoi-

ne sait faire que deux opéra-

re).

•Les «affectations», qui consistent à mettre dans l'une de ses zones mémoire le

résultat d'un calcul ou le contenu d'une mémoire.

Et comble de nullité,il ne possède que deux zones mémoire !
à cet instant, chacune de ces deux zones contient un nombre.

Comment, néanmoins, en un minimum d'opérations,peut-on échanger le contenu

de ses deux zones mémoire ?

192. Vacances de neige

Problème n°55 du 03-02-98

e soir, après la fermeture des pistes,
les cabines de téléphérique sont ran¬

gées au garage,comme dans la disposition

ci-dessus (elles sont placées dans l'ordre

1, 2, 3, 4 sur la voie du haut).

On les prépare alors au départ du lende¬

main (elles partent de la voie du bas) par

une série de manœuvres, selon une règle simple : chaque cabine se déplace en sens

unique (ce n'est pas comme dans un aiguillage), soit de la voie du haut vers la gare,

soit de la gare vers la voie de descente.

L BEBB
voie “du haut"GARE

voie de descente

•Quelles manœuvres successives opérerpour que les cabines se retrouvent sur la

voie de descente dans l'ordre, de gauche à droite:1432 (la «2» enpremier,puis

la «3», la «4» et la «1») ?

•Dans combien d'ordres différentspeuvent-elles repartir le lendemain matin ?
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193. Le défi du cavalier

Problème n°60 du 10-03-98

ous connaissez tous la marche d'un cavalier sur unVéchiquier.

Ô

o

En respectant ce mouvement, faites décrire au

cavalier situé en haut à gauche toutes les cases de
cet échiquier 5x5 une fois et une seule, en ter¬

minant à la case marquée d'un rond.

Montrez qu'illuiest impossible,après avoir décrit
toutes les cases, de retrouver au coup suivant sa

position initiale.

194. Les balles de ping pong
Problème n°65 du 14-04-98

uarante balles de ping pong,numérotées de 1 à 40,

sont posées en cercle, dans cet ordre (nous

n'avons pas numéroté toutes les balles pour ne pas
alourdir le dessin). On enlève la balle 1, puis la -
balle 3, la balle 5, et ainsi de suite, on retire une k

balle sur deux et l’on fait autant de tours que P

nécessaire jusqu'à ce qu'il ne reste qu'une balle. L

Q A /

Quel est le numéro de la dernière balle ?
Pour les amateurs de sensations fortes :

généraliser à un nombre initialNde balles.
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195. Le dernier carré

Problème n°71 du 26-05-98
/ÿVn dispose d'une feuille de papier. On

V-/découpe le plus grand carré possible
dans cette feuille. Dans le morceau res¬

tant, on découpe à nouveau le plus grand

carré possible.Et ainsi de suite... ---L-

On continue ainsi à découper le plus
grand carré possible jusqu'à ce que le morceau restant soit lui-même un carré.

Quelle est la taille du dernier carré si les dimensions de lafeuille initiale

sont192 cm sur 84 cm ?

Quelle est la taille du dernier carré si les dimensions initiales sont deux nombres

entiers quelconques ?

196. Les trois directions

Problème n°76 du 30-06-98

n se donne 3 directions (1), (2) et (3) sur une

surface plane. On part d'un point A situé sur

un cercle pour tracer la corde AB selon la premiè¬
re direction. La corde BC sera parallèle à la

deuxième direction, la corde CD à la troisième, la

corde DE à la première et ainsi de suite... les

cordes tracées ayant successivement les directions
(1), (2), (3), (1), (2), (3), (1) ...
Sipar hasard la direction àprendre est tangente au

cercle au point considéré, on admet que la corde

est réduite à un point.

O
(1)

(2)B

E
A

D\

C

(3)

La ligne ainsi tracée peut-elle être infinie,ou retombe-t-onforcément sur lepoint
de départ ?
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197. Le «Monde» éparpillé

Problème n°76 du 30-06-98

I j1mportées par le vent, les feuilles de votre quotidien favori s'envolent et s'épar-
JC/pillent sur le trottoir. Vous ne parvenez à retenir qu'une double feuille. Sur la

double page ouverte, vous pouvez lire les numéros 15 et 40.

Combien le journal, qui ne comportait qu'un seul cahier,possédait-il depages ?
Moins simple:

À l'imprimerie,un journal de 32 pages est obtenu par pliage d'une

feuille complète, comme sur le dessin ci-dessus, où les plis «en

vallée» (en creux) sont repérés en pointillés, les plis «en mon-

. tagne» (en relief) sont repérés en traits pleins. Après pliage, les

bords sont découpés de façon que la page 1 occupe la place indi¬

quée.

Sauriez-vous, mentalement, retrouver la numérotation de toutes

les autres pages de cetteface ?

1

198. Encore une calculatrice bizarre !

Problème n°86 du 08-09-98

ette calculatrice est bizarre. Outre les touches numériques,

ellepossède deux touches insolites,A etB.Lorsqu'unnombre
N est affiché sur l'écran :

•En pressant sur la touche A, on obtient la somme de N et du

nombre qui a les mêmes chiffres,mais dans l'ordre inverse. Ainsi,
324 devient 324 + 423 = 747.

•Enpressant sur la touche B,on obtient un nombre de même lon¬

gueur que N, égal à la différence (absolue) entre N et le nombre

qui a les mêmes chiffres, mais dans l'ordre inverse. Ainsi, 324

devient 423 - 324 = 099.

c 324

Al
HH

CD CD CD
CD CD CD
CD CD CD

CD.

•Vous introduisez un nombre de trois chiffres,et appuyez successivement sur B puis
sur A. Quelnombre s’affiche alors ?Et avec quatre chiffres ?
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199. Le revers de la médaille

Problème n°91 du 13-10-98

euf médailles, dorées sur une face et noires sur

l’autre, sont disposées en carré comme sur la

figure. Un «coup» consiste à choisir une ligne, une

colonne ou une diagonale et à retourner les trois
médailles de cette rangée.

N

•O#

•O•Est-il possible de faire en sorte que toutes les
médailles soient dorées , et si oui, en combien de

coups, au minimum ?

200. L’œuf à la coque

Problème n°96 du 17-11-98

cette cuisinière veut faire cuire un œuf à la coque selon les règles de l’art :

3 minutes exactement dans l’eau bouillante. Mais pour tout chronomètre, elle

possède deux sabliers, l’un qui s’écoule en six minutes, l’autre en onze minutes.Elle

met l’eau à bouillir et fait partir en même temps ses deux sabliers, les retournant

chaque fois qu’ils se vident.Elle finit par réussir à mesurer les trois minutes néces¬

saires à la cuisson de son œuf.

Comment ?

En s’octroyant le droit de retourner des sabliers encore en partie remplis, elle

aurait pu décompter ses trois minutes en patientant beaucoup moins longtemps.

Combien, au minimum ?
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201. La fédération économe

Problème n°101du 21/12/1998

TI1ous les arbitres professionnels de rugby vont être convoqués par la fédération.Il

X s’agit de leur transmettre de vive voix les règles en vigueur lors des prochaines
saisons et d’éviter certains abus ou certaines interprétations divergentes du règle¬

ment.

Ces arbitres résident essentiellement en région parisienne et dans le Sud-Ouest de la
France. Les frais de déplacement étant proportionnels au kilométrage parcouru, on

décide que la réunion aura lieu dans la ville permettant de minimiser le total des dis¬

tances.

•La ligue parisienne préconise Paris, arguant du fait que plus d’un arbitre sur deux

y habite.

•La ligue du Sud-Ouest reconnaît ce fait, mais propose une ville comme Tours ou

Poitiers, plus proche du centre de gravité des localisations des arbitres.

Laquelle a raison ?

202. La chaîne la plus longue
Problème n°104 du 12/01/1999

Onpart d’un nombre entier. On effectue le produit de ses chiffres. On effectue le

produit des chiffres du résultat trouvé. Et ainsi de suite...On écrit la chaîne
obtenue jusqu’à trouver un nombre d’un seul chiffre. La longueur de la chaîne est

appelée le potentiel du nombre.
Exemple de chaîne de 4 nombres : 49 est de potentiel 4.

49 36 18 8

Quelle est le nombre inférieur à 100 deplusfortpotentiel ?

Quels sont les nombres inférieurs à1000 deplusfortpotentiel ?
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203. La livraison de carburant

Problème n°105 du 19/01/1999

ans une contrée désertique, un dépôt de carburant qui détient 29400 litres de

combustible souhaite en transporter la plus grande quantité possible à une sta¬

tion service située à 5320 km de là.

Pour ce faire,ilne dispose que d’un vieux camion-citerne de contenance 7000 litres

(en plus de son réservoir de 350 litres).

Le camion-citerne consomme la bagatelle de 100 litres aux 100 km.Il peut consti¬

tuer sans risque des dépôts intermédiaires, mais ne peut se ravitailler qu’à l’aide du

carburant qu’il transporte.

D

Combien de litres de carburant, au maximum, est-ilpossible defaireparvenir à la

station-service ?

204. La fontaine romaine

Problème n°116 du 13/04/1999

ne fontaine est construite comme le montre le

dessin ci-contre, sur six niveaux.

À chaque niveau,chaque vasque déverse la moi¬

tié de son eau dans chacune des deux vasques

situées juste au-dessous d’elle.

La vasque blanche (la deuxième en par¬

tant de la gauche au niveau infé¬

rieur) a recueilli 1 litre.

U
JWL m

JWL ÄL m.
ÄL m ÄL ÄL

m m jmi m m
ÄL m ÄL ÄL JWL m

Quelle quantité d’eau a-t-on versé dans la vasque supérieure ?

Et s’ily a un nombre quelconque n d’étages ?
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205. Le théorème de Victor
Problème n°121 du 18/05/1999

ictor est peintre.Il connaît le théorème des quatre

couleurs (qui affirme que 4 couleurs suffisent pour

peindre n’importe quelle carte de sorte que deux régions

adjacentes soient de couleurs différentes) et vient de

peindre les cases de cet échiquier 8 x 8 enutilisant exac¬

tement quatre couleurs. Artiste, il a ajouté à son œuvre

une pointe de raffinement : les cases ayant un sommet

commun sont également toutes de couleurs différentes.

V

Sauriez-vous peindre cet échiquier à la manière de

Victor ?
Victor remarque alors que les quatre coins de l’échiquier sont eux aussi de couleurs

toutes différentes.Il ferait bien de son résultat un théorème- on l’appellerait le théo¬

rème de Victor - et se pose des questions :

Les quatre coins sont-ils de couleurs différentes quel que soit le coloriage respec¬

tant la règle imposée ?Lapropriété reste-t-elle vraie sur un échiquier10 x10 ?

206. Le partage du gruyère

Problème n°126 du 22/06/1999

eux armées de souris viennent de découvrir un gisement de 1999morceaux de gruyè¬

re.Plutôt que de se faire la guerre, elles conviennent de se répartir le butin en deux

stocks de même poids. Mais elles n’y parviennent pas. Elles décident alors de découper

l’un des morceaux et de laisser les autres intacts de façon à obtenir unpartage équitable.

D

Est-ce toujourspossible ?

Mais voilà qu’intervient une troisième armée de souris.

Est-il toujourspossible de répartir le butin en trois lots de masses identiques en ne

découpant (éventuellement en trois) que Pun des morceaux ?
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207. La loi de la jungle

Problème n°131 du 27/07/1999

La lune de la planète Fantastica tourne autour de l’astre en quatre jours. Cette

période rythme la vie de la planète, peuplée de bestioles plus ou moins sympa¬

thiques qui s’entre-dévorent selon des cycles immuables de quatre jours.

•Le premier jour du cycle, chaque dragon engloutit un monstre,

•Le deuxième jour, chaque vampire anéantit un dragon,
•Le troisième jour, chaque monstre avale un vampire,

•Le quatrième jour, les bêtes digèrent,

... et on recommence !

Lapopulation décroît,il faut bien le dire, très rapidement. Ainsi, six lunes et un jour

après le passage de l’agent de recensement (toujours,par prudence,un jour de diges¬
tion), les deux derniers dragons engloutirent les deux derniers monstres et se procla¬
mèrent les maîtres de la planète.

Combien le recensementfaisait-il état de dragons, de monstres et de vampires ?

208. L’arme secrète

Problème n°136 du 31/08/1999

our acheminer une arme très sophistiquée vers un maquis, des guérilleros déci¬

dent d’envoyer cinq camions, chacun par une route différente.Ils savent en effet

que deux d’entre eux peuvent être interceptés, car deux patrouilles sont postées

chaque nuit aléatoirement sur les routes de la région. Mais les révolutionnaires sont

prêts à sacrifier des armes pour faire parvenir intacte au moins l’une d’entre elles.

Seule condition : qu’une arme entière ne tombe pas aux mains des patrouilles.

Ils divisent donc chaque arme en un certain nombre de pièces détachées (les mêmes

pour chacune) et répartissent ces pièces dans les camions de manière à être sûrs de

pouvoir reconstituer au moins une arme dans le maquis sans que l’interception de

deux camions ne permettent au pouvoir de disposer de l’arme secrète.

P

Comment s’y sont-ilsprispourparvenir à leursfins tout en minimisant le nombre

de pièces détachées et le nombre d’armesperdues ?
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209. Noir ou blanc ?

Problème n°141 du 12/10/1999

chacune des lignes de ce dia¬

gramme se déduit de la pré¬
cédente selon une règle

immuable de filiation.

•O O O ••O •O

O O
Sauriez-vous trouver cette règle

et en déduire la cinquième
ligne ?
Retrouvera-t-on la première
ligne au bout d’un certain

nombre d’étapes ?

O O O O

O O

210. Opérations à risques
Problème n°145 du 9/11/1999

n chirurgien doit opérer 5 malades. Mais il ne dispose que de trois paires de

gants de caoutchouc, stériles et réversibles :une blanche,une jaune et une verte.

Chaque gant est muni d’un collier, lui-même stérile au départ, qui permet d’enfiler

ou d’enlever les gants sans toucher aux faces en contact avec les organes.

U

Le chirurgienpeut-il accomplir sa tâche sans risquer la contamination de l’un de
ses malades, ou la sienne ?

190



L’INTÉGRALE DESIEUX DU«MONDE» 301- 500

211. Alternance souhaitée

Problème n°151 du 21/12/1999

ri* )<©<©© ©(•(•<•(•
.

- . ; - _

ans les dix alvéoles ci-dessus, sont placées quatre boules noires et 4 boules

grises, deux alvéoles restant vides.

Les seuls mouvements auxquels vous avez droit consistent à déplacer deux boules à

la fois, à condition qu’elles se touchent, et seulement si vous les déposez dans les

alvéoles vides sans changer leur disposition (par exemple, si une boule noire est à

gauche, elle sera posée dans l’alvéole de gauche).

D

Comment, en un minimum de mouvements, alterner les deux couleurs en com¬

mençant (à gauche) par une boule noire ?

212. La fausse piece
Problème n°156 du 25/01/2000

T 7ous disposez d’une balance à deux plateaux et de douze pièces d’aspect iden-

V tique. Onze sont d’authentiques pièces de collection, la dernière n’est qu’une

imitation, si bien faite qu’elle a même aspect que les autres.Heureusement, sa masse

diffère légèrement de celle des vraies pièces, mais vous ignorez si elle est plus lour¬

de ou plus légère.

Comment, en un minimum depesées, démasquer à coup sûr lafaussepièce et dire

si elle estplus lourde ouplus légère?
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213. Les garnements et le gâteau

Problème n°161 du 2910212000

eux garnements doivent se partager un gâteau sans qu’aucun des deux ne s’es¬

time lésé. La solution est simple :

Le premier coupe le gâteau en deux parts qu’il estime égales et le second choisit sa

part.

D

Comment trois garnementspeuvent-ils separtager un gâteau en trois sans qu’au¬

cun des trois ne s’estime lésé ?

Et dix garnements ?

214. Les confettis qu’on fait ici

Problème n°169 du 25/04/2000

ci, c’est une classe primaire, durant la dernière décennie du XXe siècle. Le profes¬
seur d’école donne à chacun des 34 élèves une feuille de papier.

Il demande alors à certains des élèves de découper leur feuille en dix morceaux.

Certains des dixièmes de feuilles sont encore, sur instruction de l’instituteur, divisés

eux aussi en dix bouts de papier.

I

Tous les morceaux de papier, quelle que soit leur taille, sont alors rassemblés ; onles

compte : le nombre total est exactement le millésime de l’année en cours.

En quelle année la scène se déroule-t-elle ?

ÜtatÉL
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215. Les grains de riz

Problème n°176 du 20/06/2000

Sur une planche, on dispose d’alvéoles numérotés de 1 à 10, et d’un réservoir. On

y place des grains de riz.

Un «coup» consiste à vider un des alvéoles de ses grains en respectant les règles sui¬

vantes :

•l’alvéole numéroNne peut être vidé que s’il contient N grains ;

•on répartit ces N grains à raison d’un dans chacun des alvéoles 1 à (N-1), et on

verse le dernier dans le réservoir.

La partie est gagnée si tous les grains ont pu être déversés dans le réservoir.

Comment gagner lapartie avec la disposition suivante ?

(eÿffQQQQOO)
Quelest lepluspetit nombre de grains (et ladisposition correspondante des grains)

permettant de gagner lapartie sans que Valvéole numéro 10 soit vide ?

216. La piste infernale

Problème n°180 du 18/07/2000

ne tortue s’élance sur une piste de dix mètres de long.Le jour, elle parcourt un

mètre, la nuit, elle se repose. Seulement, voilà, la piste, en caoutchouc, s’étire

toutes les nuits de dix mètres.

Ainsi, au deuxième matin, la tortue se retrouve à deux mètres du début de la piste,

mais à dix-huit mètres de son extrémité.Elle s’endort alors qu’il reste encore dix-

sept mètres à parcourir.
Et lorsqu’elle se réveille, la piste a trente mètres de long, dont plus de vingt-cinq

mètres sont devant elle !

U

La tortue arrivera-t-elle au bout de lapiste ? Si oui, en combien de temps ?
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217. Erreur d’aiguillage
Problème n°186 du 29/08/2000

v

Ala suite d’une erreur d’aiguillage, le wagon A est entreposé sur la voie de

gauche et le wagonB sur celle de droite.

La locomotiveL,placée sur la voie du bas,peut, indifféremment,pousser ou tirer un

ou plusieurs wagons.Mais elle ne peut pénétrer sur la voie Y qui ajuste la longueur

d’un wagon.

Comment échanger les deux wagons A etB en un minimum de manœuvres ?

Z

L

X
Y
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218. Dans la peau d’un cambrioleur

Problème n°191 du 3/10/2000

T e coffre-fort de cette banque admet un double système
J—/de sécurité.

•D’abord, à l’aide d’une clé qu’il est seul à possé¬
der, le directeur ouvre une première et lourdeporte.

Il se trouve alors devant une deuxième porte corn- /

mandée par un plateau pivotant sur lequel sont JJ \

disposées quatre touches sensitives carrées indis- 1
cernables. Le plateau est dans la position dans \
laquelle le comptable l’a laissé lors de la dernière \
fermeture.

•Le directeur cède la place au comptable. Ce dernier

doit alors (en secret) exercer une pression sur celles des

touches (connues de lui-seul) qui sont connectées au circuit d’alarme, de manière à

couper ces circuits, et sur elles seulement car une pression sur une touche déconnec¬

tée rétablit la connexion.

•Le directeur ouvre enfin la porte en actionnant la manivelle d’ouverture. S’il pèse
sur cette dernière alors que les circuits ne sont pas tous coupés, la deuxième porte ne

s’ouvre pas et le plateau se met à tourner à grande vitesse avant de s’immobiliser à

nouveau dans une position imprévisible.Même si elles ne sont plus dans la même

position, les touches restent cependant connectées ou déconnectées. L’alarme se

déclenche après 16 essais infructueux de la manivelle d’ouverture.

En l’absence du comptable, le directeur vient d’ouvrir la première porte.

b

Æ
o «fil»

Æ

Parviendra-t-ilà ouvrir la deuxièmeporte avant que Valarme ne se déclenche ?
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219. Quelle cruche !

Problème n°196 du 7/11/2000

e dois tirer un litre d’essence d’une grande cuve. Je suis «cruche», j’ai oublié de

me munir d’un récipient adéquat et ne dispose que de deux bidons : l’un de dix
litres, l’autre de sept litres.
J

Pourrai-je me servir exactement un litre, et si oui, en combien de mouvements au

minimum ?

On appelle mouvement l’action de remplir ou de vider un récipient.

Quels nombres entiers de litres entre1et17 demandent leplus de mouvements ?

220. Le moulin à nombres
Problème n°200 du 5/12/2000

P nombres.

Cet appareil va «mouliner» votre nombre de la façon suivante : il le multipliera
par 2, retranchera 7,divisera le résultat par le nombre initial augmenté de 1 et recra¬

chera le quotient obtenu.
Si vous n’avez pas coupé l’alimentation, le moulin recommencera la même suite

d’opérations à partir du nombre précédemment restitué.

renez un nombre et entrez-le dans le moulin à

Vous entrez le nombre 2001 et le moulinez 2001fois. Quelrésultat s’affichera ?

Et enpartant d’un autre nombre ?
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221. Les satellites d’argent

Problème n°201 du 1211212000

f~\n fait rouler (sans glisser) une pièce d’un Euro (en

clair) autour d’une autre pièce d’un Euro (en gris)
c

(''"-jjjjjj
qu’on a préalablement fixée, jusqu’à ce que la pièce claire

retrouve sa position initiale.
Combien de tours la pièce claire a-t-elle fait sur elle-
même ?

On fixe maintenant deux pièces d’un Euro grises côte à

côte, et on fait rouler (sans glisser) une pièce d’unEuro (en

clair) autour d’elles, jusqu’à ce qu’elle retrouve sa position
initiale.
Cettefois, combien de tours lapièce claire a-t-ellefait sur

elle-même ?

Même questionpourfinir avec troispiècesfixes tangentes entre elles deux à deux.

&
( "-% I

222. Les racines emboîtées

Problème n°206 du 16/01/2001

/Chacun sait que VA désigne le nombre positif dont le carré vaut A. Cette écritu-
V_xre n’a de sens que si A est positif. Pourtant, on peut donner un sens au nombre

B qui s’écrit:

=V“4+V“4 + V“4 +B

Lequel et que vautB?

=y - ,les avis divergent. CertainsPour le nombre C

expliquent qu’il peut prendre deux valeurs, et n’est donc pas défini. D’autres,parmi
lesquelsM.Jacques Serre,dont le courrier nous a suggéré ce problème, affirment que

parmi ces deux valeurs, une seule est acceptable.
Laquelle etpour quelle raison ?
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223. Le premier carré

Problème n°211 du 20/02/2001

n prend un nombre entier positif. On lui ajoute la partie entière* de sa racine

carrée. Onrecommence avec le nombre obtenu, ... et ainsi de suite jusqu’à tom¬

ber sur un carré parfait.
Ainsi, en partant de 38, on obtient successivement 44 (38 +6), 50 (44 + 6),

57(50 + 7), 64 (57 + 7, qui est le carré de 8).

O

Quel est lepremier carré obtenu enpartant de 78 ?Enpartant de 2001?

Pourrait-on ne jamais obtenir un carré?

* La «partie entière» d’un nombre est le plus grand entier inférieur ou égal à ce

nombre.

Ainsi, la partie entière de Jt est 3, celle de V38 est 6.

224. Les carrés impairs
Problème n°216 du 03/04/2001

ans un carré quadrillé, certaines cases sont

blanches, d’autres noires. Dans chacune des cases,

on inscrit le nombre des cases noires en contact avec

elle par au moins un côté (si la case est noire, elle est

comptée elle aussi).

D 0 1 21

0 1 3 1

1
Le carré est qualifié d’ «impair» si tous les nombres

inscrits dans ses cases sont impairs.
0 12 1

Quels sont tous les carrés impairs de dimensions
2 x2 ? 3 x3? 4 x4?

Sauriez-vous construire un carré impair de dimensions 5x5?
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225. Échangisme version chocolat

Problème n°221 du 30/04/2001

cette tablette de chocolat, dont vous devez poursuivre le coloriage, contient

12 carrés noirs et 12 carrés blancs (en guise de carrés, ce sont plutôt des rec¬

tangles).

•Les carrés de chocolat noir sont tous solidaires : on peut passer de n’importe lequel
d’entre eux à un autre par une chaîne de carrés noirs ayant un côté commun.

•Les carrés de chocolat blanc constituent une forme parfaitement superposable (une

fois découpée) à la forme constituée par les carrés noirs.

Combien defaçons y a-t-il de compléter ce dessin?

226. Lynx et lapins
Problème n°226 du 05/06/2001

la forêt enchantée, 5000 lapins vivaient heureux jusqu’au jour où arriva un

JL/ couple de lynx.
Or, chaque lynx mange un lapin par jour !

Croyant bien faire,Merlin dota ces animaux d’unpouvoir de reproduction magique :

chaque jour, après le repas des «fauves», chaque lapin donnerait naissance à deux

nouveaux lapins, tandis que chaque lynx ne donnerait naissance qu’à un seul lynx.

Les lapins réussirent-ils à survivre ?

Que sepasse-t-il si, au lieu d’un seul couple de lynx ilen arrive 1000 couples ?
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227. La table tournante

Problème n°231 du 10/07/2001

T es dossiers disposés sur la table tournante sont numérotés de

JL/1à 9,dans cet ordre.Les dix membres du club de spi-

® ©ritisme, qui ont revêtu un maillot numéroté (les numé¬

ros vont de 1 à 9),prennent place autour de la table.

Vous pouvez lire leurs initiales sur le schéma.
Ainsi Aline, qui porte le dossard numéro 1, est

assise devant le dossier numéro 1, mais c’est la

seule de l’assistance à porter le numéro du dossier

devant lequel elle se trouve. D’ailleurs, chose

curieuse, quand la table tourne, quelle que soit sa

position, un seul des convives est placé devant le dos¬

sier corespondant à son numéro.

Béatrice porte un numéro plus grand que Charles.

.0®©a

® ©

Retrouvez le numéroportépar chacun des membres du club.
Que sepasse-t-il si ce club comporte10 membres ?

228. Par ici la monnaie !

Problème n°236 du 21/08/2001

On s’intéresse à toutes les façons de payer la somme d’1Euro à l’aide de pièces
de 5 centimes, de 10 centimes, et de 20 centimes d’Euro.

Combien y a-t-il defaçons de lefaire ?

Vous aurez remarqué,commeIlan Vardi,mathématicien et lecteur du «Monde»,qui
nous a proposé ce problème, que ce nombre est un carré parfait.

Le nombre defaçons deparvenir à n’importe quelnombre entier d’Euros avec des
pièces de 5,de 10 et de 20 centimes est-il toujours un carréparfait?
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229. Les bandelettes de papier

Problème n°241 du 25/09/2001

ne addition (juste) a été réduite en bande¬

lettes par des coups de ciseaux malintention¬
nés avant d’être jetée dans la corbeille à papier.

Sept des huit bandelettes ont été récupérées.
Les voici(ci-contre, en haut).

U 1 5 4 6 8 2
6 3 12 9
4 2 3 09
4 3 4 7 52

6 61 2 5 9

Quant à la huitième bandelette,

c’est l’une des six ci-contre.
5 4 3 6 52
7 7 4 3 1 7

7 1 16 8 8
2 4 27 3 0

Reconstituez entièrement l’addition.

(D’après une idée de Bernard Myers).
6 1 1 9 8 4

230. Brûler le temps

Problème n°246 du 30/10/2001

Tmaginez-vous seul(e) dans un canot de sauvetage,perdu(e) en mer, sans montre ni

Xsablier. Vous possédez juste une fusée de détresse,un briquet et deux cordelettes.

Votre seul moyen de mesurer le temps est de consumer ces cordelettes.

Vous savez en effet que chacune d’entre elles brûle en exactement une heure d’une

extrémité à l’autre. Mais irrégulièrement, sans aucune proportionalité entre le temps

écoulé et la longueur de mèche consumée.Il se trouve que vous devez lancer votre

signal de détresse exactement 45 minutes après le coucher du soleil pour avoir la

meilleure chance d’être repéré(e).

Quelmoyen avez-vous de savoir quand les quarante-cinq minutes se seront écou¬
lées ?

Ce problème a été inspiré par deux textes du calendrier mathématique de Rinus

Roelofs et ZsofiaRuttkay (Pays-Bas), repris dans labrochure «Mathématiques buis¬

sonnières enEurope»,diffusée en 2000 à l’occasion de l’Année mondiale des mathé¬

matiques.
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231. Jack-pot
Problème n°251 du 04/12/2001

ans les casinos du groupe Pique-Tout, les machines à sous sont programmées

pour déverser leur jack-pot une fois par jour, après une mise d’au moins une

pièce, à une heure totalement aléatoire. En revanche, le nombre de pièces crachées

est une fonction très précisément calculée du nombreNde pièces engrangées depuis
le dernier jack-pot.
-SiN= 1, la machine ne donne rien.

- SiN est impair, la machine crache une pièce de moins que pour N-1.
-SiN est pair, la machine crache une pièce de plus que le double de ce qu’elle cra¬

cherait pour la moitié de N.

D

Est-ilpossible que la machine cracheplus depièces qu’elle n’a engrangées ?

Donnez une valeur deNpour laquelle le jack-pot se monte à 2001pièces.

232. Les caméléons

Problème n°256 du 08/01/2002

ans ce zoo, vit une colonie de 99 caméléons qui peuvent prendre trois couleurs

différentes: jaune,brune ou grise.Lorsque deux caméléons se rencontrent, s’ils

sont de la même couleur, ils n’en varient pas. Mais s’ils sont de couleurs différentes,

ils prennent tous deux la troisième couleur.

Les caméléons ne changent de couleur que dans ces circonstances de rencontres.

D

Un recensement effectué à l’arrivée des caméléons montre qu’ily avait 22 camé¬

léons jaunes,36 bruns et 41gris.

Est-ilpossible qu’après un certain nombre de rencontres,ily ait 33 caméléons de

chaque couleur? Si oui, comment?
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233. Tiens,un carré !

Problème n°261 du 12/02/2002

jP*n multipliant 1par 2 par 3 par 4 et en ajoutant 1,on trouve 25, le carré de 5.

En multipliant 2 par 3 par 4 par 5 et en ajoutant 1, on trouve 121, le carré de 11.
En multipliant 3 par 4 par 5 par 6 et en ajoutant 1, on trouve 361, le carré de 19.

Et en multipliant1999par 2000par 2001par 2002 et en ajoutant1?

234. Neuf jetons

Problème n°266 du 19/03/2002

ooooooooo
'Rw Teuf jetons, présentant tous une face blanche et une face noire, sont placés côte

ilà côte. Au départ, toutes les faces sont blanches.

Lors de chaque «coup»,vous avez le droit de retourner deux jetons àla fois,à condi¬

tion qu’ils soient placés côte à côte.

Au bout de combien de coups au minimum est-ilpossible deparvenir à une confi¬
guration qui ne comporte que desfaces noires ?

Quelle est la configuration qu’il estpossible d’obtenir, mais qui nécessite,pour y

parvenir, le maximum de coups ?
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235. Les œufs en chocolat
Problème n°271 du 2310412002

inq gros œufs industriels en chocolat sont emballés dans des papiers de couleurs

différentes marqués des lettres A,B,C,D et E. Certains sont fourrés à la crème

et pèsent davantage que ceux qui contiennent de la liqueur.
On dispose d’une balance électrique qui indique les poids avec une très grande pré¬

cision. Ainsi:

Les œufs A et E pèsent à eux deux 252 grammes.

Les œufs A,B et C pèsent à eux trois 420 grammes.

Les œufs B,C,D et E pèsent à eux quatre 569 grammes

C

Peut-on de manière certaine déterminer à quoi estfourré chacun des cinq œufs ?

Si oui, combienpèse un œuf liqueur et combienpèse un œuf crème ?

Sinon, quelle(s) pesée(s) supplémentaire(s) faudrait-il effectuer?

A
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236. Le tableau des nombres

Problème n°276 du 28/05/2002

0n remplit les cases d’un grand tableau

rectangulaire
entiers positifs de la manière suivante:

•en haut, à gauche, on met un zéro. On ne

pourra plus mettre de zéro sur la première
ligne ni sur la première colonne;

•dans la case suivante, à sa droite, on met

donc 1,plus petit nombre autorisé, ce qui interdit de placer un autre 1 sur cette ligne;

•et ainsi de suite...Lapremière ligne contiendra donc tous les nombres entiers dans

leur ordre naturel.
Pour la deuxième ligne :

•on place 1 à gauche (0 est interdit, car il figure sur la colonne);

•on place ensuite 0,plus petit nombre ne figurant pas sur la ligne ni sur la colonne;

•puis 3 (0 et 1 figurent déjà sur la ligne, 2 figure sur la colonne); etc.

On remplit ainsi le tableau, ligne par ligne, en inscrivant dans chaque case le plus
petit nombre qui n’apparaît pas encore sur la ligne ni sur la colonne.

0 1 2 3 4 65 7
l’aide de nombres

1 0 3 2

Quelnombrefigure en ligne 1001 et en colonne 2002 ?

237. La règle des signes

Problème n°281 du 09/07/2002

An fabrique des tableaux triangulaires de

Wsignes « + » et « - » en écrivant sous chaque
couple de signes celui qui est le résultat d’une multi¬

plication respectant la règle des signes. + par + ou-par -

donnent +,+ par - ou-par + donnent -.
On s’intéresse ici aux tableaux de sept lignes.

+ + + + +
+ +

+ +
+

+
+

Quels signes doivent figurer sur la première ligne pour que le tableau complété
contienne autant de signes + que de signes- ?
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238. Les caramels

Problème n°286 du 13/08/2002

Grand'mère vient de confectionner ses ineffables caramels! Elles les répartit
amoureusement dans 15 sachets, destinés à ses 15 petits-enfants (huit garçons

et sept filles). Edgar, le plus gourmand de tous, a déjà mis son nez dans le placard
dans l’intention de se servir le premier. Aussi calculateur que gourmand,il constate

alors que, quel que soit le sachet prélevé, la grand-mère pourra respecter avec les
sachets restants le principe de parité : le reste peut être toujours réparti en deux

groupes de 7 sachets contenant au total le même nombre de friandises.

Tous lespaquets contiennent-ilsforcément le même nombre de caramels ?

239. Jouer avec les allumettes

Problème n°291 du 17/09/2002

Amélie et Brice ont inventé un nouveau jeu.

Ils renversent une boîte de cent allumettes que Brice avait à peine entamée pour faire

du feu dans la cheminée. Puis, chacun, à tour de rôle, enlève une ou deux allumettes.

Celui qui parvient à prendre la dernière allumette gagne la partie.
«À toi l’honneur, je suis galant», annonce fourbement Brice.
Amélie joue, mais sans y croire. Elle a compté les allumettes et elle sait qu’elle va

perdre.

Combien Brice avait-il craqué d’allumettes avant de seprêter au jeu?

Amélie n’a pas dit son dernier mot.Elle propose une autre règle: on divise les allu¬

mettes en deux tas. Chacun, à son tour, doit encore prendre une ou deux allumettes,

mais dans un seul des deux tas.

«Je commence encore!», annonce-t-elle. Cette fois, elle est certaine de gagner.

Comment a-t-elle constitué les deux tas et quelle est sa stratégiepour gagner?
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240. Qui veut gagner des euros ?

Problème n°296 du 22/10/2002

ans ce jeu télévisé, l’animateur pose à toute vitesse des questions simples aux¬

quelles le candidat doit répondre «oui» ou «non». Si la réponse est fausse, le

jeu s’arrête. Si elle est juste, la cagnotte grossit et on passe à la question suivante.La

somme versée à la cagnotte correspond au numéro de la question résolue: 1 euro

pour lapremière question, 2 euros pour la deuxième, ... 15 euros pour la quinzième,

D

etc.

Chaque fois, seuls sont utilisés pour remplir la cagnotte des billets de 10 euros et des

pièces d’un euro (jamais plus de 9 par question).

Richard, un très fort joueur, a gagné à ce jeu une grosse somme, et, chose curieuse,
s’est aperçu qu’il y avait dans la cagnotte autant de pièces d’un euro que de billets
de 10 euros. Par extraordinaire, Sophie, qui a gagné plus que Richard, a hérité une

cagnotte ayant la même particularité: autant de pièces que de billets.

À combien de questionsRicharda-t-il su répondre ?Et Sophie ?

AwO
O
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\
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N
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SOLUTIONS

181.Désordre chez Maya

Voici la solution de Maya en 11 déplacements :1.D4E5 (dossier 4 en étagère 5)- 2.D5E6 - 3.D6E7
- 4.D7E2 - 5.D3E3 - 6.D4E4- 7.D5E5- 8.D6E6- 9.D7E7- 10.D2E2- 11.D1E1 .
Pour montrer que la solution est minimale,il suffit de calculer la distance entre chaque dossier et son

étagère au début de la manutention:dl=l (à 1longueur deEl),d2 =1,d3 = 1,d4 = 2, d5 = 2,d6 = 2,

d7 = 2, soit un total de 11 longueurs. C'est le nombre incompressible de déplacements nécessaires

pour que les dossiers soient rangés.
KlM.Lemaire, de Paris

182.L’ascenseur capricieux

Il y a six solutions possibles :

.0-2-4-7-9-5-1-3-8-10 - 6-11-0.
•0-2-4-7-10-6-9-5-1-3-8-11-0.
•0-2-5-1-3-8-4-7-10-6-9-11-0.
•0-2-5-1-4-7-3-8-10-6-9-11-0.
•0-3-8-10-6-2-5-1-4-7-9-11-0.
•0-5-1-3-8-10-6-2-4-7-9-11-0.
On fait un arbre des possibilités, et on procède par élimination.

183.L’ascension fabuleuse
Ils partent avec 36 rations. L'assistant accompagnera l'alpiniste durant six jours, puis redescendra en

gardant les six rations nécessaires tandis que l'alpiniste poursuivra son ascension avec 18 rations. Le
sherpa se reposera six jours,puis remontera avec 18 rations pour aller à la rencontre de l'alpiniste qu'il
rejoindra aubout de six jours,alors que ce dernier vient d'épuiser sa cantine.Ils descendront ensemble
avec les 12 rations restantes.

184.Brutalité sur le terrain
La sélection de 20 joueurs dans les conditions fixées par le sélectionneur est toujours possible.
Groupons en effet les joueurs par chaînes : A frappe B qui frappe C ... et ainsi de suite jusqu'à X qui
frappe un joueur figurant déjà dans la chaîne. On donne à A unmaillot bleu, à B unblanc,unbleu au

troisième, et ainsi de suite, alternativement, et enfin à X un rouge.

S'il reste des joueurs, on construit de nouvelle chaîne de maillots alternés bleus et blancs jusqu'au
joueur frappant un joueur figurant déjà dans l'une des chaînes, à qui on affecte un maillot rouge.

On est alors en mesure de former trois équipes de joueurs dont aucun n'a frappé l'autre : les bleus, les
blancs et les rouges.Le total étant 60, l’une des équipes (au moins) a 20 joueurs ou plus.
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Pour 21, le problème peut ne pas avoir de solution. C'est le cas avec 20 chaînes de 3 joueurs A,B, C,
où A frappe B,B frappe C et C frappe A.

185.Les petits papiers

On montre que :

•unpli n'augmente pas le nombre de morceaux ;

•une coupe placée en k-ième position accroît le nombre de morceaux de 2 k~l.
Ainsi, dans la suite d'opérations considérée, on ajoute au morceau initial, 1 (= 2°) morceau pour la

première coupe,4 (= 22) morceaux pour la deuxième coupeplacée en troisièmeposition,16 morceaux

pour la troisième coupe, puis 64, 256, 1024 morceaux (pour la sixième coupe), soit un total de
1366 morceaux.

186.La roulette sans boule

Lors de chaque lancer, un numéro et un seul sortira.Il n'y a aucune chance qu'il n'en sorte aucun

ou au contraire plus d'un.
Preuve : lorsque le 0 du cylindre est face au 0 fixe (comme sur le dessin accompagnant le problème),
vous pouvez constater que face à chaque nombren fixe,il y a 2n ou 2n-37 sin dépasse 18.Par trans¬

lation, lorsque 0 gris est en face du nombre p blanc, il y aura, face au nombre x = (n + p) ou

(n+p- 37) blanc, le nombre 2n gris (ou 2n- 37).

Un nombre «sortira» s'il vérifie : x = 2(x -p) ou x = 2(x-p) + 37, soit x = 2p ou x = 2p - 37.
Or,une de ces valeurs et une seule est comprise entre 0 et 36.

187. Les deux touches de la calculatrice
La séquence la plus rapide utilise 13 touches :

A- A-B - A- A- A-B - A- A-B - A- A-B
Elle permet d'afficher successivement, après le 0 :

1.3.4.9.19.39.22 - 45 - 91 - 48 - 97 - 195 - 100
Pour le trouver, il suffit de... commencer par la fin !

188.Les nombres «chanceux»
1997 n'est ni «chanceux»,ni «malchanceux», car il est rayé au deuxième tour, avec les nombres de

la forme 6p + 5 (1997 = 6 x 332 + 5).

Plus généralement, on montre que les listes successives de nombres restants observent des variations
qui reparaissent régulièrement au terme de «périodes». On obtient une liste complète en ajoutant aux

premiers nombres de la liste les multiples de la «période». Voici leur description :

•1,3,7 ... (période 12)

•1,7,25,... (période 48)

•1,25,97... (période 192)

•1,97,385,... (période 768)

•1,385, 1537

•1,3,... (période 6)

•1,7,... (période 24)

•1,25,... (période 96)

•1,97, ... (période 384)

•1,385,1537, 1921

•1, ... (période 2)

•1,7, 15,... (période 24)

•1,25,55 ... (période 96)

•1,97,217... (période 384)

•1,385,865,1537,1921

•1, 1537
Il y a donc un nombre chanceux,1537, le nombre malchanceux étant 385.

•FIN

189.Le plein s’il vous plaît !
Le garagiste peut servir 4 litres en seulement 4 étapes :

1.Ilremplit le récipient de 6 litres.

2.Il le vide dans le récipient de 13 litres
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3.Ilremplit le récipient de 11 litres
4. Avec son contenu,il complète le récipient de 13 litres.
Il reste 4 litres qu'il peut servir,puis il vide dans la citerne les 13 litres excédentaires.

•Toute quantité entière de litres peut être mesurée avec deux quelconques de ces trois réci¬
pients.Il suffit de le montrer pour 1 litre et de réitérer l’opération. Voici la méthode avec les réci¬
pients A (de 11 litres) et B (de 13 litres) : -On applique 5 fois la procédure suivante : on remplit B,
on transvase le maximum dans A, on vide A, on transvase le résidu de B dans A.
-Il reste maintenant 10 litres dans A, on remplit B, on transvase un litre dans A pour le remplir, on

vide A, on le remplit avec B,il reste 1 litre dans B.
ElMerci à RenéMignard, de Maisons-Alfort, qui a enrichi leproblème.

190.Pour rester premier

L'écart entre deux nombres premiers consécutifs reste au plus égal à 10, jusqu'au nombre 113,qui est

suivi de 127. Votre objectif sera donc d'atteindre le nombre stratégique 113.
Pour cela, vous devrez obliger l'adversaire à cocher l'un des nombres 103, 107 ou 109.
Facile, si vous occupez le nombre stratégique 101.

En remontant de proche en proche, vous voyez que vous devez rayer les nombres stratégiques 89, 73,

61,47,31, 19, et 7.
Pour gagner,il faut commencer par jouer 7.

EPatrick GORDON, de Paris.

191. Au cœur d'un ordinateur
Appelons A et B les deux zones mémoires, a et b les nombres qu'elles contiennent. Voici une suite
d'opérations qui échange leur contenu :

1: A A -B : on affecte dans A la différence entre le contenu de A et le contenu de B ; A contient
maintenant a -b,B contient toujours b.
2:B <-B + A : on affecte dans B la somme du contenu de A,a-b, et du contenu de B,b ; A contient
toujours a -b,B contient a, car (a - b) +b = a.

3 : A «— B- A : on affecte dans A la différence entre le contenu de B,a, et le contenu de A, a -b ;

A contient maintenant b, car a - (a -b) = b,B contient toujours a.

Al A A A

a- b a-b b ba

après1 après 2
Contenu des mémoires

après 3Au départ

192. Vacances de neige

Pour traiter ce problème de benne, nous adopterons les deux codes suivants :
«+ 1» désigne le mouvement de la première cabine disponible (la plus à gauche) de la voie du haut

vers la gare.
«-1» désigne le mouvement de la première cabine disponible (laplus à droite) de la gare vers la voie
de descente.
•Ainsi, on obtient la configuration demandée (1432) par la suite de codes : +1+1-1+1-1+1-1-1

•Une configuration«possible» sur la voie de descente correspond à une suite dehuit «codes» (quatre
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«+1» et quatre «-1») disposés de telle sorte que toute somme intermédiaire des codes soit toujours
positive ou nulle (on ne peut pas faire descendre plus de bennes qu'il n'en est parvenu à la gare). En
particulier, elle commence toujours par «+1» et se termine toujours par «-1».

On en dénombre 14.

193.Le défi du cavalier
Voici une des rondes possibles (les positions successives sont numérotées).

1 25 7

B Évidemment, quelle que soit la ronde, la position 25 ne peut être qu'une
case blanche, puisqu'à chaque mouvement, la case du cavalier change de

21 couleur.Ilest donc impossible de repasser de laposition 25 àlaposition 1.

19 15H

9 13

23 11

5 ISl ChristianROMON, de Carrières-sur-Seine, a dénombré14 rondes
possibles. Y en a-t-il d’autres ?

3- 17

194. Les balles de ping pong

Ilreste la balle numéro 16.
Le premier tour ne laisse que les nombres pairs.
Deuxième tour : après avoir enlevé la balle 39, on laisse la 40, on enlève la balle 2, la 6,...,ne lais¬

sant que les multiples de 4.

Après la 38, on saute la 40, et on enlève la 4, la 12,..., ne laissant que les multiples de 8 à l'issue du

troisième tour.

Le quatrième tour laisse les multiples de 16, et enlève donc 40. 32 est alors enlevé,16 laissé.

•Dans le cas de Nballes au départ, le numéro X restant est obtenu en ôtant de Nla plus grande puis-

sancejde 2 strictement plus petite que N(32 dans le cas de 40),puis en multipliant par 2 (40-32 = 8,
8 x 2;= 16).

Ce résultat se démontre en utilisant l'écriture en base 2 des nombres restants après chaque tour en

fonction de celle de N.
Soit apap_1...a3a2ala0 cette écriture binaire (où ap = 1) :
Au premier tour,il ne reste que les nombres se terminant par 0.

Au deuxième tour,ilreste les nombres se terminant par 10 siN est impair,par 00 siN est pair, autre¬

ment dit les nombres se terminant par aQ0.
Au troisième tour,il reste les nombres se terminant par a,a00. Et ainsi de suite.
Finalement, le nombre obtenu a pour écriture binaire : ap_v..a3a2axaQ0, ce qui correspond bien à «la

formule».
Kl FernandBOYET, d’Angers.

195.Le dernier carré
Les dimensions successives des carrés découpés sont : 84 cm, 84 cm, 24 cm, 24 cm, 24 cm, 12 cm. À
ce moment précis, le morceau restant est un carré de 12 cm de côté.
Dans le cas général d'un morceau initial de dimensions entièresp et q, le carré restant a pour taille le
plus grand diviseur commun (pgcd) à p et à q. Les étapes du processus sont calquées sur l'algo¬
rithme d'Euclide qui permet de parvenir à ce «pgcd».
La disposition classiquement admise autrefois pour la recherche duplus grand diviseur commun à 192
et 84'est la suivante :
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les quotients2 3 2

192 84 24 12

1224 0 les restes

On retrouve bien 2 carrés de 84, 3 de 24, 2 de 12.

196.Les trois directions
Le point G est nécessairement confondu avec le point A.
En effet, la transformation permettant de passer de A à B (ou de D à E) est la symétrie orthogonale
d'axe la droite (Dl) perpendiculaire à (1) passant par le centre O du cercle. De même, on passe de B
à C (ou de E à F) par la symétrie d'axe (D2) perpendiculaire à (2) contenant O et de C à D (ou de F
à G) par la symétrie d'axe (D3) perpendiculaire à (3) contenant O.

La composée de deux symétries d'axes (D) et (A) se coupant en O est la rotation de centre O et d'angle
le double de l'angle formé par (D) et (A). Ainsi, en groupant deux par deux les six symétries permet¬

tant de passer de A à G, on trouve la rotation de centre O dont l'angle est le double de la somme des

trois angles formés par (Dl) et (D2), (D3) et (Dl), (D2) et (D3) : soit en tout une rotation de 360°,
c'est-à-dire la transformation qui laisse chaque point à l’identique (transformation dite identique).

S Plusieurs lecteurs, dont Robert MUNNICH et Antoine CESARI, de Marseille, ont résolu
la question en montrant que les cordes AF et DC sont parallèles et en concluant que A est

confondu avec G.
H Jean MOUSSA, de Paris, a généralisé leproblème à une conique.

197.Le «Monde» éparpillé
12i 21|2o|l3
5 28 j 29 j 4

•Le journal comportait 54 pages (dont une simple feuille recto-verso au centre).

Il suffit pour cela d'additionner les deux numéros des feuilles qui se trouvent en vis-
à-vis et d'enlever 1.En effet, si le journal a n pages, la somme des numéros de deux
pages en vis-à-vis est toujours 1+ n.

•Ci-contre la numérotation complète des 16 pages de la face visible.

8 i25 32 1

9 24 17:16

198.Encore une calculatrice bizarre !

•Avec trois chiffres, vous obtiendrez toujours le résultat 1089 (ou 0 pour les nombres «palin¬
dromes»),Il suffit d’écrire le nombre cdu (c représente les centaines, dles dizaines, u les unités).

Si on suppose que c est strictement plus grand que u, l’appui sur B donnera le résultat 99 x (c - u)

dont les trois chiffres sont C = c - u-1,D = 9, U= 10 + u-c. En additionnant CDUet UDC, on

trouve un nombre d’unités égal à C + U= 9, un nombre de dizaines égal à 8 (on retient une centai¬
ne) et donc un nombre de centaines égal à 1+ C + U= 10, d’où le résultat. .

•Avec quatre chiffres, on trouvera, selon le cas, une des cinq réponses :

0,9999,10989,10890,990.

* y

\_J_i
Z

d199.Le revers de la médaille_
Iln’est pas possible de faire en sorte que toutes les
médailles soient de la même couleur.
En remarquant que l’ordre des coups importe peu,
le problème consiste à affecter la valeur 1 aux

colonnes x, y et z, aux lignes a, b tic ou aux dia-

e

+ /
a + d +xa a i- r -1-i

b h - \ b+y+d+e 7;Vr

c c + z + dc + x + e c + y
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gonales det e si on les retourne, et la valeur 0 si on ne les retourne pas. On tombe alors sur un systè¬
me de 9 équations résumées dans ce tableau, où le résultat est impair dans les cases grisées,pair dans

les cases blanches.
Onmontre alors assez facilement l’incompatibilité,en tirant de la deuxième ligne x=z,puis de la troi¬
sième d= e, ce qui est contradictoire avec la parité des résultats de la première ligne.

IS1Pierre François donne une solution déconcertante de simplicité.
La parité du nombre de coins noirs est un invariant! En effet, un «coup» agit toujours sur

deux des médailles en coin, qu’il retourne simultanément, ce qui laisse invariante laparitédu
nombre de médailles de coin noires. Comme ily a un nombre impair (3) de médailles de coin

noires au départ, ilnepeut y en avoir 0 (un nombrepair) à l’arrivée.

200.L’œuf à la coque

•Le schéma de la page ci-contre explique la manœuvre de la cuisinière : elle dure 33 minutes. Sur la

première ligne, le sablier A (6 minutes), sur la deuxième, le sablier B (11minutes).

•Voici comment elle aurait pu procéder : elle plonge son œuf dans l’eau à la onzième minute, elle
retourne le sablier B au bout d’une minute (à la douzième minute),il se vide à la treizième après une

minute d’écoulement du sablier A qu’elle retourne à cet instant pour qu’il se vide à la minute 14,
moment auquel elle retire son œuf. Toute l’opération n’a duré que 14 minutes !

6 6 6 66A

cuisson
11 1111

B

Schéma de cuisson des œufs à la coque dans lepremier cas

6 6 1 i 1
A

cuisson
11 1 , 1

B I-
Schéma de cuisson des œufs à la coque dans le deuxième cas

201.La fédération économe
La rencontre doit avoir lieu à Paris.

C’est une application de «l’inégalité triangulaire».
Supposons qu’on choisisse la ville «Ville».
À chaque arbitre du Sud-Ouest M. S, associons un arbitre parisienM.
P (c’est possible,puisqu’il y a plus d’arbitres parisiens que de provin¬
ciaux).

La distance y dé la résidence de M. S à Paris est plus courte que le
total de la distance x de R à V et de la distance dde V à Paris. Donc,
s’il n’y avait que des paires comme M. S et M.P, on aurait intérêt à

choisir Paris.
Mais une fois épuisés les arbitres provinciaux et leurs «associés»
parisiens, que reste-t-il ? Des parisiens, qu’on a intérêt à ne pas
déplacer !

Paris

d

y

Ville

x

Résidence
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S Philippe CONVERS remarque que même si y = x + d(cas d’alignement des troispoints),
le lieu de réunion est indifférent si le nombre d’arbitres parisiens est égal au nombre d’ar¬

bitres du Sud-Ouest, mais qu’il gagne à être Paris dès que la majorité réside à Paris.

202.La chaîne la plus longue

Le nombre de 2 chiffres de plus fort potentiel (5) est 77.
Les nombres de 3 chiffres de plus fort potentiel (6) sont 886, 868 ou 688.

Pour faire le moins d’essais possible, on divise l’ensemble des entiers inférieurs à 100 en classes de

potentiel. Pour économiser l’écriture, on écrit une seule fois les nombres ayant les mêmes chiffres

(par exemple par chiffres croissants), sachant que toutes leurs anagrammes seront dans la même

classe.

•Les entiers de potentiel 1: les entiers de 0 à 9.

•Les entiers de potentiel 2 : ce sont ceux dont le produit des chiffres est de potentiel 1.
Il y a les nombres qui contiennent 0 et 1, ainsi que 22, 23, 24, et 33 et leurs anagrammes.

•Les entiers de potentiel 3 : ce sont ceux dont le produit des chiffres est de potentiel 2.
Ce sont les entiers de 25 à 29, de 34 à 38, de 44 à 46,56, 58, 67 et 99.

•Les entiers de potentiel 4 : ce sont ceux dont le produit des chiffres est de potentiel 3.
Ce sont les entiers 39, 47, 49, 55, 57, 59, 66, 68, 69, 78,79, 88 et 89.

•Ilne reste plus qu’un entier de potentiel 5 : il s’agit de 77.

Enpartant des entiers de potentiel 4, on construit tous les entiers à 3 chiffres de potentiel 5.
Il s’agit de 177, 277, 268, 348 et 355 (et de leurs «anagrammes»). Un seul d’entre eux peut s’écrire
comme le produit de trois chiffres : 384, produit de 8, 8 et 6. 688 et ses anagrammes sont donc les
seuls nombres à trois chiffres de potentiel 6.

203.La livraison de carburant

Le camion-citerne livrera 7000 litres de carburant.

•Les 29400 litres représentent 4 chargements de 7350 litres. La première étape sera donc une dis¬
tance a oùil installe un dépôt intermédiaire après 3 allers-retours et un aller. Pour optimiser la ren¬

tabilité et avoir ensuite un chargement en moins à opérer, les la litres consommés devront être

égaux à 7350 litres.Le camion se retrouve ainsi à 1050 km de son point de départ avec 22050 litres
(29400 -7350).

•La deuxième étape sera une distance b oùil installe un dépôt intermédiaire après 2 allers-retours et

un aller. Pour optimiser la rentabilité, les 5b litres consommés devront être égaux à 7350 litres.Le
camion se retrouve ainsi à 1050 + 1470 km dè son point de départ avec 14700 litres.

•La troisième étape sera une distance c oùil installe un dépôt intermédiaire après 1 aller-retours et

un aller. Pour optimiser la rentabilité, les 3c litres consommés devront être égaux à 7350 litres.Le

camion se retrouve ainsi à 1050 + 1470 + 2450 = 4970 km de son point de départ avec 7350 litres.
Il consomme 350 litres pour parcourir les 350 km restants et livre 7000 litres.

El RaymondDUSSER (84, Apt)propose une variante duproblème. Combien le camionpeut-

illivrer, au maximum, s’ildoit ensuite retourner à sonpoint de départ ? En organisant conve¬

nablement ses dépôts au départ, ilconstate que la réponse est bien supérieure à ce qu’onpour¬

raitpenser.

204.La fontaine romaine
6,4 litres ont été versées dans la vasque supérieure.

214



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE»1- 300

Dans le cas général, en appelant V le volume
d’eau déversé dans la vasque supérieure, les
quantités d’eau transitant dans les vasques du
niveau n sont proportionnelles aux coefficients
de la ligne (n-1) du triangle de Pascal : elles
valent :

V

XÂi m IXL
v (K-i)v

2«-i ’ 2"-1 iXL3V V

Si1litre transite par la vasque blanche, c’est que la quantité totale d’eau versée est :
r\Yl—1

V =-—litres
n-1

K M. TOURNADRE (49, Angers).

205.Le théorème de Victor

•Une des solutions possibles est obtenue en remplissant les deux premières lignes,par exemple
comme ci-contre,puis en reproduisant trois fois ce motif décalé de deux lignes vers le bas.

•Dans chaque bloc 2x2,chacune des quatre couleurs
est représentée une fois.L’échiquier est décomposable
en 16 blocs. Une couleur, la blanche par exemple, sera

donc répétée 16 fois dans un coloriage. Par différence

1 2 3 4 5 6 7 8 avec le rectangle 8x6
représenté ci-contre, qui se décompose en 12 blocs, on en déduit que la

couleur blanche est utilisée 4 fois au total des lignes A et H.
De même, la couleur blanche est utilisée 12 fois au total des colonnes 2 à
7, et 9 fois dans le carré 6x6 central. Elle est donc utilisée 3 fois au

total des colonnes 2 à 7 des lignes A et H. On en conclut qu’elle n’est

utilisée qu’une fois au total des cases Al, A8,H1 et H8.

•La solution est généralisable à tout rectangle comportant un nombre
pair de lignes et un nombre pair de colonnes, donc au carré 10 x 10.

1 2 3 4 5 6 7 8

g g g gA

B

A

818

H

El ChristianROMONparvient à la démonstration en commençantpar montrer que si ce n’est

pas le cas des lignes, chacune des colonnes ne comporte que deux couleurs.

206.Le partage du gruyère

•Les deux armées peuvent toujours se répartir également le gisement de fromage en coupant

l’un des morceaux. Voici une méthode qui permet de le faire : on trie les morceaux de gruyère par

ordre décroissant et on réserve le plus gros morceau, qu’on appellera le «morceau de choix» pour
le partager. Puis on fait deux tas de la manière suivante : on met le plus gros morceau (qui reste)

dans le premier tas. On empile ensuite dans le deuxième tas les morceaux restants (par ordre
décroissant de poids) jusqu’à dépasser le premier tas. On ajoute alors au premier tas les plus gros

des morceaux restants jusqu’à dépasser à nouveau le deuxième tas et ainsi de suite... jusqu’à épui¬
ser les 1998 morceaux.Il est très facile de montrer que la différence de poids entre les deux tas res¬

tera toujours inférieure au poids du morceau de choix.Il est alors possible de diviser le morceau de
choix en deux morceaux qui ont pour écart cette différence.
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•Un partage en 3 n’est en revanche pas toujours possible. Supposons par exemple qu’il y ait

1997 morceaux d’unkilo et 2 morceaux de 50 grammes.Il s’agit d’attribuer 665,7 kg à chaque
armée. Par hypothèse, on ne peut couper qu’un des morceaux d’un kilo. Lors d’un partage, les 1996
autres seraient répartis entre les trois armées. Une des armées hériterait de 666 morceaux et serait

avantagée. On ne peut éviter la guerre.

207.La loi de la jungle

1190 dragons, 1744 monstres et 812 vampires.
Une façon de le trouver consiste à remonter le temps.

Résultats intermédiaires (les jours de digestion) :
Monstres Dragons Vampires

2 2 0

6 4 2
18 812
56 38 26

176 82120

554 378 258

1744 1190 812

ElHenriATGER (78, Versailles) a imaginéd’autres solutions, où certaines bestioles ne trouvent

pas de nourriture et survivent malgré le jeûne. Ainsi, laposition suivante (jour après jour):
Monstres Dragons Vampires

15 3 1

12 2 0
10 2 0

8 2 0

6 2 0
4 2 0

02 2

208.L’arme secrète
Les guérilleros ont utilisé trois armes qu’ils ont divisées en 10 pièces.
Appelons ces pièces AB, AC, AD, AE,BC,BD,BE,CD, CE,DE.
Le camion A sera alors équipé des six pièces qui ne comportent pas la lettre A, le camion B des six
pièces qui ne comportent pas la lettre B, et ainsi de suite jusqu’au camionE équipé des six pièces
qui ne comportent pas la lettre E.
Ainsi, si deux camions,par exemple B et D, sont interceptés,ilmanquera la pièce BD pour recons¬

tituer l’arme secrète.
En revanche,il sera possible avec les trois autres camions de reconstituer une arme.

•La solution est minimale, car

-il faut que toutes les pièces figurent au moins en triple exemplaire au cas où deux d’entre elles
seraient interceptées
-il doit exister au moins 10 pièces détachées : en effet,il existe dix couples possibles de deux

camions ; pour chacun de ces couples, une pièce au moins ne doit figurer dans aucun des deux

camions du couple (au cas où ils seraient interceptés tous les deux), et figurer donc dans chacun des

trois autres camions.
E Geoffroy BUFFETRILLE (86, Poitiers), Jacques TRAMU(bull.net)...
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209.Noir ou blanc ?
•Pour passer d’une ligne à sa «fille» (la ligne suivante), on pose un pion blanc entre deux pions de
même couleur et un pion noir entre deux pions de couleurs différentes. La même règle s’applique
entre le premier et le dernier pion de la ligne mère en rajoutant un pion sur la ligne suivante, tantôt
à droite, tantôt à gauche. Voici alors la ligne 5.

•O •O O ••••O •O

•O O •••
•O •O O O

••••O O

•La troisième ligne se retrouve à nouveau en septième position.Il s’ensuit alors une configuration
où réapparaissent de manière cyclique les quatre lignes 3, 4, 5 et 6. La première ligne ne se retrouve

donc jamais. On peut d’ailleurs remarquer que, comme toutes les lignes comportant un nombre
impair de pions noirs (ou blancs), elle n’est «fille» d’aucune ligne.

Kl ChristianROMONprécise qu’une ligne a soit deuxprédécesseurspossibles, soit aucun.Il
établit alors la classification de tous les schémas possibles, qu’il compare astucieusement à

despoints de tricot.
Comme dans toutproblème de «suite logique», onpouvait trouver d’autres solutions.Philippe
ALADEL (75, Paris), P-A COUPON (90, Bessoncourt), Michel et Martine NEGRIN (24, La

Bugue), et Patrice SULMONT (44, Nantes)proposentpar exemple la même règle defiliation
où les extrémités décalées des lignes sont toujours noires à gauche et blanches à droite. On

retrouve dans ce cas lapremière ligne en soixante-troisième position.
Michel MENGUAL trouve une autre solution de période 8 lignes en imaginant le défilement
des lignespar deux sur un écran.

210. Opérations à risques

Le chirurgien enfile les gants blancs,puis enfile les gants jaunes par dessus.Il opère le premier
malade,puis enlève les gants jaunes en prenant la précaution de les retourner.

Ilenfile alors les gants verts par dessus les gants blancs et opère le deuxième malade.Ilenlève les
gants verts (toujours en les retournant).Il opère alors le troisième malade avec ses gants blancs.
Il enfile, à l’envers, la paire de gants jaunes sur la sienne : les faces contaminées sont en contact,

mais ilpeut opérer le quatrième malade avec la face jaune inutilisée.Ilne lui reste plus qu’à enfiler
le gant vert à l’envers (sur le blanc ou sur les deux) pour opérer le cinquième malade !

K Ilan VARDI signale qu’il a publié dans «Computational Recreations in Mathematica»
(Addison-Wesley, 1991) un algorithme donnant la solution générale pour N docteurs et M

malades, quand ils sontplus nombreux que les docteurs (ici,N= 1,M- 5).Le nombre opti¬
mal G de gants est:

•SiN=1et M impair,G = (M+ 1) / 2
•SiN =M= 2,G = 2

•Dans tous les autres cas, G = [[ M/2 + 2N/3 ]], où on appelle [[x]] le plus petit entier supé¬
rieur ou égal à x.
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211. Alternance souhaitée
4 mouvements sont nécessaires et suffisants à partir de la position de D |( n ;©HQ'<Q © « «,«|
départ D pour obtenir l’alternance : les voici.

ElM. SOKOLOWSKI(24, St-Barthélémy de Bellegarde).

4 |ii;lB(é::(ë.;ii>;;0 !é:!C)it ,7j)

212.La fausse pièce

3 pesées sont suffisantes pour démasquer la fausse pièce. Numérotons les pièces de 1 à 12.
Première pesée :

-En cas d’équilibre, la mauvaise est parmi 9, 10, 11, 12.
On compare alors :

En cas d’égalité, la mauvaise est la 12 qu’on compare à la 1pour savoir si elle est plus lourde ou

plus légère.
Si la balance penche, on sait si la fausse pièce, qui se trouve parmi 9, 10 et 11, est plus lourde ou

plus légère. On compare 9 à 10 pour terminer.

1234f5678

1 2 3 f9 10 11

-En cas de déséquilibre, on sait par exemple que si la fausse pièce est plus lourde, elle est parmi 1,

2, 3 et 4, si elle est plus légère, elle est parmi 5, 6, 7 et 8.

On compare alors : 1 5 6 f 3 7 8
En cas d’égalité, la mauvaise est la 2 ou la 4, elle est plus lourde. On compare 1 et 2 pour termi¬
ner.

Si la balance penche du côté gauche, la fausse pièce est la 1 (plus lourde) ou la 7 ou la 8 (plus
légère). On compare 7 et 8 pour conclure à la plus légère des deux, ou à la 1 en cas d’égalité.
Si la balance penche du côté droit, la fausse pièce est la 3 (plus lourde) ou la 5 ou la 6 (plus légè¬
re). On compare 5 et 6 pour conclure à la plus légère des deux, ou à la 3 en cas d’égalité.
EPlusieurs lecteurs ont expliqué comment onpouvait trouver lafaussepièce en deuxpesées,
à condition d’être «veinard». Ce n’étaitpas l’objet duproblème, qui consistait à chercher un

algorithme quifonctionne à coup sûr en un minimum de pesées.
Antonio VENIER (Milano) donne une solution complète.
MichelDUFOSSÉ (Paris) demande si avec 13 ou14pièces onpeut encore trouver à coup sûr

lafaussepièce en troispesées. La réponse est NON.
- Avec 14, c’est sans aucun doute impossible, car il y a 28 possibilités (la 1plus lourde, la 1plus
légère, la 2 plus lourde, ..., la 14 plus légère) alors que 3 expériences se soldant par 3 modalités ne

peuvent discriminer que 27 cas au maximum (33).
- Avec 13, c’est aussi impossible. En effet, si la première pesée compare 4 pièces de chaque côté,
l’égalité entraîne la nécessité de discriminer 10 cas en 2 pesées restantes. Et si on compare cinq
pièces sur chaque plateau, c’est le déséquilibre qui conduit à décider en deux pesées parmi les dix
situations encore possibles.

213. Les garnements et le gâteau

•Pour trois garnements, qu’on appellera A,B, et C, la solution «équitable» est la suivante :

- A découpe une part qu’il estime valoir un tiers
- Si B pense qu’elle est trop grande,il en enlève un morceau pour former une part qu’il estime
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valoir un tiers, sinon iln’y touche pas. La part éventuellement réduite passe à l’appréciation de C.
-Si C pense qu’elle est trop grande,il en enlève un morceau pour former une part qu’il estime
valoir un tiers, sinon iln’y touche pas.

-Le dernier des trois à avoir découpé un morceau mange la part (et donc A siB ni C n’y ont pas
touché).

-Les deux derniers garnements se partagent le reste équitablement (l’un coupe, l’autre choisit).

•Pour un nombre N de garnements, on procède de la même manière pour la première portion (le

premier découpe,puis, successivement, chacun des autres réduit la part s’il l’estime trop grande, le
dernier à avoir coupé emportant le morceau). On recommence avec les (N-l) garnements restants,

puis les (N-2) etc. jusqu’à ce qu’ils ne soient plus que trois à devoir se partager une portion de

gâteau.

13 Voici la variante proposée par Christian ROMON (pour le partage en trois, qu’on peut

ensuite généraliser):
-A découpe unepart qu’il estime valoir un tiers

-SiB etCia trouvent troppetite, on la donne à A.Bet Csepartagent «équitablement» le reste.

-SiB ou C seul est intéressé, illaprend. Les deux autres separtagent le reste.

-SiB et C sont tous deux intéressés, on duplique lapart (comment, c’est tout leproblème) et

A prendle reste.

214.Les confettis qu’on fait ici
La scène se déroule en 1996.
Chaque fois que l’on divise une feuille de papier en 10 morceaux, on ajoute 9 morceaux.

Le reste de la division par 9 du nombre total de morceaux ne change pas à chaque découpe.
Au départ, il est de 7.Il faut donc trouver un nombre compris entre 1991 et 2000 dont le reste de la
division par 9 est 7. On peut poser la division, ou encore remarquer que ce reste, c’est aussi celui de
la somme des chiffres du nombre divisé. Seul 1996 répond à la question.

215.Les grains de riz
La disposition donnée permet de gagner la partie en vidant successivement les alvéoles 1,2,1,
4,1,3,1,2,1.

Les configurations où l’alvéole numéro 10 n’est pas vide qui permettent de gagner la partie
nécessitent au moins 34 grains (dans la disposition ci-dessous).

(0®©(D0(D©©®®)
V 1 23456789 10S

On vide alors successivement les alvéoles 10,1,2,1,9,1,3,1,2,1,4,1,8,1,2,1,7,1,3,1,2,1,
6,1,5,1,2, 1,4,1,3,1,2,1.
On parvient à ce résultat en partant de la fin et en remontant.

216.La piste infernale
•La tortue parviendra au bout de la piste.
Compte tenu de l’étirement nocturne, il convient de raisonner sur la proportion de piste parcourue.
Un dixième le premier jour, un vingtième le deuxième,un trentième le troisième, etc.
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Or la série 1+ÿ+ÿ+ÿ+ÿ+... est divergente, c’est-à-dire que sa somme attein des valeurs aussi

grandes que l’on veut, à condition d’aller suffisamment loin.En particulier, elle dépassera 10 à par¬
tir d’un certain rang.

•Un calcul (sur ordinateur ou calculatrice munie d’un logiciel de calcul formel) montre que ce rang
vaut 12367, c’est-à-dire que la tortue viendra à bout de la piste infernale au bout de 12367 jours !

Près de 34 ans !
ElDe nombreux lecteurs ont trouvé le résultat tellement «anti-intuitif» qu’ils nous ont dit être
persuadés qu’il y avait une erreur!

L GENTY (17, Saint-Augustin) regrette qu’ilfaille un ordinateur pour parvenir au résultat.

J-PBUGNARD(75,Paris) explique en écho qu’une simple calculatrice lui a suffi, en utilisant

lefait que l’expression1+ + ... + — - ln(n) tend vers la «constante d’Euler».

217.Erreur d’aiguillage

1.L va chercher A (en passant par X) et le pousse en Z.
2.L pousse B sur la voie Y

3.L va chercher B (en passant par Z puis X), le tire vers la
voie X,puis le pousse sur la voie Z où B est accroché à A.
4.L tire les deux wagons B et A vers la voie X,puis les

pousse vers la voie Y où A peut être détaché.
5.L tire B vers la voie X puis le pousse vers le voie Z.
6.La locomotive va chercher A, qu’elle laisse entre Z et Y.
7. Ilne lui reste plus qu’à aller chercher B qu’elle tire et

laisse entre Z et X avant d’aller reprendre sa place.
E ChristianROMONsignale que dans «échanger A et

B» ily a l’hypothèse implicite que L doit revenir à sa

place.

z

X

218.Dans la peau d’un cambrioleur
Le directeur a le moyen d’ouvrir le coffre en actionnant au plus 16 fois la manivelle.

Pour cela,il va alterner,, dans un ordre précis détaillé plus bas, les mouvements suivants :
0. : Tourner la manivelle
1. Appuyer sur un unique bouton
2C. Appuyer sur deux boutons situés côte à côte
2D. Appuyer sur deux boutons diagonalement opposés
4. Appuyer sur les quatre boutons.

Ordre des mouvements (il s’arrête, bien entendu si la porte s’ouvre) :

Si aucun ou les quatre boutons étaient connectés, la porte s’ouvre.
2D. 0. 4. 0. Si deux sur quatre des boutons (en diagonale) étaient connectés, a porte s’ouvre.
2C. 0. 4. 0. Si deux sur 4 (côte à côte) étaient connectés, ou bien la porte s’ouvre, ou bien on se

ramène à deux boutons connectés en diagonale.
2D. 0. 4. 0. A ce stade, si la porte ne s’ouvre pas, c’est qu’il y avait un nombre impair de bou¬

tons connectés.
0. 4. 0. On se ramène à nouveau à un nombre pair de boutons connectés.

0. 4 0.

1.
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2D. 0. 4. 0. Ouverture pour deux boutons connectés en diagonale
2C. 0. 4. 0. Ouverture ou passage à la position diagonale
2D. 0. 4. 0. Fin des opérations en au plus 16 tours de manivelle.

219. Quelle cruche !
•On peut se servir 1litre en 9 mouvements.

A B

1. A+ : Je remplis le bidon A (7 litres)

2. A" -»B : Je le vide dans le bidon B (10 litres)

3. A+ : Je remplis le bidon A
4. A-» B+ : Je verse son contenu dans le bidon B jusqu’à le remplir
5.B~ : Je vide le bidonB dans la cuve.

6/7. A” -*B / A+ /
8/9. A-* B+ /B-

7 0
0 7

7 7

4 10

4 0
7 4
1 0

•Le versement de 5 litres et de 12 litres demandent les manipulations les plus longues:15

mouvements.

En effet, selon que l’on commence par remplir le bidon A et le vider dans le B (méthode 1) ou le
contraire (méthode 2), on obtiendra les nombres entiers dans un ordre inverse.
Ainsi, avec la méthode 1, on obtient, dans l’ordre :

7 (1 mouvement), 14 (3 mvts), 4 (5 mvts), 11 (7 mvts), 1 (9 mvts), 8(11mvts), 15 (13 mvts), 5(15

mvts)...

Avec la méthode 2, on obtiendra, dans l’ordre :

10 (1mouvement), 3 (3 mvts), 13 (5 mvts), 6 (7 mvts), 16 (9 mvts), 9(11mvts), 2 (13 mvts),12
(15 mvts)...

Quant à 17 litres, ils s’obtiennent de manière évidente en deux mouvements.

El Antoine WEHENKEL (Luxembourg) estime que l’obtention d’un litrepeut être considérée
comme réalisée en huit coups, l’énoncé neprécisantpas que l’autre récipient doit être vide.

220.Le moulin à nombres

Onretrouve toujours le nombre initial au bout de 2001 opérations.
En réalité, en partant d’un nombre x, on retrouve le nombre x au bout de trois «moulinettes».Il en

est de même à l’issue de 2001 opérations, car 2001 est un multiple de 3.
La suite des nombres obtenus en partant du nombre x est :

x 2x - 7 7 + x x 2x -7 7 + x
’ x+ 1 ’ 2- x ’ ’ x + 1 2- x

,x ...

E Alain FRAIROT (42, Saint-Vincent de Boisset) signale qu’il est arrivé au résultat à l’aide
du logicielExcel.Ilajoute que leprocédé marchepour tout nombre, exceptés 2 et -1.

221.Les satellites d'argent

La pièce claire fait deux tours sur elle-même pour rouler autour d’une pièce grise,huit tiers de
tour pour rouler autour de deux pièces, et trois tours pour rouler autour de trois pièces.

Marquons un point A sur la pièce blanche. Initialement, A est en T.Il occupe ensuite une deuxième
position, A’. On mesure larotatiop de la pièce blanche sur elle-même par l’angle entre la verticale.
symbolisée par le vecteur U = IA et la nouvelle position dupoint A symbolisée par le vecteur JA' .
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Le calcul d’angles (U , JA' ) = (M , JS ) + (JS , JA' ) = 2a

montre que si le point de contact décrit sur la (ou les ) pièce(s)
grise(s) un angle a, la pièce claire fera sur elle-même une rota¬

tion de 2a. T A

J a
za"

222.Les racines emboîtées

.1B=1
En effet, en élevant au carré, on peut considérer que B obéit à la relation

B2 = —— + B. Or, seul le nombre — vérifie cette condition.
4 2

•C, quand à lui, vérifie l’équation C2 =--7- + C, qui admet apriori deux solutions:\ et \ .
16 4 4

Mais, en y regardant de plus près, on peut dire qu’on obtient C de la manière suivante:

on part d’un premier nombre N. On lui applique la transformation T qui consiste à lui enlever -7-16
et à en prendre la racine carrée ; on obtient un deuxième nombre à qui on applique la transfor¬

mation T pour en obtenir un troisième, et ainsi de suite...
Le procédé n’aboutit pas siN est inférieur à ,car ilmène au bout d’un certain nombre d’étapes à

la racine carrée d’unnombrenégatif.Dans le cas exceptionnel oùNvaut — ,tous les nombres valent .

Dans tous les autres cas, la suite de nombres se rapproche de plus en plus de ,ce qui en fait (aux

yeux de certains) la seule valeur acceptable pour C.

ElLes lecteurs abordent chacun les choses à leur manière. Les unsparlent en termes mathé¬

matiques,précisant comme Christian LERUSTE ( Paris) que, selon la valeur initiale, lepro¬

cessus converge ou non, et pas toujours vers la même limite, ou, comme Henri MONTIAS

(Paris), que, pourppositif, si le nombre Vp +fp est toujours réel et unique, par+1p+...

contre le nombre _p +]fZp +j.p+_ÿ n’est, lui, réel que sip< Jacques SERRE (30450

Le Chambon), l’initiateur du problème, lui donne toute sa généralité en introduisant les

nombres complexes etprécise sonpoint de vue dans un langage trèsfleuri:«en seplaçant au

voisinage de J-, on ne peut que s’en éloigner. C’est le Capitole d’où on ne peut que tomber
4
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sans jamais y rester, saufen équilibre au sommet.En saplaçant au voisinage de onnepeut que

s’en rapprocher. C’est laRoche Tarpéienne où l’on nepeut que tomber sans jamais en sortir».

Les autres, commeP.CAHUSAC(Paris) ouDidierMAIXANDEAU(92600Asnières), comparent

B et C et concluent avec l’inégalité C > B.

223. Le premier carré
•78- 86-95 - 104- 114- 124- 135 - 146- 158- 170- 183 - 196.
•Le premier carré suivant 2001 est 4225.

•Plutôt que de détailler le cas 2001,montrons qu’on tombe toujours sur un carré parfait,quel que

soit le nombre de départ.
Deux cas se présentent quand le nombre de départ N, n’est pas déjà un carré.

-Cas1:
SiNj= n2 + b, avec n entier et 1< ù < «, le deuxième nombre s’écrit N2 = n2 + n + b,
et le suivant N3 = n2+ 2n + b = (n+ l)2 + (b - 1).

On se retrouve dans la position initiale oùn a augmenté de 1 et où b a diminué de 1.
Au bout de 4 coups,n a augmenté de 2 et b diminué de 2.
Au bout de 2b coups,n a augmenté de b, et b est nul.

Le premier carré est donc (n + b)2.

SiNj= n2 + c, avec n entier et n + 1< c s 2n,
le deuxième nombre s’écrit bl2 = n2 + n + c = (n + l)2 + (c -n- 1).

On se retrouve dans le cas 1 [du type (n + l)2 + b avec b- c -n- 1 < n+1],

Le premier carré est donc le carré de (n + 1) + (c -n- 1), soit c2.
•2001 = 442 + 65.
65 > 44. On est dans le cas 2.
Le premier carré est 652 = 4225.

El Jean-DanielLEFRANC (92260 Fontenay aux Roses) précise que, même si le nombre de

départ est déjà un carré, on peut encore retrouver un carré. Par exemple, en partant de
Nj = 36,N2 = 36 + 6 = 42, ...NI4=362.

224.Les carrés impairs

Voici les carrés impairs de dimensions 2x2,3x3,4x4,5x5 aux rotations ou symétries près.

31

1 3

1 3

3

111

3 1 3H 1

3 | 5~ 3ra

H3 5 |3
3 3
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1 1 1 11

3

3 3 3 3 1

3 1

HDe nombreux lecteurs ont donné toutes les solutionspour le carré 454:J.BOURLES,Eric

DARDE (33000 Bordeaux), J-L FOULLEY, le club Mathématique du Lycée Claude Monet
(Paris), René MOINARD (63000 Clermont), Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble), R. RIE¬

DEL (Paris), qui dit avoir trouvé également des solutionspour les carrés 6 x 6, 7 x 7, 8 x 8,

9 x 9, 10 x 10 et tout rectangle m x n, m et n compris entre 1et 10, J. SCHILLING (54000

Nancy), Christian ROMON, Alain VALLON(78000 Versailles).

225.Echangisme version chocolat
Ily a 37 façons de compléter le coloriage:

•les 18 ci-contre,

ï T i :!

:

i

•les 18 dispositions symétriques par rapport à la verticale,

•la «barre» de deux lignes de chocolat noir (et deux lignes de chocolat blanc).

El Bonnes solutions de Jean-Daniel LE FRANC (92260 Fontenay aux Roses), Christian

LERUSTE (Paris), Pierre REVEL-MOUROZ (Paris), Christian ROMON, qui envisage une

recherche systématique des solutionspar dénombrement des carrés noirs sur la troisième ran¬

gée, Jean SCHILLING (54000NANCY), Antoine WEHENKEL (Luxembourg).
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226.Lynx et lapins

Dans le premier cas les lapins survivront,mais avec 2000 lynx au départ ils disparaîtront.
Si, à la fin d’un jour donné, le nombre des lapins estL et celui des lynx X, à la fin du jour suivant,il
y aura 3(L - X) lapins et 2L lynx. Le rapport du nombre de lapins au nombre de lynx passe ainsi de

L à 3(L-x)_3/L A .
x 2x 2[x )

Ce rapport est donc, à chaque jour qui passe, diminué d’une unité puis multiplié par 1,5, si bien qu’à
la fin du jour nil vaut 3 + 1,5" x (A - 3), A étant sa valeur de départ.
- Ainsi, dans le cas de l’arrivée d’un seul couple de lynx, A vaut 2500 et les lapins vont pulluler.
- Par contre, dans le cas où arrivent mille couples de lynx, A vaut 2,5 et la race des lapins sera éteinte
au bout de 5 jours.

El Les lecteurs ont bien vu la distinction entre les deux cas et nous l’ont signalée.
Robert BASIUK (92100 Boulogne), A et C. BLANCHARD (Marseille), R et G. BOURDON
(14800 Tourgeville), Robert BROUZET (30000 Nîmes), Francis CAGNAC (92400

Courbevoie), Patrick GORDON, Mervyn HINE (CH-Founex), Christophe JAUZE (33320

Eysines), Jean-Daniel LE FRANC (92260 Fontenay aux Roses), Daniel LIMAT (25000

Besançon), Charles MADEZO (56270 Ploemeur), Joseph PEREZ (Paris), Emma PINON et

Michel ERTLEN (83500 La seyne sur mer), Claude POMMIER (92200 Neuilly), Christian
ROMÛN, Pierre ROBLIN(94430 Chennevières-sur-Marne).

227.La table tournante

E F G H I

6 5 4 3 2

Le problème n’a pas de solution pour 10 convives.
Ilen est d’ailleurs de même pour tout nombre pair de convives.En revanche,pour tout nombre impair
de personnes,il y a toujours une solution.

El Un lecteur anonymepropose de ramener ceproblème au suivant:Etant données lesposi¬
tions autour de la table, symbolisées par les nombres at, de 1à 10,peut-on leur ajouter des
nombres è(. de0à9 (les écarts, tous différents), de manière que les nombres c;.= at + bt comp¬

tés de1à10 soient tous différents ? Enfaisantfigurer en colonnes ces trois sortes de nombres,

notre lecteur arrive à la conclusion que leproblème n’apas de solutionpour npair, mais

qu’il en a une évidente pour n impair, obtenue en prenant b{ = a. - 1pour tout i.Il obtient
donc la solution:

ABCDEFGH

1 3 5 7 9 2 4 6 8

Marcel CHOQUET (Paris) donne des solutions pour divers nombres de convives. Une seule
pour trois, troispour cinq convives, 19pour 7dont la configuration:
Et même... 225 solutionspour 9personnes autour de la table!

A B C D E F G

7 6 5 4 3 2
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D’autres lecteurs justifient l’absence de solutionpour un nombrepair de convives: A et C.

BLANCHARD (Marseille), ClaudeHUYGHES-BEAUFOND (Paris) avec un argument deparité,
ChantalLALLOUR (78170La Celle Saint Cloud) utilisant les cycles de lapermutation «n°de

dossard - n° de place», Jean-françois MARIN ( 26260 Marges), Jean BOURLES, Christian

ROMON. D’autres encore, et ils sont très nombreux, ont identifié cette absence de solution
dans le caspair sans toutefois la justifier.

228.Par ici la monnaie!
Il y a 36 façons de payer 1Euro à l’aide de pièces de 5,10 et 20 centimes.

1façon avec 5 pièces de 20 centimes
3 façons avec 4 pièces de 20 centimes (0, 1 ou 2 pièces de 10 centimes)

5 façons avec 3 pièces de 20 centimes (0, 1, 2, 3 ou 4 pièces de 10 centimes)

7 façons avec 2 pièces de 20 centimes (0 à 6 pièces de 10 centimes)

9 façons avec 1 pièce de 20 centimes (0 à 8 pièces de 10 centimes)

11 façons avec 0 pièce de 20 centimes (0 à 10 pièces de 10 centimes)

36Total:
Cette méthode se généralise à un nombre quelconque N de francs.

1façon avec 5Npièces de 20 centimes
3 façons avec (5N- 1) pièces de 20 centimes
5 façons avec (5N- 2) pièces de 20 centimes

(10N+1) façons avec 0 pièce de 20 centimes
1+ 3 + 5 +... + (10N+ 1) = (5N+ l)2Total:

La somme des P premiers nombres impairs vaut en effet le carré de P. (Pour s’en persuader, grouper
le premier et le dernier, le deuxième et l’avant dernier, ...: la moyenne des P nombres est P, donc leur

somme P2).

13 Des remarquesfort intéressantes au courrier de ce jour:

- François MAILLARD (54800 JARNY) ajoute que si on adjoint la possibilité d’utiliser des

pièces de 50 centimes, le nombre de façons de payer 1€ est encore un carré .Essayez, vous

trouverez 49façons!
- Ilan VARDI, l’initiateur de ceproblème, tient à nous rappelerpourquoi la somme des (n + 1)

premiers entiers est exactement le carréde(n + 1).L’illustration ci-dessousparle d’elle même:

- Jacques VERGER (Paris) signale
enplus que laformule (5N+1)2 est également valable siNcomporte une décimalepaire, de

sorte que 5Nsoit entier.
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229.Les bandelettes de papier

1854264

+ 967123

+ 948032

+ 2742543

= 6511962

L’idée est d’associer à chaque colonne deux valeurs:
- l’écart e entre le chiffre sous la barre et le chiffre des unités du total des chiffres au-dessus de la

barre.
- la retenue r à reporter sur la colonne suivante.
Le principe de la résolution consiste alors à former une chaine, de droite à gauche, commençant par
un écart nul et finissant par une retenue nulle, telle que la retenue d’une colonne soit égale à l’écart

de la colonne suivante.

230.Brûler le temps

Allumez lapremière cordelette par les deux bouts et la seconde à une seule extrémité.
Au bout de trente minutes exactement, la première cordelette sera entièrement consumée tandis qu’il
restera trente minutes de vie à la deuxième. Allumez alors l’extrémité encore intacte de la deuxième
cordelette. Cette dernière brûlera encore quinze minutes supplémentaires avant de s’éteindre. Vous
pourrez alors lancer votre signal de détresse.

231. Jack-pot

•Lamachine ne peut cracher qu’unnombre de pièces XN strictement inférieur à N.
Ce résultat se démontre «par récurrence». C’est vrai pour 1pièce engrangée.
Puis on montre que si c’est vrai pour tout nombre jusqu’àN- 1,c’est encore vrai pour N:
évident pourNimpair, et siN= 2n est pair, XN= 2 Xn+1<2(n- 1) + 1=N— 1.
•Pour N= 2094 (et pour beaucoup d’autres valeurs), le jack-pot se monte à 2001pièces.
On peut le montrer en reconstituant (à l’envers) une suite possible d’étapes: la colonne de gauche est

d’abord remplie de haut en bas,puis la colonne de droite de bas en haut.

XN N
2001 2094
1000 1047
1001 1046

523500
5'01 522
250 261

251 260
125 130
62 65
63 64
31 32

1615
87

3 4
21

227



solutions GRAPHES&ALGORITHMES

Les spécialistes constateront qu’on obtient l’écriture binaire de XN à partir de celle deNen enlevant
le premier «1» et,pour les autres chiffres, en changeant 0 en 1 et vice versa.

S Un lecteur anonyme et Claude George (Paris) tombent d’accordpour dire (et leprouver)

que le nombre de XNpièces crachéespar la machine se calcule assez simplement. SiNest le
nombre de pièces encaissées, il existe un unique entier npermettant d’écrireN=2" + r avec

0 <r <2n .Dans ce cas, XN = 2" - (r + 1), donc N = 2n+1 - (N + 1), et en particulier
pour XN=2001, N= 2n +1- 2002 avec n > 11.

232.Les caméléons
Les caméléons ne seront jamais en nombre égal de chaque couleur.
En effet, lors de chaque rencontre l’effectif de deux couleurs diminue d’une unité tandis que l’effec¬
tif de la troisième couleur augmente de deux unités.La différence d’effectif entre deux couleurs reste

donc stable ou varie de 3.
Or au départ, il y avait 22 caméléons jaunes et 36 bruns. Cette différence de 14 ne peut pas se rédui¬
re à zéro par variations de 3 unités.

El Guy DADY (41160 Fréteval) suggère que si les caméléons avaient été respectivement au

nombre de 22, 37 et 40, ils auraient finalement pu être en nombre égal au bout de 7 ren¬

contres. Vous saurez facilement retrouver comment.

233. Tiens un carré!

Le résultat obtenu est le carré de 4 001999.

En effet, on applique avec n= 2000 la relation :

(n- 1) x n x (n + 1) x (n + 2) + 1= n4+2n3 -n2-2n+ 1

= (n2+n- l)2.

ENos amis lecteurs, comme Philippe DESTOURS (Paris) ou André ROUVIER (Paris), ont

instantanément obtenu une solution en écrivant n(n + l)(n + 2)(n + 3) +1= (n(n + 3)2 +1f.
Michel MENGUAL (Paris) a entrevu une généralisation du problème au produit

n(n + l)(n + x)(n + x + 1),pour x> 1.Ilprouve que leproduit de ces quatre nombres aug¬

menté de xi est encore un carréparfait.D’autres, comme Paul CADENNES (27150 Mesnil
4

sous Vienne) ou Robert DORR (Paris) n’ontpas manqué de s’interroger sur lefait que notre

fameux nombre,produit de quatre entiers consécutifs augmenté de 1est très souvent le carré

d’un nombre premier. Henri MONTIAS (Paris), quant à lui, fait le lien avec le célèbre

nombre d’or, en remarquant que n(n + l)(n + 2)(n + 3) + 1= (n + <j?)2 (n + -\)2- Autres

bonnes solutions de André L’HUILLIER (39700 Sermange) et Christian

ROMON.

234.Neuf jetons

Iln’est pas possible d’obtenir 9 faces bleues.Eneffet, laparité du nombre de faces jaunes n’est pas
modifiée par un «coup». On part de neuf faces jaunes, on ne peut en obtenir zéro.
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•ooooooo#
La configuration ci-dessus nécessite les 8 coups possibles: c’est le maximum, car jouer deux fois le
même coup produit le même effet que ne pas jouer.

235.Les oeufs en chocolat
Les trois pesées suffisent. A et E sont à la liqueur et pèsent 126 grammes.
Les trois autres sont fourrés à la crème et pèsent 147 grammes.

Les œufs fourrés à la liqueur pèsent un nombre de grammes x inférieur à celui,y, des œufs fourrés à
la crème.
Pesées1et 2:

En remplaçant E par B et C, le poids moyen augmente. La différence, 168 grammes, représente soit
y, soit 2y-x.
Pesées 2 et 3:

En remplaçant A par D et E, le poids moyen augmente encore. La différence, 147 grammes, repré¬
sente encore soit y, soit 2y-x.
Or on sait que 2y-x>y.C’est que y = 147 et 2 y -x = 168, soit x = 126.
Il est ensuite facile de constater que A =E = 126,puis que B = C =D = 147.

13 Vous avez été très nombreux à donner à ceproblème une solution exacte.

236.Le tableau des nombres
On inscrira 1081à l’intersection de la ligne 1001 et de la colonne 2002.

On remarque d’abord que le tableau est symétrique (on peut échanger
lignes et colonnes).

On voit ensuite que si on considère quatre blocs carrés de la taille d’un
nombre N qui constitue une puissance de 2, les quatre blocs contiennent

les mêmes nombres éventuellement augmentés ou diminués deN selon la
disposition ci-contre (représentée dans le cas N= 1024).

On réitère l’opération en restreignant chaque fois la taille des blocs pour
obtenir le résultat.
Pour les spécialistes: on obtient à l’intersection de la ligne L et de la
colonne C le nombre obtenu en effectuant la somme «sans retenue» des
écritures binaires de (L- 1) et de (C- 1).

3 C. BROERE (NL-La HAYE) a mis son ordinateur dans le coup pour arriver à 3001
à l’intersection de la ligne 1001 et de la colonne 2002,par exemple.

BLOC A
+ 1024

0...1023
BLOC A

BLOC A
*1024

BLOC A

237.La règle des signes

Voiciune solution.La figure symétrique est aussi solution. Adressez-nous les autres solutions,si vous
en trouvez.

+ + + + +
+ + +

- + + -+
+

+
+
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El Votre collaboration a, ici encore,été totale et vos solutions très nombreuses.
- Beaucoup d'entre vous ont eu Vamabilité de nous envoyer une ouplusieurs solutions sup¬
plémentaires.
- D'autres ont mis en évidence «à la main» toutes les solutions.Ne représentons que lespre¬

mières lignes:

•deux sont symétriques: •cinqne le sontpas:

+
+ + ++

+ + + + +++ + + +
+ + + ++

++ +

Yves ARCHAMBAULT (Paris), Philippe BIHEL (22700 Perros-Guirec), Jean BOURLES
(Bruxelles), Henri CHARR1ERE (92100 Boulogne), D et J-P. KIEKEN (91230 Montgeron),
Philippe LACHAT (Londres), Pierre REY, Christian ROMON, Heinrich SCHREINER
(Vienne).

- Les derniers enfin mettent l'informatique à contributionpour obtenir un résultat exhaustif:
Michel DUTEIL (Paris), Thierry HERAULT (76130 Mont-Saint-Aignan), Daniel MARTIN
(87000 Limoges), Georges NEYRET (94240L'Hay les Roses).

- Alain VALLON, lui, économise sespas en remarquant que lesparités des nombres de signes
- sur lapremière ligne et dans le tableau tout entier sont contraires.Ilfaut donc, nous dit-il,

dans le casprésent, unnombrepair de signes-sur lapremière ligne, ce qui limite d'étude aux

cas où ce nombre est 2, 4 ou 6.
- J.DREVET(Marseille) va encoreplus loin en exhibant une solutionpour unepremière ligne
à 8 éléments: ~-7

+ + + +
+

+ + + +
+ + +

+ + +

+

238. Les caramels

Les sachets contiennent tous le même nombre de caramels.
En ôtant n’importe quel sachet,ilreste unnombrepair de caramels. C’est que tous les sachets contien¬
nent un nombre de caramels de même parité.
-Si c’est un nombre pair,on divise virtuellement par deux le nombre de caramels de chaque sachet.
-Si c’est unnombre impair, toujours virtuellement, on enlève un caramel à chaque sachet et on divi¬
se son nombre de caramels restants par deux.
On constate alors que les sachets «virtuels» ont lamême propriété que les sachets de départ: quel que
soit le sachet ôté, on peut répartir les autres en deux groupes égaux de sept sachets.
On peut donc recommencer. Or, la suite des contenus d’un même sachet à l’issue des opérations vir¬
tuelles successives atteint toujours la valeur 1et prend ensuite perpétuellement la valeur 0. Pour que
la parité de tous les sachets reste constante, il est nécessaire qu’ils atteignent tous le contenu 0 en

même temps, donc qu’ils aient eu le même nombre de caramels au départ.
[SI Y.F-SPETERMANN(Genève),facétieux, nouspropose une variante de ceproblème sous

forme de 15 petits pots de miel que grand-père, apiculteur comme il se doit, destine à ses

petits-enfants...
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239. Jouer avec des allumettes

Avec un tas,Brice est sûr de gagner en laissant Amélie commencer si le nombre d’allumettes est
un multiple de 3.
Ila donc craqué une (ou quatre...) des cent allumettes.Ilen reste donc 99 ou 96... (ou tout autre mul¬
tiple de 3). Chaque fois qu’Amélie ôte une allumette, il en ôte deux et vice versa. Amélie aura tou¬

jours devant elle un nombre d’allumettes multiple de 3, qui descendra jusqu’à zéro.

Avec deux tas, Amélie gagnera en faisant en sorte que l’écart entre les deux tas soit toujours
multiple de 3 allumettes.Elle divise donc les 99 allumettes en deux tas dont la différence n’est pas

multiple de 3 (par exemple, 70 et 29), puis enlève par exemple une allumette au tas de 29. La diffé¬

rence est 42, un multiple de 3. Quoi que fasse Brice, Amélie pourra toujours faire en sorte que cette

différence soit un multiple de 3 jusqu’à l’emporter.

240. Qui veut gagner des euros?
Richard a répondu à 98 questions et Sophie à 99.
En appelant D les dizaines et U les unités du nombre N de coups joués par l’un des protagonistes, on

parvient à une équation en nombres entiers assez complexes, mais que les spécialistes savent

résoudre: l’égalité

U(U +1)•du nombre de pièces, 45 D +

•et du nombre de billets, 5 D (D- 1) +D (U + 1).

Mais ilest plus simple de dresser un tableau,pour constater que le nombre de pièces,en avance,n’est

rattrapé par le nombre de billçts que pourN= 98 (441pièces et 441billets) etN= 99 (450 de chaque).
Au-delà, il est clair que le nombre de billets ajoutés à la cagnotte sera toujours supérieur au nombre
de pièces.

2
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241. Les nombres croisés de l'année

Problème n°2 du 28-01-97

12 3 4

0Horizontalement : A Verticalement :

A. Multiple de 97

B.Multiple de 97.

C. Multiple de 97

D.Multiple de 97.

1.Multiple de 97.

2. Multiple de 97.
3.Multiple de 97.

4.Multiple de 97.

0B

C

D

/Complétez cette grille où seuls les zéros ont été placés.Iln'y en a pas d'autres
Vÿdans la grille,même en admettant qu'un nombre puisse commencer par 0.

242. Ôtez un carré

Problème n°7 du 04-03-97

T Joici la règle d'un jeu auquel vous pouvez vous adonner :

V Deux joueurs disposent d'un tas d'allumettes. Chacun, à tour de rôle, ôte un

certain nombre, non nul, d'allumettes du tas, ce nombre ôté devant impérativement
être un carré : 1, 4, 9, 16, 25...
Le joueur enlevant la dernière allumette a gagné.

Selon la taille du tas de départ, l'issue du jeu n'est pas la même.
Par exemple, avec 5 allumettes, le premier joueur perdra,puisqu'il est obligé de

laisser 4 ou 1 allumettes à son adversaire qui emportera le tas.

Au contraire, avec 11 allumettes, le premier joueur en ôtera 9, ce qui oblige son

adversaire à lui en laisser une pour la victoire finale.

Le tas initial contient 28 allumettes. Quelle doit être la stratégie dupremier
joueurpour être sûr de l'emporter ?
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243. Piscine de star

Problème n°12 du 08-04-97

T)our paver le fond de la piscine carrée qu'elle fait construire (sur son terrain dont

JL aucune dimension n'excède 25 mètres), une actrice holywoodienne se fait livrer

des dalles bleues d'un mètre sur un mètre qui doivent constituer le carré central, et

des dalles jaunes de même dimension destinées à entourer ce carré central d'une cein¬

ture d'un mètre de large.

Seulement, voilà, les stars sont capricieuses. Alors que les dalles sont déjà livrées,
elle décide que c'est l'intérieur qui sera jaune et le contour bleu.D'abord catastrophé,
l'architecte conçoit un nouveau projet de piscine carrée dont il est possible de paver
le fond enrespectant les vœux de la star et en utilisant toutes les dalles (sans les cas¬

ser). Seule condition : la bordure bleue aura plus d'un mètre de large.

Quelles sont les dimensions de lapiscine ?

Sauriez-vous résoudre un problème similaire dans lequel la diva exige que le

contour demeure large d'un mètre, et où l'architecte s'en sort en transformant son

projet enpiscine rectangulaire ?

244. Le score impossible
Problème n°17 du 13-05-97

ans une nouvelle forme de sport, on ne peut marquer que deux scores :

•5 points, pour un but au pied
•9 points pour un but à la main.
Certains totaux sont ainsi impossibles à atteindre par une équipe comme 3, 8 ou 12

points.

D

Montrez qu'àpartir d'un certain nombre, tous les totaux sontpossibles.

Quel est leplus grandscore impossible à atteindre ?
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245. Les groupages

Problème n°22 du 17-06-97

oici quatre groupes de 10 nombres entiers inférieurs à 100 :

Groupe A : 12, 14, 26, 33, 41, 54, 71, 82, 92, 98.
Groupe B:7, 15, 66, 75, 76, 79, 84, 93, 95, 99.

GroupeC : 11, 18,27,30,43,58,75,94,95,97.

Groupe D : 3, 21, 25, 32, 37, 43, 49, 56, 69, 84.

V

De chaque groupe, sauriez-vous extraire deux sous-groupes disjoints tels que la

somme des nombres dupremier sous-groupe soit égale à la somme des nombres
du deuxième sous-groupe ?

(il n'est pas nécessaire que tous les nombres du groupe appartiennent à l'un des

deux sous-groupes)

Montrez que cette extraction de deux sous-groupes de même somme est toujours

possible, quels que soient les dix nombres entiers naturels inférieurs à100 qui

constituent le groupe.

246. Division muette

Problème n°27 du 22-07-97

îjC ï{î 5{î * * *
* * * * * *

* *
* * * rjHous les chiffres de cette

division, soigneusement
posée, puisqu'y figurent même

les soustractions, ont été effa¬

cés.Ilne reste que leur trace

sur la papier.

* * *
* * *

* *
* * *

-T" -i- :!"

Pouvez-vous néanmoins la
reconstituer ?

* * * *
0
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247. Énigme policière
Problème n°32 du 26-08-97

n convoi de deux cars, de 50 places (maximum) chacun, conduit des prévenus

depuis le tribunal vers leurs prisons respectives. Outre les prisonniers, les cars

contiennent un certain nombre de policiers chargés de les raccompagner, parmi les¬

quels les deux chauffeurs.

Lors du premier arrêt du convoi, un tiers des voyageurs (prisonniers et policiers
confondus) descend, et deux policiers montent. L'effectif total est maintenant

réduit.

Lors du deuxième arrêt,un tiers des voyageurs descend, et deux policiers montent.

Lors du troisième arrêt, un tiers des voyageurs descend, et deux policiers montent.

Lors du quatrième arrêt, un tiers des voyageurs descend, et deux policiers montent.

U

Ilne restaitplus maintenant que despoliciers. Combien ?

248. Périmètre magique
Problème n°37 du 30-09-97

ut-on disposer en carré, comme le suggère la figure, les entiers de 1 à 8, deDe
X manière que la somme des nombres situés sur chacune des lignes et des

colonnes du périmètre soit la même ?
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249. Magie triangulaire
Problème n°42 du 04-11-97

isposez en triangle sur cettefigure les

entiers de1à15 , de manière que chaque
nombre soit la différence (en valeur absolue) des

deux qui le soutiennent (au rang inférieur).

D

Iln'y a plus qu'une des deux solutions symé¬

triques dès lors que, pour vous aider, nous avons

placé l'un des nombres (14).
14

250. Le compte est bon
Problème n°47 du 09-12-97

T 7oici une opération cryptée.

V Comme dans tout problème de ce genre, chaque chiffre est remplacé par une

lettre, toujours la même, et chaque lettre remplace toujours le même chiffre. Les
nombres ne commencent pas par 0.

Nous espérions qu'il y ait trois solutions au problème, mais malheureusement nous

en avons trouvé sept.

Sauriez-vous trouver au moins l'une des solutions ?

UNE

DEUX+

T R O S

238



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE»301- 500

251. Bonne année

Problème n°52 du 13-01-98

appelle A le nombre 999...999 qui s'écrit en accolant 1998 fois le

chiffre 9.

Quelle est la somme des chiffres du nombre obtenu en multipliant A par 1998 ?

252. La spirale des milieux
Problème n°56 du 10-02-98

/ÿnconstruit, comme sur le dessin, cette jolie spirale.
VyLe point 2 est le milieu du segment [0 ; 1].

Le point 3 est le milieu du segment [2 ; 1].

Le point 4 est le milieu du segment [2 ; 3].
Et ainsi de suite...

Autour de quelpoint la spirale s'enroule-t-elle ?
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253. La période
Problème n°61 du 17-03-98

orsqu'on écrit l'inverse d'un entier sous forme décimale, la division ne s'arrête

que rarement. On trouve alors une suite décimale périodique, c'est-à-dire de la

forme 0,NNNN... oùN est un groupe de chiffres qui se répète indéfiniment.

Ainsi, dans = 0,027 027 027 ...

chiffres, 3, est lapériode de cette suite décimale.

L
,Nest le groupe 027.Le nombre de ses

1 -0,0099 0099 0099 ...
# N est le groupe 0099.

Le nombre de ses chiffres, 4, est lapériode de cette suite décimale.

Dans 101

Quel est lepluspetit entier dont l'inverse admet une suite décimale depériode 5 ?

254. Les nombres heureux

Problème n°66 du 21-04-98

1998est un nombre heureux : il existe en effet deux entiers strictement

positifs de somme 1998 dont le produit est divisible par 1998.

Quels sont ces deux entiers ?

Plus délicat :

Quels sont les nombres malheureux ?
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255. Rendez-le magique !

Problème n°72 du 02-06-98

TÿVans un carré magique, toutes les lignes, toutes les colonnes, et les deux diago-

.L/nales ont la même somme.

Échangez deux couples de nombres de ce carrépour qu'il devienne magique.

249 7 20 3

18 164 12 25

11215 1317

10 14 228 1

156 1923 2

256. Saucisson numérique
Problème n°77 du 07-07-98

n charcutier vient de découvrir, sur un emballage, un nombre gigantesque (il a

près de 50 chiffres). Ne sachant qu'en faire,il décide de le saucissonner en

tranches de deux chiffres en partant de la droite. Puis il additionne toutes les

"tranches" (les nombres de deux chiffres ainsi formés).

Par exemple, si le nombre se termine par ...367 523,ilpose 23 + 75 + 36 + ...
La somme de tous ces nombres vaut 1998.

U

Quelque temps plus tard, le fils du charcutier tombe sur le même nombre.Illui

applique une technique différente : il écrit le premier chiffre en partant de la droite,

enlève le second, ajoute le troisième, enlève le quatrième... jusqu'au dernier. Dans

l'exemple précédent, cela donnerait :
3 - 2 + 5 - 7 + 6 -3...

Le résultat est un nombre positif formé d'un seul chiffre.Lequel ?
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257. L'addition du « Mondial »
Problème n°82 du 11-08-98

oici une addition cryptée. Comme dans tout problème de ce genre, chaque

lettre représente un chiffre précis et deux lettres différentes correspondent à

deux chiffres différents.

V
FOOT

+ B A L L ECombien vaut une COUPE ?

= C O U P E

258. Nombres croisés
Problème n°87 du 15-09-98

1) emplissez cette grille, où tous les nombres possèdent quatre chiffres, aucun

Xvd’entre eux ne commençant par zéro. Une calculatrice peut s’avérer utile,

même si elle n’est pas indispensable.

12 3 4

A

B

C

D

Verticalement
1. Palindrome multiple de 25
2. 4 fois le même chiffre

3. Multiple de 11
4. Puissance de 2

Horizontalement
A.Multiple de 9
B.Multiple de 19
C. Carré parfait
D. Cube parfait
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259. Une quinte de cinq
Problème n°92 du 20-10-98

écrire tous les nombres de1à 40 à l’aide d’opérations où intér¬

im vient cinqfois (exactement) le nombre 5 ?

Les quatre opérations classiques sont permises, mais aussi d’autres opérateurs :

puissances, racines carrées et même factorielles*, ainsi que toutes les parenthèses
nécessaires. En revanche,iln’est pas permis d’accoler les chiffres «5» pour en

faire un nombre comme 55.

* La «factorielle» d’un nombre N,notée N!, est le produit de tous les entiers de 1 à

N. Ainsi, 5 ! = 120.

260. Économie de salive
Problème n°97 du 24-11-98

T es timbres que j’achète ont tous pour valeur un nombre entier de francs. Ils

JL/sont de trois sortes : les bleus à 1 franc, les verts, et les rouges dont la valeur
faciale est supérieure à celle des verts.

J’ai remarqué que pour toutes les lettres dont l’affranchissement nécessite un

nombre entier de francs compris entre 1 et 15, trois de mes timbres, au plus, suffi¬

sent.

Que valent les timbres verts et les timbres rouges ?
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261. L’escalator
Problème n°102 du 29/12/1998

A /Tadame Matronome monte les escaliers, même s’ils roulent, toujours à la
J.VJ.même allure invariante : une marche par seconde. Elle atteint habituellement
le sommet de l’escalator du RER en 30 secondes.
Ce jour-là, distraite, elle prend pour le monter l’escalier descendant (aussi lent dans

sa descente que dans sa montée) et met 2 minutes pour atteindre le sommet.

Quel est le nombre de marches de l’escalator au repos ?

262. Le tarif publicitaire
Problème n°107 du 02/02/1999

T e directeur de publicité d’une nouvelle revue a conçu un barème étonnant pour
J_yles annonceurs qui veulent lui acheter de l’espace publicitaire ne dépassant pas
la surface d’une page.

Ce tarif obéit aux trois lois suivantes :
1» Si une surface est plus grande qu’une autre, son prix ne peut être inférieur au

prix de la plus petite surface, mais ilpeut lui être égal.
2« Une surface triple entraîne une facturation double

3* Le prix de la page est fixé à 8960 F.

4» Si une page est entièrement occupée par deux publicités, elle rapporte la même

somme, 8960 F, quelle que soit la répartition de la page entre ces deux publicités.

Quel est leprix d’une annonce occupant1/1999 de lapage ?

Quel est leprix d’une annonce occupant1/13 de lapage ?
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263. Étonnantes racines

Problème n°112 du 16/03/1999

ous connaissez tous V2,ce nombre qui multiplié par lui-même, est égal à 2.V
Voici deux questions faciles mais déroutantes le concernant.

•Placez lesparenthèses qui rendent vraie l’égalité suivante :

fi
V2v2 = V2v2

•Quelle est la valeur du nombre V 2+V2+V2+Y2... ?
(les pointillés représentent une suite infinie où se succèdent les symboles V et 2 +).

264. La fraction du cancre

Problème n°117 du 20/04/1999

T~\rôle de méthode pour simplifier une fraction !
LJCdx il faut être un cancre pour écrire l’égalité ci-dessous, où A,B et C sont

des chiffres distincts non nuis :

ABBBBBBB A

BBBBBBBC C

Pourtant, le résultat est exact !

Reconstituez lafraction!
(Il y a plusieurs solutions, trouvez-les toutes)
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265. Les bicyclettes néerlandaises

Problème n°122 du 25/05/1999

TÿVans cette petite ville des Pays-Bas, le recensement fait apparaître 2000
\-Jfamilles et 5495 vélos.
Iln’y a en effet que trois catégories de familles : celles qui possèdent 2 vélos,
celles qui possèdent 3 vélos et celles qui en possèdent 4.

Coïncidence étonnante : deux de ces catégories comptent le même nombre de
familles.

Combien defamillespossèdent trois vélos ?

266. Tête à queue numérique
Problème n°127 du 29/06/1999

T Tn jour,un interminable nombre entier (il n’avait pas loin de 20 chiffres) fit un

Utête à queue : le 5 qui constituait son premier chiffre passa à la fin, les autres

chiffres ne bougeant pas.
Du coup, le nombre fut sérieusement amoindri, puisque sa valeur fut divisée par 2.

Quel était ce nombre ?

246



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

267. La fraction insolite
Problème n°132 du 03/08/1999

4
trois entiers a,b et c tels que la fraction —— s’écrive comme la

4 111«
-=-+-+- ?

abc

1999
somme des inverses de ces entiers, soit

1999

Est-ce encore vrai en remplaçant au dénominateur 1999par n’importe quelmul¬
tiple de 4 auquel on a ôté1? Pensez-vous qu’onpeut remplacer 1999par n’im¬

porte quelentier ?

268. Somme de suites

Problème n°137 du 07/09/1999

3=1+2

5 = 2 + 3

6= 1+2 + 3

7 = 3 + 4

9=2+3+4=4+5

10=1+ 2 + 3 + 4

Parmi les nombres de 2 à 30, lesquels s'écrivent comme sommes de deux
nombres consécutifs ouplus ?

D'une manière générale, quels sont les nombres entiers qui nepeuvent en aucun

cas s'écrire comme somme deplusieurs nombres consécutifs ?
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269. La dîme

Problème n°142 du 19/10/1999

ans ce village d’Auvergne, on vient de faire, en l’an de grâce 1333, la récolte

des châtaignes. L’année a été moyenne, et l’on n’a pas dépassé les 100 000
châtaignes.
Le seigneur prend évidemment sa dîme : on divise la récolte en dix parts égales, et

comme il reste une châtaigne, le maître des lieux l’emporte avec sa part.

Le prévôt prend alors sa dîme, ou plutôt la dîme de ce qui reste : dans ce but, on

fait 10 nouveaux tas,il reste une châtaigne que le prévôt emporte avec sa part.

On procède de même, dans l’ordre, avec le bailli, le curé et le bedeau. Chaque fois,

coïncidence extraordinaire,il reste une châtaigne une fois que dix tas égaux sont

faits, et elle est emportée avec le tas du notable.
Après le passage des cinq dignitaires, le reste des châtaignes est réparti entre les 48

familles du village.

D

Peuvent-elles toutes enprendre le même nombre ?

270. Enchanté !
Problème n°146 du 16/11/1999

ans un carré enchanté de dimension 3, la somme des nombres situés sur lesDtrois lignes, les trois colonnes et les deux diagonales est la même : c’est la

«somme enchantée». Si, en plus, les 9 premiers
nombres entiers figurent tous dans le carré, on dit

qu’il est magique. 16

Complétez ce carrépour qu’il soit enchanté.

Peut-on toujours compléter un carré oùfigurent
trois nombrespour le rendre enchanté ?

10

12
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Tl1. Carrément carrés

Problème n°149 du 07/12/1999

lommencez par écrire 16. Après le «1», intercalez «15» : vous obtenez 1156.

Après le dernier «1», intercalez «15» : vous obtenez 111556. Continuez :

11115556,1111155556,...

Sauriez-vous,sans le moindre embryon de calculatrice,prouver que tous ces

entiers sont des carrésparfaits et déterminer leurs racines carrées ?

Pour chacun de ces carrésparfaits, sauriez-vous écrire, toujours sans calculatri¬

ce, le carré immédiatement supérieur ?

7!*2. L’anneau magique
Problème n°157 du 01/02/2000

nscrivez les entiers de 1 à 9 dans les 9 zones blanches d’intersection des cercles

de sorte que le total des 3 nombres figurant dans chacun des cercles soit le

même.

I

2 \

3

8

4

7
5 6

V
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273. Le nombre porte-bonheur
Problème n°162 du 07/03/2000

TÿVe l’écriture décimale du nombre porte-bonheur, vous enlevez le premier
J—/chiffre : le nombre restant est divisible par 13. Mais si au lieu du premier
chiffre, vous aviez enlevé le deuxième chiffre, vous auriez encore pu diviser le

nombre obtenu par 13. Si vous aviez enlevé le troisième chiffre, le quatrième
chiffre, ou l’un quelconque des chiffres, même chose !
Et si vous faites la somme des chiffres du nombre porte-bonheur, vous obtenez

encore 13 !

Que vaut le nombre porte-bonheur ?

274. La grande famille

Problème n°167 du 11/04/2000

T e patriarche de cette famille a eu des enfants, des petits-enfants, des arrière-

I-ÿpetits-enfants et même des arrière-arrière-petits enfants. Tous sont vivants, en

bonne santé, et sont venus souhaiter (sans leurs conjoints) à l’ancêtre son anniver¬

saire. Des chaises ont été installées en carré (il y a autant de chaises dans chaque
rangée que de rangées de chaises), et elles sont toutes occupées lorsque l’ancêtre se

rassoit à la fin de son discours.

Chose extraordinaire, toutes les personnes réunies (sauf,bien sûr, les arrière-arriè-

re-petits enfants, encore en bas âge) ont eu le même nombre d’enfants.

Combien ?
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275. Le carré bègue

Problème n°170 du 09/05/2000

yj'n«nombre bègue» est un nombre dans lequel tous les chiffres sont doublés.

Ainsi, un nombre bègue de 4 chiffres s’écrit aabb.

Sauriez-vous trouver un nombre bègue de 4 chiffres qui soit un carréparfait (le

carré d’un nombre entier) ?

276. Les carrés antimagiques
Problème n°177 du 27/06/2000

yÿans une grille carrée, on écrit l’un des nombres 1,2 ou 3 dans chaque case.

On totalise chaque ligne, chaque colonne, chaque diagonale, et on compare toutes

ces sommes.

Est-ilpossible qu’elles soient toutes différentes ?

On ne s’occupe plus des diagonales. On appelle carré antimagique un carré rempli

des nombres 1, 2 ou 3 dans lequel les sommes des lignes et des colonnes sont

toutes distinctes.

Sauriez-vous construire un carré antimagique de six cases sur six ?
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277. Élégance urbaine

Problème n°182 du 01/08/2000

nouvelle ligne de tramways vient d’être inaugurée dans cette ville.

Bien sûr, pour commencer, on n’a mis en service qu’un petit nombre (N) de rames,

mais ce qu’elle sont élégantes !

N x TRAMS = SMART

Que vautN ?

Et que vaut SMART ?
Rappel:dans une opération codée, chaque lettre représente un chiffre et chaque

chiffre est toujours représenté par la même lettre. Aucun mot ne commence par

zéro.

278. La roue des différences

Problème n°187 du 05/09/2000

es nombres entiers inscrits dans cette roue ont une bien curieuse propriété :

lorsqu’on parcourt la roue dans le sens des aiguilles d’une montre, le nombre
inscrit dans une case est la différence (en valeur absolue) des nombres qui se trou¬

vent dans les deux cases qui la

précèdent.

L

1

La somme de tous les nombres

inscrits est 20, et le nombre 1 est

déjà inscrit.

Reconstituez cette roue.

Combien compte-t-elle de cases ?
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279. Le cancre récidive

Problème n°192 du 10/10/2000

Dans ces mêmes colonnes, le cancre avait simplifié d’une drôle de manière les

fractions

166 199 ou266
664 ’ 995 665

Il avait tout simplement rayé les deux derniers chiffres du numérateur et les deux

premiers chiffres du dénominateur, et le résultat s’était avéré juste !

ABC _ A
BCD D

Et la fortune lui sourit,puisque le résultat,une fraction irréductible, s’avère encore exact.

Pourtant les deux chiffres simplifiés,B et C,n’étaient cette fois pas égaux.

Aujourd’hui, l’incorrigible récidive :

Quelle était donc la nouvellefraction du cancre ?

'ÿhMkm
A

Md I
il* îV

-L
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280. A la pointe du triangle

Problème n°197 du 14/11/2000

I fabriquons le triangle numérique d’ordre 5 suivant, où chaque nombre est obte-

JL nu en additionnant les deux nombres de la ligne supérieure entre lesquels il est

placé.

0 1 2 3 4 5

1 3 5 7 9

4 8 12 16

12 20 28

32 48

80

Sauriez-vous calculer, depréférence mentalement, le nombre inscrit à lapointe
du triangle numérique d’ordre 6 ?

Et, sans le construire, celui qui se trouverait à lapointe du triangle numérique
d’ordre 20 ?

La calculatrice est cette fois autorisée.
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281. Déploiement triangulaire
Problème n°202 du 19/12/2002

L’armée de ce pays tout neuf a une particularité peu commune: toute son organi¬
sation repose sur le nombre 9. Ainsi, le plus petit gradé, le caporal, a toujours

sous ses ordres un groupe de 9 soldats. Un sergent dirige 9 caporaux, eux-mêmes à

la tête de leur groupe de 9 soldats. Un adjudant a sous ses ordres 9 sergents et leurs
subalternes.Et ainsi de suite, ... jusqu’au grade le plus élevé.

Le général Georges Déployé est ainsi à la tête d’une armée importante.
Pour les besoins d’une parade qu’il organise dans un stade, il souhaite déployer ses

hommes (et lui à leur tête) selon un schéma triangulaire: un homme sur la première
ligne, deux sur la deuxième, trois sur la troisième...

Est-ce toujourspossible sans que la dernière ligne soit incomplète ?

282. Faites l’appoint !
Problème n°207 du 23/01/2002

T a scène se passe lepremier janvier 2002.L’Euro est en service,ainsi que ses sub-
divisions, des pièces de 1, 2, 5, 10, 20 et 50 cents. Un gamin se présente devant

un distributeur qui délivre,moyennant unEuro,des barres de céréales.Mais un aver¬

tissement clignote en rouge :

“L’appareil ne rend pas la monnaie, faites l’appoint !”
Le gamin a plus d’un Euro sur lui,mais il s’avère incapable de constituer la somme

exacte.

Combienpossède-t-il au maximum, d’argent dans sapoche ?
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283. Rationalité

Problème n°212 du 27/02/2001

'ÿJ'n nombre est dit «rationnel» s’il s’écrit comme le quotient de deux entiers.

Existe-t-il deux rationnels distincts tels que la différence de leurs cubes soit le

double de leur différence ?

284. Permutation circulaire

Problème n°217 du 03/04/2001

Jureriez un nombre de 6 chiffres. Si vous avez de la chance,il est divisible par 13.

Faites passer le premier chiffre à la fin.

Le nouveau nombre est encore divisiblepar 13.Pourquoi?

b

\P
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285. Trahie par la «Sécu» !

Problème n°222 du 08105/2001

année de
naissance

département n° du registre
de naissance des naissances

commune de clé de contrôle
naissance

mois de
naissance

1 = homme
2 = femme

e schéma montre comment est fait un numéro de sécurité sociale. Les deux der¬

niers chiffres (dans la zone grisée) forment la “clé de contrôle”.

Pour la calculer, on divise par 97 le nombre formé par les 13 premiers chiffres. La

clé est le complément à 97 du reste de cette division.

La jolie Mylène, voulant peut-être se rajeunir aux yeux du séduisant pharmacien qui

la sert, triche sur son année de naissance en falsifiant les deuxième et troisième

chiffres.

Elle déclare que son numéro est le: 2 75 10 75 017 724 69.

L

Lepharmacien s’apercevra-t-il de la supercherie ?
En quelle année Mylène est-elle née ?

286. Enigme numérique
Problème n°227 du 12/06/2001

e suis un nombre de 3 chiffres. Si on coupe mon carré en deux tranches de trois

chiffres, en additionnant ces deux “moitiés”, on trouve 1000.

Qui suis-je ?

Et si je suis un nombre de quatre chiffres dont la somme des deux tranches du
carré vaut 10000 ?

(D’après une idée de M.Pierre Kamoun).
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287. L’âge de César Thaire

Problème n°232 du 17/07/2001

Ciésar Thaire a invité un couple d’amis à son anniversaire. On papote âges...
_ : C’est étonnant,mais si on ajoute à mon âge le produit des deux chiffres qui le

composent, puis encore la somme de ces chiffres, puis encore leur différence, on

obtient 100», confie Pierre.

«Bien que je sois plus jeune que lui,c’est exactement lamême chosepour moi»,pré¬
cise Aure, sa femme.

«Ce n’est pas mon cas», dit Cesar. Puis il ajoute : «Mais si on enlève la différence

des deux chiffres à la somme de mon âge, du produit des deux chiffres et de leur

somme, cette fois, on obtient 100».

Quel est l’âge des troisprotagonistes ?

(D’après le tournoi mathématique de Saint-Michel en THerrn).

288. Carré blanc

Problème n°237 du 28/08/2001

\Tous vous proposons de reconstituer et de compléter le dessin ci-dessous
242L:

-lN selon la règle suivante: 2223 _

1. Inscrivez la suite des entiers sur les marches d'un escalier infini :

chaque ligne et chaque colonne commencent ainsi par un nombre, iap
leur initiale. 1S|16| j~
2.Pour chaque case, comparez l’initiale de la colonne et Fini- 13pP~]—
tiale de la ligne à laquelle la case appartient. Si ces deux nr

nombres n’ont aucun diviseur commun (autre que 1), oi

noircissez la case. .,7i U-M iI

Si ce n’est pas le cas (si les nombres ne sont pas

«premiers entre eux»), la case reste blanche. „ „ . ....Jl.'.l l.'.l l.'.l|

Quel est lepremier carré blanc (leplus à gauche) isoléau milieu de 8 carrés noirs ?

Quel est lepremier carré noir isolé au milieu de 8 carrés blancs ?
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289. Finale quatre

Problème n°242 du 02/10/2001

y carrés de 2 ou de 8 se terminent par le chiffre 4.

144, le carré de 12, se termine par deux chiffres 4.

Quels sont les nombres dont le carré se terminepar trois chiffres 4?

Existe-t-il des nombres dont le carré se terminepar 4444?

290. Tourisme littéraire

Problème n°247 du 06/11/2001

T a lecture du dernier livre deM.H.m’ennuie profondément aupoint que j’ai trou-

1—/vé beaucoup plus drôle, en le feuilletant, d’en additionner tous les numéros de

pages (de la 1 à la dernière numérotée). Une autre façon de faire du tourisme !

Après toutes ces opérations (sans faute), je trouve un total de 19575. Je referme le

livre, satisfait, mais je m’aperçois que deux des pages sont restées collées.

Quel est le nombre de pages du livre ? Quellespages ai-je sautées ?

Deuxième livre: même auteur, même punition. Le total est le même (19575), mais
cette fois, quatre pages consécutives de la deuxième moitié du livre sont restées col¬
lées.

Quel est le nombre depages du livre ? Quellespages ai-je sautées ?
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291. Festival de trois

Problème n°252 du 11/12/2001

es adorateurs du chiffre «3» vénèrent un nombre plus que les autres, le nombre

333...33,composé du chiffre 3 à 111 exemplaires.Laraison qu’ils invoquent est

que la somme des chiffres de son carré est égale à trois fois la somme des chiffres du

nombre.

L

Ont-ils raison ? Le nombre est-il si extraordinaire ?

292. Addition-miroir

Problème n°259 du 29/01/2002

T ’addition ci-dessous (où les lettres A,B,C,D,E,F,G,H,I,et J représentent les
JL—/dix chiffres de 0 à 9) a la particularité de se lire de gauche à droite, mais aussi

de droite à gauche.

CBAABC

+ ED

+ GF
+ DE

+ FG
mais aussi

JIHHIJ

Reconstituez-la.

Pour éviter les solutions «interchangeables», nous vous précisons que A n’est pas

zéro et que les nombres de deux chiffres sont dans l’ordre suivant:

DE>ED > GF>FG.
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293. Carrés et cubes

Problème n°262 du 19/02/2002

Horizontalement:
I.Cube palindrome.
II.Somme de deux carrés.

III.Cube.

IV. Cube.
V. Carré. Carré.
Verticalement:
I.Cube.
II. Carré.
III.Carré.
IV. Carré. Somme de trois carrés.
V. Carré différence de deux carrés dont
la somme des chiffres est un carré .

I II III IV V

I

II

III

HIV

V

cette grille de nombre croisés à l’aide des définitions.

Comme dans toute grille, aucun nombre ne commence par zéro. Les définitions des

nombres à un seul chiffre ne sont pas données.

294. Handicap
Problème n°267 du 26/03/2002

es chevaux sont aux ordres.Lorsqu’ils sont se sont présentés à la pesée, tous les

trois,montés par leurs jockeys, la balance accusait 1000 kg au total.Pourtant les

jockeys, à eux trois, ne pèsent que 181 kg. Mais il faut dire que Fox-trot, pèse cinq
fois le poids de son jockey.Monty quatre fois et demi le poids du sien et Régalot seu¬

lement quatre fois le poids de son driver.

L

Quel est Vécartminimum depoids entre leplus lourdet leplus léger des chevaux ?

Retrouvez alors dans ce cas lepoids des chevaux et de leurs jockeys.

N.B. Toute vraisemblance ne serait que pure coïncidence.
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295. Décodage

Problème n°273 du 07/05/2002

(ÿile nombre «UN» se crypte «AU», si le nombre «DEUX» se crypte «JLCG»

Comment se crypte le nombre «TROIS»?

296. La division

Problème n°277 du 04/06/2002

T es hommes et femmes qui composent la division du général Georges Déployé,
J—/moins de cinqmille âmes, ont une santé fragile.Lors des manœuvres, le nombre

de soldats à l’infirmerie est allé croissant.

Dès le deuxième jour, il y avait un absent: le général a fait défiler ses soldats par

deux.

Le troisième jour, trois soldats manquaient et le défilé fut organisé par rangs de trois.

Le quatrième jour,cinq soldats manquaient et le défilé fut organisé par rangs de quatre.
Le cinquième jour, sept soldats manquaient et le défilé fut organisé par rangs de cinq.
Le sixième jour,neuf soldats manquaient et le défilé fut organisé par rangs de six.,

Et ainsi de suite: chaque jour, deux absents supplémentaires étaient signalés et les

rangs comportaient un soldat de plus que la veille. Chaque rang était toujours complet.
Ainsi, le dixième jour, dernier jour des manœuvres, ilmanquait dix-sept soldats, et

la division défila par dix.

Quel est le nombre de soldats de là division du généralGeorges Déployé?
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297. Le nombre triangulaire

Problème n°282 du 1610712002

|P\ndit qu’un nombre est «triangulaire» quandilest égal à la somme des premiers
\Jentiers naturels jusqu’à un certainrang. Ainsi,10=1+2+ 3 + 4 est un nombre

triangulaire.

Trouvez un nombre triangulaire dont les trois chiffres en écriture décimale sont

tous identiques.

298. Mystification

Problème n°287 du 20/08/2002

T es Extra-terrestres n'ont pas laissé grand chose de leur passage sur terre, hormis

.L/une opération sur les entiers: la mystification. Ils l'ont nommée * . Ainsi, mys¬

tifier a par b c'est obtenir un résultat noté a*b. Les règles en sont d’autant plus com¬

pliquées qu’on n’obtient pas forcément la même chose lorsqu’on mystifie b par a et

a par b. Après une enquête archéologique poussée, nous avons percé trois des mys¬

tères de la mystification. Nous sommes heureux de vous en faire part:

1» Si on «mystifie» 0 par a, cela donne l'entier qui suit a.

2* Mystifier a par 0, c'est comme mystifier (a- 1) par 1,
3* Pour mystifier (a + 1) par (b + 1), on commence par mystifier (a + 1) par b; puis
a par le résultat.

Quel est le résultat de la mystificationde 3par 3 ?
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299. Enigme chiffrée

Problème n°292 du 24/09/2002

Je suis un nombre entier, et mon écriture décimale nécessite trois chiffres.

Qu’on m’additionne aux deux entiers qui m’encadrent, on obtient un carré parfait.

Qu’on m’additionne aux quatre entiers qui m’encadrent, on obtient un cube parfait.

Qui suis-je ?

300. Le carré de Lucifer

Problème n°297 du 29/10/2002

Oivous vous présentez aux portes de l’Enfer, vous êtes voués à un séjour de 666

w3ans dans son antre diabolique, à moins que...Lucifer vous propose, s’il vous

trouve sympathique, de diminuer votre peine !
Il vous fournira alors le carré ci-contre, et vous donnera 666 secondes pour le rem¬

plir.
Dans les 10 cases grises, vous devez inscrire les nombres de 1 à 10, comme il vous

plaira (chacun une fois). Vous remplirez alors le carré de Lucifer comme une table

d’addition ou de multiplication, à la différence que l’opération utilisée sera A: le
nombre figurant au bord de la ligne sera élevé à la puissance du nombre figurant au

bord de la colonne.

Ainsi, à l’intersection de la ligne commençant par
«3» et de la colonne commençant par «5», vous

écririez 243(3A5 = 35 =3x3x3x3x3 = 243)

Vous ferez alors le total des 25 nombres figurant
dans les cases blanches: ce sera le nombre de

secondes de remise de peine.

BS

Quel est le séjour minimum en enfer ?

D’après une idée de P.Kamoun.
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Défis numériques

SOLUTIONS

241.Les nombres croisés de l’année
On fait la liste des multiples de 97
et on procède par élimination.

ElRaymondMarty, Garches.

o 3 8 8

6 4 0 2

9 47 5

9 2 1 5

242. Ôtez un carré !
Le premier joueur doit ôter 16 allumettes, en laissant 12 à son opposant. Quoi que fasse ce dernier,
il est condamné.
-S'il laisse 11 ou 3 allumettes, le premier joueur pourra lui en laisser 2 pour une fin de partie évi¬
dente.

-S'il en laisse 8, le premier joueur en ôte une. Qu'il se retrouve alors avec 6 ou 3 allumettes, il
pourra en laisser 2,pour la même fin de partie que plus haut.

243.Piscine de star

•La piscine du premier problème a 10 mètres de côté. Son fond est pavé de 64 dalles bleues et de
36 dalles jaunes.
Pour montrer qu'il n'y a pas d'autre solution, on fait l'hypothèse qu'il y a n2 dalles bleues et (4n + 4)

dalles jaunes à identifier dans le deuxième projet à a2 dalles jaunes et 4 (ab + b2) dalles bleues.
On montre successivement que a est pair, que sa moitié a' est impaire, puis que le produit a' (a' - 2)

vaut 2b - 1. Seul a' = 3 convient, la valeur suivante, 5, aboutissant à une piscine trop grande (26

mètres de côté).

•La piscine du deuxième problème a pour nouvelles dimensions 16 mètres sur 4 (au lieu de
8 sur 8 dans le premier projet). Son fond utilise 36 dalles bleues et 28 dalles jaunes.
Pour montrer qu'il n'y a pas d'autre solution, on fait l'hypothèse qu’il y a n2 dalles bleues et (4n + 4)

dalles jaunes à identifier dans le deuxième projet à ab dalles jaunes et (2a + 2b + 4) dalles bleues.
On montre successivement que n, a et b sont pairs, que leurs moitiés n1, a1 et b’ sont impaires, puis
que (n1- l)2- 4 est négatif : cette expression vaut en effet le produit (a’—1)(1—b1 ).Ilne reste que
très peu d'essais pour conclure...

El AndréKelly, Saint-Etienne-lès-Dignes.
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244.Le score impossible

•Avec aucun 9,on peut atteindre tous les multiples de 5

•Avec un 9, on peut atteindre tous les multiples de 5 moins 1, sauf le nombre 4.

•Avec deux 9, on peut atteindre tous les multiples de 5 moins 2, sauf les nombres 3,8,13.

•Avec trois 9,on peut atteindre tous les multiples de 5 moins 3, sauf les nombres 2,7,12,17,22.
•Avec quatre 9, on peut atteindre tous les multiples de 5 moins 4, sauf les nombres
1,6,11,16,21,26,31.
On voit que tous les nombres sont ainsi obtenus, sauf quelques uns dont le plus grand est 31.

245.Les groupages

Il y a pour chaque groupe plusieurs solutions.En voici une :
Groupe A : 14 + 33 + 41 + 92 = 82 + 98
Groupe B:66 + 93 = 75 + 84
Groupe C : 11 + 30 + 97 = 43 + 95
Groupe D: 3 + 37 + 69 = 21+ 32 + 56

Dans le cas général, le nombre de parties différentes d'un groupe de 10 éléments est 210 = 1024.
À chaque partie, on associe la somme S de ses éléments, somme d'au plus dix nombres inférieurs
à100. S est donc plus petite que 1000. Les 1024 sommes prennent donc au plus 1000 valeurs. Deux

au moins d'entre elles sont égales. Si les parties correspondantes sont disjointes, le résultat est

démontré. Dans le cas contraire, on retire les nombres en commun, ce qui ne change pas l'égalité
des sommes,mais rend les parties disjointes.

246.Division muette
631938 / 625 = 1011,1008

Ce sont les zéros abaissés qui donnent la clé du.problème. On déduit du premier que le diviseur ne

peut se terminer par 0, et des trois suivants que sans être un diviseur de 1000 (le quotient a

4 chiffres après la virgule), son produit par le dernier chiffre du quotient se termine par trois zéros.
Le seul nombre à trois chiffres qui réponde à cette définition est 625, et le dernier chiffre du quo¬
tient est 8. On reconstitue alors le quotient dont les autres chiffres ne peuvent être que 0 ou 1. Une

multiplication termine la reconstitution.

247.Énigme policière

22,bien sûr !
Si on appelle V le nombre de voyageurs,il faut raisonner sur le nombre
N= V - 6.
Ce nombre N est est à chaque arrêt multiplié par 2/3.
Comme on ne suppose pas qu’une fraction de voyageur puisse descendre, c'est que N est un mul¬

tiple de 3x3x3x3 = 81. Pour que V puisse rester inférieur à 100,iln'y a qu'une solution,
N= 81 et V = 87 (N= 0 est contraire à l'hypothèse).Le nombre de voyageurs descend successive¬
ment de 87 à 60, 42, 30 et... 22.

S Un lecteur, Yvon GORLIER (Beaumont de Pertuis) nousfait aimablement remarquer que
s’il y avait eu six voyageurs au départ, il en serait toujours... resté six!L’énoncé excluait

d’ailleurs ce cas, enprécisant « Veffectif total est maintenant réduit».
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248.Périmètre magique

Aux symétries (et rotations) près,il y a 6 solutions :
En effet, s’il existe un tel carré, et si on appelle n la somme des nombres par côté, comme la somme
des entiers del à 8 vaut 36, 4 n = 36 + somme des nombres aux quatres coins.
•La somme des nombres aux quatres coins étant au minimum 10 (= 1+ 2 + 3 + 4) et au maximum
26 (= 5 + 6 + 7 + 8), cela impose à n d’être compris,puisqu’il doit rester entier, entre 12 et 15.

•De plus, la somme de deux nombres médians situés face à face valant
36 - 2n, ses seules valeurs possibles sont 12, 18, 8, 6, ce qui donne comme seules possibilités :

• 8 • • 7 • • 7 • • 5 • • 7 • • 5 •
5 7 6 84 2 6 2 6 2 2 4

• 4 • • 3 • • 3 • • 3 • • 1 • • 1 •

•On complète aisément ces carrés :

1 8 3 1 7 5 1 7 5 1 5 8 3 7 4 7 5 3
5 7 4 6 8 2 6 2 6 2 2 4
6 4 2 8 3 2 4 3 6 6 1 87 3 4 5 1 8

S Merci aux très nombreux lecteurs qui ont apporté leur contribution, trop nombreux pour
que nouspuissions les citer.

249.Magie triangulaire

L’idée de la solution consiste à remarquer que 15 et 13 ne peu¬
vent être que sur la ligne du bas. Si aucun des deux ne touchait
14, ils seraient à l’extrême gauche et engendreraient 2 au-dessus

d’eux.Du coup,iln’y aurait pas de place pour 12.

5

9 4

2) (11 7

Donc 1est sur la deuxième ligne en partant du bas, ainsi que 12
(on aboutit à une contradiction en le supposant plus bas. Du

coup,il ne peut être obtenu qu’à partir de 15 et 3. On complète
de proche en proche par essais successifs.

10) (12 1 8

13 3 15) (14

250.Le compte est bon
Voici les sept solutions.
•576 + 9658 = 10234

•675 + 9568 = 10243
•748 + 9875 = 10623

•847 + 9785 = 10632

•586 + 9657 = 10243

•874 + 9482 = 10356

•758 + 9874 = 10632

251. Bonne année !
Le produit cherché est égal à la différence : 1998000...000 (avec 1998 zéros) moins 1998.
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Il s'écrit donc

1 99 8 000. 0000
1998

1997999...999 8002

avec 1994 chiffres "9" au centre.

La somme de ses chiffres est donc 36 + 1994 x 9 = 17 982, qui est précisément égal à ... 1998 x 9 !
O RobertMUNNICH, de Boulogne,précise que cettepropriété est indépendante du choix du
nombre de 9, en l’occurrence 1998.La somme des chiffres du résultat est toujours égale à 9N,

oùNest le nombre de chiffres 9 entrant dans le nombre A.

252.La spirale des milieux
La spirale s’enroule autour d’un point P situé aux 2/3 du segment [0,1].

Pour le montrer, on repère chaque point par sa distance à 0 (son abscisse) : 0 a pour abscisse 0, 1 a

pour abscisse 1,et chaque point suivant a pour abscisse la demi-somme des abscisses des deux

points qui le précèdent.
On calcule alors la distance des points successifs à P :
0 est à la distance 2/3. 1est à la distance deux fois moindre, 1/3.
2 est à la distance encore deux fois moindre, 1/6. Et ainsi de suite... la distance à P est à chaque
étape divisée par 2 et tend vers 0 !

El Jean BRUSSON, de Créteil, explique comment onpeut se douter que l’abscissep dupoint
P de convergence est 213.Ilécrit que ce point seplace dans le diamètre [0;1] dans le même

rapport que dans le diamètre [1;2J.
Cela se traduit par p = 2(1—p), qui donne p = 2/3.

EFrançois SCHLEICH, de La Seyne sur Mer, obtient, quant à lui, la valeur 213par somma¬

tion d’une série géométrique.

253.La période

1/41= 0, 02439 02439 02439...
Si la période de la suite décimale de 1/z est 5, c'est qu'on a 1/z = 0,NNN... oùN est un groupe de

5 chiffres.
En multipliant par 100 000, cela donne : 100 000 / z = N,NNN...
On soustrait les deux égalités et on multiplie par z. Cela devient :
99 999 = z x N. z est à prendre parmi les diviseurs de 99 999.
Or 99 999 = 3x3x41 x 271.Ni 3 ni 9 ne conviennent.Le plus petit diviseur restant de 99 999 est

41,et une vérification sur calculatrice achève la question.

254.Les nombres heureux

666 + 1332 = 1998
666 x 1332 est divisible par 1998.

•Plus généralement, siN est un nombre heureux,il doit s'écrire N= a + b, avec le produit ab mul¬
tiple de N. À cause de ces deux conditions, les facteurs premiers entrant dans la factorisation de N

doivent impérativement diviser a et b. Ainsi, 1998 s'écrivant 2 x 33 x 37, a et b doivent tous les
deux être multiples de 2, 3 et 37, donc de leur produit 222.
Il vient : a =k x 222 et b = (9-k) x 222. En écrivant le produit, on obtient la dernière condition :
k doit être un multiple de 3, ce qui donne pour a et b, 3 et 6 fois 222.
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•SiN est unproduit de facteurs premiers intervenant à la puissance 1,a et b sont divisibles par tous

les facteurs de N, donc par N, et ne peuvent avoir Npour somme.N est donc malheureux.

•On termine en montrant que de tels nombres sont les seuls à être malheureux.

En effet, si N=k p2, en posant p = m + n, on voit que N est somme de kmp et de knp dont le pro¬
duit est un multiple de N.

ElHenri GUILLET, d’Aix en Provence, généralise leproblème.

255.Rendez-le magique !
Il suffit d’échanger 11et 9 d'une part,8 et 18 d'autre part.
La somme magique étant 65,ilmanque 2 dans la ligne 1 et la colonne 1, alors que la ligne et

la colonne 3 ont 2 en excédent. On ajoutera donc 2 à 9,et on ôtera 2 à 11,ce qui revient à
échanger 9 et 11. Par ailleurs, dans la ligne 4 et la colonne 2,ilmanque 10, et dans la ligne 2 et

la colonne 4, 10 sont en excédent.D’où l’échange de 8 et 18. Les diagonales ont alors aussi pour
somme 65.

256. Saucisson numérique

Le résultat est 7.
On raisonne sur le reste de la division par 11du nombre gigantesque, que nous appellerons N.
•Un nombre se terminant par exemple par ... 367 523 s'écrit 23 + 75 x 100 + 36 x 1002 +...
Plus généralement,N est égal à une somme dont chaque terme est une "tranche" multipliée par une

puissance de 100. Or, toutes les puissances de 100 ont pour reste 1 lors de la divisionpar 11.
En additionnant les tranches, on trouve donc que la somme des "tranches" obtenue par le charcutier,
1998, admet le même reste que Npour la division par 11. Ce reste vaut 7 (1998 = 11 x 181 + 7).

•Par ailleurs, le reste d'une puissance de 10 lors de la division par 11 est 1 si l'exposant est pair et

10 (= 11- 1) si l'exposant est impair.En conséquence, la technique du fils du charcutier d'ajouter
les chiffres correspondant à une puissance paire de 10 dans l'écriture décimale de N et d'enlever
ceux correspondant à une puissance impaire ne change pas non plus le reste de la division par 11.
Comme le résultat n'a qu'un chiffre, c'est le reste lui-même, soit 7.

•La même technique s’applique d’ailleurs pour savoir si un nombre est divisible par 11. Par

exemple, 2785 a pour reste dans la division par 11:-2+ 7- 8 + 5, qui n’est pas nul. 2785 n’est
donc pas multiple de 11,alors que 4785 l’est.

•ElDe nombreux courriersproposent des remarques intéressantes ou des variantes de la solu¬
tion. Citons Antoine WEHENKEL, de Luxembourg, Vincent SCHNEIDER, de Benfeld, D.
BLONDEAU, de Pornic,MichelPERRET, de La Celle-St-Cloud, J-P JOUGLAS, de Paris,

El IvanNATAF de Laval propose, pour trouver le résultat, d’appliquer la méthode des char¬

cutiers,père et fils à... 1998 !

257.L'addition du "Mondial"
Dans les deux seules solutions

7 6 6 0
3 8 5 5 9+

4 6 2 1 9
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et
8 6 6 0

3 7 5 5 9+

4 6 2 1 9

COUPE vaut 46219.

Quelques bribes de raisonnement :

•de T +E =E, on tire T = 0

•De l’addition des dizaines et des centaines, on tire (*) L + O = P + 10,

car P * U, et nécessairement U= P +1

•Des dizaines de milliers, comme B * C, on tire C =B +1

•On connaît donc toutes les retenues. De l’addition des milliers,
on tire (**) :F + A = O + 9

•(*) et (**) donnent F + A +L = P + 19, qui vaut au maximum 24 (9 + 8 + 7). Le maximum de

P est donc 5.

•On procède ensuite par élimination : P = 5, 4, 3, 2 ne conviennent pas.
Donc P =1

•On élimine ensuite O = 8 et O = 7, etc... pour trouver 0 = 6

•F et A valent donc obligatoirenment 7 et 8, ou 8 et 7.

258.Nombres croisés
Voici l’unique solution

12 3 4

Eléments de raisonnement:
On remplit, dans l’ordre :

- la ligne 4,puis la colonne 4,

- la colonne 2, puis la colonne 2, puis la ligne 1,
- la colonne 1,
- et enfin les lignes 2 et 3.

A 5 8 6 8

2 1B 8 3

C 2 98 0

D 5 3 28

259.Une quinte de cinq

Voici une décomposition de chacun des 40 premiers nombres.
Elle n’estt pas forcément unique.

3 = (5 + 5) / 5 + (5 / 5)

6 = (5 x 5) / 5 + (5 / 5)

9 =i5 x5 +5 -(5/5)

12 = 5 + 5 + (5 + 5) / 5
15=5 + 5 + 5+ 5- 5
18 = (5 ! / 5) — 5 — (5 / 5)

21=5x5-5 + (5/5)

24 = (5 x 5 x 5 - 5) / 5

27 = 5 x 5 + (5 + 5) / 5
30 = (5 ! + 5 x 5 + 5) / 5
33 = 5 + 5 + (5 ! - 5) / 5

1= (5 / 5) + (5 - 5) / 5
4 = (5 x 5) / 5 - (5 / 5)

7 = 5 + (5 / 5) + (5 / 5)

10 = 5 x 5 - (5 + 5 + 5)

13 = (5 ! + 5 + 5) / (5 + 5)

16 = 5 + 5 + 5 + (5 / 5)

19 = 5 x 5 - 5 - (5 / 5)

22 = (5 ! - 5) / 5 - (5 / 5)

25 = 5 x 5 - (5 - 5) x 5
28 = (5 ! + 5 x 5 - 5) / 5

31=5x5 + 5 + (5/5)

2 = (5 + 5)/5 + 5- 5
5 = (5x5)/5 + 5- 5
8 = 5 + (5 + 5 + 5) / 5

11 = 5 + 5 + (V5xV5)/5.
14 = 5 + 5 + 5 - (5 / 5)

17 = (5 ! - 5 - 5) / 5 - 5
20 = 5x5-5 + 5- 5
23 = ( 5 ! - 5) / 5 + 5 - 5
26 = (5 x 5 x 5 + 5) / 5
29 = 5 x 5 + 5 - (5 / 5)

32 = (5 / 5 + 5 / 5)5
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34 = (5 x (5 + 5) + 5 ! ) / 5
37 = 5 + [(5 + 5) / 5]5
40 = 5x5 + 5 + 5 + 5

35 = [ (5 + 5) / 5 + 5] x 5
38 = (5 ! + 5 !) / 5 - (5 + 5)

36 = (5 ! + 5 ! + 5 !) / (5 + 5)

39 = (5 ! / 5) + 5 + 5 + 5

260. Économie de salive
La valeur des timbres est de 1, 4 et 5 francs.
C’est la seule possibilité.Les timbres bleus valent 1 franc. Pour les valeurs des verts et des rouges,
on élimine successivement :

•moins de 4 et moins de 5 (15 serait impossible)
•2 et 5 (13 impossible)

•2 et 6 (11 impossible)
•2 et 7 (12 impossible)

•2 et plus de 7 (7 impossible)
•3 et 5 (12 impossible)

•3 et 6 (11 impossible)

•3 et 7 (12 impossible)

•3 et 8 (13 impossible)

•3 et plus de 8 (8 impossible)

261. L’escalator

L’escalator compte 48 marches.
Soit N le nombre de marches de l’escalator au repos.
La vitesse de montée de l’escalator est : (N- 30) marches en 30 secondes.
La vitesse de descente (la même) est : (120 -N) marches en 2 minutes.
Il vient : 4 x (N-30) = 120 -N, d’où le résultat :N= 48.

El Plusieurs lecteurs ont rectifié une erreur dans la solutionparue initialement.

262.Le tarif publicitaire

1/1999 de page coûte 70F,1/13 de page coûte 1280 F.
•Si une annonce occupe 1/3 de la page, d’après la loi 2,elle coûte la moitié du prix d’une page, soit
4480 F.Mais en vertu de la loi 4, une annonce occupant 2/3 de page est facturée le même prix, et

d’après la loi 1, toute surface comprise entre 1/3 et 2/3 de page est facturée 4480 F.En particulier,
une surface de 729/1999 coûtera ce prix. Donc, d’après la loi 2, 243/1999 coûteront 2 fois moins,
81/1999 encore 2 fois moins, et ainsi de suite jusqu’à 1/1999 de page qui coûtera 70 F.

•Appelons x le prix d’1/13 de page, et S = 8960 le prix d’une page.
12/13 coûtent S - x d’après la loi 4, 4/13 coûtent (S - x)/2 d’après la loi 2, 9/13 coûtent (S+x)/2

d’après la loi 4, 3/13 coûte (S+x)/4 d’après la loi 2, 1/13 coûte (S+x)/8 d’après la loi 2.
On résout l’équation x = (S+x)/8, qui donne x = 1280 F.

263.Étonnantes racines

]=(V2ÿ)ÿ=2

Tout vient du fait que (ab)c = abc
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. =2

V 2+V2+V2+12.77 ,on voit qu’en élevant x au carré, on supprimeSi on appelle x le nombre

le premier symbole V.D’où : x2 = 2 + x.
Or les seuls nombres y tels que y2 = 2 + y sont 2 et -1.
Comme x est positif, c’est 2.

264.La fraction du cancre

4 solutions :

16666666 1 49999999 4

66666664
"

4 ’ 99999998
“

8

19999999 1 26666666 2

99999995 5
Ct

66666665
”

5

265. Les bicyclettes néelandaises
835 familles possèdent trois vélos.

On peut évidemment poser des équations pour résoudre ce problème, mais voici une solution plus
élégante. Si toutes les familles appartenaient à la catégorie 3 (possédaient trois vélos), on compterait
6 000 vélos.Il en manque 505, c’est l’excédent des familles de la catégorie 2 sur celles de la caté¬

gorie 4.
Les possibilités sont donc :

Catégorie 2 : ! 505
'

506 507 508

nas? m,w 1489»tei * *_ ._ ...
Catégorie 4 : 0 1 2\ 3!

La différence entre les familles de la catégorie 3 et celles de chacune des autres catégories diminue
de 3 chaque fois qu’on progresse vers la droite dans le tableau ci-dessus. Cette différence ne peut

devenir nulle que si c’était un multiple de 3. 1495 - 505 = 990 l’est. D’où le résultat :
330 familles à 4 vélos, 835 familles à 3 vélos et 835 familles à 2 vélos.

266. Tête à queue numérique

526 315 789 473 684 210

•La méthode la plus empirique consiste à «poser» la multiplication :

5
2x

5 0
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On reporte le zéro à gauche du 5 et on poursuit :

05
2x

5 1 0
On reporte le 1et ainsi de suite. Dès qu’on arrive à écrire 5 sans retenue sur la dernière ligne, on

peut arrêter. Ce n’est le cas qu’au dix-huitième chiffre.

•Une méthode plus théorique consiste à imaginer que le nombre cherché s’écrive avec un 5 suivi
du nombre A, comportant (n-1) chiffres. On peut alors écrire l’équation :
5 x 10"~; + A = 2 x (10 A + 5), ce qui débouche, en posant X = 10A + 5, sur 19 X = 5 (10"- 1).

Ainsi,il faut chercher n tel que (10"- 1) soit divisible par 19.Le «petit théorème de Fermât» nous

donne la réponse : n doit être un multiple de 18.La solution en découle.

267.La fraction insolite

4 1 11
+

1999 1000 1000 999500

AN AN-1+1 1

AN-l
~

N(AN-\)
~

N{AN-1)
"

N
+

N(AN-1)

4 , 1 1

AN-l~ 2N
+

2N N(AN-1)

A 1

Plus généralement,
1

On peut encore arriver à trouver une décomposition en somme de trois inverses dans de nombreux
cas, en particulier quand on remplace 1999 par n’importe quel nombre pair ou multiple de 3.Mais,
bien qu’on conjecture que ce soit toujours possible (sauf pour le dénominateur 6),personne ne l’a
démontré pour un dénominateur quelconque ! Alors, si le cœur vous en dit...

Eliette LAPASSET (34, Grabels)propose une décomposition de

en somme de troisfractions de numérateur1

(dites "égyptiennes") et de dénominateurs tous différents:
4 1 1 1

1999 546 + 5997 + 363878

KlElle BOUSSEYROL (78, Bue) et

BertrandLABILLOY (Bruxelles) donnent
leurspropres décompositions des nombres de laforme

4

4 1 1 1

m-1 m + 4m2-m + 1 + m (4m- 1) (4m2-m + 1)

4
Kl Alain BAILLE (38, Grenoble) et John STEIRING (84, Lacoste) buttent sur

le dernier signalant que c’est le mathématicien hongrois PälErdös récem¬

ment disparu, qui a conjecturé que — est décomposable en somme de trois

4m + 1

n
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fractions égyptiennes,pour tout n sauf 6 où il faut 4 fractions ou alors deux :

en effet,

4 111 1 4 11

'6 =
3

+ 5+ "9+l5OUT = '2 + 6-

268. Somme de suites

•Tous les nombres compris entre 2 et 30,à l'exception de 2, 4,8 et 16 s'écrivent comme

sommes de plusieurs nombres consécutifs.
3=1+2 ; 5=2+3 ; 6=l+2+3 ;7=3+4 ; 9 = 2+3+4 ; 10=1+2+3+4 ; 11=5+6 ; 12=3+4+5 ; 13=6+7 ;

14=2+3+4+5 ; 15=4+5+6 ; 17=8+9 ; 18=3+4+5+6 ; 19=9+10 ; 20=2+3+4+5+6 ; 21=10+11 ;

22=4+5+6+7 ; 23=11+12 ; 24=7+8+9 ; 25=3+4+5+6+7 ; 26=5+6+7+8 ; 27=2+3+4+5+6+7 ;
30=9+10+11.

•Seules les puissances de 2 ne peuvent s'écrire comme de telles sommes.

Il s'agit, pour un entier n donné, de savoir s'il existe des entiers a et b>a tels que :

n = a + (a+1) + ... + b, somme de p entiers consécutifs (b - a + 1= p). On calcule cette somme en

remarquant que la somme des termes équidistants des extrêmes est fixe : 2n = p (b + a).
(a + b) et p sont de parités différentes. On pourra toujours trouver deux diviseurs de 2n de parités
différentes à partir desquels on reconstituera a et b, sauf si n est une puissance de deux.

El Christian OESTREICHER donne duproblème une solution très détaillée utilisant
les nombres triangulaires
Tn = 1+ 2 + 3+ ...+ n =

n(n + 1)

2

Ilmontre qu’une somme de k termes s’écrit Tk + ak
(avec a > l),puis que 2n nepeut s’écrire ainsi.

EJ. CARLHIAN(69, Lyon) utilise lefait que tout nombre impair est somme de deux entiers

consécutifs (2n+l= n+(n+l)), tout multiple de 3 est somme de trois entiers consécutifs
(3n=(n-l)+n+(n+l)), tout multiple de 5 somme de cinq entiers consécutifs...
EJacques TRAMUdémontre très simplement l'inexistence de solutionpour lespuissances de

2 en remarquant que si unepuissance de 2 est somme dep entiers consécutifs,p doit être à la

foispair et impair.

269.La dîme
Si la récolte avait eu 9 châtaignes de plus, au moment du premier partage en 10,ilne serait rien
resté. Le seigneur aurait pris sa part, qui aurait contenu une châtaigne de plus que sa "vraie" part.
Au moment du second partage (pour le prévôt), ce qui reste contiendrait 9 châtaignes de plus que ce

qu'il aurait dû avoir en réalité, et on se retrouve dans la situation précédente : le nombre de fruits
est, au moment de ce second partage, encore divisible par 10. Même raisonnement avec le bailli et

ainsi de suite. Le nombre de châtaignes de la récolte «augmentée» de 9 est donc divisible par
105 = 100 000. Ainsi, le nombre initial de fruits augmenté de 9 est un multiple de 100 000. Comme

on a récolté moins de 100 000 châtaignes, la seule possibilité est qu'on en ait eu 99 991.Le seigneur
en a reçu 10 000 (9999 + 1), le prévôt 9000, le bailli 8100, le curé 7290, et le bedeau 6561.
Il en reste 59 040 à partager entre 48 familles : chacune en aura le même nombre, exacte¬

ment 1230.
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270.Enchanté !
•On commence par montrer que dans tout carré enchanté, la case centrale repré¬
sente le tiers de la somme enchantée, ce qui entraîne ici, en utilisant la deuxième
colonne, que cette case centrale est occupée par 14 (la moyenne de 16 et 12) et

que la somme enchantée vaut 42. On complète encore aisément la deuxième ligne
(troisième colonne) par 18.
On appelle alors a le nombre en haut à droite, et on complète la première ligne et

la troisième colonne en fonction de a. En écrivant les sommes magiques,il
en résulte
a = 11,et le carré ci-contre.

•Avec trois cases préremplies, on peut toujours compléter en un carré enchanté
sous les deux conditions nécessaires suivantes :
-la somme de deux nombres non centraux d'une rangée soit paire,
- chaque nombre de coin soit la demi-somme des deux nombres jouxtant le coin
opposé.

0 André CAROUSE (17, Sainte-Marie de Ré), Augustin FRUCHARD (17,La
Rochelle), Marcel POPPER (75, Paris) et d’autres retrouvent bien ces deux
conditions nécessaires.
0 Si Laurent BOTTE (13, Marseille) se contente de résoudrepar un système
d'équations le carré donné, François SCHNEIDER remarque qu'on obtient un

carré enchanté àpartir de seulement trois variables.
Jacques VERGER (75, Paris) réduit ce nombre à deux en introduisant la notion de "carré
réduit", obtenu en soustrayant à tous les termes lepluspetit d'entre eux. Le carré réduit à
l'origine de tous les autres carrés enchantés est alors le carré C ci-contre, avec x>t,xett

premiers entre eux, aux symétries et rotationsprès. Tous les autres carrés enchantés s'ob¬
tiennentpar aC+b où a et b sont deux entiers.

26-a 16 a

10 14 18

? 12 24-a

1115 16

10 14 18

17 12 13

2x tx + t - 2t

0 2xx

2x 2t x-t-t

271. Carrément carrés

•16 est le carré de 4,1156 de 34.
À partir du suivant, on va appliquer la méthode suivante :
Écrivons N= 111556 sous la forme :

N= 111111 +444+ 1= 111111 + 4 x 111 + 1

Alors 9 x N = 999999 + 4 x 999 + 9

= (1000 000 - 1) + 4 x (1000- 1) + 9

= 1 000 000 + 4 x 1 000 + 4

= 1 0022.
On en déduit que N est le carré de 1002/3 = 334.
En généralisant, on montre que le nombre qui s’écrit avec c chiffres «1» suivis de (c - 1) chiffres
«5» et du chiffre «6» est le carré de S = 3...34 (S s’écrit avec (c - 1) chiffres «3» suivis du

chiffre «4»),

•Le carré suivant est le carré du nombre (S+l) qui s’écrit avec (c - 1) chiffres «3» suivis du chiffre
«5». 335,par exemple, est le tiers de 1 005. Le carré de 1005 s’écrit :

10052 = 1000 000 + 10 000 + 25

= 999 999 + 9 999 + 27
On divise par 9 :

3352 = 111 111+ 1 111 + 3

= 112 225
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Plus généralement, le carré de (S+l) est le nombre qui s’écrit avec (c -1) chiffres «1» suivis de
c chiffres «2» et du chiffre «5».
Les lecteurs ont rivalisé d'astuce pour essayer de simplifier les calculs.

El Elie BOUSSEYROL (78, Bue)fait remarquer que si on veut queN- (n+1)2 ilfaut et

il suffit queN-1= n2+2n = n(n+2). Or 111 555 = 111 x 1005 = 333 x 335, d'où
111 556 = 3342. Onpeut généraliser.Notre lecteur constate aussi, tout comme Lucien
CARRIER (75, Paris) que les carrés de 335, 3335, ...s'obtiennent en intercalant 12 après le

dernier 1du carréprécédent:
352 = 1225, 3352 = 112 225, 33352 = 11122 225.
E ChristianROMON(78, Carrières sur Seine) invente une notation simplificatricepour

désigner le nombre qui s’écrit avec n chiffres «1».
E C.BROERE (Anderghem, Belgique) utilise une méthode manuelle d'extraction des
racines carrées.
EMichelMENGUAL (75,Paris),René TOURNADRE (49, Angers).

272.L’anneau magique

Solution ci-contre.

2 9 V1' :
5/9EMichelMENGUAL (75,Paris) et ChristianROMON(78, Carrières

sur Seine) n'ont pas manqué de s'apercevoir que la somme de tous les
nombres intérieurs aux cercles est troisfois celle des entiers de1à 9,

ce qui leur permet de calculer la somme par cercle. Michel Mengual
propose même une généralisation duproblème à celui d'anneaux com¬

portant un nombre impair de cercles.

4
3 1

al!8

64
3

5 7 6

273. Le nombre porte-bonheur

Le nombre porte-bonheur vaut1111111111111.
L’idée est de montrer, de proche en proche, que tous ses chiffres sont égaux.
Ainsi, s’il commence par AB...,on dit que la différence des nombres obtenus en enlevant A et en

enlevant B est un multiple de 13. Or, cette différence vaut (B-A) suivi de zéros, qui n’est divisible
par 13 que si A = B.Et ainsi de suite.
Il reste à trouver un nombre écrit à l’aide d’un seul chiffre, et dont la somme des chiffres est 13.
Seul 1 111 111 111 111 convient.Effectivement, si on ôte à ce nombre l’un de ses chiffres,il reste

111 111 111111qui est bien divisible par 13. C’est 13 x 8 547 008 547.
E P. BRAJON(78, Jouy en Josas)

274.La grande famille
Le «patriarche» et ses descendants ont tous eu 3 enfants.

Cela fait une assemblée de 121personnes, le carré de 11.

En appelant a le nombre d’enfants par personne, et b le nombre de rangées, le nombre N de
convives est :N= 1+ a + a2 + a3 + a4 = b2
•On remarque que (a2 + a/2)2 = a4 + a3 + a2/4 est inférieur à N

•Et que (a2 + a/2 +1)2 = a4 + a3 + a2 (2+1/4) + a + 1. est supérieur à N.
La seule possibilité que b soit un nombre entier est donc que a soit impair et

b = a2 + a/2 +1/2.
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On a alors : 1+ a + a2 + a3 + a4 = (a2 + a/2 +1/2)2
Cela se simplifie en : a2 - 2a- 3 =0, soit a = 3.

El Christian ROMON(78, Carrières-sur-Seine) mentionne uneparticularité:qu'on ait, nous

dit-il,3,4 ou 5 enfantsparfamille, le nombre de convives (121, 341ou 781) est toujours mul¬
tiple de 11.

275.Le carré bègue

Le carré bègue cherché est 7744 = 882 et c’est le seul.
Un nombre bègue N de 4 chiffres aabb vaut 1100 x a + 11 x b. C’est donc un multiple de 11,et

comme c’est un carré, c’est un multiple de 121. Donc N= 121 x P, où P est un carré.

Mais comme N a 4 chiffres,P est compris entre 9999/121 et 1100/121, soit entre 10 et 82.
Iln’y a que 6 carrés (à essayer) qui soient compris entre ces bornes. Un seul convient.
Nos lecteurs ont le souci du détail et souhaitent éviter les essais.

E Jean KIND (25, Etouvans)précise queN= XXYY = 11(100 X + Y) devant être un carré,
100 X + Y doit être un multiple de 11, le quotient, qui s'écrit UV, étant tel que U + V - 10.
Cela ne laisse comme possibilités que 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91, où seul 64 convient
puisque c'est le seul carré.
ERené TOURNADRE (49, Angers) raisonne, lui, sur 100X+Yqu’il écrit 99 X + (X+Y), et

quidoit êtremultiple de11. C'estdire queX+Yaussi, d'où lespossibilités:(2,9);(3,8);(4,7);
(5,6);(6,5); (7,4); (8,3) et (9,2).

EMichel, RABAUD (75, Paris), Christian ROMONet J. CARLHIAN(69,Lyon)préfèrent
une solution algébrique:
100 X + Y = 11 n2 = 99 X + (X+Y), d'où n2 = 9 X +
La seule possibilité est X + Y= 11,et donc
n2= 9X + 1, d'où (n+l)(n-l) = 9X, et ainsi n+1= 9,n-l= X. On trouve en définitive
n = 8,X = 7etY = 4.Le nombre cherché est bien 7744 = 882.
Selon une remarque de Christian Romon, voilà que non seulement le carré est bègue, mais le
nombre aussi.

X + Y

il

276. Les carrés antimagiques
*11n’est pas possible que les sommes des lignes, des colonnes et des diagonales soient toutes

différentes.
En effet, pour un carré de n cases sur n, une somme ne peut prendre qu’une
des (2n + 1) valeurs entières allant de n à 3n, alors qu’il y a (2n + 2) lignes,
colonnes et diagonales.

61 1 1 1 1 1

81 1 1 1 1 3

101 1 1 1 3 3

131 2 3 3 31
•Ci-contre un exemple de carré antimagique 6x6.
NB: Iln’existe pas de carré antimagique 5 x 5,ni d’ailleurs d’aucune

dimension impaire. Unproblème analogue (carré rempli avec -1,0,1uni¬

quement) a été donné aux Olympiades Mathématiques Ukrainiennes en

1996, et la propriété peut se démontrer.

151 2 3 3 3 3

2 3 3 3 3 173

7 9 11 12 14 16

277.Élégance urbaine

•Il est assez facile d’éliminer les grandes valeurs de N(à partir de 5),puis, après quelques essais,
les petites,pour trouver que seulN= 4 peut convenir.
On parvient ensuite à l’unique solution :
21978 x 4 = 87 912
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SRaymondBLOCH(78,Le Vésinet), auteur d’un traité de cryptarithmes intitulé
«80 additions mystères», explique que l'opération cryptée

ABCD x E=DCBA n'admet que deux solutions:1089 x 9 = 9801 et

2178 x 4 - 8712, qu'onpeut "prolonger” en intercalant un ouplusieurs "9" au milieu,par

exemple:109989 x 9= 989901 et 2199978 x 4 = 8799912. Comme on exclut ici les nombres

comportantplusieurs "9", la seule solution est 21 978 x 4 = 87 912.
El Jacques Dautrevaux (06, Saint-André)

278.La roue des différences

•La seule façon de remplir une telle roue est d’alterner des

cycles 1,1,0.
En effet,pour les deux nombres à gauche du «1»,iln’y a que
deux possibilités, (n- 1,n, 1) ou (n + 1,n, 1),mais elles sont

toutes deux suivies,
si n n’est pas égal à 0 ou 1,par
(n- 1,n-2, 1)...qui nous ramène à la situation précédente
(n+1,n, 1) décalée de -2. On finira donc toujours, de décalage en o
décalage, à (p + 1,p, 1) avec p = 0 ou 1, toujours suivi de la

période (1,1,0).Mais pour que la suite «boucle», cette situation
doit aussi être celle des nombres à gauche du «1».

•La somme étant 20,il y a 10 tels cycles et la roue compte

30 cases.

A /
[V [oJ

(o)

[p]

p)
p) N

/ V

•AwiVvy®

279.Le cancre récidive

484 654 t 142.
847 ’ 545 424 'Trois fractions se simplifient à la manière du cancre :

ABÇ= A où A,B et D sontcompris entre 1 et 9, où C, distinct de B,
BCD D

En effet, l’égalité

100 A +N A

10N+D
“ D’

est entre 0 et 9,et où enfin A et D sont premiers entre eux, s'écrit aussi :

avec N= 10 B + C. Soit, après réduction :

99 x A x D =N x (10 x A -D). Comme B Nn'est pas multiple de 11.

C'est donc 10 x A -D qui l'est. Il reste 8 essais à effectuer, dont trois mènent à des solutions.
EPierre BEAUMONT, Jacques BUOB (01, Viriat), Jacques CHAUPIN(51, Vitry-le-
François), Jean-Marie DELORD (34,Montpellier),Gilles DUPUIS (75, Paris),

Pierre GASCOU(78, Versailles), M. GAVE (74, Annecy-le-Vieux), Claude GEORGE

(84, Ansouis), Yasuhide HIRANO (75, Paris), JeanDanielLEFRANC (92, Fontenay aux

Roses),HenriMONNARDOT (42 Saint-Etienne), RenéMONNOT (34,Balaruc les Bains),

Jean PIGETVIEUX (38, Grenoble), Marie-Claire P1GNOT (90Bavilliers),Mme PREMAT
(74, Veyrier-du-Lac), ChristianROMON(78 Carrières sur Seine), CharlesROUMIEU
(34,Montpellier), Gabriel TAMAS (91, Gif sur Yvette), Antoine WEHENKEL (Luxembourg),

M. WOLFF (48 Saint-André de Lancre).
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280.La pointe du triangle

•192 sera inscrit sur la pointe du triangle d’ordre 6.
Une observation attentive permet de constater que les suites de nombres de chaque ligne sont des
“progressions arithmétiques”, c’est-à-dire qu’on obtient l’élément suivant en ajoutant un même
nombre appelé “raison”. Ainsi, la différence de deux termes consécutifs est 1 sur la première ligne,
2 sur la deuxième,puis 4,puis 8,puis 16.Elle double d’une ligne sur l’autre, et sera donc de 32 sur
la sixième ligne du triangle d’ordre 6 qui comportera donc les nombres 80 et 112, dont la somme,

192, sera la pointe du triangle d’ordre 6..

•La pointe du triangle d’ordre 20 vaut 20 x 2 19 = 10 x (1024)2

= 10 485 760
On peut montrer plus généralement que le premier terme de la ligne (p +1), qui est aussi pointe du
triangle d’ordre p, vaut p x 2 P-1. Pour cela, on considère le premier et le dernier terme de chaque
ligne : leur somme vaut p sur la ligne 1 et double d’une ligne sur l’autre. En effet, si une ligne
s’écrit : a b c d,on a,par symétrie, a + d = b + c. La ligne suivante commence par a + b
et finit par c + d, dont la somme, a + b + c + d, est bien le double de a + d. Ainsi, la somme des
deux termes de la ligne p vaut p x 2 P-1. C’est cette somme qu’on écrit sur la ligne suivante, à la
pointe du triangle d’ordre p.

El J. CARLHIAN(69,Lyon), distingue les triangles numériques d'ordre 2n, où lapointe est

n x4n et les triangles d'ordre 2n+l où lapointe est(2n + 1) x 4n. En effet, dans lespre¬
miers, lapointe termine la colonne du nombre médian, et dans les seconds, elle termine la
colonne du nombre médian de la seconde ligne, d'ordrepair.
El Jean-DanielLEFRANC (92, Fontenay aux Roses), Didier MAILLARD (75, Paris),

Antoine WEHENKEL (Luxembourg).

281.Déploiement triangulaire

Le déploiement triangulaire sera toujours possible.
Dans un tel déploiement, le nombre d’hommes est un nombre dit «triangulaire» qui s’écrit sous la

H (H + 1)
forme Tn = (1+2+ 3+...+ «)

2

S’il existe a grades, l’armée du général comprend

9°- 11+ 9 + 92 + ... + 9a_1= militaires.
8

3a - 1
Ce nombre se met sous la forme du nombre triangulaire Tnpour « = —-—

EM. CARLHIAN(Lyon) précise que l'armée dupays aura, sur 3 lignes, 91 soldats et sur 4

lignes, 820. Christian ROMONgénéralise leproblème, d'abord à la triangulation de l'armée
romaine, rangée en carré de côté 3k avec un chefà sa tête.Il trouve qu'elle n'est jamais pos¬

sible, saufpour k - 1, c'est-à-direpour 9 hommes et leur général.Il va jusqu'àposer lepro¬

blème de la triangulation de1+ 3k qui, lui, a deux solutions 10 et 28.

279



solutions DÉFIS NUMÉRIQUES

282.Faîtes l’appoint!
Le gamin possède au maximum 1,43 Euro, sous la forme de :

•1pièce de 50 cents

•4 pièces de 20 cents

•1 pièce de 5 cents

•4 pièces de 2 cents

283. Rationalité
Pour montrer que deux tels rationnels n’existent pas, on raisonne «par l’absurde».

a3 -b3
= a2 + ab + b2.On suppose qu’ils existent et on les appelle a et b.

On a donc a2 + ab + b2 = 2.

En posant a- -7- et b = ,on se ramène à l’équation en nombres entiers:
y

A2 + AB + B2 = 2C2, où A = xt,B = yz et C = yt.

Si A ou B était impair, A2 + AB + B2 ne pourrait être pair.
A et B sont donc pairs, et A2 + AB + B2 est multiple de 4.
Mais alors, en simplifiant par 2, on constate que C est aussi pair, ce qui permet de diviser les deux

membres de la relationpar 4 et de recommencer avec une relation similaire,puis encore de diviser par
4 et de recommencer à l’infini...
Ce qui est absurde puisqu’on part d’entiers finis.

a -b

El Pierre SAMUEL (92 340 Bourg la Reine)pose une autre question:existe-t-il deux ration¬

nels tels que la différence de leurs cubes soit le triple de leur différence ?
Ceproblème-ci a une infinité de solutions, nous dit-il, commepar exemple — et — .

19 19

284.Permutation circulaire
Appelons N le nombre de 6 chiffres, et ABCDEF son écriture décimale.
Si x s’écrit BCDEF, on aura N= 100 000A + x - 13K (c’est un multiple de 13).

Le permuté,P, d’écriture décimale BCDEFA, s’écrit alors:
P = A + lOüc = A + 10 (13K - 100 000A).

Soit P = 130K - 999 999 A.
Or 999 999 = 999 x 1001 = 999 x 13 x 11 x 7.
P est donc un multiple de 13.

EPhilippe KAHN(92100 Boulogne) et PaulPERBOST(06000Nice) apportent des généralisa¬
tions à ceproblème.En utilisant toujours les mêmes notations,Nest divisiblepar 7,11ou13,

nousfait remarquer P.Perbost, si et seulement siP l'est aussi.Nos deux lecteurs étendent éga¬
lement ce phénomène numérique à tout nombre de deux chiffres divisiblepar 11, ou de trois

chiffres divisible par 37,... ou... de sept chiffres divisible par ..239. Par exemple, nous dit

Ph.Kahn, comme 3 313 251 est divisiblepar 239, 3 132 513 l'est à son tour.

285. Trahie par la «Sécu»!

•Le pharmacien (ou plutôt son ordinateur) s’apercevra de la supercherie.
97 étant un nombre premier,une confusion ne peut exister qu’entre deux dates de naissance distantes
de... 97 ans ! Si Mylène était née en 1902 déclarait être née en 1999, l’ordinateur l’aurait crue, mais
pas le pharmacien !
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•Mylène est en réalité née en 1960.
Pour s’en rendre compte, on divise d’abord le nombre 2001075017724 par 97 (c’est le nombre de
13 chiffres dans lequel on a remplacé l’année de naissance par deux zéros). On peut le faire
“à lamain”, mais il y a des méthodes plus rapides, en travaillant par “tranches” à partir de la fin.
Ainsi, 24 donne 24. 100 a pour reste 3, donc 7700 a pour reste le triple de 77, soit 231, qui lui-même
donne le reste 37.Et ainsi de suite... Le reste de la division est finalement 95.

Or,ildevrait être 28 (97 - 69). On peut l’obtenir en rajoutant 30 au reste 95.
Il reste à trouver l’unique nombre de deux chiffres X tel que la division de X suivi de 10 zéros
(X x 1010) par 97 donne 30. Or, le reste de la division de 1010 par 97 est 49. En multipliant par 2, on

trouve pour reste 1,car 98 = 97 + 1.
En multipliant par X = 60, on aura bien le reste 30.

El Nos amis savent bien jongler avec les chiffres. Qu'ils parlent, comme Alain DEFRACE
(94340 Joinville le Pont), en termes de congruences, ou en termes d'arithmétique élémentaire
comme un autre lecteur de Jouy en Josas, ils donnent la bonne solution. Didier MAIXAN-
DEAU (92600 Asnières) imagine avec humour qu'onpeut aussi tricher sur le mois de nais¬

sance. Allant jusqu'au bout des calculs, il détaille avec minutie tous les rajeunissements et

même tous les vieillissements possibles! Marlène pourrait en effet se rajeunir au mieux de

19 ans 3 mois et être née en février 1995, ou au pire de 12 ans 9 mois, ou alors se vieillir
(pourquoipas?) de 47 ans 10 mois, ou même de... 82 ans 11mois...

286.Enigme numérique_
•998, 406 ou 593 répondent à la première énigme.
Le carré du nombre X cherché s’écrit: •
D’où l’égalité X2 = 1000 A + 1000-A,
qu’on peut écrire : X2 - 1= 999 (A + 1)

soit (X - 1) (X + 1) = 27 x 37 x (A + 1).

Quatre cas se présentent alors :

•X - 1 est multiple de 999: impossible, car X n’a que trois chiffres.

•X + 1 est multiple de 999: seule possibilité X = 998

•X -1est multiple de 27 et X + 1multiple de 37: X = 406 répond seul aux contraintes.
•X + 1 est multiple de 27 et X - 1multiple de 37: X = 593 répond seul aux contraintes.
Iln’y a pas d’autre possibilité car X -1 et X + 1ne peuvent être simultanément multiples de 3.

•Un raisonnement similaire mène, dans le cas de quatre chiffres, à 6 solutions:
9998, 9899, 5554, 5455, 4544 et 4445.

A 1000 -A

287.L’âge de César Thaire
Age de César Thaire: 73 ans

Age de Pierre: 72 ans

Age d’Aure: 64 ans

En appelant a le chiffre des dizaines et b le chiffre des unités, on parvient à l’une des deux équations:
10 a + b + ab + a + b + a -b = 100 (1)

et 10 a + b + ab + a + b +b-a- 100 (2)

L’équation (1) se transforme en (a + 1) (b + 12) = 112

On la résout en identifiant les diviseurs possibles de 112 à (a + 1) et (b + 12) avec la contrainte pour
a et b d’être compris entre 1 et 9. On trouve les deux solutions a = 7;è = 2eta = 6;è = 4.
L’équation (2) se transforme en (a + 3) (b + 10) = 130
On la résout de même pour une unique solution: a = 7; b = 3.
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288. Carré blanc
Premier carré blanc: ligne 6, colonne 12
Premier carré noir: ligne 21, colonne 55

El Jules RENUCCI (20000 Ajaccio) nous suggère une variante de ce problè- 20g

me:Trouver le premier carré noir (blanc) flanqué, sur la même ligne, de
4 carrés blancs (noirs).Pour lapremière question, il désigne comme solu- 16

don le carré situé ligne 6, colonne 10, et pour la seconde, celui de la 14»P
ligne 151 296 145, colonne 151 296 186. C'est là effectivement, nous 12

dit-il, que la notion d'escalier infiniprend tout son sens!

ri

18

289.Finale quatre

•Les entiers se terminant par 038, 462, 538 et 962 ont un carré qui se termine par 444
(On peut montrer que ce sont les seuls).

•Iln’existe aucun carré se terminant par 4444.
Remarque préliminaire: tout nombre se terminant par 4448 est divisible par 16.
Etudions alors le carré d’un nombre A.
-Si A est impair, son carré l’est également et ne peut se terminer par 4.
-Si A est unmultiple de 4, son carré est unmultiple de 16, ce qui n’est pas le cas d’un nombre se ter¬

minant par 4444.

- Si A est de la forme A -4k + 2, son carré A2 vaut 16 (k2 + k) + 4, et, d’après la remarque prélimi¬
naire, A2 + 4 n’est pas un multiple de 16.

ELes solutions très complètes ne manquentpas:Jean-Luc GIOVACHINI(Paris) et Christian

ROMONparlent congruences pour donner la solution générale. Les nombres dont les carrés
sont terminéspar 44 s'écrivent c38 avec un chiffre des centaines c multiple de 5. Ceux dont les
carrés se terminent par 444 vont s'écrire c62, leur chiffre des centaines ayant pour reste

4 dans la divisionpar 5.Philippe KAHN(92100Boulogne) donne quant à lui laforme de ces

nombres:50p + 12 ou 50q + 38pour lespremiers, 500r + 462 ou 500s + 38pour les seconds.

290. Tourisme littéraire
•Le premier livre a 199 pages numérotées. J’en ai sauté les pages 162 et 163.

Nétant le nombre de pages,q et q+ 1les pages sautées (avec qpair), on a la relation:

N(N + 1) - (2q + 1) = 19575.N est donc au moins égal à 198,
2

197 x 198 = 19503 < 19575.car
2

N (N+1)N= 198 ne convient pas car - 19575 = 126 est pair.
2

N(N + 1) - 19575 = 325. q = 162 convient.Avec N= 199,
2

Au-delà de 199, q serait trop grand.
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•Le deuxième livre a 201pages numérotées. J’en ai sauté les pages 180 à 183.
N étant le nombre de pages, 2qà2q+ 3 les pages sautées,

- 19575 = 8<gr + 6 n’est vérifié (avec 2q +3 <N) que pour:
N(N + 1)

2

•N = 198 et q= 15

•N= 201 et q = 90.
Seule le dernier cas place les pages sautées dans la deuxième partie du livre.

MBonnes solutions de Gaston CASANOVA (Paris) et Philippe KAHN(92100 Boulogne).

291.Festival de trois
Tous les nombres composés deNchiffres «3» ont la même propriété.

10N- 1Un nombre A composé de N chiffres 3 s’écrit: A =
3

En l’élevant au carré, on trouve

A2 = (10N-1H1QN_I) = 10N x (ÎQN _ i) (10N- 1)

9 9 9

On pose l’opération:

(N chiffres «1» suivis de N chiffres «0»)
(N chiffres «1»)

1 1 1...1 100...00
1 1...11

1 1...1 1 0 8 8...89

A2 est composé de (N- 1) chiffres «1», d’un «0», de (N- 1) chiffres « 8 » et d’un « 9 ».
La somme de ses chiffres vaut 9N, toujours 3 fois la somme des chiffres de A.

El J-M. GADAT (60140 Rosoy) remarque que pourN< 10, le nombreformé deNchiffres 1
admet N2pour somme des chiffres de son carré.Didier MAILLARD (Paris) nous signale
d'autres nombres vérifiant lapropriété de l'énoncé comme 42 ou 63.
Bonnes solutions de C.ROMONet Antoine WEHENKEL (Luxembourg).

292. Addition-miroir

480 084
+ 97 + 79
+ 35 + 53mais aussi

612 216

Il faut bien sûr, comme dans tous les cryptarithmes, supposer qu’à chaque lettre correspond un chiffre
et un seul.

El LoïcRIVET(95530LaFrette sur Seine)présente un classement des solutions en deux catégo¬
ries, selon queD +F-E+G-llouqueD +F-E+ G = 12. ChristianROMONjustifie
que lepremier cas est impossible sans doublons.Ils’avère donc, nous dit-il, que la seule
possibilitépour (A, B, C,D,E,F, G,H,I) est (4, 8, 0, 9, 7, 3, 5, 6, 12).
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293. Carrés et cubes

Horizontalement:
I. 1331 = 113.
II. 23765 = 1542+72.
III. 512 = 83.
IV. 2197 = 133.

Verticalement:
II. 33124 = 1822.
III. 3721 = 612.
IV. 93 = 82 + 52+ 22.
V. 5776 = 762= 952 - 572.

I II III IV V

il I l I I B
7T7 6J5TT2M7

1I9 T

I

II

I II III iv vni

1 1 1 1 1 1 1 1 B
ii 7777T
III TT7riB7~
ivIlTTÿy

IV

V

Ces deux grilles ne diffèrent que par le second

nombre de la colonne IV.
Si 93 = 82 + 52 + 22, 91 = 92 + 32 + 12.

El Nos lecteurs sont économes: Philippe ANTOINE (59100 Roubaix) et Jacques CHAUPIN

(1300 Vitry leFrançois)précisentparticulièrement que la donnée «différence de deux carrés»

du V vertical est inutile.En effet, nousprécise Ph. Antoine, tout carré, autre que1et 4, est

différence de deux carrés:si un tel carré, n, est impair, ils’écrit: ( n + * )2 - ( n' 1 )2 , s’il est

pair, donc multiple de 4, il s’écrit n - 4m = (m + l)2 - (m - l)2. 2 2

De nombreux autres ont trouvé à cette grille les deux solutions:Pierre ANDRE (57070 Metz),

Jean BOURLIES, Jacques DUFRESNE (92310 Sèvres), Gille DUPIN (Paris), J. FAURE
(78000 Versailles), Jean-DanielLEFRANC (92260 Fontenay aux Roses), ChristianROMON,

Patrice SULMONT (44300Nantes), Henri TIBULLE (56100 Lorient).

294.Handicap

L’écart minimum entre le cheval plus lourd et le cheval le plus léger est environ de 97,07 kg.
Appelons/le poids (enkilogrammes) du jockey de Fox-trot,m celui du jockey de Monty et r celui du

/+m + r= 181.jockey de Régalot,
Si on enlève de la tonne cinq fois ce poids, ilne reste plus que/+ m/2 = 95.
On déduit aisément que/= r + 9.
Ilreste maintenant à comprendre que Régalot est forcément plus léger que Fox-trot, et que l’écart mini¬
mum entre le cheval le plus lourd et le plus léger est obtenu quand Monty et Fox-trot ont le même
poids. Le système s’écrit:
4,5 m = 5/ /+ m/2 = 95.

7Z5_ =« 67,86 kg, et les autres valeurs indiquées dans le tableau ci-dessous.Il s’ensuit m =

Fox-trot Reqalot TotalMonty

Jockey 67,86 61,07 52,07 181,00
Cheval 305,36 305,36 208,29 819,00

Total 1000,00

Gardons-nous de ne chercher que les solutions en nombres entiers: elles ne répondent pas à l’écart
minimum requis entre les poids extrêmes des chevaux.

E Bonne solution de Christian ROMON.
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295.Décodage
«ZYWRC»
Onremplace chaque lettre par la lettre décalée de 5 +P dans l’ordre alphabétique,P désignant laplace de
la lettre dans le mot.
Ainsi, le «T»,première lettre de «TROIS» et vingtième lettre de l’alphabet, est remplacé par la lettre
de rang 20 + 5 + 1 = 26, soit «Z».
De même le «S », cinquième lettre de «TROIS» et dix-neuvième lettre de l’alphabet, est rempla¬
cé par la lettre de rang 19 + 5 + 5 = 29, soit en épelant l’alphabet de manière circulaire, la troisiè¬
me lettre après «Z», c’est-à-dire «C»

296.La division
La division compte 2517 soldats.
Le nombre N de soldats est impair. Posons N= 2p + 1.
On déduit successivement que
•p- 1 est divisible par 3 (et doncp + 2)

•p- 2 est divisible par 2 (et donc p + 2)
•p- 3 est divisible par 5 (et donc p + 2)
•p- 4 est divisible par 3 (et doncp + 2)
•p- 5 est divisible par 7 (et doncp + 2)
•p- 6 est divisible par 4 (et doncp + 2)

•p- 7 est divisible par 9 (et doncp + 2)
•p- 8 est divisible par 5 (et doncp + 2)

p + 2 est donc divisible par 4, par 9,par 5 et par 7, donc par leur produit 1260.
Seule la valeurp = 1258, qui entraîne N= 2517, conduit à un résultat inférieur à 5000.

S Qu'ils travaillent avec N + 3, comme Eric DARDE (33000 Bordeaux), Alain DEFRACE

(94340 Joinville-le Pont), Philippe KAHN (92100 Boulogne) ou Christian ROMON, ou avec

N- 7 commeMichelMENGUAL (Paris), les lecteurs trouvent à ces nombres assez de diviseurs

pour donner la bonne solution.

297.Le nombre triangulaire

Le nombre triangulaire cherché est 666.
En effet, la somme des Npremiers entiers est égale à N(N+ 1)

2

Un nombre s’écrivant avec 3 fois le même chiffre K vaut Kxlll=3xKx 37.
On a donc 6 x K x 37 =N(N+ 1).
On en déduit que 37 divise N ou (N+ 1), et même qu’il est égal à l’un des deux (sinonN serait trop
grand). N = 37 est impossible, car 38 n’est pas divisible par 6. La seule solution est N = 36, et donc
K = 6.

0 Chacun a cherché ce problème à sa façon:Michel HEBRAUD (31000 Toulouse) a cher¬

ché le nombre triangulaire N en utilisant que 8N + 1 devait être un carré. Jean-Daniel
LEFRANC (92260 Fontenay aux Roses) généralise leproblème aux nombres triangulaires
à 2 chiffres identiques (55 et 66). A 4 ou 5 chiffres iln'y en apas, nous dit-il, maispar contre

les nombres de laforme 100p(p + 1) sont triangulaires et comportent trois zéros ouplus dans
leur écriture décimale, commepar exemple 20 100, 320 400 ou 4 501 500.D'autres ont cher¬

ché, avec l'aide, bien sûr, d'un ordinateur, les nombres triangulaires comportant trois chiffres
identiques, et ils en ont trouvé, beaucoup même: 616 605, 76636... la liste est très longue.

D'autres encore ont cherché de tels nombres avec trois chiffres identiques consécutifs:
122 265, 222 778, 600 060,...Puis quatre:1222 266, 2 235 555,...Puis cinq: 5 666 661, 43
333 395... qui dit mieux ? (Antoine WEHENKEL, Luxembourg;MichelDUTEIL, Paris)
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298.Mystification

La «mystification» de 3 par 3 donne 61.
On commence par calculer,pour tout entier a, le «mystifié» de 1par a. D’après le mystère 3»,
1 * a = 0 * [1 * (a - 1)]
En réitérant cette égalité, on obtient:
1 * a

= [1 * (a - 1)] + 1

= [1 * (a-2)] + 2
= [l*(a-3)]+3

= [1 * 0] + a

= 0 * 1+ a

= a + 2.1 * a
Par un procédé analogue, on obtient le résultat :
2 * a

Alors,3*3 =2* (3 *2),et 3*2=2* (3*1) et 3*1=2* (3*0) = 2*5=13,
d'où 3 * 2 = 29, donc 3 * 3 = 2 * 29 = 61.

El Quelquespassionnés de chiffrespoursuiventplus loin la mystification.MichelHEBRAUD
(31000 Toulouse) et René TOURNADRE (49000 Angers) donnent des formules, encore des

formules: \*n = n + 2, 2*n = 2n + 3, 3*n = 2" + 3 - 3, et bienpire! Voilà que 4*4 = 1? -3,
avec...16 exposants superposés!

= 2 a + 3.

299.Enigme chiffrée
Je suis le nombre 675.
Si X est le nombre cherché, 3X doit être un carré. C’est que X est multiple de 3.
5X doit être un cube. C’est que X est de la forme X = 25 Y3,mais comme X est multiple de 3, Y aussi.
En posant Y = 3 Z,il vient X = 675 Z3.
Il reste à exprimer que l’écriture décimale de X ne comporte que trois chiffres : la seule solution cor¬
respond à Z = 1.

EBeaucoup ont cherché aux solutions uneforme générale, indépendamment de leur
nombre de chiffres. Les nombres obéissant aux contraintes de l'énoncé s'écriront
X = 675 x U6.En donnant à Ules valeurs des entiers successifs, on obtient
675, 43200, 492 075, 2 764 800, 10 546 875, 31 492 800... et vive l'informatiquepour calcu¬
ler tout cela!M.LACROIX (Marseille), JoëlLIRAND (86360 Chasseneuil du Poitou),

Claude TABET (Paris), Alain VALLON(78000 Versailles).

300.Le carré de Lucifer
Le séjour minimum en enfer est de 510 ans et un peu plus de deux mois.
En remplissant le carré de Lucifer où les nombres de 1 à 10 ont été positionnés
comme ci-contre, on réduit sa peine d’un peu plus de 4 milliards 913 millions et Ff
250 000 secondes, soit presque 156 ans!
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AVANT-PROPOS
AUX PROBLÈMES 301 À 500

epuis 1996, 500 jeux et problèmes mathématiques ont été publiés dans « Le

Monde », semaine après semaine, et plusieurs ouvrages ont paru, rassem¬

blant à la fois les problèmes, les solutions,et les principales idées novatrices

émises par les nombreux et fidèles lecteurs qui nous écrivent régulièrement depuis

plus de dix ans, et que nous remercions chaleureusement.

D
L'ensemble des problèmes 301 à 500, édité indépendamment, constitue le quatrième
volume, intitulé 200 nouveaux problèmes du « Monde », et fait suite à Affaire de

logique (1-100), 100 défis mathématiques du « Monde » (101-200), et 100 jeux

mathématiques du « Monde » (201-300).

Mais ce volume, comme d'ailleurs les autres, est repris dans un beau livre relié de

plus de 500 pages,L'intégrale des jeux mathématiques du « Monde » (parution jan¬

vier 2008), dont il constitue la deuxième partie (301-500). La première partie, qui

regroupe les problèmes 1 à 300, peut aussi être acquise sous la forme d'un coffret

regroupant les trois premiers volumes.

Mille façons d'accéder à ces problèmes qui vous procureront,nous l'espérons, autant

de plaisir à les chercher que nous avons eu à les concevoir.

Elisabeth Busser et Gilles Cohen
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énoncé solution

, . . 134 ... 152
, . . 135 ... 153
. . 135 ... 154
. . 136 ... 154

, . . 136 ... 154
, . . 137 ... 155
, . . 137 ... 155
. . . 138 ... 156
. . 138 ... 156
. . 139 ... 157

. . . 139 ...157
. . 140 ... 158
. . 140 ... 158
. . 141 ... 158
. . 141 ... 159
. . 142 ...160
. . 142 . . . 160
. . 143 ... 160
. . 143 ... 161
. . 144 ...161

énoncé solution n°n°

441 Généalogie
442 Les deux meilleurs
443 Corvée de balayage
444 Le festin de l’araignée
445 L’onde verte

446 La feuille d’émargement
447 Le jeu des 30 pions
448 Les quatre objets et la balance
449 La ronde des pions
450 À la manière de Paul Klee . .
451 Le jeu du partage
452 Les 1000 jetons
453 Loto-ku
454 Les cent cartes

455 La recette du sept
456 En noir et blanc
457 La roue de la fortune
458 Les jetons
459 Un jeu d’enfant !
460 Kitoudouble

421 Le circuit de la Tour
422 Le chamboule-tout
423 La machine à créer des nombres .... 125 .
424 La bande des quatre
425 Rencontre du troisième type
426 Les 40 voleurs et la balance
427 Casino privé
428 La tombola du club
429 La planche de timbres
430 Les trois urnes et le magicien
431 La machine à tricoter des nombres .. 129 ... 149
432 Les terriers surpeuplés
433 Croissance 2004 ....
434 La limousine de la famille Ours .... 131 ... 150
435 Quadrichromie
436 Faites la queue, comme tout le monde ! 132 ... 151
437 Les pions bicolores
438 Le plus court des chemins
439 Les 3 sœurs
440 Intercalez la somme ....

124 ... 145
124 .. . 145

146
126 .. . 146
126 ... 146
127 ... 147
127 .. . 147
128 .. . 148
128 ... 148
129 ... 148

130 ... 149
130 .. . 150

131 ...150

132 ... 151
133 ...151
133 ...152
134 ...152

chapitre 5 •DÉFIS NUMÉRIQUES llil :1M

énoncé solution

481 Le bal de la marquise des Anges .... 173 ... 190
482 Carrément carrés
483 Un nombre prodigieux ....
484 Ananombres
485 Le match du 2 et du 3
486 Le baron
487 Mémoire (pas) vive
488 Briseur de code
489 Famille nombreuse
490 Des entiers intéressants . . .
491 Nombres fréquentables ....
492 Deux chiffres inconnus ....
493 Déferlement de uns
494 Renversement de situation . .
495 Les nombres tricarrés
496 Les nombres diagonaux ....
497 Salaire hebdomadaire
498 Avoir la moyenne
499 Les « nombres de personne »

500 Dyslexie multiplicative ....

énoncé solution

. . 164 ... 183

. . 164 ... 183

. . 165 ... 184

. . 165 ... 184

. . 166 ... 184

. . 166 ...185

. . 166 ... 185

. . 167 ... 185

. . 167 ... 185

. . 168 ... 186

. . 168 ... 186

.. 169 ... 187

. . 169 ... 187

. . 170 ... 187

. . 170 ... 188

. . 171 ...188

. . 171 ... 188

. . 172 . . . 189

.All ... 189

. . 173 ... 190

n°n°

461 Bonheur à trois
462 Les dominos de Dominique .
463 Du travail d’orfèvre
464 Le nombre mystère
465 Octification . .
466 La nappe à carreaux
467 Quoi de « neuf »

468 L’assemblée des nombres . .
469 Un nombre de dix chiffres . .
470 Qui s’étend sur la tente ?...
471 Les séries rivales
472 Digitalement votre

473 Retournement de situation . .
474 Plus fort que la calculatrice .
475 Le carré palindrome
476 Les nombres aristocrates . . .
477 Vide grenier
478 Magique ?
479 Otez le chiffre du milieu ! . .
480 Palindromes et porte-bonheur

174 .. . 190
174 .. . 192
175 ... 193
175 .. . 194
176 .. . 194
176 .. . 195
177 ... 195
177 .. . 195
178 .. . 195
178 .. . 196
179 .. . 197
179 ... 198
180 ... 198
180 ... 198
181 ... 199
181 ...200
182 .. . 200
182 .. . 200
182 . . .201
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AFFAIRE DE LOGIQUE

301. Le président mal-aimé

Problème n°303 du 10112102

A lain,Bernadette et Charles se présentent à la présidence d’unnouveauparti.Les
/jLdouze membres du conseil qui doit procéder à l’élection émettent des votes

d’une cohérence totale. Ainsi, l’un de ces électeurs, Nicolas, qui préfère Alain à

Bernadette et Bernadette à Charles (et donc Alain à Charles), votera pour Alain lors

de tout suffrage où ce dernier est présent,et voteraBernadette si un duel oppose cette

dernière à Charles.

Lors du scrutin à un tour, où les trois candidats sont présents, Alain est élu, obtenant

plus de voix que Bernadette qui obtient plus de voix que Charles. Pourtant, lors

d’éventuels duels, Charles l’aurait emporté sur Bernadette comme sur Alain, alors

que Bernadette l’aurait emporté sur Alain. __
A-B-C

A-C-B
Indiquez en face de chacun des six ordres de préférence

possibles le nombre de votants à qui cet ordre s’applique.
B-A-C

B-C-A

C-A-B

C-B-A

302. Le Q.C.M.
Problème n°308 du 14/01/03

érénice est furieuse en constatant qu’avec le nouveau barème elle a un nombre

de points (un nombre «premier» compris entre 45 et 70) inférieur de 8 points à

celui qu’elle aurait obtenu avec l’ancienne formule ! L’examen se déroule sous

forme d’un «QCM» de 30 questions. Parmi les cinq réponses suggérées, une seule

est correcte. Le nouveau barême fixe 30 points au départ, plus quatre points par

bonne réponse,moins unpoint par réponse erronée,une absence de réponse valant 0

point.
Avec l’ancien barème, onpartait de zéro,mais on obtenait 5 points par bonne répon¬

se, 2 points par question laissée sans réponse et 0 par réponse fausse.

B

Combien Bérénice a-t-elle laissé de questions sans réponse ?
Combien Bérénice a-t-elle donné de réponsesfausses ?

8



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

303. Le solitaire
Problème n°313 du 18/02/03

Qur un immense damier tricolore dont une partie H|
Oest représentée ci-contre, des pions sont disposés H

I
meEMcien carré.

Laréussite du «solitaire» consiste à les enlever suc¬

cessivement pour n’en laisser qu’un seul.

Le seul coup autorisé consiste à faire «sauter» un

autre pion par dessus le pion à supprimer, horizon¬
talement ou verticalement, et à le poser sur la case

suivante (à condition qu’elle soit vide).

O QUOI
oonoo

œD OQ
OQO

Est-ilpossible d’arriver à sesfins avec, au départ, un carré de 36pions ?
Et avec un carré de16pions ? Un carré de 25pions ?

304, Enceinte autoréférente

Problème n°318 du 25/03/03
© © ©© ®

\ r A
©
JL

_0

Y A Y X A Y

© ® © ® © ©

Complétez chacune des grilles ci-dessus à l’aide de chiffre de 0 à 7 de sorte que :

- le nombre des chiffres «1» de la grille figure en haut à gauche ;

- le nombre des chiffres «2» de la grille figure dans la case suivante de la première
ligne ;

...et ainsi de suite, la flèche issue d’un cercle indiquant dans quelle case marquer le

nombre de chiffres identiques à celui qui figure dans le cercle.

NB : les chiffres figurant dans les cercles ne sont pas comptabilisés.

9



AFFAIRE DE LOGIQUE

305. La pièce oubliée

Problème n°323 du 29/04/03

chacune de ces deux grilles représente un labyrinthe fait de pièces carrées qui

communiquent entre elles par les côtés. La pièce d’entrée est marquée «E», la

pièce de sortie «S».

EE

S S

Pour chaque dimension (7 x 7 et 8 x 8), est-ilpossible deparcourir le labyrinthe,

deE à S, en «oubliant» unepièce, et enpassant unefois et une seulepar chacu¬
ne des autres ?

Si oui, quellespiècespeut-on «oublier» ?

10



L'INTÉGRALE DESIEUX DU«MONDE» 301- 500

306. Les géographes de Quadranie
Problème n° 328 du 03/06/03

uite à un réaménagement du territoire, des géographes s’apprêtent à colorier la

carte du centre de la Quadranie de telle sorte que deux régions ayant une fron¬

tière commune (non réduite à un point) soient coloriés dans des couleurs différentes.

Les régions ont toutes la forme de rectangles identiques. Sans connaître le découpa¬

ge précis ni les nouveaux contours du centre du pays, avec la seule information du

nombre de régions, les géographes savent que trois couleurs suffiront.

S

Combien le centre dupays compte-t-il de régions au maximum ?

Coup de théâtre : le parlement
vote un amendement. Les régions

sont supprimées au profit de

départements (en plus grand
nombre que les régions du pre¬

mier projet), qui seront tous cette

fois des carrés de même taille. Le

découpage du centre sera complé¬
té par un district fédéral (qui n’est

pas considéré comme un départe¬
ment et peut avoir n’importe quel¬

le forme). Les géographes se

remettent au travail : là encore,

deux départements ayant une

frontière commune (non réduite à un point) seront coloriés dans des couleurs diffé¬

rentes. Et là encore, les géographes se rendent compte que trois couleurs suffiront

pour colorier tous les départements (en dehors du district fédéral,représenté avec des

hachures).

mA \ )fl. V_

M

ïï l

~rv "OcO

Combien le nouveauprojetprévoit-il de départements au maximum ?

11



AFFAIRE DE LOGIQUE

307. Le tableau de nombres

Problème n°333 du 08/07/03

n tableau rectangulaire est rempli de nombres positifs ou négatifs (cases

blanches).La somme par ligne et par colonne est indiquée dans les cases grises.U
La seule manipulation autorisée consiste à

inverser le signe de tous les nombres
contenus dans une même ligne ou dans une

même colonne.

L’objectif est, qu’à l’issue d’un certain
nombre de manipulations, toutes les

sommes soient des nombres positfs (ou

nuis).

-8-3 3 2 -4 2 -8

-51 -2 -6 0 -35

-23 4 -9 2 -1 -1

16-42 1 7 3 7

3 1 m 4-1 -5

Est-cepossible avec le tableau ci-contre ?

Est-ce toujours possible, quelles que soient les dimensions du tableau et les
nombres quiy sont inscrits ?

308. Divisibilité interdite
Problème n°338 du 12/08/03

fait une sélection de nombres pris parmi les entiers de 1 à 999

Combien sont-ils au maximum, sachant qu’aucun d’entre eux ne divise un des

autres entiers de la sélection ?

12



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

309. Les couleurs de l’enseigne

Problème n°343 du 16/09/03

T es lampes qui servent d’enseigne à cette boîte de nuit sont au nombre de quin-
1—/ze et sont à tout instant des quinze mêmes couleurs différentes. Ainsi, cette

nuit-là, à minuit, ont-elles pour couleurs, de gauche à droite : blanc,bouteille, car¬

min,ciel, eau, émeraude, gris, jaune,marron, orange, outremer,rose, turquoise, ver¬

millon, violet.

Toutes les heures, elles changent de couleur, toujours de la même façon. Ainsi, le

gris est toujours suivi du rose, etc.

À deux heures dumatin, toujours de gauche à droite elles sont maintenant : eau,mar¬

ron, orange, gris, turquoise, rose, ciel, jaune, vermillon, violet,bouteille, émeraude,
blanc, carmin, outremer.

Quelle était la couleur de chacune des quinze lampes à une heure ?

310. La fiancée du pirate
Problème n°348 du 21/10/03

/ÿ\n a retrouvé le trésor de la fiancée de Joe le pirate ! Un vieux coffre rempli de

vingt pièces marquées 1F, 2F, 3F, ... jusqu’à 20F. Les pièces sont tellement

abîmées par le temps qu’elles semblent toutes du même métal. Pourtant,un papier à

peine lisible précise que la valeur des dix pièces de vermeil excède de 110F celle des

neuf pièces d’argent.

Combien vaut lapièce d’or ?

13



AFFAIRE DE LOGIQUE

311. Ne pas perdre la face

Problème n°353 du 02/12/03

T e lièvre et la tortue viennent de disputer une course et sont arrivés ex aequo.Pour

J—/se départager, ils décident de s’en remettre au sort. Le lièvre dispose de deux

pièces de monnaie, la tortue de trois. Ils lancent leurs pièces et comptent le nombre

de «face». Si la tortue en a strictement plus que le lièvre, elle gagnera. Sinon, c’est

le lièvre qui l’emportera.

Lequel des deux a leplus de chances de l’emporter ?

Et si la tortue disposait de 100pièces et le lièvre de 99 ?

312. Un musée bien gardé

Problème n°358 du 06/01/04

ce musée est un véritable labyrinthe, fait d’allées rectilignes (en noir) et d’inter¬

sections.

Aussi a-t-on, pour le garder, posté des surveillants à certaines des intersections.

On considère qu’un surveillant contrôle toutes les allées conduisant au carrefour où

il se trouve.

Sauriez-vous dire, en observant simplement
le plan, combien on dénombre d’allées et

d’intersections ?

Quel est le nombre minimum de surveillants

qu’ilfautposter pour que toutes les allées du

musée soient surveillées ?

14



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

313. La partie de cartes

Problème n°363 du 10/02/04

rois joueurs engagent une partie. Le matériel est simple : trois cartes marquées

de trois sommes différentes, toutes des nombres entiers (strictement positifs)T
d’euros.

Le jeu commence : le donneur mélange, puis distribue les trois cartes (il en donne

une à chaque joueur). Onretourne les cartes, chacun gagne la somme marquée sur sa

carte. Puis on recommence avec les trois mêmes cartes pour un nouveau tour.

Après une partie lors de laquelle Bérénice s’est retrouvée avec laplus mauvaise carte

au deuxième tour, Athalie,Bérénice et Caligula finissent avec respectivement 12, 18

et 25 euros.

Quelles sommes étaient marquées sur chacune des trois cartes ?

Reconstituez lapartie complète.

\
LM

# f
0 0

I

I
orr

/ ,
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AFFAIRE DE LOGIQUE

314. Les vingt-cinq jetons
Problème n°368 du 16/03/04

Vingt-cinq jetons sont disposés sur une table. André et Béatrice jouent au jeu sui¬

vant : ils en enlèvent à tour de rôle 1,4, 7 ou 8.Ilest interdit d’enlever un autre

nombre de jetons. Celui qui enlève le dernier jeton a gagné.

C’est André qui commence.

A-t-il une stratégie gagnante ?

Si oui, combien de jetons doit-il enlever aupremier coup ?

Sinon, ditespourquoiBéatrice gagnera si elle joue bien.

315. Le dernier essai

Problème n°373 du 20/04/04

n cambrioleur doit découvrir la combinaison à trois chiffres du coffre. Mais il
n’a droit qu’à cinq erreurs, car après six essais infructueux, l’alarme se

déclenche.

Heureusement, une diode de couleur s’allume dans certains cas.

•Verte quand un chiffre au moins coïncide, à la bonne place, avec celui de la com¬

binaison.

•Jaune quand aucun chiffre n’est bien placé, mais qu’un chiffre au moins, bien que
mal placé, appartient à la combinaison.

U

Voici le résultat des quatre premiers essais du cambrioleur, notés A,B,C et D :

A. 671: diode jaune ;

C. 429 : diode jaune ;

B. 128 : diode verte ;

D. 798 : diode jaune.

Quels sont les combinaisonspossibles du coffre ?
Le cambrioleurpeut-il être certain de découvrir la bonne combinaison après l’es¬
sai suivant ?

16



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

316. Maudits parcmètres !

Problème n°378 du 25/05/04

our se garer dans cette ville, on insère dans les parcmètres des «unités de sta¬

tionnement», une unité pour moins d’un quart d’heure jusqu’à 20 unités quand
on se gare pour la demi-journée.

La municipalité a fait fabriquer trois types de jetons (marqués de trois valeurs diffé¬
rentes) que les administrés doivent insérer dans les parcmètres.
Les parcmètres sont conçus de telle sorte qu’ils n’acceptent pas plus de quatre jetons,
ni plus de deux jetons de même valeur faciale.

P

Quelle est la valeur qu’on a attribuée aux trois types de jetons pour qu’un auto¬

mobilistepuisse insérer toute somme comprise entre1et 20 unités ?

De nouveaux modèles de parcmètres sont disponibles. Ils ne peuvent toujours
accueillir que quatre jetons, et pas plus de deux fois le même,mais peuvent rendre la

monnaie (dans les mêmes conditions : pas plus de quatre jetons, dont au plus deux

fois le même).

Quelles doivent être les

valeurs des trois nouveaux

types de jetons en circula¬

tion pour qu’on puisse

payer toute somme entre1

et le plus grand nombre

possible ? A
17



AFFAIRE DE LOGIQUE

317. L’ennéagone

Problème n°383 du 29106104

On écrit un «1» et des «0» sur les côtés

d’un hexagone et d’un ennéagone

(9 côtes), comme l’indique le dessin. On

modifie alors les chiffres de la façon suivan¬

te : à chaque tour de jeu, on choisit un «1»

appelé le pivot (ce pivot restera invariant

lors de ce tour), et on modifie les deux

chiffres inscrits sur les côtés adjacents à ce

pivot («0» devient «1» et «1» devient
«0»).

o'

'0 o'o'

o
Oy o.,o

o
o, oo

Est-ilpossible defaire en sorte que tous les chiffres deviennent des «1» sur l’hexa¬

gone ?Et sur Vennéagone ?

318. Les neuf pièces
Problème n°388 du 03/08/04

~|~ es neuf pièces ci-contre semblent identiques. Pourtant, si sept d’entre elles le

sont vraiment, l’une a 1 gramme de plus et l’autre 1 gramme de moins.

Vous disposez d’une balance à deux plateaux.

En combien depesées, au minimum, déterminer

lapièceplus légère et lapièceplus lourde ?

18



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE» 301- 500

319. Division nationale

Problème n°393 du 07/09/04

T ors de la première journée d’un championnat, les 16 équipes se rencontrent lors

J—/de 8 matches.

Les 8 équipes qui reçoivent marquent toutes un nombre différent de buts compris
entre 0 et 7.

Ilen est de même des 8 équipes visiteuses.

Est-ilpossible que les écarts de buts des 8 matches soient tous différents ?

Même question avec une ligue de 20 équipes où les hôtes, comme les visiteurs,
marquent un nombre différent de buts compris entre 0 et 9.

320. Total 100 interdit
Problème n°398 du 12/10/04

n groupe d’entiers distincts

compris entre 1 et 99 est

choisi de telle sorte qu’il soit

impossible d’en extraire un sous-

ensemble de somme 100.

U2
?

// f
//àK \i

%

Combien le groupe contient-il
de nombres au maximum ?

‘
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AFFAIRE DE LOGIQUE

321. Les lucarnes

Problème n°403 du 16/11/04

ans une boîte carrée fermée en bois contenant

16 alvéoles, on range 9 décorations de Noël.

Dans chaque rangée, horizontale comme verticale,il

y a exactement une étoile, une boule de Noël et un

petit cube doré, l’une des alvéoles restant vide. Le

dessus de la boîte est opaque, mais sur les côtés, il y

a six lucarnes transparentes. Chaque lucarne permet

de voir le premier objet de la rangée (celui de la pre¬
mière alvéole, ou celui de la deuxième si la première
alvéole est vide).

D
T I

#i-

«h
î

La vision obtenue depuis chaque lucarne est indiquée sur le côté. Saurez-vous
reconstituerprécisément le contenu de la boîte ?

322. Le musée

Problème n°408 du 21/12/04

T Tn visiteur pénètre dans ce musée par l’unique entrée (au Nord) et passe de salle
en salle par les ouvertures représentées sur le plan ci-contre, de manière totale¬

ment aléatoire.Émerveillé par la richesse du contenu,iln’hésite pas à revenir sur ses

pas pour admirer les trésors du musée.

Chaque fois qu’il franchit une porte, un compteur enre¬

gistre un passage dans la salle dans laquelle il entre.

Après un long périple, parfois interrompu par un bol

d’air frais dans la grande cour carrée centrale du musée,

il termine sa visite en sortant par l’unique sortie située à
l’Est. Le plan indique pour chaque pièce le nombre de

fois qu’il y est entré y compris depuis l’extérieur ou

depuis la cour.

4 3 6 7

5 3
cour

7 5 2 —

3 2
|

3~j '4

Combien le visiteur a-t-ilfait depassages dans la cour ?
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323. Le bonimenteur

Problème n°413 du 25/01/05

TTnbonimenteur présente aux passants un petit sac contenant des jetons, sur cha-

cun desquels est inscrit un nombre entier.

«Que cinq d’entre vous misent un euro et tirent un jeton», lance-t-il.Et il ajoute :

«Si la somme des cinq nombres inscrits sur les jetons tirés est divisible par 5, cha¬
cun des cinq joueurs gagnera 100 euros !» Le coquin ne prend pas grand risque !Il
sait qu’il est impossible que le total soit un multiple de 5.

Combien y a-t-ilde jetons, auplus, dans le sac ?

324. Le festin des souris

Problème n°418 du 01/03/05

/'"'la y est, deux souris ont envahi ce matin l’armoire à provisions ! Très affairées à

piller les réserves, elles sont aussi très organisées : Grisette ouvre les «sachets
fraîcheur» de trois biscottes, Roussette les paquets contenant quatre tranches de

gouda. Ce que lés souris préfèrent,ce sont les «canapés»:une tranche de fromage sur

une biscotte. Grisette suggère à sa comparse d’échanger biscottes contre fromage.
- «D’accord, mais deux biscottes pour une tranche de fromage», dit Roussette pas

prêteuse.
Et les échanges vont bon train : deux biscottes pour une tranche de fromage ou une

tranche de fromage contre deux biscottes, chaque souris n’ouvrant unnouveau sachet

que s’il est indispensable à son appétit ou à une transaction. À la fin de la matinée,

rassasiées par les canapés engloutis, elle arrêtent leur manège. Il reste alors à

Roussette quelques biscottes mais plus aucune tranche de fromage, et à Grisette

quelques tranches de fromage, mais plus aucune biscotte. Plus tard, commentant son

indigestion,Grisette se justifie : «Que voulez-vous, à tout moment,ilme manquait du

fromage pour aller sur mes biscottes ou des biscottes pour soutenir mon fromage».

Grisette ment-elle ? Combien lui restait-il de tranches de fromage à la fin de la

matinée ?
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325. Symétrie permise
Problème n°423 du 05/04/05

ur un quadrillage illimité, trois points sont tracés

sur les nœuds A,B et C du quadrillage, ainsi que
le montre la figure, à tout moment, on peut tracer un

point supplémentaire de la manière suivante :

- on choisit un point déjà tracé, le «générateur».
-on choisit un deuxième point déjà tracé,le «centre».

On peut alors tracer un troisième point, «l’image»,

symétrique du «générateur» par rapport au centre.

On recommence l’opération autant de fois qu’il le

faut.

S
_B)i_ C_

Â,>- D

E

Peut-on tracer unpoint au nœudE ? Si oui, en combien d’étapes au minimum ?

Peut-on tracer unpoint au nœudD ? Si oui, en combien d’étapes au minimum ?

326. Les paris sont ouverts

Problème n°428 du 10/05/05

Tlpleut et les deux enfants ont organisé une course d’escargots dans le jardin. Une

.Lcourse bien modeste puisqu’il n’y a que quatre participants, baptisés Warf, Xory,
Yorx, et Zazou. Les paris vont bon train. Alice donne l’ordre W, Z, X, Y et Bob

l’ordre Z, X,W, Y.

La course a lieu et les enfants encouragent les gastéropodes. Déception pour Alice :

aucun des escargots n’est arrivé à la place prévue. Pire, des trois paires d’escargots

consécutifs du pari d’Alice, aucune n’est arrivée en se suivant dans l’ordre du pari.

Bob a eu unpeu plus de chance : un escargot exactement est arrivé à la bonne place
et une-mais une seule - des paires d’escargots consécutifs de sa prédiction est arri¬

vée en se suivant dans l’ordre qu’il avait prévu.

Quel est l’ordre d’arrivée ?
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327. Des clubs politiques
Problème n°433 du 14/06/05

~|~"ÿans ce parti politique, se sont formés des clubs.

•Aucun club ne contient tous les membres du parti.

•Mais si on considère deux adhérents pris auhasard,ilexiste toujours un club auquel
ils appartiennent tous les deux.

•Et un même adhérent n’appartient jamais à plus de 2 clubs.

Combien y a-t-il de clubs, auplus ? Au moins ?

328. Les cases grises
Problème n°438 du 19/07/05

yxans chacune des cases d’un tableau rectangulaire, colorié comme un damier

inscrit un nombre entier. On sait que :

,est

- la somme des éléments de chaque ligne est paire.
- la somme des éléments de chaque colonne est impaire.

Quelle est laparité du nombre de colonnes ?
Peut-onprédire, enfonction des dimensions du tableau, laparité de la somme des

nombres inscrits dans les cases grises ?
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329. Les trois tables

Problème n°443 du 23/08/05

T~'Veux joueurs disposent d’un grand nombre

.L/de pions ronds identiques et de trois gué-
Bridons rectangulaires de mêmes dimensions,

A,B et C. Chacun d’eux, à tour de rôle,place

un pion sur un des guéridons.
Un pion n’a pas le droit d’en toucher un autre

ni de sortir de la surface des guéridons.

Le premier à ne plus pouvoir respecter cette

règle a perdu.

A

C

L’un des joueurs dispose-t-il d’une stratégie

gagnante ?

Si oui, comment doit-iljouer enfonction du jeu de son adversaire ?

330. Réseau routier
Problème n°448 du 27/09/05

"|~ÿans une petite île, chaque route joint en ligne droite deux des villes.

Le réseau routier a été construit de telle sorte que :

-De chaque ville partent au plus trois routes

- On peut toujours aller d’une ville à l’autre soit par une route directe, soit en pas¬

sant au plus par une ville intermédiaire.

Le nombre de villes de l’îlepeut-il être 5 ? 6 ? 7 ?

Combien y a-t-il, auplus, de villes dans cette île ?
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331. La course

Problème n°453 du 01/11/05

A ntoine,Bernard, Claude,Daniel et Etienne viennent de se mesurer à la course à

lYpied.
Leurs déclarations à l’arrivée sont contradictoires :

Antoine : «Je suis arrivé juste devant Claude»

Etienne : «Bernard est arrivé juste devant Claude».

Daniel : «J’ai battu Claude !»

Bernard : «Daniel est quatrième»
Claude : «Je suis arrivé troisième et Etienne n’est ni premier,ni dernier»

Il s’avère que les deux derniers arrivés ont menti.

Quel était Vordre exact d’arrivée ?

332. Duél triangulaire
Problème n°458 du 06/12/05

A ntoine et Bernard s’assoient à la table de jeu et entament une partie de Speed,
ilun jeu qui se dénoue rapidement et ne donne jamais lieu à un match nul.

Antoine l’emporte et Carole s’installe alors à la place de Bernard. Le jeu continue

ainsi toute la soirée. Chaque fois qu’un des trois joueurs perd,il laisse sa place pour

la partie suivante à celui qui ne jouait pas.
À la fin de la soirée, on s’arrête après une nouvelle défaite de Bernard; ce dernier se

trouve avoir perdu 15 fois tandis que Carole a gagné 19 fois.

Combien defois Antoine a-t-ilgagné ?
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333. Les nombres de Quentin
Problème n°463 du 10/01/06

uentin a inventé une famille de nombres entiers.

Ils ne commencent pas par 0 et sont formés de chiffres tous différents. De plus, la

somme de trois chiffres consécutifs d’unnombre de Quentin est toujours unmultiple
de 5.
Le nombre des chiffres d’un nombre de Quentin est appelé sa «longueur».

Quelle est la longueur maximale d’un nombre de Quentin ?

Combien y a-t-il de nombres de Quentin de longueur maximale ?

334. Le jeu des trois mousquetaires
Problème n°468 du 15/02/06

Atos,Bortos et Caramis se retrouvent autour d’une table de jeu dans leur estami¬

net favori.
Ils décident de risquer quelques uns des louis d’or qu’ils viennent de recevoir pour

récompense de bons services rendus au roi.
Chacun place un petit nombre de louis devant lui. La règle du jeu est simple : à

chaque manche, le perdant partage les louis qu’il possède (sur la table) en deux parts

égales qu’il donne à chacun de ses deux compères. Si son capital est impair, il doit

ajouter le louis qui manque de sa poche pour pouvoir effectuer un partage équitable.

Quand un des mousquetaires perd deux fois de suite, n’ayant plus rien à partager,il

perd définitivement et la partie s’arrête.

Au début de la partie, le total des trois tas est de 24 louis.

Atos perd le premier, puis Bortos, et enfin Caramis, qui perd deux fois de suite, ce

qui clôt le jeu.
Personne n’a eu à compléter le partage de ses louis et, chose étonnante, Bortos se

retrouve avec le même nombre de louis qu’au début, ce qui n’est pas le cas de ses

compères, bien sûr.

Combien chacun disposait-il de louis au début de lapartie ?
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335. Les deux tours

Problème n°473 du 21/03/06

a cité des Matheux est formée de deux tours d’habitation. La tour A compte

34 étages (le rez-de-chaussée est réservé aux vélos) et à chaque étage vivent

entre 1 et 51 personnes (le nombre d’habitants de chaque étage est connu de tous).

La tour B compte 51 étages (le rez-de-chaussée est réservé aux poussettes), et à

chaque étage vivent entre 1 et 34 personnes (le nombre d’habitants de chaque étage

est connu de tous).

Les habitants ont coutume de désigner par «colonie» l’ensemble formé par des

étages consécutifs d’une même tour.

Une grande rivalité oppose les habitants des deux tours qui ne manquent pas de se

défier quotidiennement en se lançant des énigmes mathématiques. Le défi du jour

consiste à trouver une colonie de la tour A et une colonie de la tour B qui comptent

le même nombre d’habitants.

L

Un teldéfi a-t-ilforcément une solution ?

336. Deux packs dans un vestiaire
Problème n°478 du 25/04/06

"T'Vëux équipes de rugby (15 joueurs chacune) vont s’affronter, les Ail et les Black.
J_-/Les Ail pèsent tous le même poids (100 kg) et les Black pèsent tous le même

poids (plus de 100 kg, l’information précise est un secret d’état).

Tout ce beau monde est au vestiaire, dans une tenue que la décence nous interdit de

décrire, et l’arbitre n’est plus tout à fait sûr de savoir qui est Ail et qui est Black.

Il sélectionne quinze des joueurs (qu’il croit être les Ail) et les place sur sa gauche,

tandis que les autres sont consignés à droite.
Avec l’aide d’une grande balance à deux plateaux qui se trouve dans les vestiaires,

il voudrait vérifier son hypothèse.

Il y parvient effectivement en quatre pesées.Il ne s’était pas trompé.

Comment a-t-ilprocédé ?
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337. En rangs par deux !

Problème n°483 du 06/06/06

e Général Georges Déployé met ses troupes en ordre de marche, et il veut voir

tout le monde en rangs par deux. Son unité, désormais mixte, rangée sur deux

colonnes identiques, comporte dans chaque colonne autant d’hommes que de

femmes. De plus, d’une colonne à l’autre, il y a deux fois plus de paires de femmes

que de paires mixtes.

L

Quel est,parmi les effectifs suivants, celui de Vunité du Général ?

150-156-160-168 -174-182 -190-192.

338. Hitori, le successeur ?

Problème n°488 du 11/07/06

Le jeu «Hitori» fait rage cet été.Il

pourrait bien être l’un des candi¬

dats à la succession du Sudoku.En

voici donc un problème.

G B B F C G E D
A C B CE H H G

A G G B DH F ENoircir les cases convenables de
sorte que la grille respecte les

règles suivantes:
-une ligne ou une colonne ne peut

contenir deux lettres identiques
- les cases restantes doivent être

connectées entre elles par un côté

pour former un bloc d’un seul

tenant.

CB E F D B E F

F F D A E G G C

E A G H H D F A

H E G FE F B H

C D E A G DA F

Mais attention : il est interdit de noircir deux cases voisines (par un côté).
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339. Cinq masses

Problème n°493 du 15/08/06

n robot opérant dans une chambre stérile doit retrouver la masse de cinq billes

d’apparence identique mais dont on sait qu’elles pèsent 1g, 2g, 3g, 4g et 5 g.

Il dispose pour cela d’une balance de précision à deux plateaux.

U

En combien de pesées au minimum est-on sûr qu’il va identifier les cinq billes ?

Comment ?

340. Le secret de Polichinelle

Problème n°498 du 19/09/06

2006 personnes (parmi lesquelles Polichinelle) connaissent chacune une

partie différente d’un secret. Elle disposent d’une messagerie élec¬

tronique qui n’est capàble d’envoyer de message qu’à une personne à la fois.

Lorsqu’une personne envoie un message à une autre personne, elle lui dit tout ce

qu’elle sait sur le secret.

Quel est le nombre minimum de messages nécessaires pour que Polichinelle soit

au courant deVintégralité du secret ?

Quelest le nombre minimum de messages nécessairespour que les 2006personnes

soient mises au courant de l’intégralité du secret ?
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Affaire de logique

SOLUTIONS

301.Le président mal-aimé A-B-C 1

Compte tenu des résultats des scrutins et des préférences de Nicolas,
seule la configuration ci-contre est possible.
Alain est élu avec 5 voix contre 4 à Bernadette et 3 à Charles.
Pourtant, Charles l’emporterait face à Alain comme face à Bernadette
par 7 voix contre 5, et Bernadette l’emporterait sur le même score face
à Alain.

El Tous les lecteurs qui sont intervenus ont signalé l'existence d'une autre solution, mais qui
ne respectepas lespréférences de Nicolas:
Nous devons à BernardBONAITIune explication magistrale, tenant

en quelques lignes

•Pour que A gagne, ilfaut qu'il ait euplus du tiers des voix, donc
plus de 4,maispour qu'ilperde ses duels contre B et C,ilfaut qu'il
en ait moins de la moitié. Ainsi, A a 5 voix.Donc B en a 4 et C 3.

•Pour que A perde ses duels, ilfaut qu'il ne soit jamais 2e, donc les
lignes BAC et CAB sont nulles, la ligne BCA vaut 4 et CBA vaut 3.

•Pour que B perde son duel contre C, il reste donc pour la ligne ABC deux possibilités,
Ooul.

A-C-B 4

B-A-C 0

B-C-A 4

C-A-B 0

C-B-A 3

A-B-C 0

A-C-B 5

B-A-C 0

B-C-A 4

C-A-B 0

C-B-A 3

Son auteurprécise d'ailleurs «qu'il vaut mieux êtrepremier ou troisième que secondpartout»

et «qu'on retrouve là le bonus à la victoire donné dans certains championnats, comme'la
coupe du monde defoot».
La plupart des autres lecteurs (J.-Jacques COLLEAU, J-Louis FOULLEY (92160 Antony),
J.-W. James (Eastwood, Australie), Louis OLLIVIER, Larry SCHAEFFER, Christian
ROMON, Antoine WEHENKEL (Luxembourg)), outre leur contribution, nous rappellent que

ce vote, individuellement conforme à lapréférence collective globale,peut être en contradic¬

tion avec les préférencespartielles, résultat connu sous le nom d'«effet Condorcet»,particu¬
larité découvertepar celui-ci au xvuf siècle.

302. Le O.CJM.
Bérénice a laissé 8 questions sans réponse.
Répartissons les 30 points accordés au départ entre les 30 questions (en ajoutant pour chaque question
unpoint au barème). Avec le nouveau barème, tout se passe donc comme si on accordait 5 points pour
une bonne réponse (inchangé),0 points pour une mauvaise réponse (inchangé) et 1point (au lieu de 2)

pour une question sans réponse. Le déficit de 8 points correspond donc à 8 absences de réponse.
Bérénice a donné 13 réponses fausses.
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Le nombre de points de Bérénice est donc 5 fois le nombre de bonnes réponses augmenté de 8. S’il

est premier compris entre 45 et 70, ce ne peut être que 53.Bérénice a donc donné 9 réponses exactes,

ce qui, compte tenu de ses 8 questions sans réponse, fait 13 réponses erronées.

ElPeu de nouveautés dans les solutions des lecteurs.

303.Le solitaire
Iln’est pas possible de réussir avec un nombre de pions multiple de 9.
Les 36 pions sont au départ également répartis entre les trois couleurs de cases.

Lors de chaque «coup», le nombre de pions situés sur chaque couleur de case change de parité : deux
de ces nombres diminuent d’une unité (case de départ du pion sauteur et case du pion sauté) tandis

que le troisième nombre (case d’arrivée du pion sauteur) augmente d’une unité.
Il y a même parité au départ, il y aura même parité des trois nombres à l’arrivée, ce qui interdit la
configuration (1,0,0).

Ilest possible de réussir si le nombre de pions n’est pas multiple de 9.

La clé consiste à voir qu’on peut, dans ce cas, supprimer successivement des alignements de 3 pions
consécutifs.Ilne subsistera qu’unpion : en effet, s’iln’est pas multiple de 9,le nombre de pions d’un
carré est un multiple de 3 augmenté de 1.
Le dessin indique le début de la procédure à 16 pions.

O O Cl O

O G

G G G O

G G G O

G G G G

G G QÿcPb

G G G

G G G

G G G G

G G OWO
G G G G

G G G G

G G

E Contribution longue et argumentée de C.ROMON.

304.Enceinte autoréférente
Comptons dans la grille les 0, les 1,les 2,...,les 7 :il

y a 9 chiffres en tout.Remplir la grille c'est donc trou¬

ver une décomposition de 9 en somme de huit
nombres qui, après avoir ajouté 0 ou 7, respecte les (ô) >- 5 0 0~ -< ®
conditions dictées par la grille.

E Pascal GILLANT (67440 Marmoutier) trouve

auproblème unprolongement et donne des grilles @
comportant en leur centre les chiffres 1 (deux

variantes), 4,5 ou 6.Ildit n'en avoir trouvéaucune comportant les chiffres 2 ou 3 en leur
centre.

@
_r_

2 1 0 2 2 1

0 0 1 1 0 0
A \

© ©

1 2 0 2 2 12 2 0 3 0 1 2 2 1

4 4 2 3 5 0 64 1 1 4 1 1 3 0

10 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0
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305.La pièce oubliée
La clé réside dans le coloriage de la grille (voir dessin).

La grille 7 x 7 ne peut être parcourue en «oubliant» une case.

La grille 8x8 peut l’être à condition que la case «oubliée» soit de couleur blanche.
En effet,il s’agit de partir d’une case noire pour parvenir à une case noire.
Or on ne peut passer que d’une case noire à une blanche et réciproquement.
Le chemin doit donc comporter, en dehors des pièces «entrée» et «sortie»,

une pièce blanche de plus que de pièce noire (soit un total impair).

•Dans le cas de la grille 7 x 7, il reste 47 cases dont on enlève la case

oubliée, soit un nombre pair.
•Dans le cas de la grille 8 x 8, la condition nécessaire est remplie à condi¬
tion d’ôter une case blanche (il reste alors 31 cases blanches et 30 cases
noires). On montre dans cette hypothèse que le parcours est toujours pos¬
sible.

:g

-

wrfj,

S

El Michel HERBRAUD (31000 Toulouse) nous signale l'existence de tels problèmes égale¬

ment chez Claude BERGE, mathématicien, l'un des fondateur de la théorie des graphes,
membre de l'Oulipo décédé en 2002. C. ROMON nous propose deux exemples de chemins

répondant à la question.

306.Les géographes de Quadranie
Le projet d’aménagement du territoire prévoyait au plus 5 régions.
Le projet amendé était limité à 10 départements.
•En effet,pour toute configuration de rectangles en nombre inférieur ou

égal à 5, il est possible de trouver un coloriage qui n’utilise que trois
couleurs. Ce n’est plus vrai avec 6 rectangles, comme en témoigne
l’exemple ci-contre, impossible à colorier avec trois couleurs seulement.

•De même, avec dix carrés égaux,il est toujours possible de trouver un

coloriage qui n’utilise que trois couleurs. Ce n’est plus le cas avec

11 carrés (dessin du bas). ?

E Des lecteurs imaginatifs, comme M. CAROU-

PHHI GE (17740 Ste Marie de Ré)proposent des dispo¬
sitionsparticulières de onze carrés qu'onpeut colorier avec trois couleurs

seulement.
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307.Le tableau de nombres
Ilest toujours possible de parvenir à une situation ne comportant que des sommes positives.
Pour cela, on utilise la stratégie suivante : on avise une somme strictement négative, et on inverse les
signes de la rangée correspondante.La somme des toutes les cases grises augmente strictement.
On recommence avec une nouvelle somme négative.Et ainsi de suite. La somme des cases grises ne

peut s’accroître à l’infini, car les valeurs qu’elle peut prendre sont en nombre fini.
Après «l’inversion» luipermettant d’atteindre son maximum, toutes les sommes seront positives, car

sinon, en inversant les signes de la rangée correspondante, on pourrait dépasser ce maximum.
SI C.ROMON donnepour majorant du nombre d'étapes nécessaires la demi-différence entre

la somme des valeurs absolues des nombres du tableau et la somme de ces nombres eux-mêmes.

308.Divisibilité interdite
La sélection compte au maximum 500 nombres.

•D’une part, on voit qu’en sélectionnant les 500 entiers de 500 à 999, aucun d’entre eux ne divise un

des autres, puisque le premier multiple de chacun de ces nombres (en dehors de lui-même) est stric¬
tement supérieur à 999.

•D’autre part, quelle que soit la sélection, on constate que pour chaque entier N strictement inférieur
à 500 de la sélection,il existe un nombre MNparmi 2N, 4N, 8N etc. compris entre 500 et 999, qui ne

fait donc pas partie de la sélection.Par ailleurs, siNetN’ inférieurs à 500 sont des nombres différents
de la sélection (aucun des deux n’est un multiple de l’autre),MN et MN, sont distincts. Cela limite le
nombre des entiers de la sélection au nombre des entiers supérieurs ou égaux à 500, c’est-à-dire à
500 nombres.

309.Les couleurs de l’enseigne

Les quinze couleurs sont, à une heure, dans l’ordre : turquoise, orange, bouteille, émeraude,

blanc, gris, rose, jaune, violet, marron, carmin, ciel, eau, outremer, vermillon.
On pouvait y parvenir «par tâtonnements». Mais pour les spécialistes, indiquons que la méthode
consiste à considérer chaque changement horaire comme une permutation
(inconnue) des quinze couleurs et à travailler sur les orbites du «carré» de
cette permutation, celle obtenue au bout de deux heures. On remarque les /
cycles suivants de ce carré :
blanc -* eau —ÿ* turquoise (—* blanc...)
bouteille —» marron —ÿ* vermillon —> carmin —> orange —ÿ* violet —* outremer

outremer (—* bouteille...)
ciel -* gris (-* ciel...)
émeraude -* rose (—* émeraude...)
jaune (->jaune...)
Il reste à trouver la «racine carrée» des cycles impairs, et à faire se correspondre les cycles d’ordre 2
d’après l’indication donnée dans l’énoncé («le gris est toujours suivi du rose»),
Ci-contre, la «racine carrée» du cycle de 7 couleurs.

bouteille

%
carmin orange

t \
marron

J
vermillon violet

310.La fiancée dupirate

La pièce d’or vaut 10F.
La valeur minimum des 9 pièces d’argent est 45F (1+ 2 +... + 9).
La valeur maximum des 10 pièces de vermeil est 155F (11 + 12 + ... + 20).

La différence de 110F est donc laplus grande possible,elle ne peut être obtenue que pour ces valeurs,
ce qui ne laisse à la pièce d’or qu’une seule possibilité : 10.
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311.Ne pas perdre la face
Le lièvre et la tortue ont tous deux autant de chances de l’emporter dans toute situation où le
lièvre dispose de n pièces et la tortue de n +1.

Supposons en effet d’abord que le lièvre et la tortue lancent tous deux n pièces.
Trois situations peuvent alors se produire :

1: le nombre de «face» du lièvre est supérieur
2 : le nombre de «face» de la tortue est supérieur
3 :il y a égalité des nombres de «face».
Dans les deux premiers cas, qui sont équiprobables, la pièce supplémentaire de la tortue n’y change¬
ra rien. Le lièvre l’emportera dans le cas 1et la tortue dans le cas 2.
Dans le troisième cas, la dernière pièce de la tortue va faire la différence : la tortue gagnera si elle

obtient «face», le lièvre vaincra si elle obtient «pile».
Les deux protagonistes ont bien la même probabilité de l’emporter.

ISI Quelques lecteurs contestataires du résultat annoncé ont distingué les situations

«gagnantes pour la tortue», «gagnantes pour le lièvre» et «ex aequo». Elles se produisent

effectivement dans1cas sur 2pour lapremière, 3 cas sur 16pour la seconde et 5 cas sur 16
pour la troisième. Le lièvre ne l'emportant, dans l'énoncé, que si la tortue ne gagnepas, cha¬
cun a bien autant de chances de gagner que l'autre.

312.Un musée bien gardé

On dénombre 8 allées et 12 intersections.Il suffit de trois gardiens pour les contrôler.
Les allées sont numérotées de 1 à 8.
Le gardien A contrôle les allées 1, 3 et 8.
Le gardien B les allées 2 et 5.
Le gardien C les allées 4, 6 et 7.

(d’après le «Logic Flip»),
E Christian ROMON détaille sa démarche et justifie
l'unicité de la solution donnée de lafaçon suivante:

•Les arêtes 6 et 8 n'ont que deux nœuds chacune:C etD
pour 6,AetEpour 8.

•S'il existe une configuration-solution à trois nœuds, elle
comporte donc l'un des quatres doublets (A, C), (E, C), (A,

D) ou (E,D).

•Seul l'un de ces quatre couples, (A, C) associé au sommet B,permet de couvrir le reste des
allées.

6

7

K1 ©
8

.5
2 g)3'

313.La partie de cartes
Les cartes portaient les sommes :2 €,4 € et 5 €.
La somme distribuée à chaque tour est au moins égale à 6.
Le total distribué étant 55 euros, c’est qu’il y a eu 5 tours, chacun donnant lieu à la distribution de 11
euros. En principe, 5 configurations peuvent y mener :

A : 1, 2, 8

B : 1,3,7
C : 1, 4, 6

D : 2, 3, 6
E: 2, 4, 5
Or, en cinq coups, on ne peut :

34



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE» 301- 500

•ni obtenir 18 (dont un «2») avec la configuration A ;

•ni arriver à un nombre pair avec la configurationB ;

•ni arriver à 12 avec la configuration C ;

•ni atteindre 25 avec la configuration D.
Seule, la configuration E convient, et on peut même reconstituer complètement la partie :

Athalie :

Bérénice :

Caligula :

24222
42444

5 5 5 5 5
25

314.Les vingt-cinq jetons
24 17 18 21

C’est Béatrice qui gagnera.
Le graphe ci-contre indique la stratégie gagnante de Béatrice (en

gras), quelle que soit la façon de jouer d’André.

El Christian ROMON théorise sa solution en appelant
«noyau» l'ensemble despositionsperdantespour celui qui les
reçoit. Ce «noyau» est ici 0,2,5,11, 14, 16 et 25. Le 25 du

départ est donc perdant et Béatrice gagnera, précise-t-il en

rendant systématiquement à André uneposition du noyau.

16 14

8 15 12 9 13 6 10 7

11 5 2

7 3 10 4 .1

0

315. Le dernier essai
•Les combinaisons encore possibles à ce stade sont 147,182 et 184.
De l’essai B, on conclut que l’un au moins des chiffres 1, 2, 8 est à la bonne place. Mais ce ne peut
être le 2 (essai C) ni le 8 (essai D) : c’est donc le 1, en première position. Le 9 ne pouvant donc être
ni en première position,ni en deuxième (essai D),ni en troisième (essai C),il ne fait pas partie de la

combinaison. Cette dernière comporte donc un (et un seul) des chiffres 4 ou 2 (essai C), et un (et un

seul) des chiffres 7 ou 8 (essaiD).En examinant les positions possibles de ces chiffres, on aboutit aux

trois combinaisons indiquées.
•IIest alors possible de trouver la combinaison en un coup en proposant,par exemple, le code
802. La diode jaune correspondra alors à la combinaison 184, la verte à 182. Si elle ne s’allume pas,
ce seral47.

EUn exemple différent (646) estproposépar Christian ROMON:le signaljaune correspond
alors à 184, le vert à 147 et l'absence de signal à 182.

316.Maudits parcmètres !
•Les jetons sont de 1,3 et 8 unités.
-Les jetons de 1 sont nécessaires. Comme on ne peut en utiliser que deux, il faudra par ailleurs des

jetons de 2 ou de 3 unités.

-En choisissant la valeur 2,on ne peut dépasser 6 avec deux jetons de chaque.Il faudra donc un jeton
marqué au plus 7, et avec quatre jetons, on ne pourra dépasser 18.

Il faut donc utiliser la valeur 3, ce qui permet d’atteindre tout total jusqu’à 8. Le troisième jeton
devra être marqué au plus 9.

-En choisissant des jetons de 1, 3 et 9, le système de numération de base 3 nous apprend qu’avec au

plus deux utilisations chacun, on peut obtenir toute somme de 1 à 26, mais en dépassant le total de

quatre jetons. Ainsi, on ne peut obtenir 17 qu’avec cinq jetons. Il faut donc réviser la troisième
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valeur à la baisse.En choisissant 7, on ne peut obtenir 19 qu’avec cinq jetons.
En revanche, avec 8 comme troisième valeur,il est possible d’obtenir toute valeur entre 1 et 20.

•Si le parcmètre peut rendre la monnaie, des jetons de valeurs faciales 1,5 et 24 permettent de
payer toute somme entre1et 54.

El Attention!Ce n'estpasparce qu'onpeutpayer toute somme entre1et 54 qu'onpeut lefaire
avec n'importe quels jetons!On nepourra effectivementpaspayer1unité avec unjeton de 24
comme nous le signale Jean SCHILLING (54000Nancy).

317.L’ennéagone

Il est possible de n’obtenir que des «1» sur l’ennéagone mais pas sur l’hexagone.

•Il suffit d’abord de se rendre compte que le total des chiffres obtenus reste

toujours impair.Iln’est donc pas possible d’entourer l’hexagone de chiffres
«1», le total 6 étant pair.
•Pour l’ennéagone, voici une suite de procédures (le «pivot» du coup sui¬
vant est souligné) :
On peut remarquer que cet algorithme fonctionne pour tout polygone pos¬
sédant un nombre impair de côtés.

El Onpeut, dit C.ROMON, généraliser le résultat:« Si sur un n-gone
on a une chaîne fermée ordonnée comportant un nombre impair de
côtés séparés entre eux par un même troisième et que cette chaîne ne

comporte que des zéros, on ne peutpas la transformer entièrement ».

1
1U

10 1 1

111 1 1

110111
111101

1111111
11011111
11110111
11111101

111111111

318.Les neuf pièces

Il est possible de trouver la pièce plus lourde et celle qui est plus légè¬
re en 4 pesées.
Remarquons d’abord qu’il y a 72 dispositions possibles de ces deux pièces.
Une pesée ne pouvant avoir que 3 résultats, 4 pesées au moins sont néces¬
saires : avec 3 pesées, on ne pourrait discriminer que 27 cas (33 = 27, alors
que 34 = 81).

Pour illustrer notre solution en 4 pesées, imaginons que les pièces sont pla¬
cées sur un damier, comme sur la figure.
Pesée1:ligne A contre ligne B.
Pesée 2: colonne 1 contre colonne 2.

AD
1 2 3 yx

O oA

O O OB

Oc

Cas l:A>Betl=2 C < 3 C = 3 C > 3
Les intruses ne pouvant être à la fois dans
la même ligne et dans lamême colonne,il
ne peut y avoir deux égalités. Quitte à

effectuer une rotation, ou échanger des
numéros de lignes, ou encore de colonnes,
ilne reste que deux cas à étudier :
•Cas 1: A > B et 1 = 2

•Cas 2 : A >B et 1> 2.
Opérons alors deux nouvelles pesées.
Pesée 3 : ligne C contre colonne 3

Pesée 4 : Al et B2 contre B1 et A2.
Les tableaux ci-contre donnent dans les
deux cas la pièce la plus lourde (en gras)
et la pièce la plus légère :

A2 C2Al +B2 < A2 +B1 A2
C2 B2 B2

Al +B2 = A2 + B1 A3 A3 C3
C3 B3 B3

ClAl + B2> A2 + B1 Al Al
Cl B1 B1

Cas 2:A>Betl>2 C > 3C < 3 C = 3-
C3Al +B2< A2 + B1 A3 Cl

B2 B2 B2
Al +B2 = A2 +B1 A3 Al Cl

B2C2 B3
Al +B2> A2 + B1 Al Al Al

C2 C3 B3
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El C'est sur les suggestions de Yves ARCHAMBAULT (Paris) et Elio SUHAMY (Paris) que

nous avons amélioré la solution initiale.

319. Division nationale

•Avec 16 équipes, les écarts peuvent être tous différents.
Exemple : 7-0, 1-7, 6-1, 2-6, 0-3, 4-2, 3-4, 5-5
•Avec 20 équipes, c’est impossible.
En effet, la somme des différences algébriques des scores est nulle,puisque le total des buts marqués
par les équipes à domicile et par les équipes visiteuses est le même.

La somme de deux entiers ayant même parité que leur différence, la somme des écarts est donc un

nombre pair.
Si les écarts étaient tous différents, ils seraient égaux à 0, 1,2, 3, 4, 5,6,7, 8 et 9, dont la somme, 45,

est un nombre impair, ce qui montre l’impossibilité.
HSur une remarque de C.ROMON, nous ajouterons quepour des scores de0à7oude0à8
(etplus généralement de 0 à 4k + 3 ou de 0 à 4k) il estpossible d'avoir des écarts tous diffé¬
rents. Voici ses exemplespour 7 équipes,puispour 8:

Équipes A 7 0 6 1 5 3 4 2 Équipes A 6 28 0 7 1 3 5 4

Equipes B 0

__
6

__
1

__
5

__
3

__
4_J

__
2 Equipes B 0 7 1 6 3 5 4 8 2

Ecarts Ecarts 6 37 6 5 4 2 1 3 0 8 7 5 2 1 4 0

320. Total 100 interdit
Il y a au plus 50 nombres dans le groupe.

-Il est possible de trouver un tel groupe de 50 nombres,par exemple tous les entiers de 50 à 99.
-Un tel groupe ne peut contenir 51 nombres. Car dans chacun des couples suivants, un seul nombre
peut appartenir au groupe : (1, 99), (2, 98), (3, 97).....(48, 52), (49, 51). Cela limite le groupe à
49 nombres, auxquels on peut ajouter le nombre 50, soit un total 50 nombres maximum.

O*321. Les lucarnes

m

322.Le musée
Le visiteur est entré 4 fois dans la cour.

Imaginons un coloriage des pièces comme sur la figure.Les ouvertures

permettent toujours de passer d’une pièce blanche à une pièce grise ou

réciproquement, la cour étant considérée comme grise.
Le circuit commençant et se terminant par une pièce blanche, le
nombre d’entrées dans une pièce blanche (31) est supérieur d’une unité

au nombre d’entrées dans une pièce grise. Or, ce nombre d’entrées,
hors la cour, est 26.
D’où le résultat.

rti
4 Mi 6 7

m 3

w-7 1
T:

lia 3
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323.Le bonimenteur
Il y a au plus huit jetons dans le sac.

•Le sac pourrait par exemple contenir les nombres 1, 1, 1, 1, 5, 5, 5, 5 : il est clair que la somme de
5 d’entre eux ne peut jamais être un multiple de 5.
•Pour montrer a contrario qu’avec 9 nombres, il existe toujours une possibilité que la somme de 5
d’entre eux soit un multiple de 5, imaginons (raisonnement par l’absurde) un ensemble de 9 nombres
tels qu’aucune somme de 5 d’entre eux soit un multiple de 5.
Pour simplifier, on désignera les nombres par leur reste dans la division par 5 (ce qui ne change rien
à la divisibilité de leur somme). Les seules valeurs prises par les restes sont donc 0, 1, 2, 3 et 4.
On peut exclure tout de suite dans l’ensemble des 9 nombres :

-un reste pris 5 fois (au moins) : la combinaison AAAAA aurait une somme divisible par 5.
- la coexistence des 5 restes : 0 + 1+ 2 + 3 + 4 est un multiple de 5.
Il ne reste plus que des ensembles de 9 nombres comportant trois ou quatre restes pris chacun entre

une et quatre fois.
Une étude exhaustive montre non seulement que c’est impossible que la somme de 5 quelconques des
nombres parmi 9 ne soit jamais multiple de 5,mais même qu’avec trois valeurs, ce serait impossible
pour la somme de 5 nombres parmi 8, et qu’avec quatre valeurs pour la somme de 5 nombres parmi 7.

El Solution très détaillée de C. ROMON. G. BLANC tente de généraliser le problème en

posant la question:De toute suite de longueur 2n-1,peut-on toujours extraire une sous-suite

de longueur n dont la somme soit multiple de n ?

324.Le festin des souris
Il reste à Grisette trois tranches de gouda. De plus, elle ment : à un moment donné, elle avait
autant de biscottes que de tranches de fromage.

•Ilsuffit de s’intéresser à ladifférence «Nombre de biscottes-Nombre de tranches de fromage» pos¬
sédées par Grisette.
Cette différence, strictement positive avant lepremier échange (elle est égale à 3 à l’ouverture du pre¬
mier sachet), augmente de 3 à chaque ouverture de sachet, et diminue de 3 à chaque échange.

Quandilne reste plus de biscotte, c’est qu’elle est égale à -3 (au-delà,il y aurait eu une ouverture ou

un échange inutile).Deplus,pour passer de +3 à-3,c’est qu’elle a transité par 0 aubout d’un nombre
entier d’échanges, d’où le diagnostic du mensonge.

E Onpeut, bien sûr, comme l'ontfait certains de nos lecteurs, inventer nombre de scénarios
defestins de souris mais sans jamais oublier qu'ilne doit rester à Grisetteplus aucune biscotte
mais quelques tranches de fromage et à Roussette plus aucune tranche de fromage mais

quelques biscottes!

325. Symétrie permise

On peut tracer un point au nœudE en 3 étapes
Point 1 : générateur A, centre B ;
Point 2 : générateur 1, centre C ;

Point E : générateur 1,centre 2.
On ne peut pas tracer de point en D.

En effet, si, en prenant B pour origine, on s’intéresse aux coordonnées
des points, on s’aperçoit que les coordonnées d’une image ont même

parité que les coordonnées du générateur.

B

\2TT
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Lepoint D,ayant ses deux coordonnées impaires,ne peut être engendré que par unpoint dont les deux
coordonnées sont impaires, lui-même ne pouvant être engendré que par un point de coordonnées
impaires et ainsi de suite... Or,un tel point n’existe pas sur la figure initiale.

ElBonnes suggestions de C. GILORMINI(54600 Villers lesNancy), de C.ROMONet...d'un
lecteur anonyme.

326.Les paris sont ouverts
L’ordre d’arrivée est ZWYX.
En effet,parmi les paires consécutives ZX, XW et WY du pari de Bob, une seule est bonne.

•ZX est à éliminer, car c’est une paire consécutive du pari d’Alice.

•Si X et W se suivaient à l’arrivée, X ne pourrait être en deuxième position (Bob aurait deux escar¬

gots à la bonne place),ni en troisième position (Alice aurait deviné la place de X).

X ne pourrait donc être qu’en tête, et il reste deux configurations : XWYZ, impossible car Bob n’au¬
rait aucun escargot bien placé, et XWZY, impossible car Alice en aurait un.

•Reste WY : W ne peut être en première position (pari d’Alice),ni en troisième (pari de Bob).

Pour W en seconde position, les ordres d’arrivée possibles sont XWYZ (impossible car Bob n’aurait

aucun escargot bien placé), et enfin ZWYX compatible avec toutes les conditions.
EPrécisons, sur une remarque de C. ROMON, que la déception d'Alice est due aufait que
« Toutpaire consécutive conduit à une inversion de l'ordre».

327. Des clubs politiques

Il existe,exactement 3 clubs.

Il existe plus d’un club,puisque tous les adhérents ne peuvent appartenir au même.
Un même adhérent appartient à au moins deux clubs, sans quoi il existerait un autre adhérent qui ne

partagerait pas avec lui l’appartenance à un même club.
Ilexiste donc deux clubs distincts A et B,dont l’intersection C n’est pas vide.
Appelons A1l'ensemble des membres appartenant à A mais pas àB,B1l'ensemble des membres appar¬
tenant à B mais pas à A.Un membre quelconque de C appartient déjà à deux clubs.Il est donc impos¬
sible qu’il fasse «club commun» avec un élément extérieur à A et B. La réunion A’U C U B’ (qui
est aussi A U B) contient donc tous les membres du parti.
Mais les membres de B’ n’ont encore aucun club commun avec ceux de A’. Comme les uns et les
autressn’ont plus le droit d’appartenir qu’à un seul autre club,il existe un club contenant à la fois les
membres de B’ et de A’.

A, B et A’ U B’ sont donc les trois seuls clubs, et tous les adhérents du parti appartiennent à deux

d’entre eux.

328.Les cases grises

B y a un nombre pair de colonnes.
Le total des cases grises est pair si le nombre de colonnes est multiple de 4,impair sinon.

•La somme de tous les nombres inscrits est paire, puisque c’est la somme des lignes.
Mais c’est aussi la somme des colonnes. Si le nombre de colonnes était impair, on trouverait, en les
totalisant, une somme impaire, ce qui est absurde.

•On fait la somme des lignes de rang impair et des colonnes de rang pair. On obtient la somme des
cases grises et d’une partie des cases blanches comptées deux fois.Ce total a donc lamême parité que
la somme des cases grises. Or, on a totalisé des lignes (de sommes paires) et la moitié des colonnes,
chacune ayant une somme impaire.
En définitive, la somme a la parité de la moitié du nombre de colonnes.
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329. Les trois tables

Le premier joueur dispose d’une stratégie gagnante.

Ilpose le premier pion au centre d’un guéridon,par exemple A.

•Si le deuxième joueur pose un pion sur le guéridon A,il répondra en posant son pion à la position
symétrique par rapport au centre de A.

•Si le deuxième joueur pose un pion sur un autre guéridon, par exemple B,il répondra en posant un

pion selon une isométrie (choisie une fois pour toutes) qui transforme B en C.Il va de soi que si le
deuxième joueur pose un pion sur C, le premier répondra selon l’isométrie réciproque.
(problème inspiré d’un courrier de Laurent Morel).

El C.ROMONpropose une stratégie toute simple:celle de choisirpour isométrie l'identité,
c'est-à-dire de répondre enposant sur la dernière table un jeton exactement au même endroit

que l'autre joueur sur la table précédente.

330. Réseau routier
Ily a au plus 10 villes dans l'île (mais ilne peut pas y en avoir 9).

Voici des solutions à 5,6,7,8,10 villes.
•Avec 9 villes, il ne peut pas se faire que des 9 villes partent 3 routes. En effet, on parviendrait à

27 extrémités de routes (nombre impair) alors que chaque route compte 2 extrémités.Il existe donc
une ville, soit A,dont ne partent que 2 routes. A est reliée directement à B et C, de B et C partent au

plus 2 routes menant au plus à D,E,F et G, ce qui fait au total au plus 6 villes reliées directement ou

via une étape à A.Ilne peut y en avoir 8.
Ilne peut y avoir plus de 10 villes puisqu'une ville donnée ne peut être reliée au plus qu'à trois villes

par une route directe et six autres villes par une liaison avec une étape ; le réseau ne pourra effecti¬
vement comporter au plus que 1+ 3 + 6 = 10 villes.

10

9

2

3

7'

*4
6

E Merci aux nombreux lecteurs qui nous ont envoyé leurs solutions pour un réseau à

10 villes : Jacques DEMOULIN (78150 Le Chesnay), Jean DURUP (34200 Sète), Gérard
FERRET(Paris),Patrick GORDON(Paris), Yvan GRIMALDI(77300Fontainebleau),Pierre

PAUFIQUE (22700 Perros Guirec), Christian ROMON, Jean SCHILLING (54000 Nancy),

Bernard TRUFFAULE (11980 Sainte-Luce-sur -Loire). Le regretté Adrien DOUADYprécise

en outre que le graphe représentant cette situation est un dodécaèdre (12faces, 20 sommets)

où on identifierait les sommets opposés.
Certains dessins sont spécialement symétriques et méritent d'êtrê reproduits ici:

40



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE»301- 500

331.La course

L’ordre d’arrivée est Daniel - Antoine-Claude-Etienne -Bernard

Il y a un menteur parmi Antoine et Etienne,un autre parmi Daniel et Bernard.

Donc Claude dit la vérité.Ilest arrivé troisième.
Si Etienne disait vrai, Bernard serait deuxième et Claude troisième, et Etienne serait premier (car il
dirait la vérité) ce qui est contredit par Claude.
Donc Etienne ment et Antoine dit vrai : il est deuxième et Claude troisième. Etienne est quatrième,
puisqu’il ne peut être dernier (d’après Claude).

Il reste les deux configurations :D-A-C-E-B et B-A-C-E-D
La dernière est impossible,puisque Bernard affirme que Daniel est quatrième.

El Jean-Pierre LECA (Paris) prend la peine d'étudier les dix choix possibles des deux men¬

teurs en construisant la table de véritédes déclarations de A,B, C,D etE,pour aboutir à tous

les éliminer saufcelui qui conduit au bon ordre d'arrivée:D - A - C - E - B.

332. Duel triangulaire

Antoine a gagné 10 fois.

En effet, si on désigne chaque joueur par son initiale et si on appelle UV le nombre de victoires de U
contre V, les hypothèses se traduisent par les relations suivantes :

1.« Bernard a perdu 15 parties » : AB + CB = 15
2. « Carole a gagné 19 parties » :CA + CB = 19
3. « Chaque défaite de Bernard (en dehors de la dernière) a été suivie d’une partie entre Antoine et

Carole, et réciproquement chaque partie entre Antoine et Carole a été précédée d’une défaite de
Bernard » : AC + CA = 14
L’inconnue X est le nombre de victoires d’Antoine AB + AC
En additionnant les relations 1 et 3, on obtient : AB + AC + CB + CA =15 + 14,
soit X + 19 = 29..

ESolution spécialement détaillée de RichardRIEDEL (Paris)

333.Les nombres de Quentin
La longueur maximale d’un nombre de Quentin est 6.
Il y a 80 nombres de Quentin à 6 chiffres.

Commençons par une remarque :
si 4 chiffres abcd se suivent dans un nombre de Quentin, la différence entre a et dest 5.
•Ainsi, si 7 chiffres se suivaient, le premier et le septième seraient égaux.
Un nombre de Quentin ne peut donc avoir 7 chiffres ouplus, et on peut en trouver de longueur 6 (par

exemple 140 695), d’où la longueur maximale de 6.

•Compte tenu de la remarque préliminaire, un nombre de Quentin à 6 chiffres s’écrit :
a b c a’ b’ c’ où a’ = a ± 5,b’ = b ± 5, c’ = c ± 5.
Il est donc entièrement déterminé par ses trois premiers chiffres abc.
Si on se borne à des chiffres compris entre 0 et 4,a,b, et c ne peuvent prendre (dans le désordre) que
les valeurs 0, 1, 4 ou 0, 2, 3, soit, s’il n’y avait pas d’interdiction de commencer par 0, 12 possibili¬
tés.Mais onpeut remplacer chacun des trois chiffres par le chiffre augmenté de 5,ce quimultiplie par

8 le nombre de combinaisons. Sur les 96 nombres ainsi obtenus, il faut enlever les 16 qui commen¬

cent par 0, ce qui en laisse 80.
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334.Le jeu des trois mousquetaires

Atos disposait de 6 louis,Bortos et Caramis de 9 louis chacun.
Si on appelle A, B et C les trois sommes misées par les mousquetaires, il apparaît que A est pair,
puisque la somme peut être partagée en deux parts. On pose A = 2a.

Voici ce que possèdent les mousquetaires après chaque tour :
CaramisAtos Bortos

2a B C
1er tour 0 (B + à) (C + a)

(B + a)/2 0 (2C +B + 3a)/22e tour

3e tour 2a + C (2C + B + 3Q)/4 =B 0

De l’équation issue du capital de Bortos, qui s’écrit aussi : 2 C = 3 (B - a), on déduit l’existence d’un

entier strictement positif k tel que :C = 3k et B - a - 2k.
A + B + C = 24 s’écrit alors : 5k + 3a = 24, qui a pour seule solution k = a = 3 si on exige que les

entiers a et k soient strictement positifs.

335. Les deux tours

Il existe toujours une colonie de la tour A et une colonie de la tour B qui comptent le même
nombre d’habitants.

Supposons que l’une des tours (par exemple la tour A) ait plus d’habitants que l’autre (sinon le pro¬
blème aurait comme solution évidente les colonies formées de l’ensemble des tours).

Pour iallant de 1 à 34, appelons at le nombre de personnes qui habitent entre l’étage 1 et l’étagei
inclus de la tour A.
Pour j allant de 1 à 51, appelons b. le nombre de personnes qui habitent entre l’étage 1 et l’étage j

inclus de la tour B.

Si l’un des a; est égal à l’un des bj,c’est gagné ! Sinon, dessinons les suites entremêlées des at et des

bj. Vu leur disposition,pour tout jde 1à 51,bjest strictement compris entre deux a(. consécutifs. Cela

détermine l’entier c- (voir dessin).

t
b5\ a341 ai

Ci
De plus, a;-ai_l (nombre d’habitants de l’étagei) est au plus égal à 51 et donc Cj est compris entre

1 et 50. Quand jvarie, c- prend 51 valeurs parmi 50 possibles, deux des Cj sont égaux.
La colonie de la tour B comprise entre les étages correspondant à ces deux valeurs de ja donc le même
nombre d’habitants que la colonie de la tour A comprise entre les étagesiassociés.
Et si la tour B avait eu plus d’habitants que la tour A, on arriverait à la même conclusion en inversant
les rôles des deux tours.

336.Deux packs dans un vestiaire
En appelant Al, A2,... A15 les joueurs de gauche (dont il veut démontrer qu’ils sont les Ail, plus
légers) et Bl, B2,... B15 les joueurs de droite (dont il veut démontrer qu’ils sont les Black, plus
lourds), l’arbitre opère les quatre pesées suivantes, qui penchent toutes à droite :
Première pesée :

Deuxième pesée :
Troisième pesée :

Quatrième pesée :

Al B1

B1 A2 A3
B1B2 B3 A4 A5 A6 A7

B1...B7 A8...A15

A1B2B3
Al A2 A3 B4 B5 B6 B7

A1...A7 B8...B15
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De chaque pesée,il ressort qu’il y a plus de Ail sur le plateau de gauche que sur le plateau de droite
(et donc plus de Black sur le plateau de droite que sur celui de gauche).
Plus précisément, de la première pesée,il ressort que Al est un Ail et B1un Black.
De la deuxième pesée, comme on connaît le Ail Al à droite et le Black B1 à gauche, c’est que A2 et

A3 sont des Ail tandis que B2 et B3 sont des Black.
De la troisième pesée,comme on connaît les AilAl,A2,A3 à droite et les BlackB1,B2,B3 à gauche,
c’est que A4, A5, A6 et A7 sont des Ail tandis que B4,B5,B6 et B7 sont des Black.
La dernière pesée vient de la même façon entièrement conforter l’hypothèse de l’arbitre.

El François ADRIEN (78000 Versailles) propose une solution qui a le mérite de s'énoncer
simplement.
La balancepenche toujours à gauche, voici lespesées:

Plateau de gauche Plateau de droite
lrepesée:
2epesée:
3epesée:
4epesée:

B1 Al
B1A1
B1A1A2A3
B1A1A2A3A4A5A6A7

A2A3

A4A5A6A7
A8A9A10A11A12A13A14A15

337.En rangs par deux !
L’unité compte 160 personnes.

Il y a autant d’hommes que de femmes. En conséquence, il y a autant de paires d’hommes que de

paires de femmes.Mais commeily a autant d’hommes que de femmes dans chaque rangée, le nombre
d’hommes associés àune femme d’une rangée est égal au nombre de femmes de lamême rangée asso¬

ciées à unhomme.Le nombrê m de paires mixtes est donc pair.
Compte tenu des hypothèses (deux fois plus de paires de femmes que de paires mixtes),il y a donc
2m paires de femmes, 2m paires d’hommes et m paires mixtes, soit 5m paires.
L’effectif est donc 10m et comme m est pair, c’est un multiple de 20.

fir WFLlffJjD
ICWWHBG
A|GIMH[?TF" D|E
BJMF ~DWë~cj
IF D AJEpBGK

E A GBSH DFB®

338.Hitori, le successeur ?
La solution suivante est unique.

E GF B H
C D E A GH F

339. Cinq masses

Il est possible d’identifier les billes en 5 pesées.
Onprend 4 billes qu’on appellera A,B,C,D et on compare les groupes de deux de ces billes de toutes

les façons possibles (cela fait donc 3 pesées).
•S’il y a un équilibre parmi ces trois pesées (A +B =C +D),c’est que la laissée pour compteE pèse

un nombre impair de grammes (puisque A +B + C +D= 15-Eest pair).

Appelons A la bille qui est sur le plateau le plus bas dans les deux autres pesées et B celle qui est

sur le plateau le plus haut. On compare alors les deux autres, et on appelle C la plus lourde.
On a donc :A +B = C +D;A +C>B +D;A +D>B + C;C>D.
ce qui se traduit par : A >C>D>B.
Dernière pesée, on compare E à B +D.
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solutions AFFAIRE DE LOGIQUE

SiE > B +D,c’est que E = 5 (et A = 4, C = 3,D = 2,B = 1).

SiE = B +D,c’est que E = 3 (et A = 5, C = 4,D = 2,B = 1).

Si E < B +D,c’est que E = 1 (et A = 5, C = 4,D = 3,B = 2).

•S’iln’y a pas d’équilibre parmi ces trois pesées, c’est que la laissée pour compte E pèse un nombre
pair de grammes. Deux cas sont possibles :
-Il existe une bille A sur tous les plateaux bas. C’est que A = 5 et E = 4.
On compare deux des billes B et C (par exemple B >C),puis E = 4 à B +C.
SiE > B + C,c’est que B = 2 et C = 1 (donc D = 3).

SiE = B + C, c’est que B = 3 et C = 1 (donc D = 2).

SiE < B + C,c’est que B = 3 et C = 2 (donc D = 1).

-Il existe une bille A sur tous les plateaux hauts. C’est que A = 1 et E = 2.

On compare deux des billes B et C (par exemple B >C),puis B à A +D pour conclure.
Si A +D >B, c’est que D = 5, si A +D = B, c’est que D = 4, si A +D < B,c’est que D = 3.

340.Le secret de Polichinelle

2005 messages sont nécessaires pour que Polichinelle connaisse le secret, 4010 pour que tout le

monde le connaisse.

•Donnons un numéro de 1 à 2006 aux personnages, Polichinelle prenant le dernier numéro.
Imaginons maintenant une chaîne de 2005 messages, du numéro 1 vers le 2, du 2 vers le 3, de 3 vers

4.....de 2005 vers 2006. À l’issue de cette chaîne, Polichinelle sera au courant de tous les fragments
du secret.

Par ailleurs,une telle situation ne peut se produire sans que chacun des personnages de 1à 2005 n’ait
livré son fragment, donc n’ait envoyé un message. 2005 est donc le nombre minimum de messages.

•Au bout de 2004 messages, d’après le raisonnement précédent, personne n’a encore une connais¬
sance complète du secret. Pour que chacun le connaisse, il est donc nécessaire que chacun reçoive
encore au minimum un message à partir de cet instant. Le nombre de messages nécessaires pour que
chacun connaisse le secret est au moins égal à 4010.
Or, on peut trouver une façon d’y parvenir en 4010 messages. En partant de la situation où
Polichinelle connaît le secret au bout de 2005 messages, il suffit que Polichinelle envoie un message
à chacun des personnages de 1 à 2005 pour que tout le monde connaisse le secret au bout de
4010 messages.
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341. La pépinière
Problème n°304 du 17/12/02

f:La jeune Isabelle a demandé à son jardinier de

planter un embryon de pépinière de cinq arbres

dans son jardin. Mais pas n’importe comment !

Les triangles formés par trois quelconques d’entre

eux doivent impérativement être isocèles. Voici (des¬

sin ci-contre) comment le jardinier s’acquitta de sa

mission.

X

»
Mais la capricieuse jeune fille luidemanda de recom¬

mencer le travail sous prétexte qu’elle tient les carrés

en horreur !

Comment le dévouéjardinierput-il la satisfaire, et même luidonner le choix entre

deux configurations ?
Peut-onplanterplus de cinq arbres en respectant les contraintes d’isobelle ?

342. Le puzzle
Problème n°309 du 21/01/03

v
A partir d’un carré de bois,unmenuisier découpe

xYles 4 pièces d’un puzzle (un parallélogramme
et 3 triangles rectangles) suivant le schéma ci-

contre.

Il parvient alors, en disposant autrement les quatre

pièces du puzzle, à former un rectangle assez

«allongé».

Reconstituez ce rectangle.

Quel est le «format» du rectangle, c’est-à-dire le
rapport de la longueur sur la largeur ?
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343. La ligne de tramway

Problème n°314 du 25/02/03

/ÿlette petite ville de province a décidé de sacrifier à la mode du tramway. Mais

Viellen’a les moyens de construire qu’une ligne.Ilest donc décidé,pour ménager

les susceptibilités, qu’elle sera circulaire ! Malheureusement, les quatre pôles d’at¬

traction de la ville,le stade, le théâtre, le marché et l’hôtel de ville,ne sont pas situés

sur un même cercle.Il est donc décidé qu’ils seront à égale distance du tracé de la

ligne.

Quels sont les tracéspossibles ?

344. Un hexagone particulier
Problème n°319 du 01/04/03

n géométrie, les raisonnements justes se font sur une figure fausse».«E
Un hexagone convexe ABCDEF est tel que les aires des six triangles ABC, BCD,

CDE,DEF,EFA et FAB soient toutes égales à 1.

BA
Pourquoi lafigure ci-contre, censée illus¬
trer leproblème, est-elle manifestement
fausse ?

F

CQuelle est Paire minimum de

l’hexagone ?

Et son aire maximum ?
E

D
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345. La trisection par pliage

Problème n°324 du 06/05/03

T Tn jeune géomètre, déçu d’apprendre que la trisection d’un angle est impossible
Uavec la seule aide d’une règle et d’un compas, décide de s’attaquer à la trisec¬

tion d’un segment. Son seul outil ? Le pliage.Ilcommence par découper un morceau

rectangulaire de papier dont la largeur AB est justement le segment à partager en 3.

Voici alors ses trois étapes :

A E B A B A H/_B

c;(-
GG

K/

étape 1

Pli du rectangle.
en deux

E est le milieu de [AB]

étape 2

Pli selon un axe

(AG) passant par A

de manière à amener

B sur le pli médian (en F)

étape 3

Pli amenant

A en G selon

un axe (HK)

passant par C.

Le jeune géomètre a-t-il raison quandilprétend queHest au tiers de BA ?
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346. La planète des deux empires
Problème n°329 du 10/06/03

oin de nous, dans une autre galaxie, existe une

planète habitée de forme cubique. Elle tourne

sur elle-même en vingt-quatre heures autour de l’axe

de ses deux pôles qui sont des sommets opposés du

cube. Sur la planète coexistent plus ou moins pacifi¬

quement deux empires dont les capitales,
Australopolis et Boréalopolis sont situées aux deux

pôles.
Lors d’un grand sommet planétaire, il est décidé de

fixer définitivement la frontière entre les deux

empires : tout point de la planète appartiendra à un empire s’il est plus proche de sa

capitale que de la capitale de l’empire rival.

L Boréalopolis

Australopolis

Sauriez-vous représenter lafrontière entre les deux empires ?

347. Les trois robots

Problème n°334 du 15/07/03

ur un grand terrain plat, trois robots, Alpha,
Bravo et Charlie, sont au sommet d’un grand

triangle équilatéral ABC. Au signal, Alpha
s’élance vers la droite dans la direction perpendi¬
culaire à (AB), à la vitesse de 50 km/h. Bravo

s’élance au même moment dans la même direc¬

tion et à la même vitesse, mais vers la gauche.

Quant à Charlie, il est programmé pour qu’à

chaque instant, il forme avec Alpha et Bravo un

triangle équilatéral.

S Alpha

A

O Charlie

B
-O

Bravo

Quelle trajectoire Charlie décrit-il ? À quelle vitesse se meut-il ?
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348. Économie de distances

Problème n°339 du 19/08/03

A près avoir placé un certain nombre de points dans le plan, on calcule toutes les

xVdistances séparant deux d’entre eux. L’objectif est de minimiser le nombre des

distances différentes.

Ainsi, avec 3 points, on peut n’avoir qu’une distance si on choisit les points au som¬

met d’un triangle équilatéral.

Quel est le nombre minimum de distances que Vonpeut obtenir avec 4points ? 5

points ?

6, 7, 8,9 points ?12points ?

349. Le centre retrouvé

Problème n°344 du 23/09/03

n jour Napoléon, équipé d’un simple

compas, traça un cercle (en trait conti¬
nu) sur une plage de l’Ile de Beauté. Quand
il revint, quelques minutes plus tard, le
centre avait disparu,effacépar le vent. Sans

s’émouvoir,et bien qu’ayant perdu l’ouver¬

ture de compas qui lui avait permis de tra¬

cer le cercle, l’empereur retrouva le centre,

sous le regard admiratif de son entourage.

Il traça pour cela six arcs de cercle.

Lepremier, centré enunpoint du cercle ini¬
tial, avait un rayon quelconque mais plus

grand que celui du cercle initial.Ilest représenté, comme les trois suivants, en poin¬
tillés.Les numéros d’ordre des arcs sont indiqués ennoir et entourés tandis que ceux

des centres le sont en blanc sur fond noir.

U J®

I
v /©

/
y VN/

/ i A® '
&

-t -
i©

Quelle est la suite de laprocédure et pourquoi ?
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350. Gargantua géomètre

Problème n°349 du 28/10/03

our fêter son anniversaire, Gargantua a confectionné

une énorme patisserie en juxtaposant cinq gâteaux

carrés identiques (collés entre eux par une bonne couche

de crème au beurre) au centre desquels il a placé cinq
magnifiques cerises.

P

Il veut alors, d’un seul coup de couteau, faire deux parts de même aire, une pour lui

et une pour ses nombreux invités.

Gargantua n’est pas un expert en géométrie, il ne sait construire que le milieu d’un

segment.Il invite cependant ses convives à le mettre à l’épreuve.

Qu’ils choisissent une cerise, et il coupera le gâteau en deux d’un seul coup de cou¬

teau passant par cette cerise et un point qu’il saura déterminer.

Gargantuapourra-t-il relever le défi ?

351. Le chemin de ronde

Problème n°354 du 09/12/03

a réserve d’or de la banque Piquetout est

enfermée dans la tour Harpagon, un haut

bâtiment de base carrée. Tout autour, un «no

man’s land» enprotège l’accès, lui-même entou¬

ré d’un chemin de ronde construit de telle sorte

que de n’importe quelpoint du chemin,on voit la

Tour Harpagon sous un angle de 45°.

L

Pourriez-vous tracer le chemin de ronde ?
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352. L’araignée

Problème n°355 du 13/01/04

eux mouches se posent sur l’un des points

d’intersection de deux cercles de sucre situés

sur une table.Elles partent simultanément, chacu¬

ne le long de son cercle, à vitesse constante (pas la

même), dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre. Après un tour complet, elles se retrouvent

exactement en même temps à leur point de départ.

D
V,

Pendant tout ce temps et sans qu’elles s’en doutent, une araignée les guette, immo¬

bile sur la table. Elle a choisi un point, connu d’elle seule, qui lui permet d’être à

égale distance des deux mouches à chaque instant de leur périple.

Où la cruelle araignée est-elleplacée ?

353. Les montagnes de Flatland
Problème n°364 du 17/02/04

ans l’univers de Flatland, il manque une dimension : la profondeur. Ainsi, les

deux triangles isocèles de même forme de la figure ci-contre (ils ont le même

angle au sommet a) sont des montagnes.

Les habitants, quin’ont, eux nonplus, aucune profondeur (géométriquement, ce sont

des points), ont le choix entre les escalader (pour les plus sportifs) et suivre le che¬

min qui longe leur base commune.

Justement, aujourd’hui, un arpenteur longe ce chemin jusqu’à arriver au point D

équidistant des deux sommets.

D

/ a

Sous quel angle voit-il ces deux sommets ?

D
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354. Racine de sept

Problème n°369 du 23/03/04

/

Tâtant donnée une longueur-unité, il est assez classique de construire, à l’aide
J_/exclusive d’une règle non graduée et d’un compas,un segment de longueur VŸ.

Commentfait-on ?

Sauriez-vous, inversement, étant donnée sur une feuille blanche une longueur

qu’on vous dit égale à V7, retrouver avec quelle unité elle a été mesurée ?

355. Le cerf-volant partagé
Problème n°374 du 27/04/04

T e vieil Euclide a offert à ses quatre petits-
i—/enfants un grand cerf-volant ayant la forme d’un

quadrilatère convexe (sans autre propriété particu¬
lière). Mais les enfants se le disputent si âprement

que leur grand-père, excédé, le déchire en quatre

nouveaux quadrilatères, qu’il donne aux quatre gar¬

nements.

Son découpage n’est cependant pas le fait du

hasard :par le milieu de chacune des diagonales,il a

mené une parallèle à l’autre diagonale. Ces deux

droites se coupent en un point P.

Euclide a alors coupé selon les segments joignant P

aux quatre milieux des côtés du cerf-volant initial.

F

«Il n’y aura pas de jaloux, les quatre cerf-volants

sont d’aires égales», affirme-t-il.

Euclide a-t-il raison ?
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356. Triangles orthomédians

Problème n°379 du 01/06/04

T~'Vans un triangle, les médianes sont les
-L/droites qui joignent un sommet au

milieu du côté opposé.
La figure ci-contre est un triangle «orthomé-

dian» selon A et B : les médianes issues de
ces deux points sont perpendiculaires.

B _

'O-

Pouvez-vous exprimer la somme des carrés
des deux côtés CA2 + CB2 en fonction du

carré du troisième AB2 ?

A\

PS : ne cherchez pas le mot orthomédian dans le dictionnaire, nous l’avons inventé.

357. Sangaku

Problème n°384 du 06/07/04

Tl était d’usage dans le Japon antique d’offrir
Aaux dieux amateurs de mathématiques... des

problèmes de géométrie gravés sur des

tablettes.
C’était l’art du sangaku.
Sur l’une des tablettes retrouvées, quelques
coups de pinceau retraçaient l’énigme :

•le triangle est rectangle ;

•ses côtés sont entiers ;

•son aire est 60.

Quels sont les deux diamètres ?

54



L'INTÉGRALE DESIEUX DU«MONDE» 301- 500

358. Sur un billard

Problème n°389 du 10/08/04

Six boules de billard, de rayon 5 cm, sont placées dans un «triangle» équilatéral
en restant toutes «à plat». Ce serait impossible pour tout triangle plus petit,

même légèrement.

Quel est la longueur d’un côté du triangle ?

Quelle serait la longueur du côté du plus petit triangle équilatéral contenant

quatre boules ?Et cinq ?

359. Patchwork

Problème n°394 du 14/09/04

T 7otre objectif : réaliser un «patchwork» avec des morceaux de tissu identiques,
V ayant tous la forme de ce quadrilatère convexe.Ils’agit d’obtenir un grand mor¬

ceau de tissu plan, sans laisser de vide, et sans que deux morceaux se recouvrent.

Est-cepossible ?

Si oui, comment opérer ?

ï;
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360. Le quadrilatère de M. Optimax
Problème n°399 du 19/10/04

M;Optimax est propriétaire terrien et bon mathématicien, ce qui a parfois des
_ „avantages.

Ainsi, lorsque l’administration lui a permis de construire une habitation dont le péri¬
mètre n’excédait pas 60 mètres,ila choisi de la construire circulaire car il savait qu’à
périmètre donné, l’aire d’une figure plane est maximale quandla figure est un cercle.
Cette fois, c’est dans un quadrilatère convexe qu’il devait délimiter une plantation.
La longueur des quatre côtés lui a été imposée par la réglementation. Elle est, natu¬

rellement, compatible avec l’existence de tels quadrilatères.

M.Optimax a décidé defaire en sorte que les quatre sommets de son quadrilatère
soient situés sur un même cercle.Est-ce toujourspossible ?
M. Optimax pense que,parmi tous les quadrilatères ayant ces longueurs pour

côtés, le sienpossède laplus grande aire.Est-ce vrai ?

361. Rondes et rondelles
Problème n°404 du 23/11/04

cette fabrique de rondelles en métal a pris pour unité la

pièce d’un euro. Les rayons des rondelles fabriquées

sont des multiples entiers du rayon de la pièce d’un euro.

Ainsi, une monorondelle a la taille d’un euro, une hiron¬

delle a des dimensions doubles, ..., une /-rondelle a pour

rayoni fois celui d’un euro.

Le jeu favori du contremaître consiste à disposer des euros

en ronde circulaire, de manière régulière, et d’essayer de

placer au centre l’une des rondelles de sa fabrication.Voici la disposition qu’il
obtient avec 6 euros.

Luisera-t-ilpossible deplacer au centre une monorondelle ? Quelle est la taille de
la plus grande rondelle qu’il pourra inscrire au centre d’une ronde de 2005

euros ?
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362. L’ortho-hexagone

Problème n°409 du 28/12/04

ans un triangle acutangle (ses trois angles sont aigus), on mène par les milieux

des trois côtés les perpendiculaires aux deux autres côtés. Ces six droites for¬

ment Portho-hexagone.
D

Quelle est le rapport de son aire à celle du triangle ?

363. L’archipel du polygone
Problème n°414 du 01/02/05

T ’île de la Quarraïde, dans l’archipel du Polygone, est un petit territoire en forme

JL/de quadrilatère convexe. Aux sommets de ce quadrilatère se situent les quatre

ports de l’île, Atoll,Barcarolles, Croisiport,Digue-Haute.

Patricia, la téméraire exploratrice, se retrouve dans les terres, à 20 kmd’Atoll, 10 km

de Barcarolles, 18 km de Croisiport et 6 km de Digue-Haute.

Quelle est, au maximum, la superficie de Pile de la Quarraïde ?
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364. La cerise sur le gateau

Problème n°419 du 08/03/05

uel beau gâteau d’anniversaire pour Alice et ses trois

invités ! Seule difficulté, le partage. La patisserie a la

forme d’un quadrilatère convexe pas spécialement remar¬

quable, garni d’une cerise rouge bizarrement située à l’in¬

tersection de deux lignes (droites) de chocolat. Chaque ligne
de chocolat est parallèle à une diagonale (en pointillés sur le

dessin) garnie, elle, de crème vanille, et passe par le milieu

de l’autre diagonale à la vanille.

Les convives sont admiratifs et salivent déjà, mais se demandent si Alice saura

découper ce gâteau en quatre quadrilatères de même aire.

Q

Comment Alicepeut-elle donner quatre coups de couteau rectilignespassant tous

au beau milieu de la cerisepour confectionner à coup sûr quatreparts égales ?

365. Distance rasante

Problème n°424 du 12/04/05

T'Xepuis la route nationale (D) rectiligne, on peut apercevoir les ruines du fort (C),

cercle parfait de 50 mètres de rayon dont le centre O est situé à 130 mètres à vol

d’oiseau de la route (voir le plan).
On appellera «distance rasante» d’un pointM à un cercle la longueur d’une tangen¬

te MT menée du point M au cercle. (D)

Sauriez-vous montrer Pexistence d’un «point
rasant»R duplan ne dépendant que de la droi¬

te (D) tel que pour tout pointM de (D), la dis¬

tance rasante deMaufort(C) soit égale à la dis¬

tance deMaupointR ?

130 m

''50 m(C)|

°*'
Vous construirez R dans le contexte de la figure.
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366. Mmh ! Des truffes...

Problème n°429 du 17/05/05

T)ig, le cochon truffier, est chargé aujourd’hui

Id’une mission de la plus haute importance :

repérer des truffes dans leDomaine duPetitBois,

une forêt en forme de triangle équilatéral.Pig est

un honnête chasseur de truffes mais le rayon

d’action R de son flair est exactement la moitié

de la hauteur du triangle équilatéral en question.

Commentfairepour quePig et son maître, enpartant d’un des coins duPetitBois,

fassent le moins de cheminpossible tout en explorant bien sûr le domaine entier ?

367. Le pli
Problème n°434 du 21/06/05

/ÿ\nplie une feuille de papier rectangulaire de manière à amener l’un de ses coins
sur le coin opposé.

La largeur de la feuille est 24 cm.

La longueur dupli est égale à 30 cm.

Quelle est la longueur de lafeuille ?
&

24 cm
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368. Une symétrie inattendue

Problème n°439 du 26107105

C

A;, B,C,D,E,F sont,dans cet ordre,6 points
_ _pris sur un cercle de centre O tels que les
triangles OAB, OCD, OEF soient équilatéraux.

B
É

D.

M est le milieu de de [BC],Ncelui de [DE],
et P celui de [FA].

A
%El

Le triangle MNP présente une symétrie inat¬

tendue:laquelle etpourquoi ?

F

369. Un puzzle simple
Problème n°444 du 30/08/05

~|~ e rectangle ABCD a pour dimensions AB = 6 cm et BC = 4 cm.

En trois coups de ciseaux, on le découpe en quatre pièces, trois triangles rectangles
et un parallélogramme (voir la figure, oùIest le milieu de [AB], et J le milieu de
[CD]).

D J CPeut-on réarranger les morceaux en

un autre rectangle ? Si oui, quelles
sont ses dimensions ?

4

3 3
A BI
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370. Théorème brouillé

Problème n°449 du 04/10/05

TÿVans le triangle acutangle* ABC,labissectrice issue de A,la médiane issue
J_-/de B et la hauteur issue de C se coupent en un point P.

- Tu mélanges les théorèmes ! Dans un triangle, les trois bissectrices sont concou¬

rantes, les trois médianes sont concourantes, les trois hauteurs sont concourantes.

-Mais moi je te parle d’un triangle particulier !

-S’il est équilatéral, c’est évidemment vrai.
-Non,iln’est pas équilatéral. D’ailleurs Tangle A fait 70°.»

Comment construire un tel triangle ?

Resterait-il acutangle si Vangle A était égalà 45° ?

* triangle acutangle : dont tous les angles son aigus

371. Sangaku (et pas sudoku)

Problème n°454 du 08/11/05

Les san ga ku,ce sont ces tablettes votives en bois qu’on trouve dès le xvne siècle
dans les temples japonais, où figurent de petits problèmes de géométrie. Très

visuels, ils se passaient des mots pour se comprendre.
Pour ceux qui en ont besoin, A, B, C et D sont cocycliques, I, J, K et L sont les
centres des cercles inscrits aux quatre triangles qu’ils forment.

jè
•K

Sauriez-vous montrer que le quadrilatère

IJKL est un rectangle ?
rL

Bf
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372. L’étoile magique

Problème n°459 du 13/12/05
z B

ur un cercle, prends trois points A, B, C.

- Au hasard ?.
- Oui. Appelle X, Y et Z les milieux respectifs des arcs

BC, CA et AB.

-Les deux triangles ABC et XYZ dessinent une jolie étoi¬

le, à l’intérieur duquel je peux colorier un hexagone.

-C’est exact. Joins A à X,B à Y, C à Z.

- C’est magique ! On dirait que les trois droites passent par un même point.
- Ce n’est pas seulement une impression.
Et par ce point passent aussi les diagonales de ton hexagone ! ».

«S
/

c

Sauriez-vousprouver ces deux coïncidences ?

373. Règle ou compas ?

Problème n°464 du 17/01/06

T~7n géométrie,une figure «constructible», c’est bienune figure quipeut être
J_!/tracée à l’aide d’une règle non graduée et d’un compas ?

-Oui,mais ce qu’on sait moins, c’est qu’une telle figure peut toujours être construi¬

te à l’aide exclusive d’un compas.

- Eh bien, moi, je te propose une construction à

l’aide exclusive d’une règle : unpoint C a été choi¬

si sur le segment [AB], et deux carrés ACDE et

BCFG tracés du même côté du segment. Construis-
moi le point M d’où l’on «voit» les deux diago¬
nales [AD] et [BF] sous un angle droit.
- Je n’ai pas besoin de règle ! C’est le point C.
-Oui, mais il y en a un autre, et c’est lui qui m’intéresse.

E D

G

A B

Comment construire lepointMà l’aide exclusive d’une règle ?
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374. Une figure qui manque d’aires

Problème n°469 du 22102106

/ÿlette figure, formée de deux parallélogrammes enchevêtrés et de leurs diago-
Y_ÿnales, comporte huit zones. Seule, l’aire d’une des zones est donnée.

2

Quelle est la valeur des sept aires inconnues ?

375. Global positioning system

Problème n°474 du 28/03/06

rois amis s’enfoncent séparément dans une forêt en forme de triangle, de som¬

mets A,B et C.

Aubout d’une heure, grâce à leur radio et leur GPS, ils donnent les informations sui¬

vantes :

-Géraldine est exactement au milieu du seg¬

ment qui joint le sommet A à la positionP de

Pauline.

- Pauline est exactement au milieu du seg¬

ment qui joint le sommet B à la position S de

Serge.

- Serge est exactement au milieu du segment

qui joint le sommet C à la position G de

Géraldine.

T

A

B

Représentez sur la carte laposition des trois amis.

Quel est le rapport de l’aire du triangle GPS à celle du triangle ABC ?
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376. Sans compas

Problème n°479 du 09105106

Avec une simple règle non graduée, sans compas, on ne

peut pas déterminer précisément le milieu d’un seg¬

ment tracé.

Tout change si la règle est à bords parallèles.
Elle permet alors non seulement de tracer une ligne droite,

mais une parallèle à cette ligne.

Comment, avec le seul soutien d’une règle non graduée à

bordsparallèles, construire le milieu d’un segment donné ?

377. Compas interdit

Problème n°484 du 13/06/06

Sur un carré ABCD, onplace les points P et Q comme sur la figure de manière que

AP = BQ.

Comment construire la perpendiculaire à (PQ) issue de D à l’aide d’une simple
règle non graduée, en un minimum de tracés ?

PA B

Q
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378. Orthogonalité inattendue

Problème n°489 du 18/07/06

ABCest un triangle isocèle en
A

A.

\Le milieu M de [BC] se projette ortho-

gonalement enH sur (AC).

P est le milieu de [MH].

\

\
\
\

Pourquoi les droites (BH) et (AP) sont-

elles perpendiculaires ?
H

P
B M

379. Le restaurant du Trigone
Problème n°494 du 22/08/06

y tables de ce restaurant ont de drôles de forme : certaines sont rondes, d’autres

polygonales.

La seule chose commune qu’on peut en dire, c’est qu’elles sont convexes, c’est-à-
dire que si on joint en ligne droite deux points d’une table, on n’en sort pas.

Les serviettes, elles, de forme triangulaire, ont toutes pour aire 500 cm2.
Le restaurateur a essayé tous les triangles possibles : aucune serviette ne tient à plat
sur aucune des tables. Quant aux nappes, le restaurateur souhaite qu’elles aient, elles

aussi, la forme d’un triangle.

Peut-il faire fabriquer pour chaque table une nappe triangulaire d’au plus
2000 cm2 qui recouvre entièrement la table ?
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380. Le quadrilatère articulé

Problème n°499 du 26109106

T)armi tous les quadrilatères formés par quatre tiges rigides articulées de longueurs

JL respectives 30, 40, 60 et 50 cm, on veut construire, à la règle et au compas, un

quadrilatère tel que la distance des milieux des diagonales soit égale à 20 cm.

Existe-t-il ?

Est-il unique ?

Détaillerprécisément la construction d’un telquadrilatère.

Ml
IÄ

y

I
1

*1

F \io
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Figures libres
SOLUTIONS

341.La pépinière

•Le jardinier peut respecter les conditions requises en donnant à Isabelle le choix entre deux confi¬
gurations :

-placer les cinq arbres aux cinq sommets d’unpentagone régulier.
- les placer au centre et en quatre sommets de ce même pentago¬

ne (dessin).

•Avec un arbre au centre et aux cinq sommets du pentagone régu- /
lier, on obtient une pépinière de six arbres qui vérifie les mêmes /
contraintes.
En revanche, le mathématicien Erdösz a montré qu’il n’est plus
possible, au-delà de six points dans le plan et de huit points dans \

l’espace, de faire en sorte que trois quelconques des points forment èj
un triangle isocèle.

E3 Toutes les interventions de lecteurs suggèrent de nouvelles
solutions:

•Sébastien KERNIVINEN(35050 Rennes) et AndréLEFEVRE (Bruxelles) placent les arbres
aux quatre sommets consécutifs d'unpentagone régulier et à l'intersection des diagonales du
trapèze ainsiformé,
•Jean-DanielLEFRANC(92260Fontenay auxRoses) etMichelMENGAL suggèrent des dis¬
positions à base de losanges. Dans l'une d'elles intervient un triangle isocèle dont les angles
à la base mesurent 72°:lefameux «triangle d'or».

•Jean-Louis PAC (92100Boulogne-Billancourt) et Christian ROMONdonnent des solutions
encoreplus complètes si on n'imposepas aux trianglesplats d'être isocèles, (voir dessins)

ff:

>

A

a+b
b

D
E

b

b
a+b

C
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342.Le puzzle

Voici le rectangle reconstitué. Son «format» est 5.

En effet, si le carré d’origine a 2 unités pour côté,une application successive du théorème de

Pythagore et du théorème de Thalès montrent qu’il a pour longueur 2 Vô et pour largeur

HLes lecteurs comme J. CHAUPIN(51300 Vitry le François),M.MENGUAL
(Paris), C. ROMON ou J. SALAT (21200 Beaune) rivalisent d'astuce pour

transformer ce carré en rectangle.Presque tous reconstituent le rectangle
de la manière suivante:

,

/
P. GORDON propose même une généralisation obtenue en parta¬

geant deux côtés opposés du carré en nparties égales, constituant

ainsi n -1parallélogrammes permettant de construire un rectangle
dont le «format » est1+ n2. Le cas duproblème 309 correspond à

n = 2, ce qui donne bien unformat de 5.

343.La ligne de tramway

Ily a sept tracés possibles, correspondant à deux types de construction.

•Construction 1 (4 solutions, dont l'une éventuellement dégénérée en

une droite si trois des points sont alignés) :
On considère le cercle circonscrit à 3 des 4points. Soit O son centre et R

'ÿ©

son rayon.
Une solution est alors le cercle de centre O et de rayon la demi-somme
de R et de la distance de O au quatrième point.
•Construction 2 (3 solutions, dont l'une éventuellement dégénérée en

une droite si les quatre points forment un

trapèze, ou en deux droites si les quatre

points forment un parallélogramme) :

\ On trace la médiatrice du segment joignant
I ; deux des points,puis la médiatrice du segment joignant les deux autres.

/ Soit O le point d'intersection de ces deux médiatrices.
Une solution est alors le cercle de centre O et de rayon la demi-somme
des distances de O à un point de chaque groupe.
ElNos lecteurs ont le souci du détail et tiennent absolument à explo¬

rer tous les casparticuliers.Propositions intéressantes dans ce sens de Micheline LEMASU-
RIER (94600 Choisy le Roi), JefVan STAEYEN(Lille), Christian ROMON.

°.

'ÿ©.

H

%.

344.Un hexagone particulier

La figure est fausse car les côtés de l’hexagone doivent être parallèles deux à deux.
L’aire minimum de l’hexagone est 6,mais elle peut être aussi grande que l’on veut.
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•L’égalité des aires ABC et BCD implique le parallélisme de BC et AD.
L’égalité des aires de DEF et EFA implique le parallélisme de EF et AD.
On en déduit BC//AD//EF.
De même, CD//BE//FA et AB//CF//DE.
•Ainsi,EDCQ, ABCR et AFEP sont des parallélogrammes d’aire 2.
L’aire de l’hexagone est la somme de leurs trois aires et de celle du

triangle PQR.Elle est donc plus grande que 6, valeur atteinte dans le
cas, par exemple, d’un hexagone régulier.
En revanche, en choisissant des longueurs de côtés alternativement très

petites et très grandes, on peut construire un hexagone d’aire aussi gran¬
de que l’on veut qui réponde à la question.

13 Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble) fait une étude complète de l'aire de l'hexagone et

prouve bien qu'ellepeut devenir aussi grande qu'on veut.

r-

\
\

E

345.La trisection par pliage H/ B

Le point H est bien au tiers du segment [BA].

Le triangle ABF est équilatéral (F est sur la médiatrice de [AB], A sur la médiatri¬
ce de [BF]). AGB, triangle semi équilatéral, est aussi la moitié du triangle équila¬
téral AGD construit en lui ajoutant son symétrique par rapport à (AB).

H est le centre de gravité de ce triangle.
Il est donc situé au tiers de la médiane [BA].

c";L

346.La planète des deux empires

La frontière est obtenue en «développant» le cube et en traçant les médiatrices du segment joi¬

gnant les deux capitales.
Voici, ci-dessous, son tracé sur le «patron» du cube le plus adapté.

B Boréalopolis

B
A

B
A

Australopolis

A

3 Comme le précise Mme A-M. REBEL (40150 Hossegor), on parle dans ce problème de
«distance à la surface du cube, c'est-à-dire de chemin àparcourir» etpas de «distance dans
l'espace». De beaux tracés de lapart de MichelMENGUAL (Paris) et C.ROMON.

347.Les trois robots

Charlie décrit une demi-droite parallèle à AB à la vitesse d’environ 86,6 km/h.

Le segment [a ß] qui relie Alpha à Bravo a pour milieu un point D invariant. Le segment [D y] qui
relieD à Charlie est perpendiculaire à [a ß] et sa longueur vaut V3 fois celle de [D ß].Ainsi,onpasse
de ß à y (comme on passe de B à Ç) en effectuant autour deD une rotation de 90° suivie d’une homo-
thétie de centre D et de rapport v3.
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Le point y décrira une demi-droite perpendiculaire à celle que décrit le
point ß.
On peut de plus remarquer que la distance décrite par Charlie sur cette

demi-droite est V3 fois plus élevée que celle décrite par Bravo dans le
même temps..

El De nombreuses bonnes solutions nous sont parvenues, comme

celle de René TOURNADRE (44000 Angers).

V

<>
P

'6 Y

348.Économie de distances
On peut réduire le nombre de distances à 2 pour 4 ou 5 points, à 3 pour 6 ou 7 points, à 4 pour
8 ou 9 points, ... en plaçant les points aux sommets d’un polygone régulier.
En suivant lamême logique, on pourrait placer 12 points de sorte que les
distances soient au nombre de 6. Mais on peut faire mieux : avec la
configuration ci-dessous, 12_points peuvent ne donner lieu qu’à 5 dis¬
tances : a, 2a, 3a, aVÜÎ, aV/.

EROMONsuggère d'utiliser le maillage triangulaire non seu¬

lementpour 12points, mais aussipour 6,8 et 9points.

/

XX

y

349.Le centre retrouvé
La construction (réellement trouvée par Napoléon avec l’aide de son conseiller Mascheroni)

est indiquée sur le dessin ci-contre.
Elle consiste à tracer le symétrique O de O par

rapport à la droite00,puis l’arc de centre O pas¬
sant par O qui coupe le cercle en © et ©.
Le centre O du cercle sera le symétrique de O par
rapport à la droite ©©.
Pourquoi ? Parce que dire que H’,milieu de
©©, est le milieu de QQ est équivalent à dire
que H,milieu de 0®, est le milieu de ©O. En
effet, ©H x ©B =O©2 =O©2 = OH’ XOB’,
où B’ est l’extrémité du diamètre du cercle (4)

passant par O.
E Certains lecteurs comme Philippe DUCROS (78000 Versailles) ou Jean PIGETVIEUX
(38100 Grenoble)préfèrent expliquer leur solutionpar des triangles semblablesplutôt quepar
des relations métriques dans le triangle rectangle. C'est leur droit! D'autres, comme Yves
ARCHAMBAULT (Paris) ou Michel HEBRAUD (31000 Toulouse) souhaitent apporter

quelques précisions historiques.Il semblerait en effet que d'une part la scène ne puisse se

dérouler en Corse, Napoléon étant déjà empereur, puisqu'il n'y serait pas retourné depuis
1793, et que d'autrepart leproblème ait été résolupar Mascheroni. Ce serait alors Bonaparte
qui l'auraitprésentéàLagrange etLaplace lors d'une réunionfêtant lapaix de Campo Formio
en 1797.

X-®

i©

7t® '
" - -'zfe® '" "&

i©

«r
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350. Gargantua géomètre

Les découpages reposent sur la propriété suivante :

toute droite passant par le centre de symétrie d’une figure la partage en deux morceaux de même aire.
Les coups de couteau de Gargantua passent donc par :

•A et le milieu de [BE] ;

•B et le milieu de [DE] ;

•C et le point de contact des quatre autres gâteaux.
Ces trois tracés concourent au centre de gravité G du gâteau.

•Gargantua pouvait encore donner un coup de couteau joignant E et le milieu de [AB] pour opérer
l’un des deux partages restants.

•Quant au partage issu de D,il semble en revanche hors de portée de quelqu’un ne sachant construi¬

re que des milieux de segments (la figure montre la construction : reporter la longueur HK sur le seg¬

ment [HL],puis tracer un arc de cercle de centreLpour obtenir lepointMqu’on joint àD).Gargantua
a probablement pensé joindre D au milieu de [BC], ce qui partage le gâteau en deux parties à peine
différentes, puisque la pente de son tracé supposé, 2/3, environ 0,667, est fort peu différente de la

pente de MD, qui est 7 - 2VÏO, soit environ 0,675.

/

A A B

*CC

D D.
1

7 Y

[X] Sur ce problème, abondant et sympathique courrier de lecteurs soucieux de rectifier l'er¬
reur de la solutionprimitive.La cause a été entendue!

•Beaucoup d'humour dans les lettres d'AndréCAROUGE (17740 SteMarie deRé), dePatrice

SULMONT (44300 Nantes) ou de Gérard BRETECHER (92190 Meudon), qui propose par
ailleurs une très élégante construction du trait de coupepassantpar D.Ilsuggère en effet de
joindre C au milieuIde [AEjet deplacer sur le segment [IC] lepointJtel queIJsoit le demi-
côté du carré. (DJ) est alors la droite cherchée.

•Des constructions très simples de E. BRUNETON (13100 Aix en Provence), Jacques
DEMOULIN (78150 Le Chesnay), Michel HEBRAUD (31000 Toulouse) et Robert

LECLERCQ (Paris).

•Beaucoup résolvent leproblèmepar un calcul,parfois extrêmementprécis, comme Philippe
KAHN(92100 Boulogne) qui souligne que « la découpe correcte passe presquepar le milieu

de [BC], avec un écart de 1,317%».

351.Le chemin de ronde

Le chemin de ronde est constitué d’une succession de 8 arcs de

cercles obtenus à partir des deux premiers par rotations successives
de 90°.
Le principe : l’ensemble des points d’où l’on«voit» un segment sous

un angle donné est un arc de cercle. La construction des deux pre¬
miers cercles est faite en pointillés sur la figure.
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352.L’araignée

L’araignée est placée au point P symétrique dupoint
A de départ des mouches par rapport à la médiatri¬
ce du segment joignant les deux centres O et O’.
À chaque instant, si M et M’ sont les positions respec¬
tives des deux mouches sur chaque cercle, les triangles
OPM et O’PM’ sont isométriques, en effet :

•leurs angles en O et O’ sont égaux par différence des

angles égaux AOM et AO’M’ (les mouches ont même
vitesse angulaire), et des angles AOP et AO’P (égaux
par symétrie).

•OP = O’A = O’M’ et O’P = OA = OM

Ainsi, quelle que soit la position des mouches,
PM =PM’

El De nombreux lecteurs signalant la difficulté à «inventer» le point P, d'autres, en écho,
comme MichelHEBRAUD (31000 Toulouse) Micheline LEMASURIER (94600 Choisy leRoi)
ou René TOURNADRE (Angers), apportent d'intéressantes clarifications. Leurs interventions
donnent un cadre de la recherche dufameuxpoint P en troispoints:

•DésignonsparIle milieu de [MM'] (de médiatrice A,Jcelui de [00'] (de médiatrice d),par
c le cercle de centre O, c' le cercle de centre O'. En utilisant la similitude s de centre A qui

transforme c en c', onpeut démontrerpar des considérations d'angles que lespointsM,B et

M’ sont alignés.

•Ilexistepar ailleurs une similitude s' de centre A qui transformeMenI, et donc c en un autre

cercle k centré enIetpassantpar A et B.

•C'est lepoint P, diamétralement opposé à B sur k qui apportera la solution:fixe, il est évi¬

demment sur A et répond à la question. On démontrefacilementpar ailleurs que c'est égale¬
ment le symétrique de Apar rapport à d.

MarcelDAVID (74200 Thonon les Bains) va plus loin etpropose de généraliser leproblème
à deux cas:

•Celui où les deux mouches tournent dans des sens opposés:la solution est alors lepointB'
symétrique de Bpar rapport à d,

•Celui où les deux cercles sont tangents en T, avec quatre mouches cettefois, tournant dans
les deux sens:la solution est dans ce cas lepoint Q symétrique de Opar rapport à T.

A

M O' M'

353.Les montagnes de Flatland
L’angle d’oùl’on voit les deux sommets depuis D vaut a.

Pour le montrer, on construit le cercle circons¬
crit à BMN. La verticale issue de B coupe ce

cercle en P. Comme les angles MBP et PBN
sont égaux (ils valent a/2), les longueurs PM et

PN sont égales, et la droite (PD) est la médiatri¬
ce de [MN] (puisque D est aussi équidistant de
M et de N).Il ne reste plus qu’à remarquer que
D est sur le cercle, car le segment [PD] est le
diamètre porté par cette médiatrice : en effet,
l’angle PBD est droit.
Conséquence, l’angle MDN et l’angle MBN,

p

N

M

A'
DB
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qui interceptent la même corde [MN], sont égaux.
Or,MBN est égal à a,c’est aussi le cas de MDN.

El Les lecteurs rivalisent d'astuces géométriques pour donner des solutions originales. La

palme revient à celle de P. CAZAL (34170 Castelnau-le-Lez).Elle tient en deux lignes:
Si M' est le symétrique de Mpar rapport à (AB), le cercle de centre D passant par M en T
passe aussipar M' et les points M, B,Nsont alignés. Ainsi, l'angle LL'N est la moitié de a.

Donc l'angle MDN, angle au centre correspondant, est, lui, égal à a.

Lepromeneur,fait remarquer C.ROMON, commencepar voir les deux sommets sous l'angle
alorsqu'il est aupiedcommun des deuxpics et retrouve cet angle lorsqu'il est à égale distance
des deux.

354.Racine de sept

•Pour construire la longueur V7à partir d’une unité a,

il suffit de construire le segment BC de longueur 8 a,
le point H a l’intérieur de sorte que BH = a, et de tra¬

cer un demi-cercle de diamètre BC.

;-E

La perpendiculaire en H à BC coupe le demi-cercle en

A.La longueur AH est égale à a VT.
•Pour retrouver l’unité b à partir de la longueur b V7,
on utilise la même figure. On reporte la longueur b V7
sur la demi-droite [HA], de sorte que
HE = b \fl,La parallèle à (AÈ) issue de E coupe la
droite (BC) en D.DH est alors l’unité b cherchée.
N.B. La parallèle à (AB) passant par E se construit à la règle et au compas en reportant,par
exemple, le triangle BAH de telle sorte que A soit translaté en E.

'A

D B H C

ELes lecteurs, comme Jean-Marie GADAT (60140Rosoy), René GOUIN(50350 Donville),

Philippe KAHN(92100 Boulogne), Pierre KAMOUN(92200 Neuilly sur Seine), Jean-Daniel
LEFRANC (92260Fontenay aux Roses)proposentpour ceproblè¬
me des constructions classiques de triangles rectangles de côté3 et

d'hypoténuse 4 ou de côtés de l'angle droit 2 et VI. J. PIGET-
VIEUX enpropose uneplus originale: h

7a/8 a/8

D

C.ROMONen a inventéune autre, où les deux cercles ont

même rayonl.Ilprouve d'unepart que DB = VI,d'autre

2 1
part que DP = . Onpeut donc ainsi obtenir et,

enpartant de cercles de rayon VI, reconstituer l'unité.

p

A B

C
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355. Le cerf-volant partagé
D CEuclide a raison:les aires des quatre quadrilatères sont bien égales.

On appelle M,I,J les milieux respectifs de [BD], [AB], [BC].

Comme l’aire du triangle BMJ est le quart de celle de BCD, l’aire de
BMI le quart de celle de BAD, l’aire de BIMJ est le quart de celle du
cerf-volant. A<
Or, l’aire du triangle PIJ est aussi celle de MIJ : les deux triangles ont

même base, et même hauteur puisque (MP) est parallèle à (AC), elle-
même parallèle à (U).Le quadrilatère BIPJ a donc même aire queBIMJ,
soit le quart de l’aire du cerf-volant.
Il en est de même pour les trois autres quadrilatères.

El Que les lecteurs ne s'y trompentpas:lepartage ne sefaitpas en

triangles!

J

B

356. Triangles orthomédians
Si les médianes relatives à deux côtés sont perpendiculaires, la somme des carrés de ces côtés
est égale à cinq fois le carré du troisième.
Une utilisation répétée du théorème de Pythagore permet de le

montrer.

CB2 = 4 BI2 = 4 GB2 + 4 GI2
CA2 = 4 AJ2 = 4 GA2 + 4 GJ2
En faisant la somme :
CA2 + CB2= 4 (GB2 + GA2) + 4 (GI2+ GJ2)

= 4 AB2
Or, AB = 2IJ, d’où : CA2 + CB2 = 5 AB2.

EÀ chacun sespréoccupations:C.ROMONutilisepour sa démonstration que dans un qua¬

drilatère dont les diagonales se coupent à angle droit les carrés des côtés opposés ont des
sommes égales. Anne-MarieREBEL (40150Hossegor) sepréoccupe, elle, de lapropriétéréci¬

proque et démontre que tout triangle ABC tel que CA2 + CB2 = 5 AB2 a ses médianes [AI] et

[BJ]perpendiculaires.

B

\i
c

\G

A\+ 4 U2

357. Sangaku

Le diamètre du grand cercle est 17, celui dupetit 6.
On commence par chercher les côtés de l’angle droit. Leur produit
est 120.
Pour que l’hypoténuse soit entière,iln’y a qu’une possibilité : que
les deux longueurs soient 15 et 8. La longueur de l’hypoténuse est

alors 17, diamètre du grand cercle.
On calcule le rayon r du petit cercle en additionnant les aires des

trois triangles découpés par son centre :

17

8,

ri

15

r (15 + 8 + 17)
= 60.Il vient r = 3.

2

EPhilippe KAHN (92100 Boulogne) appuie ses calculs de nombreux exemples d'autres tri¬
angles possibles. Bonne solutions aussi de M. MENGUAL (Paris), C. ROMON, Antoine

WEHENKEL (Luxembourg).
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358. Sur un billard
Le côté du plus petit triangle contenant 6 boules (et même 5) est 10 (2 + V3), soit environ
37,32 cm.

Le côté du plus petit triangle contenant 4 boules est 20 V3, soit environ 34,64 cm.

En voici les configurations :

10 5 V3 5 V3 5 V3

359. Patchwork

Il est possible de paver le plan avec n’importe quel quadrilatère.
Ilsuffit de construire les symétriques du morceau initial par rapport au milieu de chacun de ses quatre

côtés et de réitérer l’opération.

/

!

<4

360.Le quadrilatère de M. Optimax

•Si,quatre longueurs (compatibles avec son existence*) sont données,

il existe bien quatre points cocycliques (situés sur un même cercle)

formant un quadrilatère (Q) dont les côtés ont justement ces quatre
A

Â

longueurs. A
Imaginez pour cela que le quadrilatère soit dans un premier temps arti- Jj§|
culé et que vous le déformiez en faisant varier l’un des angles continû-

ment de sa valeur minimale à sa valeur maximale. Vous passerez forcé¬
ment** par une valeur intermédiaire telle que la somme de cet angle et

de l’angle opposé soit égale à 180°.Le quadrilatère sera alors «inscrip-
tible» dans un cercle.
Sur la figure, on a matérialisé (en grisé) les quatre segments circulaires alors délimités autour de (Q).

•Le quadrilatère (Q) est bien d’aire maximale.
Si un autre quadrilatère convexe (R) a les mêmes longueurs de côtés,onreporte autour de (R) les seg¬

ments circulaires importés du tracé de (Q).

B

(Q)

. I
\ \

D
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On obtient une figure de même périmètre que le cercle tracé autour de (Q). Cette figure a donc une

aire inférieure à celle du cercle, puisqu’à périmètre constant, c’est le cercle qui est d’aire maximale.
Le quadrilatère (R) est donc d’aire inférieure au quadrilatère (Q).

* Condition d’existence : la somme de deux côtés consécutifs est plus grande que la différence des
deux autres.

** L’un des deux angles opposés peut, dans une position limite, être nul (et la somme inférieure à
180°), l’autre peut,au contraire, dans l’autre position limite,être plat (et la somme supérieure à 180°).

El Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble), en résolvant ce problème par le calcul, démontre

que si a, b, c, d sont les longueurs des côtés, a l'angle entre les côtés de longueur a et b,

ß l'angle entre les côtés de longueur c et d, l'aire S du quadrilatère est telle que 4S2 =K- 2
abcdcos (a + ß).Kest une constante ne dépendant que des longueurs a, b, c et d.L'aire ainsi

formulée est maximale si a + ß = 180°, c'est-à-dire si lespoints A, B, C,D sont cocycliques.

361.Rondes et rondelles

•On peut effectivement insérer une monorondelle au centre d’une ronde de 6 euros. Si on considère
le triangle formé par les centres A et B de deux pièces consécutives et le centre O du cercle intérieur,
il est équilatéral, A et B étant deux sommets consécutifs de l’hexa¬

gone régulier formé parles centres des 6 pièces. Le rayon du cercle
central est donc égal à celui des pièces de la couronne.
•On peut placer une 637-rondelle au centre d’une ronde de
2005 euros. Si on appelleR le rayon de plus grand disque qu’onpeut

insérer au centre de la ronde, et r le rayon d’une pièce d’un euro, si
a est l’angle AOB (tout petit) d’où les centres de deux pièces consé¬
cutives sont vues du centre du disque, on peut assimiler le segment

AB (de longueur 2r) à l’arc de cercle (le deux-mille-cinquième de la

circonférence d’un cercle de rayon R + r).

r/\®

R
A ,

(a

O

20051
~

’ raPPort“est donc peu différent de

soit de 637,211... Une 637-rondelle tiendra donc.

Remarque :Si l'on veut éviter les approximations, on calculera : —- =

On a donc la relation : 2r ~ - 1,
r it

1
-1« 637, 2115829

sin(a/2)

(au lieu de 637,2113218 précédemment), ce qui conduit à la même réponse.

r

362.L’ortho-hexagone

L'aire de l'ortho-hexagone est la moitié de celle du triangle.
Si O désigne l'intersection des médiatrices du triangle ABC, on voit apparaître quatre parallélo¬
grammes.L'aire de l'hexagone est alors égale au double de celle du triangle
A'B'C' (quart de celle du triangle ABC), donc à la moitié de celle du tri¬

angle ABC.

ENous-devons cette élégante solution à Grégoire PECOU(29980

Loc Tudy). Elle remplace avantageusement celle que nous avions /
initialementproposée. Cefidèle lecteur suggère en sus deplacer
A',B', C' de manière quelconque sur les côtés du triangle ABC

et, àpartir d'unpoint quelconque'O dans le triangle A'B'C', de
construire un hexagone en remplaçant les perpendiculaires
menées par A', B', C' par les parallèles à (OA'), OB') et

B
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(OC).L'aire de l'hexagone obtenu, nous dit-il, est le double de celle de A'B'C'.L'hexagone obte¬
nu, nous dit-il,peut même être régulierpour un choix convenable de O. On devine aisément qu'il
s'agit du centre du cercle circonscrit à A'B'C'.

363. L’archipel du polygone

L’aire de la Quarraïde est au plus de 364 km2.
•Un triangle PAB, tel que PA = a et PB = b sera d’aire maximale
si l’angle APB est droit.L’aire en sera alors ab/2.
•Si Patricia (P) est aux distances a, b, c, d des quatre ports dans
cet ordre, l’aire de l’île sera la somme des aires des quatre tri¬
angles de sommet P. Elle sera donc maximale quand les quatre

angles P sont droits et vaudra : S = (ab + bc + cd + da) / 2
soit S=(a + c)(b + d)/2.
•a,b,cetdprennent les quatre valeurs 20, 10, 18 et 6.
Le produit de deux nombres de somme donnée est maximal
quand les deux nombres sont le plus proches possible.
Pour que (a + c) et (b + d) soient le plus proches possible,il
faut en grouper les extrêmes et les médians. Le produit est alors
égal à 26 x 28 = 728 et l’aire maximale à 364 km2.

El Michel VERHAEGHE (06800 Cagnes sur Mer) propose
une approche très géométrique du calculde l'aire en construi¬

sant les cercles de centreP et de rayons successifs a,b, c et d.Dans le cas oùB et C sont oppo¬
sés, BC est maximum, nous dit-il, siB,P, C sont alignés, et vaut dans ce cas b + c;La valeur
maximum de la hauteur issue de A du triangle ABC est alors a, celle de la hauteur issue de D

du triangle BCD étant d.

B

DA< P

B
B

b B

A-“ a P

1
D'où la valeur maximum de l'aire du quadrilatère:— (b + c) x (a + d).

En distinguant trois types depolygones (B opposé soit à A, soit à C, soit à D) on trouve trois

possibilités :360, 364 et 304, la plus grande d'entre elles correspondant à l'aire maximum
cherchée:364 km2.
Quelques autres lecteurs (anonymes, dommage!...) nous ontproposé de bonnes solutions.

364.La cerise sur le gateau

Alice pourra faire quatre traits de coupe joignant la cerise aux milieux des quatres côtés.
Avec les notations du dessin, l’aire du quadrilatère OMBN est la
somme de celles de OMN et de BMN.
•L’aire de BMN est le quart de celle de ABC puisque M et N sont les

milieux des côtés du triangle ABC.

•L’aire de OMN est par ailleurs égale à celle de JMN (JO est parallèle à
AC, donc à MN). Or,JM, joignant les milieux de DB et AB, est parallèle à
DA et moitié plus petit. Ainsi, l’aire de JMN est le quart de celle de ADC,le

triangle JMN étant semblable à ADC avec un rapport de réduction de 1/2.
En résumé, l’aire de OMBN est bien le quart de l’aire totale du gâteau.
Ilen est de même pour les trois autres parts.

MA B

;
N

C

!

D
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El François DUC (84100 Orange) propose, sur le
modèle de celui-ci, de créer un autreproblème:ABCD
est un quadrilatère convexe, M, N, P, Q les milieux res¬

pectifs de [AB], [BC], [CD], [DA].Prouver qu'il existe un

unique point O tel que les quadrilatères AMOQ, BMON,

CPONetDQOP aient même aire.Indiquer une construction de
O à la règle et au compas.
M. PATRON (59910 Bondues) donne à ce problème une magni¬

fiquepreuve «sans mots» traduite sur le dessin suivant, où les aires

portant les mêmes numéros sont égales.

M
N

A<

C

3

2

2

à
p

3

4

D

365.Distance rasante

Ilexiste deux points rasants R et R',situés sur (OH),

symétriques l'un de l'autre part rapport à (D), chacun à
120 mètres de H.
Pour des raisons de symétrie, si un tel point R existe,il est

sur (OH), axe de symétrie de la figure. Voici comment on va

découvrir ce point. La tangente (MT) étant perpendiculaire à
OT, on a : MO2 = MT2 + OT2 = MT2 + 502
Toujours d’après Pythagore :

MO2 = MH2 + HO2= MH2 + 1302
Soit,par différence :MT2 = MH2 + 1302- 502 = MH2 + 1202
Ilreste à appeler R et R' les points de (OH) symétriques par

rapport à (D) tels que HR =HR' = 120 m. On a alors :
MT2 =MH2 + HR2 = MH2 + HR'2 soit, après une dernière
application de Pythagore,MT2 = MR2 =MR'2.

E De nombreux lecteurs nous ont signalé l'existence de deux points R et R' répondant à la
question alors que la solution originale n'enprévoyait qu'un. Certains nous ont mêmefourni
d'autres constructions, faisant souvent appel à la «rasante» de points'particuliers comme le.
pointHou lesprojetés orthogonaux sur (D) des extrémités du diamètre de(C)parallèle à (D).

Merci à Philippe KAHN(92100 Boulogne) et àRené TOURNADRE (Angers)pour leurs solu¬

tions originales.

M(D) H

130 m

*•<C)|
O*

50

366.Mmh!Des truffes...
Le trajet réalisant le parcours minimum est AMN où M est le milieu de Tare de centre C et de

rayon R, et où M,N et B sont alignés.

Pig doit choisir le chemin le plus court en partant de A.Il n’aura déjà pas à rentrer dans les secteurs

grisés, arcs de cercles de rayonR et de centres B et C,puisqu’en atteignant leurs bords,ilpourra explo¬
rer le secteur tout entier. Une fois choisi le point P sur le premier arc, il est clair qu’il atteindra le
deuxième arc par le chemin le plus court en «visant» le point B. Minimiser APN, c’est donc minimi¬

ser APB.
Or, la distance parcourue en supposant qu’il poursuive jusqu’à B serait AP + PB, soit, en utilisant la

symétrie par rapport à la droite en pointillés, tangente en son milieu à l'arc de centre C.
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AP +P’B’ > AP +PB’ > AMB’ = AMB.
Elle est donc bien minimale en P = M.
Remarque :Pig agit comme le ferait unrayon lumineux qui,de source A, se

réfléchirait sur les miroirs circulaires manière que le trajet AM +MN soit
minimum.L’angle d’incidence enMdoit être égal à l’angle de réflexion,
sachant que MN doit être minimum. Ces conditions ne sont réalisées

simultanément que si d’une part M,Net C sont alignés, et si d’autre

part,pour des raisons de symétrie,M est au milieu de l’arc.
El Jean-marie GADAT(60140Rosoy) etMichelMENGUAL
(Paris) proposent des solutions analytiques. C. ROMON
donne par un calcul exclusivement géométrique la valeur
exacte de la distance parcourue:

A

Of-"'" à
ÉO/M

it
at\lcz_ SàB

:
:

B'J-

AM+ MN=Rx(2x 1)<2,055R,

concluant ainsi qu'ilsuffit à Pig deparcourir unpeuplus du double de son rayon d'actionpour
explorer tout le domaine.

367.Le pli

La longueur de la feuille est 32 cm.

Appelons Z la largeur, Ik la longueur du rectangle,d la longueur de sa

diagonale.
Les triangles rectangles ABC et AOE, qui ont un angle aigu commun,
sont semblables. ,

D’où en particulier EF = — et d = 30 k.
k

F

Comme d2 = l2 (1 + k2), cela donne |-—j2=
1+ k2 .Soit k = —

E

k2 3

368. Une symétrie inattendue

Le triangle MNP est équilatéral.
On commence par compléter les parallélogrammes OBIC, ODJE
et OFKA.
-Le triangle IAD est équilatéral.En effet,Ia pour image D par la

succession de la translation qui amène B en O (doncIen C) et de
la rotation de 60° de centre O. Cette transformation est d’ailleurs
une rotation d’angle 60°, et comme elle amène B en O, c’est une

rotation de centre A.
-Par ailleurs, la succession de la translation amenant D en O (et

donc J en E), de la rotation de centre O d’angle 60° et de la trans¬

lation qui amène O sur A (et donc F sur K) transforme D en A et

J en K. Cette suite de trois transformations est donc la rotation de

centreI,d’angle 60°, et ainsi IJK est équilatéral.
-Comme MNP n’est rien d’autre que l’image réduite dans unrap¬
port 1 / 2 de IJK,MNP est lui aussi équilatéral.

c,

D

J
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El Georges LACROIX (13009 Marseille) démontre qu'en plaçant A, B, C, D, E,F aux som¬

mets d'un hexagone régulier on obtient (évidemment) un triangle équilatéral, mais aussi qu'à
partir de là onpeut obtenir toute autre configuration enfaisant glisser les arcs AB, CD, EF

sur le cercle, et que les triangles MNP obtenus sont encore «équilatéraux». Robert MUNNI-
CH(Paris)propose, lui, de démontrer que le triangle AID est équilatéralenprouvant tout sim¬
plement l'isométrie des triangles ABIet AOD.

¥
369.Un puzzle simple

Il est possible de former un nouveau rectangle avec les pièces du puzzle.
Le format de ce nouveau rectangle est de 10 cm de longueur sur 2,4 cm de largeur.
Les dimensions, calculées à l’aide des théorèmes de Pythagore et de Thalès et

reportées sur le dessin, vous permettront de le vérifier.

V6
5

3,

_3_

9. 5

55, 44

!
_3_

3 V2

370. Théorème brouillé

•Pour construire la figure, on trace d’abord le cercle de diamètre AC (et

de centreI,milieu de [AC]).L’angle A,imposé à70°,permet de connaître
la droite (AB) qui coupe le cercle en H,pied de la hauteur issue de C.La

bissectrice issue de A coupe la droite (CH) en P.Il reste à joindreIà t»
pour construire B à l’intersection des droites (AB) et (IP).

•Dans le cas oùl’angle A est égal à 45°,le triangle AHC est rectangle iso¬
cèle. On prendHA =HC comme unité. Alors, comme (AP) est bissectri¬
ce de l’angle A, on a :

A

Hl

/C

PH _ _AH _ 1

PC
“

AC
“ VÜ '

De plus, en appelant J le milieu de [AH],on a : I

= —,D’oùBH= 1+ V2.
BJ IJ

Ainsi,HB > HA : l’angle C dépasse donc 90°.
E Jacques DEMOULIN (78150 Le Chesmay), Raymond MILLION (78180
Montigny le Bretonneux) et Philippe KAHN(92100Boulogne) se'sont intéres¬

sés aux valeurs limites de l'angle A qui rendent le triangle acutangle.P.KAHN
précise que les triangles acutangles sont rencontrés entre l'angle en A unpeu

supérieur à 50° et un peu supérieur à 70°, ces valeurs-limites étant obtenues
pour B ou C droits. Bernard TRUFFAULT (44980 Sainte Luce sur Loire) et C.

ROMONprouvent tous deux que le triangle est rectangle si son hypoténuse est le
produit d'un de ses côtés de l'angle droit par le nombre d'or, un résultat remar¬

quable!

D’oùPH = V2- 1. A.

J-i

BH p /c
H

B
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371. Sangaku (et pas sudoku)

•Ne considérons dans un premier temps que le triangle ABC, dont nous désignerons par A,B et C
les angles etIdésignera l’angle enIdu triangle AIB,D l’angle enD du triangle ABD.
Tous les angles sont mesurés en degrés.
Alors : A + B + C = 180°
donc (A/2) + (B/2) = 90 - (C/2) .
Par ailleurs, (A/2) + (B/2) +1= 180°
d’oùI= 180 - (90 - (C/2)) = 90 + C/2.

•De même dans le triangle ABt) :

J (angle AJB) = 90 + (D/2).

•Or, C = D (ce sont des angles inscrits à un même arc de
cercle AB) donc les angles AJB et AIB sont égaux et les points
A,B,I,J sont sur un même cercle. De même pour les points B,
I,L,C.
Or, on a l’égalité d’angles BAJ+ BCL = 90° puisque c’est la moi¬
tié de la somme d’angles AD + BCD,
d’où BIJ + BIL = 360 - 90 et ainsi LIJ = 90°.
De même pour les trois autres angles du quadrilatère IJKL,qui se trouve donc être un rectangle.

A D

IJ K

/

L

B

l'c

372.L’étoile magique

•Première coïncidence :
Les droites AX, BY et CZ sont les bissectrices du triangle ABC. Elles
sont donc concourantes (au centreIdu cercle inscrit à ce triangle).
•Deuxième coïncidence :
En appelant 2a, 2ß et 2y les angles du triangle ABC, et en uti¬
lisant les propriétés de l’angle inscrit (deux angles inscrits à un

même arc sont égaux), on obtient la figure ci-contre où cer¬
tains angles ont été marqués en fonction de a,ß,y.

On remarque par ailleurs que l’angle CIX (angle extérieur au

triangle ZIX) est égal à a + y. En conséquence, XY, bissec¬
trice du triangle isocèle (en X) CIX, est médiatrice de CI.
Pour raison de symétrie,MINC est un losange, ce qui entraîne
que IM est parallèle à CN.
Par permutation circulaire, IQ est parallèle à BP, donc Q, I,M

sont alignés.
Il en est de même des autres alignements attendus.

Z B

i<K9ÿS/
R

/ YP,a

m
s

Y

P'a.
P.¥M

\Y Y,

la

373. Règle ou compas ?
M est l’intersection des droites (AF) et (BD).

Le quart de tour de centre C dans le sens «horaire» transforme A en

D et F en B, donc la droite (AF) en (BD).

Les droites (AF) et (BD) se coupent donc perpendiculairement en un

point M d’où l’on «voit» les deux diagonales sous un angle droit.
El Joseph-Paul FELLER (57000 Metz), Jean le cardinal (37000
Tours) ainsi que André SERRE (92800 Puteaux) mettent en avant

que (BF) et (DC) sont deux hauteurs du triangle ADB, dont l'or¬
thocentre est donc F.La troisième hauteurpasse doncpar F, et (AF) est ainsiperpendiculai-

E D

A B
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re à (DB) en unpointMqui répondà la question. DanielDESLANDES (92400 Courbevoie)
apporte uneprécision supplémentaireÿ lepointMse trouve également sur la droite (EG). On
peut effectivement le démontrer :EMF = EMA = EDA = 45fJE, A, C, M, D appartiennent
tous au cercle de diamètre [AD].De même,FMG = 180°- FCG = 135°puisqueMetC sont

sur deux arcs différents d'extrémités Fet G du cercle de diamètre [BF].

374.Une figure qui manque d’aires
La figure ci-dessus indique l’aire de chaque zone.
Ces aires se calculent en utilisant les résultats
suivants :

•le rapport dans lequel une droite issue d’un
sommet partage l’aire d’un triangle est aussi
celui dans lequel elle partage le côté opposé ;

•les diagonales d’unparallélogramme se coupent
en leurs milieux et en conséquence,elles partagent
le parallélogramme en quatre zones d’aires égales ;

•le centre de gravité G d’un triangle ABC est situé
aux deux tiers de chaque médiane en partant du sommet.

El Certains lecteurs résolvent le problème à l'aide de tracés supplémentaires permettant le
découpage de la figure en triangles d'aire connue. Philippe KAHN (92100 Boulogne) trace

ainsi le segment joignant les centres des deux parallélogrammes et André SERRE (92800
Puteaux) joint C à Gpour découper le triangle ABC en six triangles d'aire 1.

BA

2
1

J/G 33
2

3 3

c

375. Global positioning system

La figure indique la construction des points cherchés.
L’aire du triangle GPS est le septième de celle du triangle ABC.

•Une solution consiste à dire que G se transforme en P par l’homo-
thétie de centre A et de rapport 2,que P se transforme en S par l’ho-
mothétie de centre B et de rapport 2,enfin que S se transforme en

G par l’homothétie de centre C et de rapport 2. G est donc le
centre de l’homothétie composée des trois homothéties précé¬
dentes. On le construit enjoignant A à son image par la com¬

posée d’homothéties,puisB à son image,et en prenant l’in- A
tersection de ces droites.

A

C'ÆBG
B'

S
CPj

De même pour les autres points.
•Autre solution, «barycentrique» cette fois : on com¬

mence par construire les points A’ au tiers de [BC] en

partant de B,B’ au tiers de [CA] en partant de C,C’ au tiers de [AB] en partant de A.
On joint alors A à A’,B à B’ et C à C’ pour obtenir par intersection les points G,P et S comme sur

la figure. Un raisonnement «barycentrique» montre que sur AA’,'AG = GP = 3 PA’ (et donc
AA’ = 7 PA’).
De même, BP = PS = 3 SB’ et CS = SG = 3 GC’.

•Il s’ensuit alors que les sept zones triangulaire représentées sur la figure en gris ou en blanc ont

même aire.
E Laplupart des lecteurs donnent par découpage des solutions nefaisantpas intervenir de

transformation géométrique.

A'
B
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376. Sans compas

Pour construire le milieu du segment [AB] :

•Tracer, à l’aide de la règle à bords parallèles,une droite (D)

parallèle à (AB)

•Par un point P en dehors de ces deux droites, mener deux
sécantes (PA) et (PB) qui coupent (D) enE et F.

•Tracer (EB) et (AF) qui se coupent en K.

•Le point I, intersection de (AB) et (PK) est le milieu de
[AB],

Pourquoi ?
-L’homothétie de centre P qui transforme A en E et B en F
transforme le milieuIde [AB] en le milieu J de [EF]. Les
points P,I,J sont donc alignés.
-L’homothétie de centre K qui transforme A en F et B enE

transforme égalementIen J.

Les points K,I,J sont donc alignés.
- Ainsi, les quatre points P, J,K,Isont alignés.
Enjoignant P àK on construit du même coup le milieu de [AB] et celui de [EF],

ElLaplupart des lecteurs intervenusproposent la solution simple que voici:
- onfaitpasser un des bords de la règlepar a et Vautrepar B;

- ceci est possiblepour deuxpositions de la règle symétriquespar rapport à la droite (AB);

- on détermine ainsi unparallélogramme dont l'une des diagonales est [AB];

- le milieu de [AB] s'obtient en traçant les deux diagonales de ceparallélogramme.
C'est le cas de François ADRIEN (78000 Versailles), Pierre ANDRE (57070 Metz), Xavier

ARSENE-HENRY (Paris), Jean BERRY (92260 Fontenay aux Roses), François BRAVO
(88400 Gerardmer), V. CAMESCASSE (44000 Nantes), Bernard CANCEILL (91590
Mondevillej,M. GAVE (74940 Annecy le Vieux), Philippe KAHN(92100 Boulogne), Bernard
LOUBIERES (06480 La Colle sur Loup), Robert MUNNICH (Paris), Ph. PAQUETEAU
(33110LeBouscat).RenéMONNOT(34540Balaruc les Bains) signale toutefois, à juste titre,

que cette construction n'est valable que si la largeur de la règle est supérieure à la longueur
AB. Si ce n'estpas le cas, nous dit ce lecteur,ilsuffit «d'agrandir» le segment [AB] en lepro¬

longeant depart et d'autre de A et deBpar des segments de même longueur,par exemple mul¬
tiples de la largeur de la règle.
Marcel CHAPELAND (71000 Macon) indique, lui, une variant de la construction précéden¬
te, toujours à base deparallélogramme, et J-P.BOUDIER (37000 TOURS)fournit enplus de

cela deux solutions utilisant les médianes d'un triangle. Seule la solution d'André SERRE
(92800 Puteaux)fait appel à une homothétie.

B\

I

K

(D)

377. Compas interdit
3 tracés suffisent pour construire la perpendiculaire à (PQ) passant par D.

1. Droite (CP)

2. Droite (AQ) qui coupe la précédente en H

3. (DH) est perpendiculaire à (PQ).

Justification : La rotation de centre O et d’angle 90° transforme Q en P,
D en C, A enD, donc :
(QD) en (PC) : les deux droites sont perpendiculaires ;
(AQ) en (DP) : les deux droites sont perpendiculaires.

pA B

A
Q/
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En conséquence, H est l’orthocentre du triangle PDQ, et la troisième hauteur, la perpendiculaire à

(PQ) passant par D,passe également par H.
El Pol DAUBE (22430 Erquy) et Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble) ont eu tous deux la

même idée:utiliser les projetés orthogonaux de P et Q sur les
côtés opposés du carrépourprouver que les anglesPQB etHDC
sont égaux, d'où
la similitude des

triangles grisés.
L'un étant rec¬

tangle, l'autre le

sera aussi (des¬

sin n°l). La

seule difficulté
consiste à tra¬

cer à la règle seule lesparallèles aux côtés du
carré passant par P et Q, mais ce n'est pas
impossible (voir dessin n°2) ...

dessinn°l
pA B

1
A B

\

1
6,Q

4

Q

D

dessin n°2:
Les numéros

indiquent l'ordre
des tracés.

378. Orthogonalité inattendue
On trace le point A’ de façon que le quadrilatère AMA’H soit un parallélogramme.
Ainsi, les diagonales [AA’] et [MH] se coupent en leur milieuP.Les triangles rec- A

tangles AMB et AHM (donc A’MH) sont semblables.
La similitude (composée d’une rotation et d’une homothétie) de centre M,

MA
d’angle -90°,et de rapport transforme :

MB fP
B•B en A

•H en A’
et donc (BH) en (AA’).

Ainsi, (BH) et (AA’) sont perpendiculaires. Or P est sur la droite (AA’).

D’où la conclusion : (BH) et (AP) sont perpendiculaires.
E La palette des méthodes proposées par nos lecteurs est ici très variée : similitude de
centre A transformant B enMpour François BRAVO (88400 Gérardmer) et Jacques VERGE
(Paris), triangles semblables et trigonométriepour A. CAROUGE(17740 SainteMarie de Ré)

et M. GAVE (74940 Annecy le Vieux), Produit scalaire pour Jacques PELLETIER (52110

Bouzancourt).

M

A'

379.Le restaurant du Trigone

Oui, pour chaque table, il existe forcément une nappe triangulaire de moins de 2000 cm2 qui
recouvre la table.

Soit ABC le triangle de plus grande aire inscrit dans la table. Il a une aire inférieure à 500 cm2.
Construisons alors les trois symétriques de ABC par rapport aux milieux des côtés. Avec ABC, on a

alors en les réunissant un triangle A’B’C’ quatre fois plus grand que le triangle initial, donc d’aire
inférieure à 2000 cm2.
Onpeut alors montrer qu’il n’existe aucun point de la table en dehors de ce grand triangle, sous peine
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de trouver un triangle d’aire supérieure à celle de ABC
inscrit dans la table.(voir dessin).

En effet, si le point M, par exemple, appartenait à la

table, le triangle ABM serait entièrement contenu dans
la table pour raison de convexité.Or,ce triangle est d’ai¬
re supérieure à l’aire de ABC (même base AB et hauteur
plus grande), ce qui est impossible puisque ABC est un

triangle d’aire maximale inscrit dans la table.
El Solution claire de C.RÔMON.

Mc yJB' A'

A
B

C

380. Le quadrilatère articulé
Il existe pour le quadrilatère cherché deux possibilités, l'un
convexe (figure n°l),l'autre concave (figure n°2).

Imaginons le problème résolu,et construit un quadrilatère ABCD
tel que AB = 30,BC = 40,CD = 60,DA = 50 et MN= 20 (oùM
et N sont les milieux respectifs des diagonales [BD] et [AC].

I, J, K,L étant les milieux des côtés, MJNL et MKNI sont des
parallélogrammes dont on peut aisément calculer les longueurs
des côtés, indiquées sur la figure (le segment qui joint les milieux
de deux côtés d’un triangle est parallèle au troisième et de lon¬

gueur moitié).

Réciproquement, à partir de la donnée du segment [MN],de lon¬
gueur 20,on construit d’abord les pointsI,J,K etL,sommets des
parallélogrammes, grâce à ces longueurs, puis les côtés du qua¬
drilatère, puisqu’on connaît leurs milieux et leurs directions, parallèles aux côtés des parallélo-

A,

I

iLImm
•' M"

\/
K

dessin 1

grammes.
Il existe deux façons d'agencer les parallélogrammes MJNL et MKNI, correspon¬

dant à deux formes de quadrilatères différentes.
EMerci à nos lecteurs, toujours attentifs, de nous avoir signalé l'existence

d'une deuxième solution, dont nous n'avionspasfaitpart dans notre édition
originale. Interventions pertinentes de Gilbert GROS (78990 Elancourt),

Pierre-Jean LAURENT (38420 Murianette), Jean LEMARIE (92400

\ Courbevoie), Louis REMILLIEUX (74410 Saint-Jorioz), C. ROMON,
\ Alain VALLON(78000 Versailles).

B',

J'

A)

N?c
20/M

25.

dessin 2
K

D'
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CURIOSITÉS & PARADOXES

381. L’horloge de Fibodieci
Problème n°305 du 24/11/02

| fibodieci, célèbre horloger de Pise,

rune drôle d’horloge. À la place c

, a confectionné

des heures, il a

gravé dans les douze cercles des chiffres compris entre

0 et 9 de telle sorte que, lorsqu’on progresse dans le

sens des aiguilles, chaque chiffre soit le chiffre des
unités de la somme des deux précédents.

Ainsi, après un «3» et un «8»,on aurait forcément un

«1»,puis un «9»,puis un «0» etc.

Mais ce qui est le plus étonnant, c’est que parmi ces douze chiffres, ceux qui sont

situés aux quatrepoints cardinaux (dans les carrés) vérifient lamêmepropriété quand
on progresse de l’un à l’autre en sens inverse (le long du grand carré qui les relie).

Parmi les douze nombres, un et un seul, situé à l’un des quatre points cardinaux,
occupe la place qu’il occuperait dans une vraie horloge.

Reconstituez l’horloge de Fibodieci.

382. Produit magique
Problème n°310 du 28/01/03

rI ''out le monde connaît les «carrés magiques additifs»

A dont un exemple est donné ci-contre. On place dans 16 3 2 13
les 16 cases d’un carré les entiers de 1 à 16 de sorte que

toutes les lignes, toutes les colonnes et les deux diago¬

nales aient la même somme.

10 11 85

9 6 127

4 15 14 1
Mais sauriez-vous ranger dans un carréde même taille
les 16 diviseurs du nombre 216 de sorte que leproduit
des nombres situés sur une même ligne, une même colonne ou une même diago¬

nale soit le même ?
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383. Enigma

Problème n°315 du 04103103

OQURXEXAUQXZGQSKWDJYXDIKUUJT

e message ci-dessus a été adressé autrefois par un philosophe aux futures géné¬

rations.

Mais il a été crypté par un adepte facétieux qui n’a laissé que l’explication suivante :

L

Des blocs de quatre lettres d’abord tuformeras
De la CLEF chaque bloc alors décaleras

Ainsi le court mot DE qu’on rencontre deuxfois
Est codépar GQ, mais aussipar IK.

Sauriez-vous décrypter le message ?

384. Le digicode
Problème n°320 du 08/04/03

T)our pénétrer dans le hall de cet immeuble,il faut taper le bon code : un nombre
JL qui comporte des chiffres compris entre 0 et 9.Un cambrioleur voudrait franchir

ce premier obstacle, mais il ignore le code.

En observant de loin un occupant entrer dans l’immeuble, il a l’impression que le

code comporte deux chiffres.Il suffit qu’il tape les 100 combinaisons possibles de

00 à 99, soit au maximum 200 pressions sur les touches.Mais,économe de son éner¬

gie,il se dit que le digicode doit certainement mémoriser les derniers chiffres tapés.
Ainsi, en appuyant sur 1234,il couvre les combinaisons 12, 23 et 34.

Combien de touches, au maximum, devra-t-ilpresser pour être sûr d’accéder au

hall ?

Et si le digicode comporte trois chiffres ?
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385. Les deux tas

Problème n°325 du 12/05/03

•Écrivez les nombres de 1 à 20 sur 20 cartons.

•Faites-en deux tas de 10 cartons, que vous triez, le premier par ordre croissant, le

deuxième par ordre décroissant.

•Prenez le premier carton de chaque tas et notez la différence des deux nombres (en

valeur absolue) puis jetez les deux cartons.

•Faites de même avec le deuxième carton de chaque tas,puis le troisième etc. : vous

noterez à chaque fois la différence des deux nombres inscrits sur les cartons avant de

les jeter.

•Faites la somme des dix différences.

Sauriez-vous montrer que cette somme est la même, quelle que soit la façon de
répartir les cartes entre les deux tas ? Combien vaut-elle ?

386. L’aigle attaque

Problème n°330 du 17/06/03

T a scène se déroule dans une région montagneuse.Unmouton,qui paissait sur un

JL/plateau, a échappé à la vigilance de sonberger. Pour son malheur,un aigle, dont

le nid est situé sur un pic rocheux, à 600 mètres d’altitude, l’aperçoit. Le mouton se

trouve à 600 mètres de la verticale du nid de l’oiseau de proie.
L’aigle à l’attaque peut progresser à sa guise de deux manières :

- en piqué : dans n’importe quelle direction, à 60 km/h

- en chute libre : uniquement à la verticale, à 156 km/h.

Le berger, qui voit le danger, peut être auprès du mouton en 48 secondes.

Parviendra-t-il à soustraire le mouton des griffes du rapace ?
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387. Le puzzle carré

Problème n°335 du 22107103

v
À partir d’une plaque de carton constituée d’un grand carré surmonté d’un petit,

/“Von veut découper les pièces d’un puzzle qui permettra de reconstituer un autre

carré (plus grand que les deux premiers).

Comment réaliser ce puzzle avec seulement deux découpes rectilignes du carton

numéro1?

carton 2carton 1Comment réaliser ce puzzle
avec seulement trois découpes
rectilignes du carton numé¬

ro 2?

388. Encore une tombola

Problème n°340 du 26/08/03

Billet perdant
T es billets de cette tombola sont très nom-

JL-/breux : 54264.Il y en a autant que façons de

griser 6 des 21 cases de cette grille. Un billet est

gagnant si deux quelconques des nombres inscrits

dans lescases grisées ont une différence au moins

égale à 3.

1 ÏÏM 3 4 6 7

10 11 12 13

15 j 16 1 17 1 18 j 19 j 20 1 21

|lj3 UJfl 6 7 I
8 9 10[lltl2 1314,4]

115 16,17 18;19 20 21|
Combien y a-t-il de billets gagnants ?

Billet gagnant
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389. Les deux correcteurs

Problème n°345 du 30/09/03

our s’assurer qu’un minimum de fautes subsistera, la rédaction du «Monde» a

demandé à deux correcteurs de relire l’intégralité d’un numéro avant impression.
Le premier d’entre eux détecte 45 «coquilles».Le deuxième en découvre 56, parmi

lesquelles 40 ont déjà été signalées par le premier.

P

Quelle est votre estimation du nombre total defautes ?

N.B.Est-il besoin de préciser que cette histoire est de lapure fiction, le nombre d’er¬

reurs dans votre journal préféré étant infime, même avant correction ?

390. Tour de piste
Problème n°350 du 04/11/03

es cyclistes Jan et Lance s’élancent en sens inverse sur une piste circulaire.L
Jan, qui partait lancé, roule à une vitesse uniforme tout au long du circuit.

Lance, qui partait arrêté, produit un effort intense de sorte que sa vitesse croît

constamment (uniformément) tout au long du parcours, si bien qu’après avoir croisé

une première fois son concurrent,ilboucle son tour exactement en même temps que

lui.

Quellefraction de tourJan avait-ilparcourue au moment dupremier croisement?
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391. Un ensemble de nombres

Problème n°355 du 16/12/03

ans cet ensemble de nombres rationnels, tous distincts, compris entre 0 et 1, il

y a 0 et il y a 1.
On sait par ailleurs que si un groupe de nombres y figure, leur moyenne aussi.

D

Le nombre 1/3figure-t-ilforcément dans cet ensemble ?

Et le nombre 1/5 ?

392. Le quadrilatère mystérieux

Problème n°356 du 20/01/04

onjour. Je m’appelle ABCD et je suis un quadrilatère convexe.B
Le cercle qui admet pour diamètre mon côté AB est tangent à mon côté CD.

Le cercle qui admet pour diamètre mon côté CD est tangent à mon côté AB.

Je ne suis pas un parallélogramme.

Qui suis-je ?

393. Points à la ligne
Problème n°367 du 09/03/04

Our des nœuds d’un quadrillage régulier,

Oun certain nombre de points.

on place

À partir de combien de points est-on certain qu’il
existe un couple d’entre eux dont le milieu est un

nœuddu quadrillage ?

!
-X-
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394. La marelle circulaire

Problème n°370 du 30/03/04

es neuf cases de cette marelle contiennent les

nombres successifs de 0 à 8. Chaque enfant part

du zéro, avance à cloche-pied d’unpas vers lacase

«1», y dépose un caillou, avance de deux pas,

dépose un caillou dans la case 3, avance de trois

pas,puis de quatre,puis de cinq et ainsi de suite,

en avançant toujours d’un pas supplémentaire et

en déposant un caillou dans la case d’accueil.Il
s’arrête quand il trébuche ou quand son pas est

sorti de la case prévue.

L N>
Co

7

V

0

$

9>

9
K

Est-ilpossible à un enfant de réaliser le grand chelem,
c’est-à-dire de déposer au moins un caillou dans toutes les cases ? Et avec une

marelle à huit cases (numérotées de 0 à 7) ?
Combien la marelle doit-elle compter de cases pour que le grand chelem soitpos¬

sible ?

395. Dé qui roule...
Problème n°375 du 04/05/04

Un dé ordinaire est posé sur une table, la face supérieure
étant un «six». La face cachée est donc le «un»,

puisque le total de deux faces opposées du dé est égal à 7.
On comptabilise ce «six»,puis on fait pivoter le dé sur l’une

de ses arêtes, et on note la valeur de la face supérieure. On

recommence à faire pivoter le dé, et ainsi de suite, jusqu’à
totaliser cent valeurs de la face supérieure.

Quel est leplus grand totalqu’il estpossible d’obtenir ?Et lepluspetit ?

Est-ilpossible deparvenir à tout nombre compris entre ces deux bornes ?
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396. La ville aux trois amis

Problème n°380 du 08/06/04

T~Nans cette ville, chaque habitant a exactement trois amis, pas un de plus,
J—/de moins.

pas un

Sauriez-vous montrer que cette ville a un nombrepair d’habitants ?

La situation est-ellepossible avec tout nombrepair d’habitants ?

397. Un tournoi raté

Problème n°385 du 13/07/04

/ÿ1e tournoi de jeux de rôles avait mal commencé : on devait jouer pendant toutes

Vÿles vacances,mais le château-fort hanté était libre moins d’un mois.Les partici¬
pants devaient venir par centaines, or ils étaient moins de cinquante!

Quoiqu’il en soit, le tournoi eut lieu, et les concurrents s’affrontèrent selon une règle

établie depuis des lustres. On attribuait quotidiennement des points à chaque joueur

selon son classement du jour :

1point pour le premier, 2 points pour le deuxième, et ainsi de suite jusqu’au dernier
(iln’y a jamais eu d’ex aequo).

Chose extraordinaire, à la fin du tournoi, tous les participants avaient le même

nombre de points : 333

Combien étaient-ils ? Combien de jours la joute avait-elle duré ?
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398. Cartes sur table

Problème n°390 du 17/08/04

ur chacune des cartes de ce jeu, on a inscrit un nombre entier strictement positif.

Il y a onze cartes et la somme des nombres inscrits est égale à 20.

Peut-onforcément séparer lepaquet en deux tas de total10 ?

399. Alignements interdits

Problème n°395 du 21/09/04

ur les 64 nœuds de ce quadrillage, vous pouvez tracer autant de croix que vous

le souhaitez à condition que trois d’entre elles ne soient jamais alignées, dans

quelque direction que ce soit. Trois croix sont déjà placées.
S

Quel est le plus grand nombre de
croix que vouspourrez disposer ?

K
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400. Multiplier les différences

Problème n°400 du 26/10/04

prend quatre entiers quelconques : a,b,c,d.

On fait toutes les différences a-b,a-c,a-d,b-c,b-d,c-d,puis on fait le pro¬

duit de toutes ces différences.

Ceproduit est toujours un multiple de 12.Pourquoi ?

401. Jeux de cubes

Problème n°405 du 30/11/04

On dispose de cubes,identiques en bois brut. On veut peindre les six faces de

chaque cube avec les six couleurs : blanc, noir, bleu, rouge, vert et jaune, une

couleur par face, jamais deux faces de la même couleur.

Combien de cubes différentspourrait-on ainsi obtenir ?

Attention, deux cubes ne sont différents que si, quelle que soit la façon de les poser
sur une table, ils ne peuvent pas apparaître identiques.

Et si on veutpeindre sur lesfaces despointspour figurer les nombres de1à 6 et

obtenir des dés. Combien de dés différents (pas forcément réglementaires) pour¬

rait-on cette fois obtenir ?

Pour ceux qui pensent que c’est la même

question, voici la disposition de tels points.
Onpourraremarquer que toutes les valeurs ne

présentent pas les mêmes invariances par

symétrie ou rotation. Ainsi, il y a plusieurs
façons de placer un «2» à côté d’un «3».
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402. Le triangle infernal

Problème n°410 du 04/01105

T Tne mangouste se trouve au centre d’un triangle équilatéral. À chaque sommet

LJ de ce triangle, un scorpion. La mangouste peut se débarrasser d’un scorpion,
mais deux scorpions, s’ils s’unissent, peuvent tuer la mangouste.

Au même moment, la mangouste et les
scorpions démarrent.

La mangouste se dirige, à vitesse

constante,le long d’une droite qui passe à

égale distance de deux scorpions tandis

que les scorpions,qui se déplacent tous à

la même vitesse, à peine moins grande
que celle de leur proie, visent un point de

sa trajectoire qu’ils choisissent au mieux.

G--

La mangouste s’échappera-t-elle du triangle infernal ?

403. Le peloton
Problème n°415 du 08/02/05

|'tape de montagne dans le tour de France. Dès la première côte, le peloton de

X-/301 coureurs s’étire. À midi, l’écart entre le premier et le deuxième s’établit à

30 mètres,mais ily a 6000 mètres entre lepremier et le dernier, les écarts entre cou¬

reurs étant tous de 10 mètres, 20 mètres ou 30 mètres.

On compte d’ailleurs 100 écarts de 10 mètres, 100 écarts de 20 mètres et 100 de 30

mètres.

La radio du tourprétendmalgré cela qu’iln’y ajamais 3000 mètres d’écart entre

deux coureurs.Est-cepossible ?
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404. Indice de pollution
Problème n°420 du 15/03/05

'P'Vepuis 2001,la station «Air Pur» publie quotidiennement pour la ville Math City
J_-/un indice de pollution.Il s’agit d’unnombre entier compris entre 0 et 5 qui rend

compte de l’importance des gaz polluants, l’indice zéro correspondant à un jour sans

pollution, l’indice 5 à un état d’alerte maximale.

Cette année-là, les habitants de Math City ont constaté que :

- le nombre de jours sans pollution était un nombre premier ;

- le nombre de jours à pollution inférieure ou égale à 1était un nombre premier ;
- le nombre de jours à pollution inférieure ou égale à 2 était un nombre premier ;
- le nombre de jours à pollution inférieure ou égale à 3 était un nombre premier ;

- le nombre de jours à pollution égale à 4 était un nombre premier ;
-il y a eu trente-huit jours à pollution maximale.

De plus, la somme de tous les indices de l’année s’est également avérée être un

nombre premier.

Combien y a-t-il eu de jours sanspollution ?En quelle année était-ce ?

Nota : on rappelle qu’un nombre premier est un entier au moins égal à 2 qui admet

pour seuls diviseurs lui-même et 1.

405. Les podiums paveurs
Problème n°425 du 19/04/05

ous disposez en nombre suffisant de deux types de pièces : les petits podiums P

et les grands podiums G.Le but est de paver un carré avec ces pièces, sans trou

ni recouvrement, et sans sortir du carré.
V

Est-ilpossible depaver avec lespodiums

P et G un carré de côté 4 ? de côté 6 ? de
côté10 ? Quels sont les carrés qu’on

peutpaver à l’aide exclusive de grands

podiums ?
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406. Les carrés paveurs

Problème n°430 du 24/05/05

ous disposez des carrés suivants :

1 carré de côté 1 ;

2 carrés de côté 2 ;

1 carré de côté 3 ;
4 carrés de côté 4;

1 carré de côté 5 ;

4 carrés de côté 6 ;
1 carré de côté 7 ;

1 carré de côté 10.

Est-ilpossible depaver un rectangle à l’aide de ces 15pièces ?

Le pavage ne doit avoir, naturellement,ni trou ni chevauchement.

407. Comparaisons
Problème n°435 du 28/06/05

rj"',rois nombres positifs a,b,

a + b + c> abc

Peut-on comparer leurproduit à la somme de leurs carrés a2 + b2 + c2?

c sont tels que leur somme surpasse leur produit :
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408. Les dossards de l’ABC

Problème n°440 du 02/08/05

5 des joueurs de l’Archimède Basket Club sont présents sur le terrain.Leurs numé¬

ros (tous différents) sont des nombres entiers compris entre 1 et 12. L’un des

sportifs, qui porte le numéro 1, fait la remarque suivante : «Tiens, c’est curieux, si

on prend deux nombres quelconques dans la liste de nos numéros, ils appartiennent
toujours à une suite arithmétique obtenue avec un troisième nombre de la liste».

Quels sont les numéros des dossards des cinqjoueursprésents sur le terrain ?
Lapropriétéserait-ellepossible avec une listefinie,mais deplus de cinqnombres ?
NB :Une «suite arithmétique» de trois nombres est une suite de la forme a;a +r ;

a + 2r ; où les «écarts» sont identiques entre le premier et le deuxième et entre le

deuxième et le troisième.

409. Le calculateur prodige
Problème n°445 du 06/09/05

T)our valider sonrecord,Léonard a convoqué la presse.Il demande à deux jouma-
JT listes de choisir chacununnombre entier : «4»,annonce lepremier, «11» décla¬
re le second. Léonard écrit alors une suite de nombres, à la manière de Fibonacci,

chacun étant la somme des deux qui le précèdent :4, 11, 15, 26, 41,...

«Dites-moi quand vous souhaitez que je m’arrête»,dit-il aupremier journaliste.Ce der¬
nier, voulant le pousser dans ses retranchements, le laisse continuer assez longtemps :

... 67, 108, 175, 283, 458, 741, 1199, 1940, 3139, 5079, 8218, 13297, 21515,...

«Stooop !»,hurle le journaliste.
«Bien, je vais maintenant calculer en une fraction de seconde la somme des termes

jusqu’à celui que vous m’indiquerez», dit-il au second journaliste.
« Jusqu’à 5079 »,répond l’autre.

« La somme est 13286 », dit tranquillement Léonard.

Les calculatrices sortent des poches, les doigts fébriles frappent les touches. Chacun
doit se rendre à l’évidence,Léonard a donné la bonne réponse.

Comment a-t-ilfait ?
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410. Deux tout puissant
Problème n°450 du 11/10/05

T Tnnombre de 2 chiffres, écrit uniquement avec des 1et des 2, et divisible par 22,
LJ évidemment que ça existe, c’est 12.
Un nombre de 3 chiffres, écrit uniquement avec des 1et des 2, et divisible par 23, ça
existe aussi, vous l’avez sur la langue, c’est ...

Trouvez un nombre de 4 chiffres, écrit uniquement avec des1et des 2, et divisible
par24.
Existe-t-ilpour tout n,un nombre de n chiffres, écrit uniquement avec des1et des
2, et divisiblepar 2"?

411. Les nombres de Frédéric

Problème n°455 du 15/11/05

Le jeune mathématicien Frédéric s’intéresse aux nombres F (ou nombres de
Frédéric) qui s’écrivent comme somme des premiers carrés (jusqu’à un certain

rang variable n strictement positif) précédés du signe + ou du signe - :

F = ± l2 ± 22 ± 32 ± 42 ± ... ±n2

Sauriez-vous écrire les nombres1,2,3,4 sousforme de nombres de Frédéric ?

Montrez que tous les nombres entiers (positifs,négatifs ou nuis) sont des nombres
de Frédéric.

412. Fabrique de multiples
Problème n°460 du 20/12/05

y e nombre 213 749 est un multiple de 37, vous pouvez nous faire confiance.

Pouvez-vous trouver 23 autres nombres, dont récriture décimale comporte les six

mêmes chiffres, et qui soient aussi des multiples de 37?

102



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

413. Express régional
Problème n°465 du 24/01/06

T ’autoroute longeait la voie ferrée. Je roulais à vitesse constante (et autorisée par

J—/le code de la route).

Les trains express régionaux, qui s’élançaient à intervalles réguliers et à vitesse

constante dans les deux sens, roulaient moins vite que moi : j’en dépassais un toutes

les 55 minutes, tandis que je croisais toutes les cinq minutes ceux qui venaient en

sens inverse.

À quel intervalle les TER quittaient-ils leur gare ?

414. Mettre de l’eau dans son vin

Problème n°470 du 28/02/06

T~Xeux réservoirs de 10 litres contiennent chacun 9 litres d’eau et 1 litre de colo-

J—/rant chimique miracle rouge qui a la particularité de se mêler uniformément,

intégralement et immédiatement à l’eau à laquelle il est mélangé. La concentration

en colorant de 10% est jugée excessive et on décide de la diminuer.

Pour le premier réservoir, on procède de la manière suivante : on ouvre la vanne

d’écoulement, on laisse échapper un litre, puis on verse un litre d’eau claire. On

renouvelle l’expérience dix fois.

Quelle est la nouvelle concentration en colorant, en %, à deux décimalesprès ?

Pour le deuxième réservoir, on ouvre la vanne qui laisse s’écouler pendant

dix minutes le liquide à raison d’un litre par minute, et on ajoute parallèlement et au

même rythme d’un litre par minute de l’eau claire.

La nouvelle concentration sera-t-elle supérieure ou inférieure à celle dupremier

réservoir ? Quelle sera-t-elle, en %,à deux décimalesprès ? (réservé aux experts)
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415. Puzzles de carrés

Problème n°475 du 05/04/06

T Tn fabriquant de puzzles ne possède qu’une machine à façonner des pièces car-

Urées. Les pièces peuvent donc avoir toutes sortes de dimensions, mais doivent
rester carrées. Quant aux tableaux à reconstituer, ils sont également de forme carrée.

Sur chaque boîte, figure en gros caractères le nombre de pièces du puzzle.

Quels sont les nombres qui nefigureront jamais sur les boîtes ?

416. Un trop grand nombre

Problème n°480 du 16/05/06

T ’opération ci-dessous porte sur des nombres trop grands pour rentrer dans
J—/calculatrice (et puis cela prendrait trop de temps). Pourtant, on vous l’affirme,le
résultat est un carré parfait.

une

444...44 111...11- 555...55

2006 fois 2006 fois 2006 fois

Sauriez-vous le montrer et, sans calculatrice, déterminer la racine carrée de ce

résultat ?

417. Puzzle à l’aire du té

Problème n°485 du 20/06/06

encontré pendant le dernier Salon des Jeux

Mathématiques ce puzzle, vexant quand on n’en

vient pas à bout, car semblant si facile !

R

Reconstituez la lettre T à l’aide des quatrepièces ci-

contre.
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418. Les deux billes

Problème n°490 du 25107106

tube cylindrique contient une certaine quantité d’eau.

On y plonge une bille d’acier sphérique de 7 mm de rayon : l’eau affleure juste au

sommet de labille.

On la retire et on plonge cette fois dans le tube une bille d’acier sphérique de 14 mm

de rayon : l’eau affleure encore exactement au sommet de la bille.

Quelle était la hauteur de Peau avant qu’on yplonge les billes ?

419. Racine entière

Problème n°495 du 29/08/06

n nombre entier strictement positif N étant donné, on appelle «racine entière»

de N, et on note ((N)), la racine carrée de N arrondie à l’entier le plus proche.U
Sauriez-vous calculer la somme de tous les inverses des racines entières des

nombres entiers compris entre1et 2007 ?

420. Consécutifs et divisibles
Problème n°500 du 03/10/06

T Tne liste d’entiers vérifie «la propriété N» (oùN est lui-même un entier) si tous

vJ les éléments de cette liste sont divisibles par l’un des entiers de 2 àN.

Quelle est la longueur de la plus grande liste d’entiers consécutifs qui vérifie la
propriété12 ?
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Curiosités&paradoxes

SOLUTIONS

381.L’horloge de Fibodieci
Voici la seule solution : seul, le «6» occupe la place qu’il occuperait dans une

vraie horloge.
Pour déterminer cette succession de chiffres, on peut, à partir du premier,
a,celui qui est à laplace du «1» et du second,b,à laplace du «2»,déter¬

miner les autres en remplaçant chaque nombre du calcul par son reste

dans la divisionpar 10. Nous obtenons donc la suite : a,b,a + b,a + 2b,
2a + 3b, ... 8a + 13b ou 8a + 3b,
zième, puis 9a + 4b doit être égal à a et 4a + 3b doit être égal à b.Il ne

reste de ces deux dernières conditions que 4a + 2b a pour reste 0 dans la

divisionpar 10,ou encore 2a+b est multiple de 5.D'où apriori deux solutions,
(a,b) = (7, 1) ou (a,b) = (2,6) dont seule la première vérifie toutes les conditions du
problème proposé.

El Un bon nombre de lecteurs signalent l'existence d'une autre solution, mais elle ne respec¬

tepas les consignes de l'énoncépuisque le « 4 »figure à sa bonneplace, enplus du «6».

S
/ß- (f

(T : 1

©

55a + 89b ou 5a + 9b pour le dou- $

vï
6

382.Produit magique

Voici l’une des solutions.
On remarquera qu’elle a été obtenue à partir d’un carré magique «additif»
en substituant aux entiers de 1à 16 les diviseurs de 216 rangés dans l’ordre
1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 9, 18, 36, 72, 27, 54, 108, 216. Le «produit
magique» est 46 656.

E La plupart des lecteursfont le lien entre carré magique additif et

carrémagique multiplicatif. J. CARLHIAN(Lyon) et C.ROMONutili¬
sent, eux, lespuissances de 2 et de 3,puisque 216 = 23 x 33pour rem¬

plir ce carré.

216 4 2 27

3 18 36 24

9 6 12 72

8 108 54 1

383.Enigma

Le plus sûr est de n’être sûr de rien.
Cette phrase de Voltaire pouvait être décryptée en groupant les lettres par blocs de quatre, et en déca¬

lant (négativement) les lettres, dans chaque bloc, par rapport à la place qu’elles occupent dans l’al¬

phabet, de 3, 12, 5 et 6 rangs. On remarque que les lettres de rangs 3, 12, 5 et 6 forment le mot CLEF
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384.Le digicode

Si le code comporte deux chiffres,il suffît de presser sur 101 touches.
Et s’il comporte trois chiffres, sur 1002 touches.

Une suite possible des 101 pressions avec deux chiffres est :

001020304050607080911213...1922324.. .2933435...3944546...49556...59667...697787988990
On peut construire une suite similaire (de 1002 éléments) avec un digicode de trois chiffres :

0001...009011. ..019021...029...091...0991112...119122...129...1992223...229...2993334...399
...899900

121SiPhilippeLALLOUET(72160 Connerré) nous décrit avecprécision l'algorithme defrap¬
pe des touches, ChristianROMONnous en donne une constructionpar récurrence.

385. Les deux tas
La somme vaut 100 quelle que soit la répartition entre les deux tas.
En additionnant les dix différences, on voit que la somme des différence est obtenue en additionnant
10 des nombres de 1à 20 et en soustrayant les 10 autres.

On remarque alors qu’un nombre strictement supérieur à 10 ne peut être précédé que du signe +.

En effet, s’il était inférieur au nombre X marqué sur le carton de même rang de l’autre tas, il serait
aussi inférieur à tous les nombres plus grands que X du tas de X et à tous les nombres plus grands que
lui de son propre tas. Cela entraîne qu’il serait inférieur à 10 nombres (au moins). C’est impossible
pour un nombre strictement supérieur à 10.En conséquence, tous les nombres de 11 à 20 sont précé¬
dés du signe +, tous les nombres de 1 à 10 du signe -,et le total des différences vaut 100.

386.L’aigle attaque

L’aigle, s’il adopte la bonne trajectoire, s’emparera du

mouton avant l’arrivée du berger.

•En volant horizontalement jusqu’à la vericale dumouton,

puis en se laissant tomber,ilmettra 36 s de vol et 13,8 s de
chute, soit plus de 48 s.

•En volant directement vers sa proie,ilmettra 50,9 s.

•Mais en volant jusqu’au point situé à 350 m à la vertica¬
le du mouton, et en se laissant tomber de ce point, il ne

mettra que 39 s de vol et environ 8,1 s de chute.
Il sera sur le mouton près d’une seconde avant le berger !

121 Certains lecteurs demandent des explications,
d'autres donnent des solutions approchées, d'autres
enfin, comme Bernard LOUZEAU (Paris) et

C. ROMONproposent une démarche analytique. En appelant par exemple H l'intersection
entre la verticale du mouton et l'horizontale de l'aigle etx la distance entreHet lepoint où la
trajectoire du rapace change de direction, le temps (en secondes) de vol de l'aigle est:

600 mNid d’aigle

1

25cj m

'V 350 m

Mouton

3 t- 3
t(x) =-x V6002 + x1 H--x (600-x).Ilatteint son minimumpour x = 250.

50 130

387.Le puzzle carré
À gauche, la manière de construire le puzzle 1en deux coups de ciseaux.
À droite, la manière de construire le puzzle 2 en trois coups de ciseaux.
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1 2

2

1

El Bernard. TRUFFAULT (44980 Ste-Luce-sur-Loire) nous invite àfaire toutes les construc¬

tionspréparatoiresparpliage car, nous dit-il, «les côtés du grandcarrésontpartagés suivant
la demi-différence et la demi-somme des côtés des deux carrés donnés».

388.Encore une tombola
Ily a 462 billets gagnants. À chaque liste croissante (a,b,c,d,e,j) de nombres grisés sur une grille

gagnante, on peut faire correspondre la liste (a,b-2,c-4,d-6, e-8,/-10) de 6 nombres - tous dif¬

férents -pris parmi les entiers de 1 à 11. Cette correspondance est bijective, c’est-à-dire que récipro¬
quement, à une telle liste, correspond exactement un billet gagnant. Il y a donc autant de.billets

gagnants que de façons de choisir 6 nombres distints parmi 11.
E Antoine WEHENKEL (Luxembourg) donne un calcul très détaillé du nombre de billets

gagnants enprécisant que le nombre total de billets n'intervientpas dans ce calcul.

389.Les deux correcteurs

Le nombre de fautes peut être estimé à 63.
Soitp laprobabilité avec laquelle une erreur est détectée par lepremier correcteur,qcelle avec laquel¬
le elle est détectée par le deuxième, N le nombre de fautes-.-Les travaux des deux correcteurs étant
indépendants, la probabilité avec laquelle une faute est déteetée par les (Jeux correcteurs à la fois est

pq.

Le nombre moyen d’erreurs détecté par le premier correcteur sera Np. La loi des grands nombres
indique que sa valeur la plus probable est 45.
Le nombre moyen d’erreurs détecté par le deuxième correcteur seraNg,de valeur laplus probable 56.
Le nombre moyen d’erreurs détecté par les deux correcteurs seraNpq, de valeur la plus probable 40.

On a la relation :N=
x

L’estimation de N sera :
Npq

45x56
= 63.

40

390. Tour de piste

Au premier croisement, Jan avait parcouru environ 0,618 tour de piste.

À tout instant t, la distance parcourue par Jan, vt, est proportionnelle au temps, celle parcourue par
Lance, et2, proportionnelle au carré du temps.

Si T est le temps mis par les deux coureurs pour parcourir un tour de piste (de longueur D),

on a donc vT = cT2 =D
Le premier croisement se fait à l’instant xT, où x est la fraction de tour parcourue par Jan.
Jan a parcouru la distance vxT. Pendant ce temps, Lance a parcouru la distance ex2 T2.
Le total est un tour de piste D, on a donc vxT + ex2 T2 =D.
Soit xD + x2 D = D.

j
x est le seul nombre positif vérifiant l’équation x2 +x-1= 0, soit x =-.
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391.Un ensemble de nombres
1/3 ou 1/5 appartiennent à cet ensemble, ainsi que tout rationnel compris entre 0 et 1.

•1/2 appartient à l’ensemble comme moyenne de 0 et 1, 1/4 comme moyenne de 0 et 1/2, 3/4 comme

moyenne de 1/2 et 1,enfin 1/3 comme moyenne de 0, 1/4 et 3/4.

•On montre ensuite assez facilement que les rationnels dont le dénominateur est une puissance de 2

appartiennent à l’ensemble. Alors, 1/5 en fera partie comme moyenne de 1/16, 1/8, 3/16, 1/4 et 3/8.

•On peut généraliser cette méthode à tout rationnel compris entre 0 et 1.

392.Le quadrilatère mystérieux

Je suis un trapèze
Si AB et CD sont parallèles, ABCD est un parallélogram¬
me, ce qui est exclu par l’énoncé.
Donc AB et CD se coupent, en O par exemple.
On appelle alorsIle milieu de AB (qui se projette sur CD

au point de contact H avec le cercle) et J le milieu de CD
(qui se projette sur AB au point de contact K avec l’autre
cercle).

Les triangles rectangles OIH et OJK sont semblables (tous

leurs angles sont égaux).
On a alors les proportions :

J

H

D

O BA I K

CB _ ffl_ _ OI+IH _ OI-IH

OJ JK OJ + JK OJ- JK

, '

OB OA
c est-a-dire-=-

OC OD

AD et BC sont parallèles !
El Ceproblème, comme le signale C.ROMON, est celui du jeu « les tours de Hanoï».

393.Points à la ligne
(R,R)Parmi 5 points,il en existera forcément 2 dont le milieu est sur

le quadrillage.
En effet, colorions alternativement en noir et en rouge les lignes du

quadrillage.
Le milieu du segment joignant deux points P et Q sera un nœud du

quadrillage si P et Q sont sur des lignes horizontales de même cou¬

leur et sur des lignes verticales de même couleur.
Si on associe à chaque point le couple formé par la couleur de scs

lignes horizontale et verticale, il y a quatre possibilités : (N, N), Quatrepoints de «couleurs»

différentes.
Parmi cinq points, deux correspondront forcément à un même Le cinquièmeprendraforcé¬

ment la même couleur que l’un

de ces quatre.

(N,N)

(N,R)

(R,N)

(N,R), (R,N), (R,R).

couple.

394.La marelle circulaire
Le grand chelem n’est pas possible avec neuf cases,mais est possible avec huit cases et chaque
fois que le nombre de cases est une puissance de 2.
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•À neuf cases, la suite des cases visitées est 0,1,3,6, 1, 6, 3,1,0, et le même cycle recommence.

•À huit cases, on visite successivement les cases 0, 1,3, 6, 2,7, 5, 4, soit toutes les cases.

•Plus généralement,pour un nombre N de cases, le nombre de pas permettant de s’arrêter à une case

P(P+ 1)
est de la forme ,oùp est un entier qui varie à partir de 0. Si les nombres de pas parcourus

2

diffèrent d’un multiple deN, l’enfant tombera sur la même case.

-Lorsque N est une puissance de 2, sip et q sont différents et strictement plus petits que N,

la différence entre deux de ces nombres de pas +
et

+
est

(p-q)(p +q +1)

22 2

Ce n’est jamais un multiple de N:un seul des deux facteurs est pair,et chacun des deux est plus petit

que N.Les Npremières cases visitées sont donc toutes différentes.
-LorsqueN est impair, la suite des cases visitées est périodique de période N,et la k-ème case visi¬
tée est la même que la (N-k- l)ème.

-Enfin, lorsqueN= 2‘ A est pair sans être une puissance de 2 (A impair), on montre cette fois que la
différence peut être un multiple de N quand on choisit p et q de telle sorte quep- q soit égal à A et

p + q+ 1 à2,+ 1.
ElMerci à Yves ARCHAMBAULT (Paris) pour lesprécisions qu'il apporte enprouvant que,

pourN= 2‘A, dans les 2Npremiers sauts ily en aplus deNqui different d'un multiple de N.

395.Dé qui roule...

Le plus grand total qu’on puisse obtenir est 550 (50 fois alternativement 6 et 5).

Le plus petit total est 155 (6-2,puis 49 fois alternativement 1 et 2).

Il est possible de parvenir à tout nombre compris entre ces deux bornes.

On peut par exemple obtenir toute somme comprise entre 542 et 549 (sauf 546) en changeant les deux

derniers dés de la suite de 550 en 6-4 (549), 6-3 (548), 6-2 (547), 4-2 (545), 4-1 (544), 3-1 (543),

1-2 (542). Pour 546, on peut remplacer les quatre derniers dés par 6-4-5-3.
Ensuite,pour descendre de 8,il suffit de remplacer la dernière séquence 6-5 par 1-2.
Cette méthode permet de trouver tous les totaux sauf 156, 157 et 162.
156 s’obtient par 6-3, puis 49 fois alternativement 1 et 2, 157 par 6-4, puis 49 fois alternativement
1 et 2, 162 par 6-3-6-3,puis 48 fois alternativement 1et 2.

396.La ville aux trois amis

•Soit Nle nombre d’habitants de la ville. Imaginons un graphe où les nœuds
sont les habitants,et où une arête joint deux habitants quand ils sont amis.
Comptons le nombre A d’arêtes.
Enmultipliant lenombre trois d’arêtes qui partent de chaque nœudpar
le nombre N de nœuds, chaque arête est comptée deux fois.

3N
Donc A = ——.Mais A est un entier, ce qui impose que N soit pair. Tj,

•Voici un graphe montrant qu’avec un nombre pair d’habitants, la \ /

situation est toujours possible. ] A
EII est évident que la ville en question, comme nous le fait justement

remarquer Jean-Marc MERRIEN(44000Nantes), doit avoir plus de deux habitants!
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397.Un tournoi raté
36 joueurs ont joué 18 jours. Soit N le nombre de joueurs,K le nombre de jours :

N(N+ 1)
Le total des points attribués chaque jour estl+2+ 3 + ...+N=

2

KN (N + 1)
, soit K (N+ 1) = 666.On doit donc identifier 333 N=

2

On essaie pour K tous les diviseurs de 666 inférieurs à 30 (on a joué moins d’un mois),

soit 1, 2, 3, 6, 9 et 18. Seul K = 18 donne pour Nun nombre inférieur à 50.

398. Cartes sur table
Onpeut toujours réaliser deux tas de total10.Rangeons les cartes dans un ordre quelconque et écri¬
vons le nombreAjinscrit sur lapremière.Puis le nombre A

2 totalisant lapremière et la deuxième carte.
Le nombre A3 du total des trois premières.Et ainsi de suite jusqu’au total An = 20 des onze cartes.

Parmi ces onze totaux, deux d’entre eux, Ap et Aq, ont forcément le même chiffre des unités (puis¬
qu’il n’y a que dix chiffres possibles). Ces nombres étant compris entre 1 et 20, leur différence est

égale à 10. C’est donc que la somme des nombres inscrits sur les cartes de rangp + 1à q est 10.
El C.ROMON construit rapidement un tas de total 10 en utilisant un lemme : «Si k est la
valeur de la carte laplus élevée, ilexiste au moins k cartes de valeur1»,

qu'il démontrepar l'absurde. . ,

399. Alignements interdits
On peut placer 16 croix, comme sur la figure ci-contre. t—

Bien qu’il semble que ce soit le maximum, nous n’avons pas trouvé d’argu- — e---E--ment pour le justifier autre qu’un programme informatique. • f >

EDe nombreux lecteurs se sontpenchés sérieusement sur ceproblème et -----'ÿ<—
beaucoup nous ont dit avoir trouvé 57 solutions pour remplir une telle ——*— ———

grille, dont 8 répondent aux conditions des trois points imposés. Solutions très détaillées de
Pierre CARRE(Paris),Pierre GAILLARD (38240MEYLAN),DidierMAILLARD (Paris),Alain

POQUERUSSE (91120 Palaiseau), Jean-Claude RAYNAL (91940 Les Ulis). Nous devons à

Marie-Nicole GRAS (38520 Le Bourg d'Oisan) une solution spécialement symétrique. Merci

aux nombreux autrespour leurspropositions qui nous ontpermis d'améliorer la solution.

400.Multiplier les différences

•Le produit est déjà multiple de 4.En effet,parmi 4 nombres,

- ou bien 3 au moins sont de même parité, et le produit de leurs différences est un multiple de 8.
- ou bien 2 sont pairs (leur différence est paire) et deux sont impairs (leur différence est paire), donc

le produit de leurs différences est un multiple de 4.

•Le produit est en plus multiple de 3.

En effet,parmi 4 nombres, 2 au moins ont même reste dans la division par 3, et donc leur différence
est un multiple de 3.

•Un nombre à la fois multiple de 4 et de 3 est multiple de leur produit, 12, car 3 et 4 sont premiers
entre eux (n’ont pas de diviseur commun autre que 1).

E Un lecteur anonymefait remarquer que leproduit en question estinvariantpar une même

translation d'amplitude entière sur tous les entiers a, b, c et d. Ainsi, si on retranche dà -tous

ces entiers, onpeut, sansperte de généralité, considérer leproduit abc(a -b)(a- c)( b- c).
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401. Jeu de cubes
Il y 30 cubes peints différents et 240 dés différents.

•S’il s’agissait de simplement permuter les couleurs,nous aurions :
61=1 x2x3x4x5x6 = 720 possibilités. Seulement, le cube n’est pas n’importe quelle figure,et

commeilprésente beaucoup de symétries,parmi ces figures,beaucoup sont les mêmes. À partir d’un

cube peint donné, on obtient un cubes identique par des rotations :

- autour d’un axe passant par deux sommets opposés : il y a 8 telles rotations,

- autour d’un axe passant par les milieux de deux arêtes opposées : il y a 6 telles rotations,

- autour d’un axe passant par les centres de deux faces opposées :il y a 3 tels axes, chacun donnant

3 rotations, donc 9 telles rotations.Chaque cube possède donc 23 modèles identiques ;il figure donc
24 fois dans la liste des 720, d’où la réponse.

•Pour dénombrer les «dés», il suffit de distinguer les nombres de points «symétriques», 1, 4 et

5.invariants par rotation de 90°,et les «dissymétriques»,2,3 et 6,invariants par rotation de 180° mais
pas par rotation de 90°. En partant des 30 configurations du cube peint, on voit qu’il n’y a qu’une
façon de remplacer une couleur par un nombre «symétrique», et deux façons de remplacer une cou¬

leur par un nombre «dissymétrique». Le nombre de configurations est donc multiplié par
2 x 2 x 2 = 8.Évidemment, seuls les dés dont la somme des deux faces vaut 7 sont réglementaires.Il
y en a 16 configurations.

402.Le triangle infernal
Les deux scorpions rattraperont la mangouste si le carré de leur vitesse est supérieur aux 3/4 du

carré de la vitesse de la mangouste.

Sur l’axe sur lequel se déplace la mangouste, on fixe l’origine au milieu du segment des deux scor¬

pions. L’unité étant la longueur d’un côté du triangle équilatéral :
•le carré de la distance parcourue par les scorpions sera donc x2 + —

V3
•tandis que celui de la distance parcourue par la mangouste est (x+-)2.

6

En appelant k le rapport des carrés des vitesses des scorpions à la mangouste,il y aura jonction des

1 v3
trois bestioles au point d’abscisse x si la relation suivante est vérifiée : x2 + — =k(x+ ——)2.

4 6

k—) qui admet des solutions si
V3 1

La condition se ramène à l’équation : (1-k) xr -kx —— +

3
k est supérieur à —.

4

El Et si la mangoustepartait dans Vautre sens ? suggère avec humour Emmanuel FRAISSE

(92340 Bourg la Reine).

T"

403.Le peloton

Il y a forcément deux coureurs à 3000 mètres l’un de l’autre.
Supposons en effet que la radio dise vrai, et divisons le serpentin du peloton à midi en décamètres.
Un point gris désigne un cycliste,une croix l’absence de cycliste.

is çè) st 1 (%)»<&(?<)

0 3 300 301 302 303 304
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Une remarque préliminaire s’impose : s’il n’y a aucun écart de 3000 mètres entre deux coureurs, on

déduit aisément qu’alors, à chaque écart de 3 décamètres entre deux coureurs consécutifs correspond
300 décamètres plus loin (ou 300 décamètres plus tôt) un écart d’1 décamètre entre deux coureurs.

Réciproquement, chaque écart d’1 décamètre donne lieu 300 décamètres avant ou après à un écart de

3 décamètres,puisqu’il y a autant d’écarts de chaque sorte.

Regardons alors ce qui se passe dans la première moitié du parcours (précisément du coureur de tête

jusqu’au coureur du décamètre 301,puisqu’il n’y a pas de coureur au décamètre 300).

S’il y a dans cette moitié p écarts de 3 décamètres, il y en a donc (100 -p) dans la deuxième moitié,
autant que d’écarts d’1 décamètre dans lapremière moitié, d’après la remarque préliminaire. Au total,
100 + 2p décamètres sont ainsi utilisés.
Conclusion :ilreste (201-2p) décamètres, soit unnombre impair de décamètres,pour caser les écarts

de 2 décamètres, ce qui est impossible.

404.Indice de pollution

Iln’y a eu que deux jours sans pollution. Cela se passait en 2004.
Appelons respectivement a0, al,a2, av a4 et a5 les nombres de jours d’indice 0, 1, 2, 3, 4 et 5.
L’énoncé nous apprend que aQ, aQ + av a0 + al + a2, a0 + a} + a2 + av a4 sont des nombres premiers
et que a5 = 38.

En dehors de 2, les autres nombres premiers sont impairs.

•Si aQ était strictement supérieur à 2, les nombres aQ, a0 + av a0 + a{ + a2, a0 + a1 + a2 + a3, seraient

impairs, et en conséquence, par différence, ava2 et a3 seraient pairs.
La dernière condition, qui s’écrit «al + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 190 est un nombre premier», ne serait pas
vérifiée (le nombre serait pair). Donc a0 est égal à 2.
•Si a0 + a{ + a2 + a3 était égal à 2, l’année comportant 365 ou 366 jours,c’est que a4 serait égal à 325

ou 326 qui ne sont pas premiers.
Donc aQ + al+ a2 + a3 est un nombre premier impair.
De même, a4 ne peut être égal à 2, car c’est aQ + at + a2 + a3 qui serait égal à 325 ou 326.

Donc a4 est lui aussi un nombre premier impair.
Le nombre de jours de l’année est (aQ + a{+ a2 + a3) + a4 + 38, soit la somme de 2 nombres impairs
et d’un nombre pair.Il s’agit donc d’une année bissextile, c’est 2004.

405.Les podiums paveurs

Voici des pavages de carrés de côtés 4, 6 et 10.

i sa
I

;3t :
' —~

!

I - L-

r in

Les seuls carrés payables à l’aide de grands podiums sont ceux dont le côté est multiple de 6.
Compte tenu du fait que les grands podiums contiennent 9 cases, le côté d’un carré pavable sera un

multiple de 3. S’il est multiple de 6,c’est possible enreproduisant le dessin central autant de fois que
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nécessaire. Nous allons montrer qu’il n’est pas possible de paver avec les podiums G des carrés de
côté impair.
En effet,en coloriant les cases alternativement enblanc et en gris,on s’aperçoit que la différence entre

le nombre de cases grises et le nombre de cases blanches d’un grand podium est 3. En pavant n’im¬
porte quelle forme avec des grands podiums, cette différence reste un multiple de 3. Or, c’est 1pour
un carré impair.

El Philippe KAHN (92100 Boulogne) procède à une

recherche systématique.En nommantp le nombre depetits
podiums et g le nombre de grands podiums, a le côté du
carré àpaver et en écrivant 4xp + 9xg = a2, il explore
les diverses valeurs de l'énoncé.

résultata P_ JL
4 4 0 Voir dessin
6 0 4 Voir dessin

9 0
10 7 8

16 4 Voir dessin
25 4

Bernard TRUFFAULT (44980 Ste Luce sur Loire) s'est, lui, intéressé aux rectanglepavables
à l'aide de ces deuxformes de podiums.Il dresse la liste de leurs dimensions dans un impo¬
sant tableau très coloré, que la bichromie ne nouspermet malheureusementpas de reprodui¬
re ici. Ses résultats sont considérables puisqu'il dit - sans être sûr d'être exhaustif-pouvoir
paver les rectangles de dimensions suivantes, où k est entier:
•4x4
•6x6, 6 x (10 + 2k)

•(5 + 4k) x 4, 5 x 11, 5x12,5x13

•7 x(ll + 6k), (7 + 4k) x (12 + 2k), 7 x (13 + 6k)

•8x15,8x17,8x22
•9 x(12 + 3k), 9 x (14 + 3k), 9x19

•11 x 13, 13 x 13,15 x 15.
Joli travail!

406. Les carrés paveurs

Oui,il est possible de paver un rectangle 25 x 16 à l’aide de
ces pièces.
Compte tenu de la surface, 400, et de la dimension de la plus
grande pièce, 10 x 10, les seuls rectangles éventuellement
pavables à l’aide de ces 15 pièces ont pour dimensions 40 x 10,
25 x 16 et 20 x 20.Ilest assez facile de montrer que lepremier
ne peut être pavé à l’aide des carrés imposés (par exemple,
avec des considérations de périmètre).
Voici une solution pour le deuxième.

Quant au dernier, nous attendons des lecteurs qu’ils nous donnent une solution ou qu’ils démontrent

l’impossibilité.
E Philippe KAHN (92100 Boulogne) mène ici encore une recherche systématique. C'est
G. PAILLOTIN (91600 Savigny sur Orge) quiprouve que le rectangle 20 x 20 ne peut être

pavé dans les conditions de l'énoncé.Ils'intéressepour cela aux quatre pièces de dimension
impaire:1,3,5 ou 7. chaque ligne et chaque colonne du carré 20 x 20 devant «intercepter»
0,2 ou 4 de cespièces, les 7 lignes du carré 7 x7devront aussi intercepter 4 ou 5 lignes du
carréde côté5 et 2 ou3 lignes du carréde côté3.Lapièce1x1se logera, elle, dans l'un des
lignes restantes soit de la pièce 3x3 soit de la pièce 5x5. Cette façon de procéder étant

6 6 6 7

44 3 4

I10
4

6 5
2 2
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unique à une permutation près, nous dit ce lecteur perspicace, on ne pourra l'appliquer aux

colonnes, d'où l'impossibilité.

•Le rectangle 16 x 25 peut, lui, être pavé.
P. KAHN et C. ROMON nous donnent une

solution unpeu différente de celleproposée: 66 6 7

4 4 3
4

_12 210

6
54

407. Comparaisons

La somme des carrés des trois nombres est elle aussi plus grande que leur produit.

Quitte à changer leurs noms, on peut supposer que a est le plus grand des trois nombres.
On sait par ailleurs que la somme des carrés de deux nombres est plus grande que leur double produit.

a2
Alors, a2 + b2 + c2 > a2 + 2bc > bc (-+ 2) > 3bc.

bc

•Si a <> 3, cela entraîne a2 + b2 + c2> abc.

•Si a > 3, on va utiliser l’hypothèse a +b + c> abc que l’on écrit bc <

Alors, a2 + b2 +c2>a2> abc x — > abc x

a + b + c

a

a2
& abc x — > abc.

bc a + b + c 3

408. Les dossards de l’ABC
Les joueurs sur le terrain portent les numéros 1,3, 4, 5,7.
La propriété est impossible avec plus de cinq nombres.

•Soient,par ordre croissant, 1,b, c, d, e les cinq numéros des dossards de l’ABC.
- e doit être impair (e = 1+ 2n), pour former une suite arithmétique avec 1et c = 1+n.

- 1+ddoit être le double de b pour former une suite avec 1.
On a donc une liste de la forme : 1,1 +p, 1 + n, 1+ 2p, 1+ 2n avec 0 <p < rc < 5.Ilreste à expri¬
mer que la suite contenant 1 +p et 1 + 2n ne peut être complétée que par 1 + 2p si on se limite à
une liste de cinqnombres.D’où 1+ n +p!2=1+2pet donc 2n=3p.On constate alors que la suite
1+p, 1+ n, 1 + 2p est elle aussi arithmétique, n, multiple de 3 inférieur ou égal à 5, ne peut être

que 3, d’oùp = 2 et la liste 1,3,4, 5,7.
•Quitte à translater les nombres de la liste, on peut supposer que le plus petit est 0, le plus grand 2n,

le nombre n permettant de compléter la suite arithmétique où figurent les deux précédents.
S’il y a plus cinq nombres dans la liste, c’est qu’on peut trouver dans l’intervalle ]n;2n[ au moins
deux nombres, et donc un nombre k différent de 4n/3. Alors, on peut construire, avec pour premier
terme k, la suite de nombres de la liste définie par récurrence de la manière suivante.
Soit x un élément de cette suite :

- Si x est supérieur à n, le terme suivant de la suite sera x/2, formant la suite arithmétique 0,x/2,x
- Si * est inférieur à n, le terme suivant sera n + x/2, formant la suite arithmétique x,n + x!2, 2n

Cette suite sera alors infinie (les suites extraites de rang pair et impair sont strictement monotones),

ce qui est contraire à l’hypothèse que la liste est finie.
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409.Le calculateur prodige

La somme des n premiers termes d’une suite construite à la manière de Fibonacci est toujours
égale au terme de rangn+2 dont on ôte le terme de rang 2.
Dans le cas de la suite de Léonard, le terme de rang 2 est 11. Ajoutons-le à la somme des n termes et

groupons à chaque étape les deux premiers termes. On trouve le terme de rang n + 2.
Voici le calcul si on s’arrête à 108, qu’il est très facile de généraliser :
S = 11+ 4+ 11+ 15 + 26 + 41 +67 + 108

= 15 + 11+ 15 + 26 +41+ 67 + 108

= 26 + 15 + 26 + 41 + 67 + 108

= 41+ 26 + 41 + 67 + 108

= 67 + 41 + 67 + 108

= 108 + 67 + 108

= 175 + 108

= 283
S Pour nos lecteurs, férus de mathématiques, qui nous demandent une «vraie» généralisa¬
tion, nous visualiserons unepropriétéparticulière des suites construites sur le modèle de celle
de Fibonacci, que lespuristes démontreraientpar récurrence:

<Fn+é=Jk?, + Fn
+ \ÿi=ÿ+Fn_1

- -Soit, après addition et simplifications:Fn+2 = 2_, F{ +F1ou encore: / ,F, = Fn +7-Fr
i= O i= O

Comme lefont remarquer JeanBERRY(92260Fontenay aux Roses), C.ROMONouR. TOUR-
NADRE (49000 Angers), calculer la somme à un rang quelconque revient à retrancher le
second terme (ici, 11) au terme de la suite situé deux rangsplus loin que le terme désigné.
D'où le résultat,puisqueFn = 5079,Fn+1= 5079+ 3139 = 8218,Fn+2 = 8218 + 5079 = 13297,
la somme donnéepar leprodige est bien 13297-11= 13286.

410.Deux tout puissant

2 chiffres :12 est divisible par 4
3 chiffres :112 est divisible par 8
4 chiffres : 2112 est divisible par 16
5 chiffres :22112 est divisible par 32 ...
Ilexiste pour tout n un nombre qui convient.
On peut, à partir d’un nombre A de n chiffres, divisible par 2", construire un nombre B de (n + 1)

chiffres divisible par 2"+1 de la manière suivante :
-Le quotient de A par 2" est pair, on ajoute un «2» devant A.
En effet, A est divisible par 2"+ 1 et 2 x 10" aussi.
-Le quotient de A par 2" est impair, on ajoute un «1» devant A.
En effet, A = (2B + 1) 2" et 10" + A = (B + 1) 5" x 2"+ K
De proche en proche, on montre (c’est une démonstrationpar récurrence) qie la propriété est vraie

pour tout n.

El Jacques DEMOULIN(78150 Le Chesnay) et C.ROMONfournissent tous deux des géné¬
ralisations. Le premier va même plus loin que le secondpuisqu'il établit par récurrence la
propriété, où ila remplacé1et 2pari(chiffre impair) etp (chiffrepair).

Son algorithme, semblable à celui que nous avions énoncé, s'écrit, en appelant Nn le nombre
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de n chiffres en question:

•Nj=p.
•Si Nn est leproduit de 2npar un nombrepair, le chiffre le plus à gauche de Nn + } estp, les

chiffres suivants étant exactement ceux de Nn.
•Si Nn est le produit de 2n par un

nombre impair, le chiffre le plus à

gauche de Nn +l
est i, les chiffres

suivants étant exactement ceux de

Nn et sa décompositionn

4 = 2x211
44 = 11 x 22~2

K- 744 = 93 x2J3
Onpeut par exemple, pour i= 7 et

p = 4, nous dit ce lecteur, construi¬

re de proche enproche les nombres

Nn, que nous rassemblerons dans le

tableau ci-contre:

7 744 = 484 x 244
47 744 =1492x2*5

44 474 444 447 744 = 2 714 504 666 x 2,T14

411.Les nombres de Frédéric
1= 12
2=-12- 22-32 + 42
3 =-12 + 22
4 =-12- 22 + 32
Plus généralement, on montre que pour tout entier a, 4 = a2 - (a + l)2- (a + 2)2 + (a + 3)2.
Ainsi, si un nombre F s’écrit comme somme des premiers carrés (jusqu’à un certain rang n) précédés
du signe + ou du signe -,il én est de même de F+ 4 (en posant a = n+ 1).

•Ainsi, comme les nombres 1, 2, 3 et 4 sont des nombres de Frédéric, tous les entiers strictement posi¬
tifs le sont.

•Pour les nombres strictement négatifs -F,il suffit de changer le signe de la somme permettant d’ob¬
tenir F.

•Enfin,pour obtenir 0,il suffit d’ajouter 4 à- 4 : 0 = l2+ 22-32 + 42- 52- 62 + 72-
HSolution simple et courte de Micheline LEMASUR1ER (94600 Choisy le Roi).

412.Fabrique de multiples

Il est possible de mettre en évidence 23 permutations des chiffres qui conservent la divisibilité
par 37.

La clé de cette affirmation vient d’une propriété simple : le reste de la division de 1000 par 37 est 1.
En effet, 999 = 37 x 27.

•En conséquence, on ne change pas la qualité de multiple de 37 d’un nombre en échangeant le pre¬
mier le quatrième chiffre car abc def- dbc aef= 99 900 (a -d).

De même, en échangeant le deuxième et le cinquième chiffre, ou encore en échangeant le troisième
et le sixième chiffre. Soit au total, en comptant le nombre initial, 8 permutations des chiffres produi¬
sent un multiple de 37.

•Autre type de permutation : si A = abc def est un multiple de 37,B = bca efd l’est aussi.

Cela découle en effet de la relation : 10 A - B = 999 (d+ 1000 a)

On en déduit évidemment une autre permutation multiple de 37, le nombre C = cabfde.
•En combinant les deux types de permutations, on parvient à 24 multiples de 37 :
213 749, 713 249, 243 719, 743 219, 219 743, 719 243, 249 713, 749 213,

132 497, 432 197, 192 437, 492 137, 137 492, 437 192, 197 432, 497 132,
321 974, 921 374, 371 924, 971 324, 324 971, 924 371, 374 921, 974 321.
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El D. BLONDEAU (83000 Toulon), ayant remarqué que parmi les nombres déduits de
213 749par la première série de 8permutationsfigure 743 219, et que 321974 est lui aussi
divisiblepar 37, ilfait agir sur ce nombre la même série de permutations. Dans les nombres
obtenus, ilparticularise également 371 924, lui associe 192 437, lui aussi divisiblepar 37, et

le transforme toujourspar les mêmespermutations.Ilretrouve ainsi nos 24 résultats, en n'uti¬
lisant qu'une seule série depermutations.
C.ROMONnote qu'on aurait le même résultat avec des nombres comme 134865 ou 123654
puisque le nombre écrit en système décimal abc defa même reste dans la divisionpar 37 que
celui qui s'écrit (a + d) (b + e) (c +f).

413.Express régional

Les TER quittaient leur gare toutes les 11minutes.
Si v est la vitesse de l’automobile et w celle d’un train, la distance dqui sépare deux trains est par¬
courue en 5 minutes à la vitesse v + w et en 55 minutes à la vitesse v - w.

w + w
Il s’ensuit la relation : = 55\5, soit v = 1,2 w.

v-w

Ainsi, la distance dest parcourue en 55 minutes à la vitesse 0,2w, soit en 11 minutes à la vitesse w.

E Bravo à Michel MILHIETpour avoir réécrit avec humour un énoncé qu'il jugeait sans

doute unpeu trop «sévère»:Je roulais à vitesse stabilisée le long d'une double voieferrée.
Par un hasardmalicieux, à un instant donné,je croisais un TER et en rattrapais un autre.Les

deux TER roulaient à la même vitesse, inférieure à la mienne. À cet instant, je déclenchai mon

chronomètre:toutes les 5 minutes je croisais un TER et jemis 55 minutes à rattraper celui qui
roulait dans le même sens que moi.À quel intervalle de temps les TER quittaient-ils leur gare ?

414.Mettre de l’eau dans son vin
La nouvelle concentration du premier réservoir est d’environ 3,49 %.
Celle du deuxième réservoir d’environ 3,68%.
•Dans le premier cas, à chaque manipulation, la concentration est amputée d’un dizième.

égaleà(ÿ-)10x 10%.Elle sera donc

•Dans le deuxième cas, on va supposer que tout se passe comme dans le premier cas,mais qu’au lieu
d’un litre, on procède par mini-vidanges et mini-remplissages de ô litres (en ô minutes), ô étant tout

petit.
Appelons K(f) la concentration à l’instant t exprimé en minutes. Alors,K(r + ô) =K(t) x

K(t + 5) -k(t) _ K(Q

10 -ô

Cela s’écrit
Ô 10

On fait tendre ô vers zéro. Ceux de nos lecteurs très familiers de l’analyse mathématique auront recon¬

nu une équation différentielle :

m 1t
K’«=- dont la solutionestK(r)= 10% exp(--),soit,pour t= 10,K(10)= — x 10% =3,68%.

10 ’ 10 e

Pardonpour la technicité de cette solution, où e représente la base des exponentielles,mais sans pous¬
ser autant la théorie,il était assez intuitif que la concentration diminuait moins vite en continu.
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El Jean-François PABION(69140Rillieux la Pape)propose unefaçon défaireplus élémen¬
taire.Si l'on remplace, nous dit-il, la n,èmepartie du bidonpar de l'eau claire, la concentration

est multipliée par —,puispar (1——)n après n opérations de ce type. La suite définie par
n n

u = (1— —f converge en croissant vers —.Ainsi,plus on s'approche de l'opération effec-
n e

tuée en continu,plus la concentration résiduelle augmente. Ceci explique que le second résul¬
tat soitplus élevé que lepremier.

415.Puzzles de carrés
Les seuls nombres à ne pas pouvoir figurer sur les boîtes sont 2,3 et 5.

•Des puzzles carrés de 2 ou 3 pièces sont impossibles, car une pièce occu¬
perait au moins deux sommets, et donc aurait la taille du grand carré.

•Un puzzle de 5 pièces est impossible, car de deux choses l’une : ou bien
les 4 pièces occupant les sommets sont des quarts du grand carré,et elles ne

laisseraient aucun espace libre, ou bien ce n’est pas le cas, et l’espace dis¬
ponible n’est pas un carré.

•On reconstitue facilement des puzzles comportant un nombre pair de
pièces à partir de 4,en remarquant que :

n2 = (n- l)2 + 2n - 1.
Ainsi, pour n > 1, on divise le grand carré en n2 carrés unité, et on regroupe dans un angle (n - l)2
d’entre eux pour former une pîèce carrée de côté (n- 1) qu’on assemble avec les (2n- 1) pièces uni¬

tés restantes pour former un puzzle de 2n pièces.

•Enfin, en découpant une pièce carrée en quatre pièces identiques, on passe d’unpuzzle de 2n pièces
à unpuzzle de (2n+ 3) pièces, ce qui permet tous les puzzles comportant unnombre impair de pièces
à partir de 7.

n— 1

1

n— 1

416.Un trop grand nombre
Le résultat de l’opération est le carré de 666...66.

2006 fois

Pour le montrer, posons A = 111...11.
2006 fois

Le résultat R de l’opération s’écrit :
R = 4 A x ÎO2006 + A - 5 A
R = 4 A x (IO2006- 1)

R = 4 A x 9 A
R = (6 A)2

EPartant dufait que A} = 41-5 = 62, A2 = 4411-55 = 662, A3 - 444111- 555 - 6662,
Phillippe KAHN(92100Boulogne) et PaulPERBOST (06000Nice), qui nousparle d'un mys¬

térieux carré discrètement voilépar quelques nombres bien élevés,proposent une généralisa¬
tion duproblème aux nombres An = 44...4411...11-55..55.

nlois nfois n fois
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Tous deux arrivent au résultat:An = (10n~1 + 10n~2 + ...+ 101+ 10P) x(10"-l) x4, qu'ils
mettent sous laforme:

10" -1
x(iœ-l) x4 =\ =

10-1
n foisn fois

Bonne réponse également de BernardLOUBIERES (06480 La Colle sur Loup).

417. Puzzle à l’aire du té
ElPhilippe KAHNprendle soin depréciser toutes les longueurs de toutes lespièces.Ildit les
avoir utiliséespour reconstituer lepuzzle.

3-VÏ V2

\2 V1 1\ 2/

2-V2 V2-* 1

/\ 2

2

1

1

418. Les deux billes
La hauteur d’eau initiale était 12 mm.

Si on appelle h la hauteur d’eau et R le rayon de base du tube cylindrique, enfin b le rayon d’une des
deux billes, on doit avoir à chaque opération :

- —nb3= 2bnR2hiiR2
3

(volume initial ) = (volume total occupant - (volume de la bille)

du liquide
En donnant à b les valeurs 7 et 14, on obtient deux équations du premier degré en R2 et hR2 :

(1) 14 R2 -hR2 73 et

O 94
Par différence,il vient 14 R2 = (143 - 73), d’où R2 = — 73 puis h R2 = 73.

d’où h = 12.

une hauteur de 2b)

4
(2) 28 R2-h R2 = y 143
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El De DanielLIMAT (25000 Besançon), une solution très astucieuse:

•Onpeut, nous dit-il, tout d'abordremarquer que, le volume d'une sphère étantproportionnel
au cube de son rayon, on multiplie son volumepar 8 quand on double son rayon.

•Ainsi, remplacer lapetite billepar la grande revient à ajouter 7petites billes identiques à la
petite.

•Si le niveau monte de 14 mm avec 7billes, c'est qu'il monte de 2 mmpar bille dans l'espace

cylindrique de l'expérience.

•Comme inversement retirer une billefait baisser le niveau de 2 mm, le niveau initial était de
14-2 = 12 mm.Ilsuffisait d'y penser!

419.Racine entière
La somme des inverses des racines entières des nombres de1à 2007 est égale à 88,6.
Une première constatation s’impose : si un nombre N a une « racine entière » égale àp,

alorsp(p - 1) <N<p (p + 1).

En effet, (p + 0(5)2 =p2 +p + 0,25.
Donc ((p2 +p))=p et ((p2 +p + 1)) =p + 1.
En conséquence,il y a exactement 2p nombres dont la racine entière estp.

1
La somme des inverses de leurs racines entières — est donc 2.

P

2007 = 1980 + 27, où 1980 = 44 x 45.
La somme des inverses des racines entières des nombres de 1 à 1980 est 2 x 44 = 88.

1
La somme des inverses des racines entières des nombres de 1980 à 2007 est 27 x-=0,6.

D’où le résultat. 45

E Une observation simple de MichelMENGUAL introduit clairement la solution.Ilaligne les
premiers entiers n et la suite de leurs «racines entières» ((n)):

1 2 3 ... 6 7 ... 12 13 ... 20 21 ... 30 1893 ... 1980 1981 ... 2007n

((n)) 1 1 2 ... 2 3 ... 3 4 ... 4 5 ... 5 44 ... 44 45 45
effectifs
des groupes 6nb 8 nb 10 nb 88 nombres 27nombres2 nb 4 nb

Dans les 44 premiers groupes de nombres la somme des «racines entières» des éléments

27
constituants est 2 et dans le 45e groupe, elle est de unefaçon rapide de mener au résul¬

tat.Ilnefallait évidemmentpas confondre ici «racine entière», qui est l'entier leplusproche
de la racine carrée et «partie entière de la racine», qui est l'entier immédiatement inférieur
à la racine.

420. Consécutifs et divisibles
Une liste d’entiers consécutifs qui vérifie la propriété 12 comporte au plus 13 éléments.

•D’abord,il existe bien une liste de 13 nombres consécutifs qui vérifie la propriété 12. Par exemple,
les entiers compris entre 114 et 126.

•Supposons maintenant qu’il existe une liste de 14 nombres consécutifs qui vérifie cette propriété.
Cela signifie qu’ils sont tous divisibles par l’un des nombres premiers 2, 3, 5, 7 ou 11.
Concentrons-nous sur les 7 nombres impairs de cette liste (les pairs sont divisibles par 2) :

A, A + 2, A + 4, A + 6, A + 8, A + 10, A + 12.
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- au plus 3 d’entre eux sont divisibles par 3 ;
- au plus 2 d’entre eux sont divisibles par 5 ;

- au plus 1 d’entre eux est divisible par 7 ;
- au plus 1 d’entre eux est divisible par 11.
Or,3+2+l + l=7etilya7 nombres.
On connaît donc précisément le nombre d’éléments de la liste impaire divisibles par chacun des

nombres premiers et chacun de ces 7 nombres n’est divisible que par un des quatre nombres premiers.
Les 3 nombres divisibles par 3 ne peuvent être alors que A, A + 6 et A + 12.

Les 2 nombres divisibles par 5 ne peuvent être que A et A + 10, ou alors A + 2 et A + 12.
Dans tous les cas, l’un des nombres serait divisible par 3 et par 5, d’où l’impossibilité.

13 Jacques DEMOULIN(Paris) traite àfondle sujet.Rechercher les listes d'entiers consécu¬

tifs vérifiant la «propriété12» équivaut, nous dit-il, à rechercher celles qui sont divisiblespar

l'un au moins des nombres premiers de 2 à 11 (propriétéP'n), à savoir 2, 3, 5, 7, 11 et il va

rechercher toutes les listes de 13 entiers consécutifs possédant cette propriété. Mettant,pour
cela tout entier nsous laforme n =kx2x3x5x7xll + r =kx 2310 + r,iln'aplus qu'à
rechercher les entiers dont le reste dans la divisionpar 2310 a lapropriétéP'n.Onpeut même

ramener cette recherche à celle des entiers inférieurs à la moitié de 2310 puisque si r véri¬

fie (P'n), 2310-r aussi. Aussitôt dit, aussitôtfait: les deuxpremières listes sont:

•L1:114, 115, ..., 126, donnée comme exemple dans la solution,

•L2 = 2310-L,:2184, 2185, ..., 2196.
Les autres listes recherchées se déduisent de celles-ci en ajoutant à leurs composants un même

multiple de 2310.Et ce n'estpas tout! Suit un long exposé très argumenté décrivant,preuves
à l'appui, la génération de toutes les listes de «propriétép». On y trouve en particulier ce

tableau donnant pour les différentes valeurs du nombre premier p la longueur lde la liste
maximale d'entiers consécutifs depropriétép:

p_ 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53_59
l 1 3 5 9 13 21 25 33 37 45 57 61 73 81 85 93 101

On peut dire que ce lecteur possède bien son sujet! Saluons ici sa compétence et la passion
avec laquelle il l'exprime.
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421. Le circuit de la tour

Problème n°301 du 26/11/02

ncore unproblème de tour sur un échiquier !

L’échiquier d’aujourd’hui a été ravagé par

uncavalier brutal qui a creusé des trous profonds

dans huit des cases (grisées sur le dessin).

E

Une tour désire parcourir les cases restantes à

sa façon, se déplaçant le long des lignes ou des

colonnes, jamais en diagonale, en passant une

fois et une seule dans chacune des 56 cases, et

en finissant sur sa case de départ.

Peut-elle yparvenir ?
Si oui,tracez un circuitpossible de la tour.

422. Le chamboule-tout
Problème n°306 du 31/12/02

e «Chamboule-tout» de la fête foraine est

constitué de piles de boîtes, agencées comme

sur le dessin. Les joueurs visent une boîte à l’aide

d’unprojectile.En tombant, elle entraîne évidem¬

ment avec elle dans sa chute toutes celles qui

reposaient sur elle.

L

:::

CS

Quel nombre maximum de boîtes peut-on

abattre en deux coups sur un chamboule-tout de
7piles ?

Est-il possible, sur un gigantesque chamboule-tout de moins de 2003 piles, de

«dégommer» 2003 boîtes d’un coup ?

000
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423. La machine à créer des nombres
Problème n°311 du 04/02/03

c’est une drôle de machine.Il suffit de lui donner le début : trois nombres, puis
de la laisser faire.Lamachine créera une liste ininterrompue de nombres en res¬

pectant toujours lamême règle : elle prend les trois derniers éléments de la liste, elle

multiplie entre eux les deux derniers, elle rajoute 1, elle divise par le premier des

trois. Le résultat est mis en fin de liste, et elle recommence avec les trois derniers

nombres de la liste.
Ainsi, si on lui donne le début de séquence 2,5,3, elle calcule le nombre suivant, 8,

3x8 + 15x3 + 1
de la façon suivante : = 5,puis= 8,puis encore le suivant,5,car

2 5

2641 215
le suivant-,puis-,puis-

3 3 9

Avec le début 1, 2, 3, elle trouve successivement 7, 11, 26, 41, 97, ...

,etc.

Tous les nombres de la liste sont-ils des entiers ?
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424. La bande des quatre

Problème n°316 du 11/03/03

oujours à l’affût de nouvelles idées, La Poste vient

d’éditer une bande de quatre vignettes recto verso pré¬
sentant sur les deux faces le même dessin assorti d’une

valeur (10 cents, 20 cents, 30 cents et 40 cents).

T
10 1 € g 10

20 20
De combien de façons peut-on superposer les quatre

vignettes enpliant cette bande selon lespointillés ?
30 30

Devant le succès de l’initiative, une nouvelle série est édi¬

tée. Cette fois, une cinquième vignette, portant la valeur

1 euro, est rajoutée, mais elle est reliée à la bande des

quatre par un des grands côtés de la vignette de 10 cents.

40 40

De combien defaçonspeut-on superposer les cinq vignettes enpliant cette bande

selon lespointillés ?

425. Rencontres du troisième type

Problème n°321 du 15/04/03

ur une planète de mutants, les habitants (en nombre total invariable, car ils sont

immortels et ne se reproduisent pas) sont tantôt aventuriers, tantôt bourgeois, tan¬

tôt cinglés. La simple rencontre de deux êtres de types différents les fait muter en

êtres du troisième type.

Le dernier recensement fait apparaître un nombre grandissant de cinglés.

S

À quelle condition sur les effectifs de chaque catégorie sepeut-il que laplanète ne

compteplus, unjour, que des cinglés ?
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426. Les quarante voleurs et la balance
Problème n°326 du 19/05/03

ne bande de quarante voleurs en proie à d’interminables querelles intestines

décide de se donner une hiérarchie.Ilest convenu que le plus lourd d’entre eux

sera le chef et le deuxième (par ordre décroissant de poids) son adjoint.Une immen¬

se balance à deux plateaux est placée au milieu de leur caverne. Les quarante candi¬

dats monteront par deux sur la balance (un sur chaque plateau) selon une procédure
mise au point par un mathématicien de rencontre,un certain Ali Baba.

U

En combien depesées auplus sera-t-on certain d’avoir déterminé les deux voleurs
lesplus lourds (iln’y a jamais égalité depoids entre deux voleurs)?

On s’avise alors qu’il faut aussi désigner un second adjoint,qui sera le voleur de troi¬

sième poids.

En combien depesées auplus sera-t-on certain d’avoir déterminé les trois voleurs
lesplus lourds ?

427. Casino privé
Problème n°331 du 24/06/03

T Tn groupe d’amis se réunit pour une partie de cartes. Pour commencer, on distri-
bue à chacun le même nombre de jetons. Lors de chaque coup, le sort désigne

le «banquier» qui jouera contre tous les autres (représentés par l’un d’entre eux).

Chaque joueur (en dehors du banquier) mise un jeton.
Si le banquier gagne,ilempoche toutes les mises. Dans le cas contraire,il«paye» un

jeton à chacun des joueurs. Si un joueur n’a pas assez de jetons pour «payer», il ne

peut devenir banquier. Si un joueur n’a plus de jeton,il est éliminé du jeu.

A la finde la soirée,un seul joueur a été éliminé, Alain.Babette, à quiilrestait douze

jetons quand Alain a été éliminé, soit moitié moins que Charlotte, a terminé la soi¬
rée avec vint-trois jetons de plus que Charlotte.

Combien les amis étaient-ils au début de lapartie ?
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428. La tombola du club

Problème n°336 du 29/07/03

our participer à la tombola de ce club de football, les supporters ont payé 5€

pour avoir le droit de tirer unpapier dans une urne. Chacun gagne la somme ins¬

crite sur le papier.
L’organisateur a déposé dans l’urne autant de papiers que de participants à la tom¬

bola.Il a inscrit les gains dessus de telle sorte que tous les gains soient différents et

non nuis.

De plus, si on prend deux papiers quelconques, deux cas peuvent se produire :

- la somme S des deux gains marqués dessus est inférieure (ou égale) à 5€ et ilexis¬
te forcément un troisième papier permettant de gagner exactement la somme S.

- ou bien la somme des deux papiers est supérieure à 5€.

P

L’organisateurprétend qu’avec ce système,plus de la moitié des mises sont rem¬

boursées.Est-ce toujours vrai ?

429. La planche de timbres

Problème n°341du 02/09/03

y a. Poste a édité une planche (rectangulaire) de 2000 timbres identiques.

Dans une entreprise qui vient d’acquérir cette planche, l’employé chargé de l’expé¬
dition du courrier doit isoler les 2000 timbres.Il dispose d’un long et puissant mas¬

sicot permettant de découper toute longueur de manière rectiligne.Il peut superpo¬

ser autant d’épaisseurs qu’il le souhaite. Mais il s’interdit de plier la planche de

timbres ou les sous-planches formées.

En combien de découpes, au minimum,parviendra-t-il à isoler les 2000 timbres ?

Et s’ilavait le droit deplier laplanche ?
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430. Les trois urnes et le magicien
Problème n°346 du 07/10/03

Un magicien dispose d’un paquet de 32 cartes numérotées de 1 à 32, ainsi que de

trois urnes de couleurs différentes dans lesquelles il dispose les 32 cartes selon

une répartition dont il a le secret. Ainsi, la carte 1 est placée dans l’urne bleue, la

carte 2 dans l’urne blanche, la carte 32 dans l’urne rouge.

Puis il se retourne, et demande à un spectateur de choisir deux urnes, de tirer une

carte de chacune des deux urnes et d’annoncer la somme des deux nombres qui y

sont inscrits. Le magicien, toujours sans se retourner, annonce alors la couleur des
deux urnes dans lesquelles les cartes ont été puisées.

Quel est le contenu de chacune des urnes ?

431. La machine à tricoter des nombres

Problème n°351 du 11/11/03

’abord, on configure la machine en entrant dans son réservoir les «mailles»,

une suite de nombres entiers (positifs ou négatifs) choisis une fois pour toutes.

Elle est alors prête à l’emploi. À partir de tout nombre X appelé «maille flottante»,
la machine va permettre de tricoter un nouveau nombre :

•elle prend la première maille ;

•elle la multiplie par X et ajoute au résultat la deuxième maille ;

•elle multiplie le résultat par X et ajoute la troisième maille ;

•elle multiplie le résultat par X et ajoute la quatrième maille et ainsi de suite jusqu’à
la dernière étape où ;

•elle multiplie le résultat précédent par X et ajoute la dernière maille.

Le résultat final est le nombre tricoté.

Ainsi, sur notre machine, le nombre tricoté avec la maille flottante 1 est 2.

Le nombre tricoté avec la mailleflottante 7peut-il être un carréparfait ?
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432. Les terriers surpeuplés
Problème n°356 du 23112103

ans cette forêt vivent 135 lapins,qui logent à un ou plusieurs dans les nombreux

terriers qui peuvent les accueillir. Bien qu’aimant la vie en société, ils décident

un jour qu’il ne faut pas confondre proximité et promiscuité. Tous les terriers sur¬

peuplés, c’est-à-dire contenant plus de 15 lapins, feront donc l’objet d’une mesure

d’évacuation, à raison d’un terrier surpeuplé par jour.
Tous les lapins d’un terrier évacué doivent alors aller se loger dans des terriers dif¬

férents les uns des autres qu’ils choisissent totalement au hasard.

«Quel que soit leur choix, affirme Jeannot, le plus âgé d’entre eux, viendra le jour

où iln’y aura plus de terrier surpeuplé».

D

Jeannot a-t-il raison ? Et si laforêt était occupéepar 136 lapins ?

433. Croissance 2004

Problème n°357 du 27101104

ne population d’insectes a un rythme de croissance effrayant : au premier jan¬

vier 2004, elle comptait 2004 individus. Au 2 janvier, ce nombre était de 4009

(le double plus un). Au 3 janvier, il était de 12028 (le triple du nombre précédent,

plus un). Chaque jour de janvier, la population s’avère celle de la veille multipliée

par le quantième du mois et augmentée de 1.
En février, le principe est le même, mais avec un accroissement de deux unités au

lieu d’une : ainsi, la population du 1er février est celle du 31 janvier augmentée de

deux, la population du 2 février le double de celle du premier février plus deux, et

ainsi de suite jusqu’au 29 février où elle est égale à 29 fois celle du 28 février plus

deux. En mars, même principe, mais on ajoute 3, en avril on ajoute 4, etc. En

décembre, on ajoute 12.
Ces insectes ont l’habitude de voler en formations de 13 individus. Quand leur

nombre n’est pas un multiple de 13, ils s’arrangent pour que le nombre d’insectes

isolés soit le plus petit possible.

U

Combien d’insectes seront-ils isolés au soir du 31 décembre 2004 ?
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434. La limousine de la famille Ours

Problème n°365 du 24/02/04 ABC

ITAans la famille Ours, on a trois voitures : une limousine pour
J_-/Monsieur Ours, une voiture moyenne pour Madame Ours et une

petite pour Ourson Junior.Mais on n'utilise qu'un des trois garages à

chaque saison : A pour l’hiver,B pour la mi-saison, C pour l’été.
Monsieur Ours, très maniaque, tient à ce que les voitures, qu’elles
soient deux ou trois dans un des garages, soient toujours garées avec la

plus petite vers la sortie du garage et la plus grosse au fond.

À chaque changement de saison, on place les voitures dans le nouvel

emplacement, mais en respectant toujours la règle de rangement

(même pendant le temps d’un transfert).

I

Combien de manœuvres doit-onfaire au minimumpour déplacer les trois voitures?

Quelques années plus tard, la famille Ours s’est agrandie, mais le rite n’a pas varié.

Les voitures des parents et des sept oursons doivent toujours être garées de la plus
grande (au fond) vers la plus petite (vers l’extérieur), même pour des manœuvres.

Combien de manœuvres doit-on effectuer auminimumpourdéplacer les neuf voitures?

435. Quadrichromie
Problème n°371 du 06/04/04

Les œuvres de ce peintre à la mode, intitulées «quadrichromie» et suivies d’un

numéro et de sa signature, sont de conception très simple. Dans un canevas

immuable formé de 8 rectangles alignés et numérotés 1 à 8, il colorie chaque zone

rectangulaire en bleu (cyan), rouge (magenta), jaune ou noir. Chaque couleur est uti¬
lisée deux fois, et jamais dans deux rectangles adjacents.

Combien d’œuvres différentes, au maxi¬

mum,pourra-t-ilsigner «quadrichromie» ? I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 [ 8
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436. Faites laqueue,comme tout lemonde !

Problème n°376 du 11/05/04

't /ÿpersonnes (munies d’un numéro d’attente de 1 à 16) font la queue devant le

JLUguichet de laposte.Lapremière personne a mal rempli son formulaire,elle est

renvoyée en fin de queue par le guichetier.Tout se passe bienpour le deuxième client

qui s’en va satisfait,mais le troisième est à son tour relégué au bout de la file. Pas de

problème pour le quatrième, mais le cinquième est prié de revoir sa copie. Et ainsi

de suite... Un client sur deux, même quand il s’est déjà présenté, doit refaire la

queue.

Quel est le numéro d’ordre du client qui quittera en dernier le bureau deposte ?

Et s’ily avait au départ unefile d’attente de 100personnes ?

437. Les pions bicolores
Problème n°381 du 15/06/04

ur un damier 4x4, sont posés 16 pions réversibles

(une face blanche, une face noire).

Un joueur retourne les pions selon la règle suivante : à

chaque coup, il est obligatoire de retourner 3 pions en

même temps, et pas n’importe lesquels, puisqu’ils doi¬

vent se suivre sur une même rangée (ligne ou colonne).

Au départ du jeu, tous les pions présentent leur face

blanche.

S OOOO
OOOO
OOOO
OOOO

Est-ilpossible de parvenir à la position symétrique où tous les pions présentent

leurface noire ? Si oui, en combien de coups au minimum ?
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438. Les plus courts chemins

Problème n°86 du 20107104

iane et Alexis habitent dans une

ville où les voies de circulation

sont disposées selon un quadrillage

parfait (chaque «bloc» est un carré de

100 m de côté).

Pour se rendre chez son copain par

l’un des chemins les plus courts,

Dianeparcourt donc 1300 mètres.Elle

ne traverse jamais le square (représen¬

té en gris), réputé mal fréquenté, mais

n’hésite pas à emprunter les rues qui le longent.

D Alexis

Diane

Combien de chemins différents Diane peut-elle emprunter pour se rendre sans

détour ches Alexis ?

439. Les trois sœurs

Problème n°391 du 24/08/04

rois sœurs, Aline, Béatrice et Caroline sont invitées chez des amis, à 75 km de

leur domicile. Elles possèdent bien une motocyclette, mais une seule, limitée,

qui plus est, à deux places et à 30 km/h.

Aline est la seule à posséder son permis moto. Béatrice est une adepte du fond et

court invariablement à 10 km/h tandis que Caro peut marcher d’un bon pas 6 km/h,

mais déteste courir.

T

Partant en même temps de leur domicile, en combien de temps, au minimum,peu-

vent-elleparvenir chez leurs amis ?
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440. Intercalez la somme

Problème n°396 du 28/09/04

Tout commence, à l’étape 0,par la suite (de deux nombres) : 1,1.

Etape1: entre les deux nombres, intercalez leur somme : 1,2, 1.

Etape 2 : entre chaque couple de nombres consécutifs de cette nouvelle suite, inter¬

calez la somme : 1,3, 2, 3,1.
Encore une étape ? 1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1.

Combien de nombres aurez-vous écrits à l’issue de l’étape10 ?

Quelle sera alors la somme de tous ces nombres ?

441. Généalogie

Problème n°401 du 02/11/04

yÿans la famille «Nombre», le patriarche a pour prénom «Deux».

Première génération : «Deux» donne nais¬

sance à deux enfants prénommés «Quatre»
et «Trois».
Deuxième génération : «Quatre» donne

naissance à deux enfants prénommés

«Seize» et «Cinq», tandis que «Trois»

donne naissance à deux enfants prénommés
«Neuf» et «Quatre».
Et ainsi de suite : à chaque génération,

chaque «Nombre» donne naissance à deux 256 17 25 6 81 1016 5
enfants qu’ilprénomme du patronyme de son

carré et de son successeur.

2

4 3

16 5 9 4

Est-ilpossible que deux «Nombre» de la même génération portent le même pré¬
nom ?

134



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

442. Les deux meilleurs

Problème n°406 du 07/12/04

64 joueurs s’inscrivent à un tournoi de tennismath. Le tennismath se joue à

1 contre 1. Sa hiérarchie est impitoyable en ce sens que le meilleur joueur

l’emporte toujours,et que le jeu est «transitif» : si A est meilleur que B et B meilleur

que C, alors A sera meilleur que C.

Les organisateurs ont prévu 2 beaux prix, et ils désirent que les deux meilleurs en

bénéficient, sans toutefois que le tournoi dure trop longtemps.

Combien doivent-ilsfaire disputer de matches au minimum et comment doivent-ils

s’organiserpour être certains de connaître les deux meilleurs à l’issue du tournoi ?

443. Corvée de balayage

Problème n°411 du 11/01/05

On dispose un nombre N de pions sur un

damier 4 x 4, au plus un par case.

Un balayage horizontal consiste à ramasser

tous les pions d’une ligne, un balayage ver¬

tical tous ceux d’une colonne.

Pour quelle valeur maximum de N est-on

sûr d’éliminer tous les pions en deux
balayages horizontaux et deux verticaux ?
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444. Le festin de l’araignée
Problème n°416 du 15/02/05

cinq trous sont disposés dans un mur, de façon que les distances de deux quel¬

conques d’entre eux ne soient jamais identiques. Dans chacun, une araignée
veille.

Aumatin, chacune des araignées sort de son trou, se dirige vers le trou le plus proche
et y reste un bon moment dans l’espoir d’y trouver de la nourriture.

Est-ilpossible qu’elles se retrouvent à nouveau toutes les cinq dans cinq trous dif¬
férents ?

Et s’ily avait au départ six trous et six araignées ?

445. L’onde verte

Problème n°421 du 22/03/05

T ’avenue de la République comporte quatre carrefours espacés successivement
JL/dans le sens Sud-Nord de 600 m, 400 m et 500 m et dont les feux sont parfaite¬
ment synchronisés : en partant du premier carrefour au moment où le feu passe au

vert, et en roulant à 40 km/h, on bénéficie de «l’onde verte», c’est-à-dire que le feu

passe au vert dès qu’on arrive à chaque carrefour.

Le cycle de feux,d’une durée totale d’une minute,est le même aux quatre carrefours.
La durée du feu vert est calculée de telle sorte qu’un automobiliste dépassant, même

légèrement, la vitesse limite de 50 km/h se heurte obligatoirement à un feu orange ou

rouge à l’un des carrefours.

Quelle est la durée dufeu vert ?

Dans le sens Nord-Sud, les choses sont moins idéales puisque l’excès de vitesse est

possible. Un automobiliste peut encore franchir les quatre carrefours en ne rencon¬

trant que des feux verts à une vitesse constante de l’ordre de 50 km/h.

Dans quellefourchetteprécisément doit être comprise cette vitesse ?

136-



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

446. La feuille d’émargement

Problème n°426 du 26/04/05

T es 130 participants à cette compétition portent des numéros de 1 à 130.En arri-
J__/vant sur les lieux, ils inscrivent leurs numéros dans les cases successives de la

feuille d’émargement, dans l’ordre où ils se présentent. Ainsi, les 10 premiers

nombres sont les suivants :

8 14 99 110 31 5 66 43103 21

Les 130 premières cases sont ainsi remplies, aucun concurrent ne manquant à l’appel.
Une fois le départ donné, le préposé à la feuille d’émargement, désœuvré, imagine la

procédure suivante : il raye les deux premiers nombres et écrit leur somme (il dispose
d’une calculatrice) dans la première case disponible, à la suite du dernier.Ilraye alors

les deux premiers nombres nonrayés et écrit encore leur somme dans la première case

disponible.Il recommence ainsi pendant un bon moment... jusqu’à ce qu’il ne reste

plus que deux nombres.Il les raye et inscrit leur somme dans la case suivante.

Quel est ce dernier nombre ? Quelle est la somme de tous les nombres inscrits
(rayés ou non) sur lafeuille d’émargement ?

447. Le jeu des 30 pions
Problème n°431 du 31/05/05

Alpha et Bêta sont des stratèges de première force, ils ne commettent jamais d’erreur.

Ils viennent d’inventer un jeu qui se joue avec 30 pions qu’ils disposent sur une table.

Alpha choisit un nombre de pions de son choix (au moins 1, au plus 15) et l’ôte de

la table. C’est alors à Bêta de jouer, puis à Alpha, puis à Bêta et ainsi de suite...
Chaque joueur enlève à son tour un nombre de pions de son choix, au moins 1et au

plus un de plus que le nombre que vient d’enlever son adversaire au tour précédent.

Le vainqueur est celui des joueurs qui a ôté le dernier pion.

Qui sera déclaré vainqueur ? Sic’estAlpha, combien depions doit-ilenlever à son

premier tour de jeu ? Si c’est Bêta, quelle doit être sa stratégie ?
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448. Les quatre objets et la balance
Problème n°436 du 05/07/05

es quatre objets sont bien reconnaissables, et s’ils pèsent tous autour du kilo¬

gramme,deux quelconques d’entre eux n’ont pas lamême masse. Votre mission,
si vous l’acceptez : donner la liste de ces quatre objets, du plus léger au plus lourd,

parmi les 24 ordres possibles. Pour vous aider, vous disposez d’une balance à deux

plateaux, qui, lors de chaque pesée, penchera du côté de l’objet le plus lourd.

L

À Vissue de combien de pesées, au minimum, êtes-vous sûr(e) de pouvoir ordon¬

ner les quatre objets ?
Les choses se corsent : vous disposez toujours de quatre objets,mais certains d’entre

eux peuvent avoir des masses identiques.
Combieny a-t-ilcettefois de situationspossibles ? À Vissue de combien depesées,
au minimum, êtes-vous sûr(e) depouvoir indiquer dans laquelle des situations on

se trouve ?

449. La ronde des pions
Problème n°441 du 09/08/05

A utour de cette grande table circulaire, sont creusées 32 alvéoles numérotées
xY(dans le sens contraire des aiguilles d’une montre) de 1 à 32. Au début de la

ronde, dans chaque alvéole, se trouve un pion portant le numéro de l’alvéole (posi¬

tion 1). À chaque tour, les pions avancent simultanément. Chaque pion avance tou¬

jours du même nombre d’alvéoles, celui qui est indiqué sur son numéro de pion.Il

peut naturellement y avoir à un instant donné plusieurs pions dans la même alvéole.

La ronde se termine après la position 32. Lors du mouvement suivant cette dernière

position, chacun se retrouvera à sa position initiale (position 33 = position 1).

Lors de la ronde, chaque pion s’enrichit à chaque position d’1 € par pion (lui com¬

pris) sur son alvéole.

Lors de la ronde, chaque fois qu’une alvéole accueille un pion, elle s’enrichit d’1 $.

Quel sera lepion leplus riche ? Combien aura-t-il d’euros ?

Quelle sera l’alvéole laplus riche ? Combien aura-t-elle de dollars ?

138



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE» 301- 500

450. À la manière de Paul Klee

Problème n°446 du 13/09/05 Bmffl
BBBBour réaliser un tableau «à la manière de Paul Klee», dessi¬

nez d’abord un quadrillage régulier 6x6,puis, divisez cer¬

tains carreaux en deux, en trois ou en quatre, selon l’un des

modèles ci-contre. Vous devez alors colorier les cases du qua¬

drillage irrégulier ainsi formé à l’aide de trois couleurs : bleu

foncé, bleu clair et gris. Attention, deux cases qui se touchent

par plus qu’un sommet ne doivent pas être de la même couleur !

P

ï

Le coloriage est-il toujourspossible ? Dans le cas du tableau ci-contre, quel est le
nombre minimum de cases que vous devrez colorier en gris ?

451. Le jeu du partage

Problème n°451 du 18/10/05

T'Xes amis se retrouvent un soir chez l’un d’entre eux pour jouer au «jeu du parta-

J_-/ge», un jeu très simple qui se joue à l’aide d’un ordinateur programmé pour

afficher aléatoirement deux nombres. Les participants (ils sont entre dix et trente)

s’installent autour d’une grande table dont les places sont numérotées.

On fixe le nombre de coups, on paramètre le logiciel et la partie peut commencer.

Chacun contribue (une fois pour toutes) à la cagnotte en misant la même somme* et

n’a plus rien devant lui.

Puis le programme informatique affiche les numéros de deux des joueurs : ces der¬

niers se partagent la cagnotte (chacun enprend la moitié). Onrelance le programme:

les deux nouveaux joueurs désignés se partagent leurs avoirs (si l’un d’eux n’avait

rien devant lui,il reçoit la moitié de ce que possède l’autre). On recommence autant

de fois qu’on l’a décidé au départ. Chaque fois, les deux joueurs concernés mettent

leurs avoirs en commun et se les partagent. À la fin de la partie, coïncidence éton¬

nante, chacun a récupéré exactement sa mise de départ.

Combien lesjoueurs étaient-ils ce soir là ? 1*) Le groupe d’amis a pris l’habitude de

miser 102,40 €,car cette somme se partage aisément en deux de nombreuses fois.
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452. Les 1000 jetons
Problème n°456 du 22/11/05

T Tnjeu compte 1000 jetons portant des numéros séquentiels à trois chiffres

Ude 000 à 999.

,allant

Le fabriquant veut les répartir dans 50 boîtes, numérotées elles aussi, de telle sorte

que chaque jeton soit dans une boîte dont le numéro (à deux chiffres) est obtenu en

supprimant exactement un chiffre du numéro du jeton (sans en changer l’ordre).

Est-cepossible ?

Si oui, commentfera-t-il ?

453. Loto-ku

Problème n°461 du 29/11/05

OO O OA u jeu de Loto-Ku, on n’utilise que quatre types de

/Ajetons marqués 1, 2, 3 ou 4.

Les joueurs tirent des jetons et les posent sur leur grille
selon une unique règle : tout carré de 2 cases sur 2 doit

contenir un exemplaire de chaque type de jeton.
Le vainqueur est le premier à remplir complètement sa

grille en respectant la règle.

O © © O
© OO ©

o,OO O
Les enfants jouent avec des grilles 4x4.

Le plus observateur d’entre eux remarque qu’à la fin de la partie, sur la grille du

vainqueur figurent toujours quatre jetons différents aux quatre coins (cases grises),

Est-ce obligatoire ?

Les adultes jouent avec des grilles 6x12.

La constatation reste-t-elle vraiepour de telles grilles ?
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454. Les cent cartes

Problème n°466 du 31/01/06

Çÿur les faces de cent cartes, on a inscrit les entiers de 1 à 100.

Un magicien les mélange, puis en retourne 25, qu’il place en carré (cinq lignes et

cinq colonnes).

Il demande alors à un spectateur de déplacer les cartes de chaque ligne de manière à

les classer par ordre croissant, de la gauche vers la droite.
Il demande ensuite àun deuxième spectateur de déplacer les cartes de chaque colon¬
ne de manière à les classer par ordre croissant, de haut en bas.

C’est là qu’il faut l’applaudir. Car,malgré le dérangement, les cinq lignes sont enco¬

re classées par ordre croissant sans avoir besoin d’y toucher.

Pourquoi laperformance du magicien n’est-ellepas si extraordinaire ?

455. La recette du sept

Problème n°471 du 07/07/06

renez un nombre entier, par exemple 46732. Amputez-le de son chiffre des uni¬

tés,il reste 4673.

Soustrayez alors le double du chiffre des unités enlevé :

4673 -2 x 2 = 4669

Recommencez avec le nouveau nombre :

466 - 2 x 9 = 448

Et encore, jusqu’à obtenir un nombre à 2 chiffres :

44 - 2 x 8 = 28

Ce nombre est un multiple de 7 ? C’est que le nombre de départ l’était : effective¬

ment, 46 732 = 7 x 6 676.

P

Pourquoi cela marche-t-il ?

Sauriez-vous imaginer, dans le même esprit, une «recette du treize» ?
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456. En noir et blanc

Problème n°476 du 11/04/06

T'Xes pions réversibles (une face blanche,une face noire)

JL/sont posés sur cinq cases numérotées de 1 à 5.

Un «coup» consiste à partir d’une case, dans le sens

indiqué par la flèche, et à retourner les pions un à un, s-

dans l’ordre, jusqu’à la transformation d’un pion L
blanc en pion noir. 1
À partir de la position indiquée sur le dessin, on joue

5 coups,enpartant successivement de la case 1,puis de

la 2, de la 3, de la 4 et enfin de la 5.

2

'3 1

54

Quelleposition des 5pions retrouve-t-on à l’arrivée ?
Peut-onprévoir le résultat des cinq coups, quelle que soit laposition de départ ?

457. La roue de la fortune

Problème n°481 du 23/05/06

Une «roue de la fortune» est un cercle sur lequel les
nombres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sont

rangés de manière que la différence entre deux nombres

voisins soit 3, 4 ou 5. /

€>

m
Complétez la figure ci-contre pour qu’elle représente
une roue de lafortune.

Peut-on ranger les nombres deO à9 sur un cercle de maniè¬

re qu’ils vérifient la mêmepropriété ?
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458. Les jetons

Problème n°486 du 27106106

Étape 0 : Posez les jetons 0 et 1aux deux extrémités d’un segment.

Étape 1 : Posez au milieu de chacun des deux segments un nouveau jeton où figure
la somme des jetons présents à ses extrémi¬

tés.

Étapes suivantes :Posez au milieu de chacun

des segments délimités par des jetons un

nouveau jeton où figure la somme des jetons

présents à ses extrémités.

# -©

#m
<§>—@—#—#—<§>

Quelle est la somme des jetons posés après
Vétape 8 ?

459. Un jeu d’enfant !

Problème n°491 du 01/08/06

T'Veux enfants disposent d’un cube de carton blanc et d’un crayon de couleur cha-

.L/cun (le premier a un crayon rouge, le deuxième un crayon bleu).

à tour de rôle, chacun colorie dans sa couleur trois arêtes du cube. Celui qui réussit

à Colorier les quatre arêtes d’une même face a gagné.

Lepremier joueur a-t-il une stratégie gagnante ?
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460. Kitoudouble

Problème n°496 du 05/09/06

e jeu de Kitoudouble se joue seul.Il comporte des cartes «double» et une carte

«quitte».
Le joueur part avec un capital de 30 jetons, en mise un nombre de son choix et

retourne la première carte du paquet. Si c’est la carte «quitte»,il a perdu sa mise, si

c’est une carte «double», il gagne le nombre de jetons misés. Il recommence tant

qu’il reste des cartes dans le paquet.

Le joueur veut être certain,en choisissant convenablement ses mises,et quel que soit

l’ordre des cartes, de terminer avec une certaine somme appelée objectif.

L

\
•Il V i%

ü

S’il y a en tout deux cartes (une «quitte» et une «double»), quel est l’objectif

maximum que le joueurpeut être sûr d’atteindre ?

Et l’objectifmaximum avec trois cartes (une «quitte» et deux «double») ?

Quelest l’objectifmaximum que le joueurpeut être certain d’atteindre avec quatre

cartes (une «quitte» et trois «double») ?
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Graphes&algorithmes

SOLUTIONS

421.Le circuit de la tour

RJVoici l’un des circuits possibles de la tour.

EE3 Christian ROMON (78420 Carrières sur Seine) et Jean

BOURLES (Bruxelles) élargissent le problème et proposent tous

deux une recherche systématique de toutes les solutions. Partant
duprincipe qu'il n'y a que deuxfaçons de joindre lespoints A et

B, «par leNord» (dessinsNI et N2), et deux «par le Sud» (des¬
sins SI et S2), auxquelles on ajoute leurs symétriquespar rapport

à la diagonale (d) :N'1, N'2, S'1, S'2, leur combinaison fournit
16 solutions, ou 8, à une symétrieprèspar rapport à (d).

3
pisi

H
NI N2 SI S2

422. le chamboule-tout
On peut renverser 21boîtes (en grisé sur le dessin) en heurtant la troisième et la
sixième boîte de la rangée du bas.

On ne pourra jamais faire tomber 2003 boîtes d’un coup.
On a représenté sur chaque boîte le nombre de boîtes qu’elle entraîne dans sa

chute.
On remarque que les nombres inscrits sur chaque diagonale sont les multiples
des entiers successifs. 2003,nombrepremier (iln’apas de diviseur autre que
1et lui-même),ne pourra apparaître qu’en ligne 2003.

EGuy CHATY(Paris)fait remarquer que «les boîtes abattues
d'un coup sont représentées par un parallélogramme et leur
nombre est leproduit de ses côtés»;MichelMENGUALpropo¬
se,pour renverser un maximum de 21 boîtes sur un empilement de sept étages, défaire tom¬

ber les deux boîtes adjacentes à celle du milieu, et Christian ROMONfait, lui, une recherche
systématique du nombre de boîtes renversées après un ou deux impacts.

1

2 ?

T 34

4 ü 6 4

I § 9 8 5
S

T_Î8

rti
1012 12

V5 16 15 12
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423.La machine à créer Des nombres
Tous les nombres de la liste sont des entiers.
On le montre en remarquant que chaque nombre de la liste est obtenu en multipliant par quatre celui
qui le précède de deux rangs et en retranchant de ce produit celui qui le précède de quatre rangs. Ce
résultat s’établit mathématiquement en utilisant une démonstration «par récurrence», c’est-à-dire de
proche en proche.

13 Tous les lecteurs intervenus sur ce sujet ont voulu aller plus loin:C. BROERE (La Haye)
calcule jusqu'à quinze termes de la suite, avec différentes valeurs initiales, J-L .FOULLEY
expose une relation donnant chaque terme de la suite enfonction seulement des deux qui le
précèdent: jU2p + 1 = 2 X U2p - U2p -

U2p = 3 X U2p - 1 - U2p - 2

P.MAES (91210Draveil) donne d'intéressantesprécisions entre autres sur d'autres séquences
de trois nombres conduisant à des suites entières.Ilcitepar exemple 2,1,1et3,2,1ou2,2,2.
C.ROMONdonne une démonstration exhaustive de laformule liant un termes auxprécédents
et B. TREPS (Paris) reste sur une interrogation:quelles conditions doivent satisfaire les trois
premier éléments de la suite pour que tous les suivants soient des entiers ? M.DAVID (74200

Thonon les Bains), à travers une recherche trèspoussée, y répond en grandepartie enpréci¬
sant que si lepremier terme de la suite est1, les seuls cas où la suite estformée d'entiers sont:
1, 1,1;1,1, 2;1, 2, 3;1, 2,1;1, 3, 2 et bien sûr leurspermutations.

424.La bande des quatre

Ily a 8 façons de superposer les quatre vignettes.
On peut les dénombrer en faisant la liste des ordres possibles (10-20-30-40, 10-20-40-30,
10-30-40-20, 10-40-30-20, 20-10-30-40, 20-10-40-30, 30-10-20-40, 30-20-10-40).
Il est à remarquer que chaque permutation se lit aussi dans l’autre sens : ainsi, l’ordre 40-30-20-10
correspond-il à la même façon de plier que 10-20-30-40.
Ily a 40 façons de superposer les cinq vignettes.
Pour chaque façon de plier la bande des quatre, on dispose de cinq positions pour la vignette d’un
Euro (classique problème d’intervalle !).D’où le résultat : 5 x 8 = 40.

3ChristianROMONfait remarquer que, dans le cas de cinq vignettes, iln'y a 40 superposi¬
tionspossibles que si l'on a le droit de «froisser » la vignette de 1€ pour l'insérer entre deux
autres. Si tel n'estpas le cas, ilne reste que 35possibilités.

425.Rencontres du troisième type

La population peut se réduire à des cinglés si la différence d’effectif entre les aventuriers et les
bourgeois est unmultiple de 3 (et si lapopulationne se réduit pas à un des deux premiers types).
Lors d’une «rencontre», deux cas peuvent se produire :

- les effectifs des populations d’aventuriers et de bourgeois diminuent conjointement d’une unité ;
- l’une diminue d’une unité tandis que l’autre s’accroît de deux unités.
La différence ne bouge pas, ou varie de trois unités.Elle ne pourra devenir nulle que si c’était déjà au

départ un multiple de 3.
Réciproquement, si cette différence est unmultiple de 3 au départ, on pourra toujours s’arranger pour
que les deux effectifs deviennent égaux. Par exemple, pour des effectifs (a, a + 3x, c), on passe à
(0,3x,c+ 2a) par a confrontations d’aventuriers et de bourgeois,puis k(x,x,c+x + 2a) par x confron¬
tations de bourgeois et de cinglés, enfin à (0,0, c + 2a + 3x) par x confrontations d’aventuriers et de
bourgeois. On peut remarquer que l’ordre des confrontations étant indifférent, on peut, si on

«manque» de cinglés, au lieu d’opérer complètement la deuxième phase, alterner des confrontations
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de la deuxième phase et de la troisième phase.
El Solution simple de C.ROMON.

426. Les quarante voleurs et la balance
Il faudra au plus quarante-quatre comparaisons pour déterminer les deux plus lourds et qua¬
rante-neuf pour déterminer les trois plus louds.
•Joute 1 (pour désigner le chef) : on fait monter les voleurs deux à deux sur la balance selon une pro¬
cédure comparable à un tournoi par élimination. On s’arrange pour qu’il en reste trente-deux à l’iss-
sue du premier tour en exemptant vingt-quatre voleurs de ce tour.Il en reste ensuite seize à l’issue du
deuxième tour,huit à l’issue du troisième, quatre à l’issue du quatrième,deux à l’issue du cinquième
et un à l’issue du sixième : le chef ! Trente-neuf comparaisons ont eu lieu jusque là (autant que de

voleurs éliminés).

•Joute 2 (pour désigner le sous-chef) : ce dernier fait forcément partie des six voleurs éliminés par le
chef lors de la première joute (cinq si le chef a été exempté du premier tour). Cette joute se déroule
dans un ordre bien précis : Arsène, éliminé au premier tour par le chef, rencontre Bonnie, éliminé au

deuxième tour. Le vainqueur rencontre Clyde éliminé au troisième tour. Le vainqueur rencontre

Dalton, éliminé au quatrième tour, etc... jusqu’à trouver le plus lourd des six : le premier adjoint,
déterminé en cinq (ou quatre) comparaisons.

•Joute 3 : on cherche quin'a été battu par personne d'autre que le premier adjoint.Le troisième poids
se trouve parmi les voleurs éliminés par le premier adjoint lors de l’une des deux premières joutes. Si
l’adjoint est Arsène, il y a donc cinq postulants, si c’est Bonnie, il y en a éventuellement un de plus
(le voleur éliminé par Bonnie lors de la première joute). Si c’est Clyde, les postulants sont les deux
voleurs éliminés par Clyde lors de la première joute et les quatre éliminés par Clyde dans la deuxiè¬
me joute. Et ainsi de suite : dans chaque cas, le nombre de voleurs éliminés dans la première joute
augmente, celui des voleurs éliminés dans la deuxième joute diminue, le total reste au plus six ! Cinq
comparaisons, au plus, seront nécessaires.

E Remarques clairvoyantes de Philippe BLONDEL (92190 Meudon) et Michel SZWARC-
BAUM (Paris), dénombrement établi par récurrence pour C. ROMON.
Certains lecteurs cependant ontpu nepas tenir compte de l'ordre trèsparticulier dans lequel
s'est déroulée la deuxième joute.

All.Casino privé

Il y avait six joueurs au début de la partie.
Lors de chaque coup, s’il y a N joueurs, et si le banquier gagne, il ramasse (N-l) jetons tandis que
les autres en perdent 1. C’est le contraire si le banquier perd. Dans tous les cas, la différence de for¬

tune entre deux joueurs varie d’un multiple de N.

•Jeu àN joueurs : la différence de fortune entre Alain et Babette passe de 0 (au début) à-12 quand
Alain est éliminé. C’est que 12 est un multiple de N.

•jeu à (N-1) joueurs : la différence de fortune entre Babette

et Charlotte passe de-12 (après l’élimination d’Alain) à + 23.
C’est que 35 est multiple de (N-l).

Parmi les nombres au moins égaux à 3, seulN= 6 vérifie ces

deux conditions.
E C.ROMONcite un exemple de déroulement de la
partie:

banquier CA B D E F
12 12 12 12 12 12

13 13 13A perd 7 13 13

14A perd 2 14 14 14 14

C gagne 1 13 19 13 13 13
C gagne 0 2412 12 12 12

B gagne 7 fois 40 17 55 5
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428.La tombola du club
Pour un nombre pair de joueurs,il est toujours vrai que plus de la moitié des mises sont rem¬

boursées. Ce n’est pas forcément le cas avec un nombre impair de joueurs.

•S’il y a un nombre pair 2n de petits papiers, classons les gains du plus grand Gj au plus petit G2n.
Alors,pouri< n,on peut écrire G(. < G;. + G2n < G;+ G2n _

t < ... < G(. + G2n+
Si G; + G2n+li<5, toutes ces sommes correspondraient à des gains, et on aurait mis en évidencei
gains plus grands que G(. .Or,iln’en existe quei-1 (les valeurs G[ à Gf_ j).
Donc G(. + G
grande que 2,5 et donc que plus de la moitié des mises sont remboursées.

•S’il y a un nombre impair 2n + 1de joueurs, le raisonnement précédent s’applique à tous les couples de

gains G;+ G2n+ 2
_ ., mais pas au gain médian Gn + v On peut alors montrer que Gn+ j > 2,5 si n>. 2.Il

existe alors un seul cas ou le gain médian peut faire baisser la moyenne, le cas n = 1. Ainsi, avec trois

joueurs, onpourrait imaginer trois papiers sur lesquels sont marqués les nombres 1,35 €,2,35 €,3,70 €.

S C'est à Max DAUCHET (Paris) qu'on doit l'étude et la démonstration complète du cas n

impair.

-i

> 5 et en groupant les gains deux à deux, on constate que leur moyenne est plus2n + 1-i

429.La planche de timbres

•Il faudra au minimum 12 découpes, et même 11découpes si l’une des dimensions de la

planche est une puissance de 2 (16 x 125 ou 8 x 250 ou 4 x 500 ou 2 x 1000 ou 1 x 2000).

Dans chaque sens (longueur et largeur), on fera n découpes s’il y a 2" timbres selon cette dimen¬
sion, (n + 1) découpes si le nombre de timbres selon cette dimension est compris entre (1+ 2") et

2" + 1.On ne peut faire mieux car une découpe multiplie au plus par deux le nombre de

«morceaux». Ainsi, le nombre de découpes est-il le suivant selon la forme de la planche :
Nombre de découpes

11 +0 = 11
Dimensions

2000 x 1

1000 x 2

500x4
250x8
125 x 16
400x5
200 x 10
100 x 20

50x40
25x80

* Dans le cas où on peut plier la planche, 4 découpes suffisent ! Et même moins pour une

planche 2 x 1000 (3 découpes) ou 1 x 2000 (2 découpes) ! Voir figure ci-dessus.

Il suffit, avant la première découpe, de plier la planche selon le schéma ci-contre. On formera, après
le coup de massicot central, des planches de largeur 1 ou de largeur 2 qu’un seul coup de massicot
ramènera à la largeur 1. On fait alors de même selon l’autre dimension.

10+ 1= 11
9 + 2= 11
8 + 3= 11
7 + 4= 11
9 + 3 = 12

8 + 4= 12
7 + 5 = 12
6 + 6= 12

5 + 7 = 12

430.Les trois urnes et le magicien

1est dans l’urne bleue,32 dans la rouge,les nombres de 2 à 31dans la blanche.

On remarque : 32 (rouge) + 1 (bleue) = 2 (blanche) + 31, ce qui impose 31 dans la blanche.
Puis 32 (rouge) + 2 (blanche) = 31 (blanche) + 3 : 3 est dans l’urne blanche ou rouge.

•Si 3 est dans l’urne rouge, on montre succcessivement que :
5 = 2 (blanc) + 3 (rouge) = 1 (bleue) + 4 ,d’où 4 est dans l’urne bleue.
7 = 3 (rouge) + 4 (bleue) = 2 (blanche) + 5, d’où 5 dans l’ume blanche
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9 = 5 (blanche) + 4 (bleue) = 3 (rouge) + 6, d’où 6 dans l’urne rouge...
Et ainsi de suite,on montre que les nombres sont alternativement dans les urnes bleue,blanche,rouge,
bleue,blanche,rouge,... et ainsi de suite. 30 serait dans la rouge, 31dans lableue, 32 dans lablanche,
ce qui est contradictoire.
•Donc 3 est dans l’urne blanche.
Alors, aucun nombre autre que 32 ne peut être dans l’urne rouge. En effet, siN < 32 est dans l’urne
rouge, 2 (blanche) + N (rouge) = 1 (bleue) + (N + 1) impose (N + 1) dans la bleue.
3 (blanche) +N(rouge) = 2 (blanche) + (N+ 1) (bleue) est alors contradictoire.
Aucun nombre autre que 1 ne peut être non plus dans la bleue. En effet, siN> 1 est dans la bleue,
N (bleue) + 31 (blanche) = (N- 1) + 32 (rouge), donc (N- 1) rouge, ce qui est contradictoire avec la

remarque précédente.
- Si le total est 33, le magicien annoncera : «urnes bleue et rouge»

-Si le total est supérieur à 33, le magicien annoncera «urnes blanche et rouge»

-Si le total est inférieur à 33,il annoncera «urnes blanche et bleue».
El François ROUSSEAU (78000 Versailles), trouvant que le disposition proposée va être
éventée trop rapidement,propose une répartition moins visible:
•des multiples de trois +1dans l'urne bleue,

•les multiples de trois + 2 dans l'urne blanche,

•les multiples de trois dans l'urne rouge.
Ainsi, à l'annonce de la somme, il suffit de connaître son reste dans la divisionpar troispour

identifier les urnes.

431.La machine à tricoter des nombres
Iln’est pas possible de tricoter un carré parfait avec la maille flottante 7.
7 ayant le même reste que 1 dans la division par 6, le nombre tricoté par 7 aura également le même
reste que celui tricoté par 1dans la division par 6 (les étapes de la machine à tricoter, qui ne sont que
des additions et des multiplications, ont le même effet sur ce reste).

Le nombre tricoté par 7 aura donc 2 pour reste dans la division par 6.
Or, les seuls restes possibles des carrés d’entiers dans la division par 6 sont 0, 1, 3 et 4.

E Onpeut aussi, comme l'afait C.ROMON, étudier les restes des nombres « tricotés » dans
la divisionpar 3.

432. Les terriers surpeuplés

Avec 135 lapins, la situation finira forcément par se stabiliser.
Mais pas obligatoirement avec 136.

•Imaginons que chaque matin, tous les habitants d’un même terrier se disent mutuellement «bon¬
jour». Si les n habitants d’un terrier surpeuplé émigrent dans n terriers contenant respectivement

a,, a2,av a4, ... ,an lapins, le nombre de «bonjour» échangés le lendemain matin aura :

n(n-l)
- diminué de (au moins égal à 120,puisque n > 16) ;

2

- augmenté de a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an, (au plus égal à 135- 16 = 119).

Ce nombre, diminuant strictement, finira forcément par se stabiliser, sous peine de devenir négatif.

•En revanche, avec 136 lapins, on peut imaginer une errance illimitée des lapins, si,par exemple, la
disposition du premier jour est 16, 15, 14, ..., 3, 2, 1 et si les lapins du terrier évacué investissent en

priorité les terriers déjà occupés.
E Solution très détaillée de C.ROMON.
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433.Croissance 2004
12 insectes seront isolés au soir du 31décembre.
Le 26 décembre, le nombre d’insectes est un multiple de 26 plus 12.Il admet donc 12 pour reste

dans la divisionpar 13.

Le 27 décembre, le nombre d’insectes admet le même reste que 27 x 12 + 12 dans la division par

13, soit celui de 1 x 12 - 1, soit 11.
Le reste au 28 décembre est celui de 28 x 11+ 12, soit 2 x 11-1, soit 8.
Le reste au 29 décembre est celui de 29 x 8 + 12, soit 3x8-1,soit 10.

Le reste au 30 décembre est celui de 30 x 10 + 12, soit 4x10-1,soit 0.

Enfin, le reste au soir du 31 décembre est celui de31x0+12, soit encore 12.

434.La limousine de la famille Ours A B C
7 manœuvres sont nécessaires pour 3 voitures (voir schéma),

511pour 9 voitures.

•Plus généralement, si dn déplacements sont nécessaires pour n

voitures,pour en déplacer n + 1il faudra dn déplacement pour
passer les n premières voitures de A enB,un de plus pour ame¬

ner la dernière voiture en C et dn autres pour amener les n voi¬
tures de B en C. Ainsi, la relation dn +l-

2dn+ 1,permet de

déduire que dn= 2"- 1.

G
M
P

r 17
M P

172 G P
3 G M

P
T TT M

P
5T T" G M
F P TT

M
177
M
P

435. Quadrichromie
864 œuvres différentes obéissent à la règle de construction des «quadrichromie».
En appelant A la première couleur rencontrée,B la deuxième, C la troisième,D la quatrième,
les possibilités sont :

AB- A- B - CDCD
- C - B -

1

DCD 2
CDD - B 3

- DC 4
C BD 5

6- DB
7C - A - BDCD

CDBD
D - B - CD

8
9

DC 10

C - BD 11

DB 12
13 à 18 obtenues en échangeant A et B dès le

milieu de 7 à 12

19 à 24 : les 6 permutations de BCD

25 à 30 : les 6 permutations de ACD
31 à 36 : les 6 permutations de ABD

Il ne reste plus qu’à remplacer A,B, C,D par les 24 permutations possibles des 4 couleurs.

B

D - A

B
C
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Résultat : 24 x 36 = 864.
El GillesDUPIN(Paris) résout leproblèmepar dénombement ensembliste en utilisant lafor¬
mule de Poincaré, qui donne le cardinal d'une réunion d'ensembles.Ilenfait même une géné¬

ralisation à un canevas formé de 2n cases colorié avec n couples de couleurs.

436.Faites la queue, comme tout le monde !
Avec 16 personnes, le numéro1quittera le bureau le dernier.
Ce résultat est vrai plus généralement si le nombre de personnes est une puissance de 2.
Avec 100 personnes, c’est le numéro 73 qui quittera le bureau en dernier.
L’idée est de savoir quel sera le premier de la file d’attente lorsqu’il restera un nombre de clients

qui est une puissance de 2, soit 64. À ce moment, 36 personnes auront été libérées et 36 reléguées.
Le premier de la liste est bien le numéro 73.

437.Les pions bicolores
Il est impossible de retourner tous les pions.
Pour le prouver, numérotons les cases de l’échiquier à l’aide des trois chiffres
successifs 0, 1,2, et appelons B0,Bp B2 le nombre de pions présentant leur face
blanche et situés sur les cases de numéros respectifs 0, 1 et 2. Au départ, ces

nombres sont égaux à 6, 5 et 5.
Chacun des 16 coups possibles permet de retourner un pion situé sur une case

portant chaque chiffre. Les nombres B0,Bp B2 augmentent ou diminuent donc

d’une unité lors de chaque coup, ce qui signifie que les différences entre ces
nombres gardent la même parité.La différence entre B0 et Bj étant impaire au départ, elle restera

impaire.

B0 et B j ne peuvent être simultanément nuis !
E Onpeut, comme le suggère C.ROMON, aller plus
loin et identifier les pions non retournés dans
quelques casparticuliers:

•S'il n'en reste qu'un, il est nécessairement à un des
quatre coins;

•S'il en reste deux, ils sont nécessairement, aux rota¬

tionsprès, dans lespositions du dessin.

0 1 2 0

1 2 10

2 0 1 2

0 1 2 0

Y
W

( \ 'y~\

v y y

438.Les plus courts chemins

Diane peut emprunter 797 chemins différents.
L’idée consiste à remarquer qu’on ne peut par¬
venir à un nœud X que par deux nœuds Y et Z. y

Le nombre de chemins arrivant en X est alors
la somme du nombre de chemins arrivant en Y
et du nombre de chemins arrivant en Z.
On construit selon ce modèle un graphe sur

lequel on inscrit, à chaque nœud, la somme des nombres
inscrits sur les nœuds qui y mènent.
Le nombre de façons de parvenir jusqu’à Alexis est

432 + 365 = 797.
E Solution très détaillée de Antoine WEHENKEL (Luxembourg).

6 11 16 36 92 212 432 Alexis

X

a 20 56 120 220 3655 5 5

4 15 36 _64 100 145

jï _10 21 28 _36 45

2 3 4 6 7 8 95

Diane 1 1 1 1 1 1 1
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439.Les trois sœurs
Le trajet a duré 4 heures 30.
Dans un premier temps, t, Aline prend Caro à l’arrière tandis que Béa se met à courir.
Au kilomètre 30t, elle dépose sa sœur qui continue de son meilleur pas, et retourne à la rencontre de
Béa qu’elle rejoint au temps 31/2 et au kilomètre 151(puisque la moto va trois fois plus vite que Béa).

Pendant ce temps, Caro, qui a parcouru 31kilomètres à pied, est au kilomètre 33t.
La deuxième partie du trajet dure un temps s,au bout duquel les 3 sœurs arrivent enmême temps chez

leurs amis, s est donc à la fois égal à (75 - 33t)/6 et à (75 - 15f)/30.

On en déduit t =2 heures, et donc s = 1heure 30.
Le trajet total a duré 4 heures et 30 minutes.

El Solutions optimales de M.MENGUAL et C.ROMON.

440. Intercalez la somme
A l’issue de l’étape 10, 1025 nombres auront été écrits,nombres dont la somme est égale à
59050.

•Pour trouver le nombre Xn d’éléments de la suite à l’issue de l’étape n, on remarque que s’il existe

Xn éléments,il y aura Xn- 1 intervalles. Le nombre d’éléments à l’issue de l’étape (n+ 1) sera

donc : Xn+1 = Xn + (Xn- 1), ce qui peut s’écrire : Xn+ j - 1= 2 (Xn- 1)

La suite (Xn- 1) est une suite géométrique de raison 2 qui prend la valeur 1pour n= 0.

On a donc (X„- 1) = 2« et donc X10 = 210 + 1.
•Si Yn est la somme des éléments de la suite à l’issue de l’étape n, on voit qu’on lui ajoute lors de
l’étape (n + 1) des éléments obtenus en faisant intervenir chaque nombre deux fois, à l’exception
des «1» extrêmes qui n’interviennent qu’une fois. On peut donc écrire :

Y„+ 1 = Y„ + (2 Y„-2), ce qui peut s’écrire : Y„+1- 1= 3 (Y„- 1).

La suite (ŸB- 1) est une suite géométrique de raison 3 qui prend la valeur 1pour n= 0.

On a donc (Yn- 1) = 3" et donc Y10 = 310 + 1.
E Solution très détaillée de SébastienBIOULAC (Paris)

441. Généalogie

Deux «Nombre» de la même génération ne porteront jamais le même prénom.
Si pour la première fois à la génération n, deux de ces personnes portent le même prénom, l’un,des

deux serait un «carré», a2, l’autre un «successeur» b + 1. On aurait alors a2 = b + 1.
On remonte aux générations précédentes. La lignée dont
descend b ne peut que contenir des «successeurs» tant

qu’onn’a pas atteint le carré précédant a2, soit (a- l)2.Elle
mettrapour ce faire (2a-2) générations.Pendant ce temps,

la lignée dont est issu a,même en progressant par «succes¬

seurs», sera remontée en seulement (a-2) générations jus¬
qu’au patriarche, et a- 2 < 2a -2 !

a2 b+ 1Génération n

bGénérationn-l

au moins la-2
au plus a -2 gé„ér«i
générations s!

:
(a-\?2 ,Génération 0

E Bonne solution de C. ROMON et quelques remarques astucieuses d'un lecteur anonyme

comme «Iln'est guèrepossible qu'il se trouve deux nombres égaux sur la même lignepuisque
l'opération “successeur ” supprime les divisibilités dunombre auquel elle s'applique alors que
l'opération “carré” maintient ces divisibilités». Ce dernier indique enplus qu'onpeut clas¬
ser les nombres d'une même lignepar ordre croissant en allant duplus grand nombre d'opé¬
rations «successeur», qu'il nomme a vers le plus grand nombre d'opérations «carré» qu'il
nommep.En cas d'égalité de ces deux nombres d'opérations, classer les opérationsp suivant
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leur proximité de lafin des opérations comme dans l'exemple de l'énoncé:
aaa paa apa aap ppa pap app ppp

6 10 16 17 25 81 256
On visualise,par un telclassement, que deux nombres de la même ligne sont toujours distincts.

5

442.Les deux meilleurs
68 matches seront nécessaires et suffisants pour désigner les deux premiers.
•Les organisateurs procèdent d’abord comme dans un tournoi par élimination directe : trente-deuxiè-
mesde finale, seizièmes,huitièmes,quarts,demi-finales et finale.Le meilleur est ainsi désigné au bout
de six tours (et donc de 63 matches).

•Ilreste alors six prétendants à la deuxième place, les six joueurs battus par le meilleur. Ils s’affron¬
tent en cinqmatches (trois matches éliminatoires,puis entre deux des vainqueurs une demi-finale dont
le gagnant dispute la finale contre le troisième vainqueur). Le gagnant de ce mini-toumoi empoche le
deuxième prix.

ISI C.ROMONdécrit explicitement dans le cas général de 2n joueurs l'algorithme quipermet

de sélectionner en un minimum de coups les deux meilleurs joueurs. Cela se passe en n

rounds:

•1er round:On joue 2n~I parties, en répartissant au hasard les joueurs par binômes. Ceci
permet de sélectionner 2n~1 joueursprovisoirement de rang1et 2n~l joueursprovisoirement
de rang 2.
•2e round:Onjoue 2n~2parties, en répartissant au hasard les joueurspar binômes. Ceciper¬

met de sélectionner 2n~2 joueurs provisoirement de rang 1, 2n~2 joueurs provisoirement de

rang 2 (lesperdants dü2e roundet lesperdants du 1er roundcontre les gagnants du 2e) et 2n~2
joueurs de rang 3 (lesperdants du 1er round contre lesperdants du 2e).

•kf round:Onjoue 2n~kparties, en répartissant auhasardles joueurspar binômes. Ceciper¬

met de sélectionner 2n~k joueursprovisoirement de rangl,kx2n~1joueursprovisoirement de

rang 2 (chacun de ceux qui ont été battus directementpendant les k roundspar l'un des 2n~k
joueurs de rang1) Tous les autres joueurs ont un rang inférieur ou égal à 2, c'est-à-dire qu'ils
ont été battuspar des joueurs eux-mêmes battuspar d'autres.
•ne round:On joue unepartie entre les deux derniers vainqueurs de rang1, qui détermine le
grand vainqueur du tournoi.Il reste alors njoueurs de rang 2, ceux que le grand vainqueur a

successivement battus dans les n matches qu'il a joués. Tous les autres joueurs sont de rang

inférieur, c'est-à-dire qu'ils ont été battuspar un joueur qui a lui-même été battu ensuitepar
un autre joueur.
Le gagnant en second du tournoi est parmi les n joueurs de rang 2 qui à ce stade ne se sont

pas encore affrontés.En adoptant la règle de ne jamaisfaire rejouer unperdant, on obtient le

gagnant au bout den-1parties au minimum.
Le nombre total departies jouées est donc:
2n-i + 2«-2 +..22 + 2 + 1+ (n-1)= (2n-1) + (n-1) = 2n + n-2parties.
Précision supplémentaire de notre lecteur :on peut généraliser ce calcul à un nombre Nde

joueurs qui n'est pas une puissance de 2, à condition de compter fictivement des joueurs

(faibles, qu'on neferapas jouer) pour atteindre lapuissance de é supérieure. Sipar exemple
<N ilfaudra (N-1) + r -1=N-r-2partiespour connaître les deuxpremiers.

(Nremplace le 2n~I de laformuleprécédentepuisqu'on ne joue pas lespartiesfictives).
La description de cet algorithme met encore mieux en évidence le caractère minimal du
nombre de matches,propriété qu'ontpu contester certains lecteurs dont on nepeut que louer
le souci du détail.

-12r
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443. Corvée de balayage

En deux balayages horizontaux et deux verticaux,on est sûr de pouvoir éliminer six pions.
Mais il existe des configurations de 7 pions impossibles à éliminer.

•En effet, avec 6 pions, le balayage des deux lignes les plus remplies élimine¬
ra au moins quatre pions.
Les deux pions, au maximum, qui restent, seront éliminés en au plus deux
balayages verticaux.

•En revanche, avec 7 pions, on peut imaginer des configurations où six des
pions sont regroupés sur un carré 3x3, deux par ligne et deux par colonne, et

le septième à l’intersection de la quatrième ligne et de la quatrième colonne.Il
faudra bien deux balayages horizontaux et deux verticaux pour éliminer les six premiers, et le septiè¬
me restera sur son carreau.

El C. ROMON, en expliquant comment toute configuration à 6 pions peut être balayée,

détaille particulièrementpourquoi il n'existe aucune configuration à 6pions comptant moins
de 4pions sur tous les groupespossibles de 2 lignes.

O

ao
o

444.Le festin de l’araignée

Les cinq araignées ne peuvent pas se retrouver dans cinq trous différents.
En effet, trions par ordre décroissant les distances parcourues par les araignées :aÿb>c>d>e.
Donnons le numéro 1à l’araignée qui a parcouru la distance a, le numéro 2 à celle qui a parcouru la
distance b, et ainsi de suite jusqu’au numéro 5 à l’araignée qui a parcouru la distance e.

•Si a > b, le trou A dont est partie l’araignée 1restera vide. Car si une araignée parvenait en A, le
trou dont elle partirait serait le plus proche à atteindre pour l’araignée 1.

•Si a - b, les araignées 1 et 2 échangent leurs places, et on recommence le raisonnement avec les
trois araignées restantes.

•Si c > d, le trou C dont est partie l’araignée 3 restera vide.

•Si c = d, les araignées 3 et 4 échangent leurs places, et le trou E dont est partie l’araignée 5 restera

vide.
Avec six araignées, en revanche,ilpourrait y avoir échange des araignées 2 par 2.

445.L’onde verte
Le feu vert dure 27 secondes.

Sur le diagramme ci-contre, les distances (en mètres) parcou¬
rues à partir du premier carrefour sont en ordonnées, le temps
(en secondes) en abscisses. Le trait oblique croissant en poin¬
tillés correspond à l’onde verte.

Les segments horizontaux épais représentent la durée du feu
vert à chaque carrefour.
L’automobiliste ne peut pas, par aileurs, parcourir les
1500 mètres en moins de 108 secondes (vitesse limitée à
50 km/h), ce qui impose au feu vert de durer au maximum 27
secondes (135 - 108).

Dans l’autre sens,la vitesse minimumpour ne pas être arrê¬
té est d’environ 49,09 km/h.
La vitesse maximumpour ne pas être arrêté par les feux est

d’environ 55,38 km/h.

Mais attention, la vitesse maximum pour ne pas être arrêté par la police est de 50 km/h.

1500
75 /135

1000
150

600

.21 /54 ei\ 114 131

27 60 87 120 147
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•Le trajet à vitesse minimum sera obtenu en partant au temps 15 du quatrième carrefour et en passant

à la limite (temps 81) au deuxième carrefour, soit 900 m en 66 secondes.

•Le trajet à vitesse maximum sera obtenu enpassant au temps 81 du deuxième carrefour et dès le pas¬

sage au vert (temps 120) au premier carrefour, soit 600 m en 39 secondes.
El Merci aux lecteurs pour leur remarque:dans le sens Nord-Sud, la vitesse maximale que
nous avions initialementprévue était légèrement supérieure, mais neprenaitpas en compte le

fait quepasser le troisième carrefour au temps 57 et arriver aupremier au temps 120 oblige¬
rait à passer le secondaufeu rouge, ce qui ne sefaitpas!

446.La feuille d’émargement

•Le dernier nombre est 8515.
à chaque étape, la somme des nombres non rayés ne varie pas,puisqu’on remplace deux nombres par
leur somme. Cette somme était au départ la somme des 130 premiers entiers, elle le reste.Il s’agit de

130 x 131 / 2, c’est-à-dire le produit 131 x 65, soit 8515.

•La somme des nombres est 68266.
Au total, 259 nombres auront été écrits : les 130 premiers et les 129 rajoutés par le préposé (à chaque
étape,ilreste un nombre non rayé de moins que précédemment,il faut donc 129 étapes pour qu’il ne

reste plus qu’un nombre non rayé).
Pour calculer la somme de tous ces nombres, commençons par la fin : le dernier nombre est 8515,
mais c’est la somme des deux qui le précèdent, eux-mêmes sommes des quatre qui les précèdent, eux-

mêmes sommes des huit qui les précèdent, et ainsi de suite...
Le total est donc égal à :
8515 (le dernier) + 8515 (les 2 précédents) + 8515 (les 4 d’avant) + 8515 (les 8 qui les précèdent) +
8515 (les 16 d’avant) + 8515 (32 nombres) + 8515 (64 nombres) + 8515 (128 nombres) +...

À ce stade, nous avons totalisé 8 x 8515 pour les 255 derniers nombres.Il faut leur ajouter les quatre

premiers : 103, 21, 8 et 14. Total : 8 x 8515 + 146 = 68266.

[Rïr~®
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447.Le jeu des 30 pions

Alpha peut gagner en enlevant 10 pions.
Ilreste donc 20 pions et c’est à Bêta de jouer.
Le tableau ci-contre indique la stratégie d’Alpha selon le nombre de

pions que lui laisse son adversaire à chaque tour de jeu.

•Si le nombre de pions laissé par Bêta est dans une case ovale, Alpha
fera en sorte de laisser à Bêta le nombre indiqué dans lapremière case

rectangulaire disponible (ce sera toujours possible en enlevant un ou

deux pions).

•Si Bêta laisse un nombre (autre que 10) situé dans une case rectan¬

gulaire, Alpha fera en sorte de laisser à Bêta le plus grandmultiple de

5 disponible (vous constaterez que c’est toujours possible).

•Enfin, si Bêta laisse 10 pions, ce qui ne sera possible qu’à son pre¬
mier coup, Alpha pourra les ôter et remporter la partie.
Sans entrer dans les détails, indiquons que cet arbre a été construit à

partir de la fin en divisant les situations - symbolisées par le couple
(r, j) du nombre de pions restants et du nombre de pions qui vient
d’être joué-entre situations gagnantes et perdantes pour le joueur qui
y est confronté.
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Dans ce diagramme,
les flèches représentent le coup

que doit jouer Alpha selon le
nombre de pions laissé par Bêta.
Ainsi, la flèche qui va de 17 à 15

signifie que si Bêta lui laisse
17 pions, Alpha doit

en ôter 2 pour en laisser 15.
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SLapalette des méthodes est large et certaines sont originales. A. CAROUGE(17740 Sainte

Marie deRé) résout leproblème àpartir de laproposition,qu'ildémontre:le joueur qui reçoit
unplateau d'un multiple de 5 jetons et qui nepeut jouer que 1, 2, 3-ou 4, aperdu. C.ROMON,

lui, dresse la liste de l'ensemble des situationsperdantes reçues, sous laforme (p, q) oùp est

le nombre de pions qu'on laisse au joueur et q le nombre de pions enlevépar l'autre joueur.

La situation reçue au départpar Alpha étant (30, 14), ilconclut qu'elle est gagnante et donne

le seul coup gagnantpossible.

448. Les quatre objets et la balance
On peut classer en cinq pesées les quatre objets du plus léger auplus lourd.Si deux objets peu¬
vent être de même masse,il y a 75 configurations.5 pesées seront encore suffisantes.

•Avec des objets de masses différentes, on commence par effectuer les trois pesées suivantes :
Pesée1:A >B

Pesée 2:C >D
Pesée 3:A > C (on compare les deux objets les plus lourds des deux premières pesées, et on nomme à

ce moment les objets : A le plus lourd des deux, C l’autre,B celui qui a été comparé à A,D le dernier).

Pesée 4:B et D. - Si B <D, l’ordre est BDCA

- Si B >D, on complète par la pesée BC pour conclure entre DCBA et DBCA

Le nombre 5 est optimum,car avec 4 pesées, on ne pourrait discriminer que 24 situations, soit 16 alors
qu’il y en a 24.

•Si des masses peuvent être égales, on dénombre, outre les 24 situations précédentes, 36 situations
où exactement deux objets ont même masse et les deux autres sont différentes, 6 situations où deux
objets ont même masse et les deux autres également, 8 situations où trois objets ont même masse, 1

situation où les quatre objets ont même masse. Total : 75 situations.
•Curieusement, la même suite de pesées que dans le premier cas va les départager.
En effet, si,parmi les quatre premières pesées,ily a une égalité,on se ramène à départager 3 objets (on

élimine l’un des objets de même poids). Les trois comparaisons possibles de ces trois objets permet¬

tent de conclure. Et s’il n’y a pas d’égalité lors des quatre premières pesées, on conclut à BDCA si
B <D ou bien la cinquième pesée sera nécessaire pour conclure entre DCBA,DBCA ouD,B = C, A.

449.La ronde des pions

Tous les pions auront la même somme :112 €

La plus riche des alvéoles sera la numéro 32 avec 112 $.

•Un pion y se retrouve à la position n dans la même case qu’un pion x si la différence (nx - ny) est

un multiple de 32 :
-Si n est impair, ce n’est possible que si y = x.

-Si n est pair, tout dépend de la décomposition de n en facteurs premiers :
On remarque tout d’abord que 32 = 25 ; on pose n = 2° x m, où m est impair.
La relation (*) sera vérifiée chaque fois que Iy - x\ sera de la forme 25 ~° x r, où r est entier, ce qui
donne 2a valeurs possibles pour r,puisqu’on doit avoir : 1< y < 32.
Il y a donc 2a pions y (en incluant x), qui seront dans la même case que x lors de la positionn = 2“ x m.

Or m peut prendre toute valeur impaire, soit une valeur sur deux si a * 5, comprise entre 1 et 25~a,
c’est-à-dire 24~a valeurs .
Donc, le nombre d’Euros gagné par le pion x sur ces cases n = 2“ x m est 2a x 24~a, soit 16.

En totalisant sur toutes les valeurs de a (de 0 à 4), cela donne : 80 euros, auxquels il faut ajouter les
32 € de la position 32 (n = 5), où les 32 pions sont dans l’alvéole 32.Le résultat ne dépendant pas de

la valeur de x, on peut affirmer que tous les pions seront nantis de 112 €.

n (y-x) = 32 k(*)
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•D’après l’étude précédente, les 16 alvéoles impaires accueilleront 1pion lors des positions impaires
et aucun lors des positions paires. Elles seront créditées de 16 $.

Les 8 alvéoles de la forme 2 m (avec m impair) accueilleront 1pion lors des 16 positions impaires, 2

pions lors des 8 positions 2 k (avec k impair), et aucun lors des autres positions.
Elles seront créditées de 32 $.

De même, les 4 alvéoles de la forme 4 m auront 48 $, les 2 alvéoles de la forme 8 m auront 64 $, l’al¬
véole 16 aura 80 $, et l’alvéole 32 aura 112 $.

450. À la manière de Paul Klee
Un tel coloriage n’est pas toujours possible.

Ci-contre à gauche, un morceau de grille impossible à colorier.
Le nombre minimum des cases grises du tableau est 9.
Le dessin ci-contre à droite en montre un coloriage avec 9 cases grises. Les
16 petits ronds sont forcément sommets

d'une case grise. On montre qu'il doit y
avoir au moins une case grise pour deux de

ces points.Ilpourrait donc, théoriquement,
n'y avoir que 8 cases grises, mais pour des
raisons de parité, une case supplémentaire

f

est nécessaire.
Ce problème est adapté de la finale du 19e championnat de France

des jeux mathématiques. Si vous voulez participer au 20e
(2005 - 2006), rendez-Vous sur le site www.poleditions.com,
rubrique championnat.

El Nous avions initialement présenté une solution avec 10 cases grises minimum mais iln'a
pas échappé à laperspicacité de nos lecteurs qu'il existe une solution à 9 cases grises.Merci
à Daniel GRILLOT (30400 Villeneuve les Avignon), Guy PAILLOTIN (91600 Savigny-sur-

Orge), Roger PROTEAU (94210 La Varenne Saint Hilaire) et à

C.ROMONde nous l'avoir signalé. Ce dernier justifie même son

choix en découpant au préalable le carré en 7 zones indépen¬
dantespossédant chacune une case grise, ce quifait déjà 7 cases

grises minimum. Par ailleurs, pour pouvoir colorier le reste en

deux couleurs, ilfaut que le tour des cases grises isolées ait un

nombre pair de cases, d'où la nécessité d'ajouter deux cases

grises supplémentaires.
Le dessin de D. GRILLOT est unpeu différent:

451.Le jeu du partage

Les amis sont au nombre de 16.

Considérons la fraction de la cagnotte possédée par chaque joueur à un instant donné.Elle est de 0 ou

de 1/2 après le premier coup. Au coup suivant, elle vaut 0,1/2 ou 1/4. A chaque coup,la fraction pos¬
sédée par un joueur est la demi-somme de deux des fractions.possédées au coup précédent. Dans cha¬
cune de ces opérations, le dénominateur reste une puissance de 2.Si lesNjoueurs se retrouvent à l’ar¬

rivée avec la fraction de cagnotte 1/N, c’est que N était une puissance de 2.
La seule puissance de 2 comprise entre 10 et 30 est 16.
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452. Les 1000 jetons

Le fabriquant numérotera ses boîtes de façon que la différence des deux chiffres inscrits sur la

boîte soit paire.
En effet, il y a 10 numéros à deux chiffres égaux, 16 dont la différence des chiffres est 2, 12 dont la
différence des chiffres est 4, 8 dont la différence des chiffres est 6, 4 dont la différence des chiffres

est 8. Soit en tout 50 numéros de boîtes répondant à cette spécification.
Pour n’importe lequel des 1000 numéros de jetons, la différence de deux des chiffres est un nombre

pair, car l’une des différences est la somme des deux autres : il ne peut donc pas y avoir trois diffé¬

rences impaires.
Ainsi, chaque jeton pourra aller dans au moins une des 50 boîtes.

453.Loto-ku

Quand les dimensions de la grille sont paires, le vainqueur possède toujours quatre jetons dif¬

férents aux quatre coins de sa grille

•On commence par le démontrer sur une grille 2x2n.

La règle impose que les tranches verticales de deux jetons se répè¬
tent de deux en deux (les deux jetons blancs, puis les deux jetons >

noirs, puis les blancs, les noirs...). Les quatre cases grises contien¬
nent donc les quatre différents jetons,présents dans lepremier carré
à gauche.

•On raisonne alors sur les tranches horizontales de deux lignes.En
vertu de ce qui précède, les quatre pions aux extrémités de deux
lignes consécutives sont différents.
Ainsi, si aux extrémités de la ligne 2 on trouve deux des pions, on -
trouve les deux autres à la fois aux extrémités de la ligne 3 et à
celles de la ligne 1,tandis que les pions extrêmes de la ligne 4 sont (
aussi ceux de la ligne 2, qui sont donc différents de ceux de la pre-
mière ligne.
On recommence en rajoutant deux nouvelles lignes, et ainsi de suite...

ÖUomo
o# o oi

0 O
o o

o o

454.Les cent cartes

Après réarrangement des colonnes, les lignes restent toujours ordonnées.
Choisissons pour cela deux lignes et deux colonnes quelconques après le tri des lignes.
L’extrait du tableau est alors :

où a < A
oùb < B

Réordonnons alors les colonnes. Quatre cas sont possibles.
•a<betA<B.Rien ne bouge et les lignes sont bien ordonnées.

•a > b et A > B.Les deux lignes s’échangent et restent ordonnées.
*a<betA>B.L’extrait de tableau devient

Aa

b B

Ba

b A
Or,a<b<Betb<B<A.Les lignes sont encore ordonnées.
•a>betA<B.L’extrait de tableau devient b A

Ba

Or,b < a < A et a < A < B.Les lignes restent encore ordonnées.
Or, le tri complet des colonnes revient simplement à itérer suffisamment de fois la manipulation
précédente. Le tri croissant des lignes reste donc toujours vrai.
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455.La recette du sept

Pour justifier la recette du sept,il suffit de constater que les affirmations suivantes sont équi¬
valentes :

•10 A + u est un multiple de 7

•10 A +u- 21u est un multiple de 7

•10 (A- 2M) est un multiple de 7
•A- 2M est un multiple de 7.
De la même façon, voici une suite d’équivalences avec 13 :

•10 A + M est un multiple de 13

•10 A + M + 39 u est un multiple de 13

•10 (A + 4M) est un multiple de 13

•A + 4M est un multiple de 13.
D’où la «recette du treize»:
Prenez un nombre entier. Amputez-le de son chiffre des unités. Ajoutez le quadruple du chiffre des
unités enlevé. Recommencez avec le nouveau nombre,et ainsi de suite...
Si, quand vous arrivez à un nombre de 2 chiffres, c’est un multiple de 13, c’est que le nombre initial
l’était aussi.

El Chacun y est allé de sapetite recette, trouvantparfois la nôtre trop lente.

•Pour la recette du 7,Pierre ANDRE(57070Metz)propose de multiplierpar 2 le nombre des
centaines et de l'ajouter au nombre de deux chiffres restant.

•Pour la recette du 13, onpeut, nous dit-il, au choix multiplierpar 9 le nombre des centaines

et l'ajouter au nombre de deux chiffres restant ou le multiplierpar 4 etfaire la différence avec

le nombre de deux chiffres restant.

Pierre GAILLARD (38240Meylan) juge sa recetteplus rapide:ilajoute aunombre C de cen¬

taines le triple du nombre B de deux chiffres restant, partant du principe que si
A = lOOxC + B, alors A = lOOxC + 300xB - 299xB = 100x(C + 3xB) - 23xl3xB a

même reste que 100x(C +3 xB) dans ladivisionpar 13.Ainsi, siA estmultiple de13,C +3xB

aussi et réciproquement.
Jean-François PABION (69140 Rillieux la Pape) et C. ROMON, inquiets quant au signe du
nombrefinalement obtenu suggèrent de considérer la valeur absolue de la différence dans . la

recette du 7. Si on se restreint aux seules valeurs positives de cette différence, disent-ils, on

risque de nepaspouvoir atteindre un nombre à deux chiffres, dont la divisibilitépar 7 estplus
lisible. J-F. PABIONpropose également une généralisation à d'autres critères de divisibilité.
Voici son argumentation:

•SiA = 10xD + U, calculons A* - ID-kxU\, où k est un entier positif.
•Comme lOxA* = IA - (lOxk + l)xLJ\, si d est un diviseur de 10xk + 1, alors:

•Ilrevient au même de dire que ddivise A et qu'il divise A*.

•D'où laperspective de critères de divisibilitépour de nouveaux nombres, que nous résume¬
rons dans le tableau suivant:

k I 10xk +l Pour savoir si A = 10xD + U
est divisiblepar:

Ilfaut calculer:

1 11 11 D-U
2 21=3x7 3, 7 ou 21 D-2xU

9 91 = 7x13 7, 13 ou 91 D-9xU
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456.En noir et blanc
Dans tous les cas, on retrouve la position de départ, à une exception près:si tous les pions sont

blancs au départ, auquel cas ils sont noirs à l’arrivée.
On peut (mais c’est fastidieux) le montrer en étudiant les 32 situations possibles de départ.
Pour les spécialistes : on peut utiliser un codage binaire de la situation de départ S = a5a4a3a2a
où at désigne le pionplacé sur la case i,un pion blanc étant codé par 0 et unpion noir par 1.
Ainsi, la situation de départ du dessin est codée par S = 01011, qui, en système binaire, désigne le

nombre 11.
On montre alors,en travaillant «modulo 31», c’est-à-dire en ne gardant que le reste de la divisionpar
31, que le coup numéro 1 ajoute 1, le coup numéro 2 ajoute 2, le coup numéro 3 ajoute 4, le coup
numéro 4 ajoute 8, et enfin que le coup numéro 5 ajoute 16. On a ainsi au total ajouté 31, ce qui,
modulo 31,nous ramène à la position de départ.
Application à l’exemple :
01011 (= 11) devient
01100 (= 12 soit 11+ 1) qui devient
01110 (= 14 soit 12 + 2) qui devient
10010 (=18 soit 14 + 4) qui devient

11010 (= 26 soit 18 + 8) qui devient
01011(= 11, soit 26 + 16 = 42 modulo 31).

P

457. La roue de la fortune

•Voici la seule façon de compléter la figure pour obtenir une roue de la fortune.

•Il n’est pas possible de placer les nombres de 0 à 9 autour d’un cercle dans
les mêmes conditions.
En effet, sur une telle roue, le 0, comme le 8, ne peuvent avoir comme

voisins que les nombres 3,4 et 5,ce qui impose une dispositiona-0-b
- 8-c, où a,b, c sont les nombres 3, 4 et 5.
Mais le 9 et le 1ne peuvent avoir comme voisins que les nombres 4, 5
et 6, donc chacun possède au moins un voisin parmi les deux nombres
4 et 5.D’où le schéma :
9 - a-0-3-8-c-l,oùaetc sont les nombres 4 et 5.
Le deuxième voisin de 1 et de 9 ne peut être que 6. C’est là que réside la
contradiction, car la présence de 6 entre 1 et 9 fermerait la ronde sans qu’on y

ait placé 2 et 7.
El Bonne solution de RenéBROCAS (93380 Pierrefitte).

3 1

8 6

©

9 7

M3] 2

<jo) <5>

458.Les jetons

1+ 3»
La somme Sg des nombres après l’étape 8 sera —-—

Plus généralement, en dehors des extrémités, un nombre inscrit sur un jeton à l’étape n se retrouvera

à l’étape n + 1trois fois dans la somme des nombres : une fois sur le même jeton, une fois en ayant

contribué à la formation du jeton situé à sa gauche et une fois en ayant contribué à la formation du

jeton situé à sa droite.
Le «1» et le «0» situés aux extrémités ne contribueront à la somme que deux fois.
On a donc la relation : Sn+1 = 3 Sn- 1,

,soit 3281.
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1 1
qui s’écrit :S„+1-- =3(S„-y)

Donc Sn —~ est une suite géométrique de raison 3, et comme SQ - -y = -y,

1+ 3"
on en déduit la forme générale Sn = ———.

459.Un jeu d’enfant !
Le deuxième joueur peut toujours empêcher le premier de gagner.
Il est possible, en effet, de bloquer les 6 faces en coloriant 3 arêtes.

8 configurations «totales» permettent de le faire.

Chaque arête intervient dans 2 de ces configurations. Les trois traits de crayon

du premier joueur bloquent donc au plus 6 configurations «totales».
Il en reste toujours 2 de disponibles pour le deuxième joueur.
Ci-contre, un début de partie.
Lepremier joueur a joué (en traits pleins).Le deuxièmelui oppose (enpointillés)
l’une des 2 configurations totales encore à sa disposition (diagramme du haut et

diagramme du bas). Quand on vous disait que c’était un jeu d’enfant ! P7
460.Kitoudouble

•Avec 2 cartes, l’objectif maximum est 40 jetons.

Le joueur part avec le capital C et mise m jetons ; deux cas peuvent se produire :

- il tire la carte « quitte », perd ses m jetons, et peut miser tout ce qui lui reste sur le dernier coup,
pour terminer avec (2C- 2m) jetons.
-il tire la carte « double »,gagnem jetons,et ne mise rien sur le deuxième coup oùil est sûr de perdre,
pour terminer avec (C + m) jetons.
Le joueur a intérêt à ce que m soit grand dans le deuxième cas,petit dans le premier.L’objectif maxi¬
mal qu’il est sûr d’atteindre est obtenu quand il y a égalité des capitaux finaux, autrement dit quand
2C - 2m = C +m, soit quand m = C/3. L’objectif atteint est alors 4C/3.

•Avec 3 cartes, l’objectif maximum est 60 jetons.
Le joueur part avec le capital C,et mise m jetons ;

- s’il tire la carte « quitte »,ilperd ses m jetons,mais peut miser chaque fois son «tapis» sur les deux
derniers coups, pour terminer avec (4C - 4m) jetons.
- s’il tire la carte « double »,il gagne m jetons et se retrouve dans la position à 2 cartes avec un capi¬
tal de (C + m) jetons. D’après le raisonnement précédent, son meilleur objectif est 4/3 du capital
(C + m). Pour optimiser la somme qu’il est sûr d’atteindre,ilreste à égaler les capitaux finaux, ce qui

est obtenu pour m = C/2.L’objectif atteint est alors 2C.

•Avec 4 cartes, l’objectif maximum est 96 jetons.
Le joueur part avec le capital C et mise m jetons ;

- s’il tire « quitte »,ilpourra miser trois fois son tapis pour terminer avec (8C- 8m) jetons.
- s’il tire « double », il se retrouve dans la position à 3 cartes avec un capital de (C + m) jetons.
D’après le raisonnement précédent, son meilleur objectif est alors le double de son capital, soit
(2C + 2m).Ilreste à égaler les capitaux finaux, ce qui est obtenu pour m= 3C/5.L’objectif atteint est

alors 16C/5.
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ElDidier MAILLARD (Paris) nous offre avec brion la solution générale sur unplateau. Avec
n cartes, nous dit-il, les mises étant successivement les xtpourivariant del à n, exprimées en

fractionducapital initialCavant que la carten°i soit retournée si la carte «Quitte» (que nous

nommerons Q) n'apas été retournée auparavant.Dans ce cas,

•Au début de l'étape i,C=l+ x2+x2 + ...+ xt _1 devient1+ x1 + x2 + ...+ xj _1-xisiQ
a été retournée,1+ x2 + x2 + ...+ xt + xt si Q n’apas été retournée.

•Au début de l'étapei+ 1,C devient 2x(l + x2 + x2 + ... + xi l-xt) si Q a été retournée,

1+ Xj + x2 + ...+ x._ j + xi-xi+ J, si Q n’apas été retournée.

En écrivant l'égalité des capitauxfinaux, il vient:xi+ ] - 4x(x{-xi_1), ce qui donnefinale¬
ment:

n-i
= 2‘~Jxxi n +i

n-1
x,=

n +1

et correspondau capital maximum garanti deW=2n~1x(l-x]). Cetteformulepermet non

seulement de retrouver la solutionproposéepour n- 2,3 ou 4,mais d'étendre le résultat à un

nombre quelconque de cartes. Jolie performance!Son auteur compare enplus ce résultat à
celui que donnerait la maximisation de l'espérance du capital, légèrement supérieur.Le rap¬

port entre les deux atteindrait unmaximum de 1,172pour n = 4et diminuerait ensuite.Le coût

de la recherche d'une garantie est donc modéré...
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461. Bonheur à trois

Problème n°302 du 03/12/02

a même année, M. et Mme Ducarré se sont rencontrés, se sont mariés, et ont

adopté Daisy, une adorable tortue de mer. Ils vivent depuis un bonheur sans

faille dans une petite préfecture de province. «J’ai fait une curieuse remarque sur nos

âges», dit un jour M.Ducarré. «Si on ajoute les carrés des deux chiffres qui compo¬

sent mon âge et le numéro de notre département, on retrouve mon âge.Mais ce qui est

étonnant, c’est que c’est encore vrai pour toi, alors que tu es nettement plus jeune que

moi : en ajoutant les carrés des deux chiffres qui composent ton âge et le numéro de

notre département, on retrouve ton âge.»
- C’est absolument extraordinaire ! D’autant que c’est la même chose pour Daisy,

qui est pourtant la plus vieille des trois. Si on ajoute les carrés des deux chiffres qui
composent son âge et le numéro de notre département, on retrouve son âge ! Tu crois
que si on avait un enfant, ce serait la même chose ?

-Non. Nos trois âges sont les seuls à avoir cette particularité».

L

Dans quelle ville les épouxDucarréhabitent-ils ?

462. Les dominos de Dominique
Problème n°307 du 07/01/03

La jeune Dominique a trouvé une boîte de dominos anciens, ayant la forme de

petits pavés dont les dimensions sont 41, 19 et 7 millimètres. Elle met bout à

bout les 28 dominos de la boîte, les orientant aléatoirement dans le sens de la lon¬

gueur, de la largeur ou de l’épaisseur. Sa chaîne mesure alors 90 centimètres.

Combien de dominos sont-il orientés dans chacun des sens ?

Le lendemain, Dominique récidive. Elle met bout à bout des dominos, les orientant

aléatoirement dans le sens de la longueur, de la largeur ou de l’épaisseur.Bien qu’el¬

le n’ait pas placé tous les dominos, sa chaîne mesure encore 90 centimètres.

Combien de dominos sont-ils laisséspour compte ?
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463. Du travail d’orfèvre

Problème n°312 du 11/02/03

~nloi,orfèvre de son état, a réalisé pour les Fêtes des bijoux
J_!/deprix,chaquepièce, véritable œuvre d’art,étant unique.
Ce sont des pendentifs faits de deux métaux précieux : un

disque en argent est recouvert d’un trapèze rectangle en or

dont le côté oblique, qui mesure 50 mm, constitue un dia¬

mètre du disque d’argent, la «hauteur» du trapèze étant «tan¬

gente» au disque.

Dans chaque bijou, toutes les dimensions sont des nombres entiers de millimètres (et

l’aire un nombre entier de mm2).

Combien l’orfèvre a-t-il réalisé, au maximum, de bijoux de dimensions diffé¬
rentes ?

464. Le nombre mystère
Problème n°317 du 18/03/03

e suis un nombre entier de 5 chiffres.J
Qu’on me multiplie par 3, par 4 ou par 9, on obtient un nombre formé des mêmes

chiffres que moi et d’un zéro.

Mon dernier est un 3.

Qui suis-je ?
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465. Octification

Problème n°322 du 22/04103

T)our «octifier» un nombre entier dont l’écriture décimale ne comporte aucun 9,

JL on prend le complément à 8 de chacun de ses chiffres, et on en fait le produit.
Ainsi, l’octifié de 36 est 10 : en effet, (8 - 3) x (8 - 6) = 10.

Quels sont les nombres de deux chiffres qui sont leurpropre octifié ?

Y a-t-ildes nombres de trois chiffres qui vérifient la mêmepropriété ?

466. La nappe à carreaux

Problème n°327 du 26/05103

T Tne assiette plate (très plate) et circulaire (parfaitement circulaire) de 26 cm de

LJdiamètre est posée sur une nappe à carreaux sur laquelle est imprimé un fin qua¬

drillage de 2 mm de côté.

Si on dispose au mieux Vassiette, quel nombre maximum de nœuds du quadrilla¬
gepeut-onfaire coïncider avec le bord de Vassiette ?

467. Quoi de «neuf» ?

Problème n°332 du 01/07/03

On part de zéro et on effectue une suite d’opérations parmi les deux seules auto¬

risées :

- ajouter 9

-multiplier par 9.

Quel est le nombre minimum d’opérations nécessairepour atteindre 999 ?

Parmi les multiples de 9 inférieurs à 1000, quel est celui qui nécessite le plus
d’opérations ?

166



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

468. L’assemblée des nombres

Problème n°337 du 05/08/03

A u pays des nombres, on s’apprête à voter. Seuls sont éligibles les nombres
/ÿ.s’écrivant avec 9 chiffres différents.

Les candidats «de droite» ont la particularité suivante :

•le nombre formé par leurs 9 chiffres de droite est divisible par 9

•le nombre formé par leurs 8 chiffres de droite est divisible par 8

et ainsi de suite jusqu’à

•le nombre formé par leurs 2 chiffres de droite est divisible par 2

Les candidats «de gauche» ont, quant à eux, la particularité symétrique :

•le nombre formé par leurs 9 chiffres de gauche est divisible par 9

•le nombre formé par leurs 8 chiffres de gauche est divisible par 8

et ainsi de suite jusqu’à

•le nombre formé par leurs 2 chiffres de gauche est divisible par 2

Quel est le doyen (le plus grand) et le benjamin (le plus petit) des nombres de

droite ?

Quels sont les nombres de gauche ne contenantpas 0 ?

Y a-t-il des nombres à lafois de gauche et de droite ?

469. Un nombre de dix chiffres

Problème n°342 du 09/09/03

renez un entier de 5 chiffres. Elevez-le au carré. Retranchez-le nombre initial.PX. ôtez encore 1. Votre résultat comporte maintenant exactement dix chiffres.

Peuvent-ils être tous différents ?
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470. Qui s’étend sur la tente ?

Problème n°347 du 14110103

T a fraction suivante, dans laquelle chaque chiffre a été remplacé peu1une lettre,ne

J—/se simplifie pas :

ETEND

TENTE

Si on effectue la division, les décimales durésultat défilent indéfiniment,mais pério¬
diquement (ce sont les mêmes tous les sept chiffres). On trouve, 0,DDNABDB

DDNABDB...

Saurez-vous reconstituer cettefraction ?

471. Les séries rivales

Problème n°352 du 25/11103

'ÿJ'ne grande rivalité oppose les deux nombres A et B.

A est la somme de la série «harmonique» (celle des inverses des nombres entiers)

entre 1002 et 2003 :

1 1 1 1
A —--1---1--+ ... +-

1002 1003 1004 2003

B est la somme de la série «harmonique alternée» (celle des inverses des nombres

entiers alternativement précédés de + et de -) entre 1et 2003 :

B = 1- — + ----—
2 3 4

1 1

2002
+

2003

Lequel de ces deux nombres est leplus grand ?
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472. Digitalement vôtre

Problème n°357 du 30/12/03

n nombre entier est «digitalement pair» si la somme des chiffres de son écritu¬

re décimale est paire. Ainsi, 13, bien qu’impair, est digitalement pair. C’est

même le cas de ses 3 premiers multiples successifs puisque 26 = 2 x 13et39=3x 13

sont aussi digitalement pairs.

U

Mais 52 = 4 x 13 ne l’est pas. Nous dirons que 13 est «digitalement pair d’ordre 3 ».

Trouver un nombre digitalementpair d’ordre 2002.

473. Retournement de situation

Problème n°358 du 03/02/04

Un entier N est le «retourné» d’un nombre P si son écriture décimale est formée

des même chiffres, mais dans l’ordre inverse.

Sauriez-vous trouver un nombre

de quatre chiffres dont le

«retourné» est quatre fois plus
grand que lui ?

4*

2F( £(V;Et un nombre de quatre chiffres
dont le «retourné» est neuffois
plus grand que lui ? (, >>1
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474. Plus fort que la calculatrice

Problème n°366 du 02/03/04

entrez sur une calculatrice l’expression 106572 - 37•17522Si vous

elle vous restituera probablement un résultat fiable,laprécision de laplupart étant en

général comprise entre 10 et 12 chiffres significatifs.

Quel est ce résultat ?

En revanche, si vous entrez l’expression 106574 - 1369- 17524 - 74*17522 ,
vous devez vous attendre à des résultats fantaisistes qui varieront d’une calculatrice
à l’autre,puisque vous dépassez largement la capacité de nombre d’entre elles.

Mais l’intelligence humaine est bien supérieure à la force brutale de la mémoire
d’une calculatrice.

Soyezplusfort que la calculatrice et donnez le résultat de cette opération!

475. Le carré palindrome
Problème n°372 du 13/04/04

T Tnpalindrome est une expression,mot ounombre, qui se lit de lamême façon de

LJ gauche à droite ou de droite à gauche. Ainsi, ARA,ELLE,ROTOR, ...sont des

palindromes.
De même, les nombres 44, 575, 2332, etc.

121 (carré de 11) ou 12321 (carré de 111) sont à la fois palindromes et carrés.

Trouvez un nombre de six chiffres qui soit unpalindrome et un carréparfait!
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476. Les nombres aristocrates
Problème n°377 du 18/05/04

Tl est très chic pour un nombre entier de ne s’écrire qu’avec des chiffres différents.
J-Mais le nec plus ultra est d’avoir une écriture décimale qui comporte une fois et

une seule chacun des chiffres de 1 à 9 (le zéro est jugé trop vulgaire). Ces nombres-

là sont dits aristocrates.

Quel est lepluspetit nombre aristocrate divisiblepar11 ? Et leplus grand ?

477. Vide grenier

Problème n°382 du 22/06/04

A ujourd’hui, on déhalle tout : chacun vide son grenier devant sa porte et vend qui
xJLses poupées, qui ses collections, qui les meubles de sa grand-mère.

Zoé a mis en vente un étalage très disparate : d’anciennes cartes postales de collec¬
tion,de vieux albums de bandes dessinées,des petites chaînes en or et,clou de lapré¬
sentation, un vrai «Frigidaire» des années 50. Tout compris, cela fait 128 objets,
qu’elle a tous vendus à l’unité, au même prix pour chaque objet du même lot (les

cartes coûtent toutes le même prix, les livres sont tous vendus au même prix, etc.).

Les quatre prix sont des nombres entiers, tous différents, d’euros, mais, chose extra¬

ordinaire, chacun des quatre lots a rapporté la même somme ! Et il n’y a que ces

quatre façons d’obtenir cette somme.

Combien Zoé a-t-elle vendu le réfrigérateur ?
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478. Magique ?

Problème n°387 du 27/07/04

e carré est presque magique ! La somme des nombres inscrits dans les trois

lignes et les trois colonnes est la même, c’est 12.c
1 47

Faites maintenant le produit des nombres inscrits sur la premiè¬

re ligne : 28

Sur la deuxième ligne : 48

Sur la troisième ligne : 60

La somme des trois produits est 136.

6 2 4
3 45

Recommencez avec les colonnes. Les produits sont 30, 42 et 64.

La somme des trois produits est encore 136 !

Est-ce une coïncidence ?

479. Ôtez le chiffre du milieu !

Problème n°392 du 31/08/04

•Prenez un nombre de trois chiffres dont le chiffre du milieu est la somme des deux

autres, par exemple 473. Enlevez-lui le chiffre du milieu,il reste 43.

Vous remarquerez alors que 43 est un diviseur de 473 (le quotient est 11).

•Il en est de même pour beaucoup de nombres se terminant par 0. Quelques

exemples : 190 (quotient 19), 260 (quotient 13), 480 (quotient 12) ou 700 (quotient

10)...

Hormis ceux de ces deux catégories,quels sont les nombres entiers de trois chiffres
tels qu’en leur enlevant le chiffre central, on trouve un divisur du nombre initial?
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480. Palindromes et porte-bonheur
Problème n°397 du 05/10/04

n palindrome est un mot (ou un nombre) inchangé quand on le lit de gauche à

droite ou de droite à gauche. Ainsi,ROTOR ou 3223 sont des palindromes.

On écrit tous les nombres palindromes de six chiffres, en acceptant même ceux qui

commencent par zéro comme 018810. On effectue alors leur somme.

U

Cette somme est-elle un nombreporte-bonheur ?

(Tout multiple de 13 est appelé nombre porte-bonheur).

On convient cette fois que l’écriture d’un nombre ne peut commencer par 0.Iln’y a

plus maintenant que 900 nombres palindromes à six chiffres. On effectue alors la

somme de ces 900 nombres.

Cette somme est-elle un nombreporte-bonheur ?

481. Le bal de la marquise des Anges

Problème n°402 du 09/11/04

Au bal masqué de la Marquise des Anges, n’assistent que des anges ou des

démons.Les anges, aunombre de 57,sont enmajorité (onneprend jamais assez

de précautions),mais moins de deux fois plus nombreux que les démons.

Les anges, c’est bien connu, ne consomment habituellement que des boissons à

l’orange (une consommation par ange), les démons que des boissons au citron (deux

consommations par démon). Chaque consommation coûte un nombre entier d’Euros

inférieur à 25.

Au dernier moment, laMarquise décide de faire l’inverse : chaque ange prendra une

boisson au citron et chaque démon deux boissons à l’orange (iln’y a que les démons

qui ne changent pas d’avis...).Cela coûtera au total 40Euros de moins à laMarquise
(iln’y a pas de petites économies, même pour les marquises).

Combien y avait-il de démons à la réception ?
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482. Carrément carrés

Problème n°407 du 14/12/04

T Tn nombre entier comportant un nombre pair de chiffres peut se diviser en deux

U«tranches» demême longueur qu’on appellera «moitié gauche» et «moitié

droite».Il est dit «carrément carré» si c’est un carré et si en plus sa moitié droite et

sa moitié gauche le sontaussi. 49 est par exemple un de ces nombres. On admet

qu’une «moitié droite» peut commencer parun ou plusieurs «0», à condition de ne

pas être entièrement nulle.

Trouvez tous les nombres carrément carrés de 2 chiffres, de 4 chiffres .
Existe-t-il un moyen systématique de déterminer les nombres carrément carrés de

8 chiffres ? Et de 6 chiffres ?

Attention ! Si vous utilisez un programme informatique, vous êtes hors jeu !

483. Un nombre prodigieux
Problème n°412 du 18/01/05

T e nombre prodigieux s’exprime ainsi :
X-/«Je suis un nombre entier de 7 chiffres, tous différents : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Le nombre formé par mes deux derniers chiffres (à droite) est divisible par 2, celui

formé par mes trois derniers chiffres est divisiblepar 3, celui que forment mes quatre

derniers chiffres est divisible par 4, mes cinq derniers chiffres forment un nombre

divisible par 5, mes six derniers chiffres un nombre divisible par 6, et je suis moi-

même divisible par 7. Qui suis-je ?»
«-Mais il y a plusieurs solutions !»
«-Exact, alors j’ajoute les renseignements suivants : le nombre formé par mes deux

premiers chiffres (à gauche) n’est pas divisible par 2, celui formé par mes trois pre¬
miers chiffres n’est pas divisible par 3, celui que forment mes quatre premiers
chiffres est divisible par 4, celui que forment mes cinq premiers chiffres...»

«- Cela suffit, je sais qui tu es !»

Quel est le nombreprodigieux ?

174



L'INTÉGRALE DES JEUX DU«MONDE»301- 500

484. Ananombres

Problème n°417 du 22102105

J)renez un nombre A de 3 chiffres (commençant éventuellement par 0).

Prenez un nombre B composé des 3 mêmes chiffres que A,mais pas forcément dans

le même ordre.

Calculez leur somme A +B. Vous obtenez un ananombre.

765 est-il un ananombre ?Et 705 ?Et 775 ?

Parmi les nombres de 3 chiffres, lesquels sont des ananombres et lesquels ne le

sontpas ?

485. Le match du 2 et du 3

Problème n°422 du 29/03/05

Te suis plus grand que toi d’une unité», dit le 3 au 2.
“J «— C’est vrai,mais mon carré est plus grand que toi d’une unité»,

répond le 2.
«-Mon carré à moi est plus grand que ton cube d’une unité», rétorque le 3.

À cet instant, le 2 se met à réfléchir longuement.

Peut-il inversement citer d’autres puissances de 2 qui dépassent d’une unité une

puissance de 3 ?
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486. Le baron

Problème n°427 du 03/05/05

isez un euro, tirez quatre cartes parmi les 14 de mon paquet, et si votre

total est 99, je vous rends votre mise et je vous donne en plus 99 euros !»,

annonce le bonimenteur.
Plusieurs badauds tentent leur chance, en vain.

«Il n’y a pas de secret, je vous montre les cartes», renchérit l’homme.

Et ilretourne les valeurs 1,9, 10, 11, 20, 21, 27, 28, 29, 37, 38, 46, 55, 63.

Il cache à nouveau les cartes, et fait tirer un «baron» (un complice), qui totalise

effectivement 99 et remporte les 100 euros promis. Mis en confiance, les passants

font cercle en attendant leur tour.

«M

Quelles cartes le «baron» a-t-il tirées ?

Combien le bonimenteur devrait-ildonner aux gagnantspour que le jeu soit équi¬

table ?

487. Mémoire (pas) vive
Problème n°432 du 07/06/05

A lice a beau faire, elle oublie le mot de passe de son ordinateur. Alors, cette fois,

xAelle décide qu’il sera très simple. Ce sera un nombre de 5 chiffres. Les deux pre¬

miers chiffres représentent le jour du mois où elle est née. Les deux chiffres suivants

aussi, d’ailleurs. Quant au cinquième chiffre,ilreprésente son mois de naissance, et il

se trouve que c’est aussi le premier chiffre augmenté de 1.

Par curiosité, elle calcule le carré de son code et s’aperçoit qu’il est exactement

formé des neuf chiffres de 1 à 9,mais dans un autre ordre,bien sûr.

Quelle est la date anniversaire d’Alice ?
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488. Briseur de code

Problème n°437 du 12/07/05

/Certaines techniques modernes de décryptage nécessitent de factoriser unnombre
v_ÿdonné sous forme du produit de deux facteurs premiers (de tels facteurs n’ad¬

mettent pas d’autre diviseur qu’eux-mêmes et 1). Lorsque le nombre est suffisam¬

ment grand, même les ordinateurs les plus puissants ne permettent pas une telle fac¬

torisation, ce qui rend le décodage quasi impossible sans autre information.

Nous allons vous transformer en briseur de code. Le nombre est 33 398 630 137.Il
n’est pas si grand! Un logiciel de calcul formel, disponible sur ordinateur ou même

sur calculatrice, vous permettrait de le factoriser sans problème majeur. Seulement,

voilà, dans le jeu que nous vous proposons aujourd’hui, vous n’avez droit qu’à une

calculatrice «4 opérations»,quin’est évidemment pas équipée d’un tel outil.Le pro¬

blème devient difficile. Alors, nous vous fournissons une indication : multipliez le

nombre par 73, cela vous aidera.

Saurez-vous briser le code dont la clé repose sur la factorisation de

33 398 630 137?

489. Famille nombreuse

Problème n°442 du 16/08/05

cette famille compte cinq enfants qui,bien qu’il n’y ait eu qu’une seule naissan¬

ce multiple, sont tous nés un premier janvier.
Au premier janvier 2006, la somme des cinq âges sera égale à leur produit.

Quels seront alors les âges des cinq enfants ?
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490. Des entiers intéressants

Problème n°447 du 20/09/05

n entier de n chiffres est dit « intéressant » si ;

-il est écrit avec les chiffres de 1 an,

- son premier chiffre (à gauche) divise le nombre tout entier,

- son deuxième chiffre (à partir de la gauche) divise le nombre formé par ses n-1
premiers chiffres,

- son troisième chiffre divise le nombre formé par ses n-2 premiers chiffres, etc...

-jusqu’à son dernier chiffre (à droite) qui divise son premier.
Par exemple, 321 est « intéressant ».En effet, 3 divise 321, 2 divise 32 et 1divise 3.

Quels sont tous les nombres intéressants deplus d’un chiffre et de moins de neuf
chiffres ?

491. Nombres fréquentables

Problème n°452 du 25/10/05

es membres de la secte des adorateurs du carré ne fréquentent que les nombres

qui sont des carrés parfaits ou qui, à la rigueur, sont sommes de deux carrés.
Pour tester la fréquentabilité d’un nombre, ils ont leurs recettes.

L

Ainsi, ils éliminent systématiquement de leurs fréquentations les nombres qui, lors¬

qu’on les divise par 4, donnent pour reste 3. Ils acceptent au contraire sans discuter

le produit de deux nombres fréquentables.

Sauriez-vous justifier cesprincipes ?

2005 est-il un nombrefréquentable?

178



L'INTÉGRALE DES JEUX DU «MONDE» 301- 500

492. Deux chiffres inconnus
Problème n°457 du 29/11/05

On vous l’affirme : le nombre qui, en numération décimale, s’écrit x6y4 est un

carré parfait.

Quelles sont les valeurspossibles des chiffres x ety?

Mais ce qui est curieux, alors, c’est qu’il en est de même pour le nombre fabuleux :

xx... x6yy...y4, où les chiffres x et y sont chacun répétés 100 fois !

De quel entier le nombrefabuleux est-il le carré ?

493. Déferlement de uns

Problème n°462 du 03/01/06

e nombre 1111

___
1 s’écrit avec 27 chiffres «1» (nous n’avons pas eu la patien¬

ce de l’écrire jusqu’au bout).L
Sauriez-vous montrer qu’il est divisiblepar 27 ?

Le nombre 1111...1 s’écrit avec 81 chiffres «1»

Sauriez-vous montrer qu’il est divisiblepar 81 ?

Trouver d’autres nombres ne s’écrivant qu’avec le chiffre 1et divisibles par la

somme de leurs chiffres.
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494. Renversement de situation
Problème n°467 du 08/02/06

Jÿrenez un nombre de quatre chiffres abcd.

Multipliez-le par 3.

Retranchez 16.

Vous trouvez alors son «retourné» dcba.

Quel était le nombre initial ?

495. Les nombres tricarrés
Problème n°472 du 14/03/06

T)renez un nombre entier N (ne commençant pas par zéro) s’écrivant en système
JL décimal à l’aide d’un nombre pair 2n de chiffres. Séparez-le en deux parties de

n chiffres.

SiN, sa partie gauche et sa partie droite sont tous les trois des carrés parfaits, on dira

que Nest un nombre tricarré. Ainsi, 144 400 est un nombre tricarré puisque c’est le

carré de 380 tandis que 144 est le carré de 12 et 400 le carré de 20.

On considérera qu’un nombre dont la partie droite n’est formée que de zéros n’est

pas tricarré

Quels sont les nombres tricarrés de 2 chiffres ? De quatre chiffres ? De six

chiffres ?

Donnez un nombre tricarré de vingt chiffres.
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496. Les nombres diagonaux
Problème n°477 du 18/04/06

On connaît les nombres «triangulaires»,
obtenus en additionnant les premiers

entiers :

Tl = 1, T2 = 1+ 2 = 3, T3 = 1+ 2 + 3 = 6,
T4= 1+ 2 + 3 + 4 = 10...

On connaît moins les nombres «diagonaux» :

un nombre est qualifié de «diagonal» s’il
existe un polygone convexe dont c’est le nombre de diagonales.
Sur le dessin ci-contre, on constate que 2 (nombre des diagonales d’un carré) est le

plus petit nombre diagonal et que 9 (nombre des diagonales d’un hexagone) est lui
aussi diagonal.

Quelle est laprochaine année dont le millésime sera un nombre diagonal ?

Un nombrepeut-il être à lafois diagonal et triangulaire ?

497. Salaire hebdomadaire
Problème n°482 du 30/05/06

A lice travaille dur et ne prend que quelques jours de vacances par an. Son salai-
/vrehebdomadaire, exprimé en euro, est un nombre palindrome à trois chiffres.

Pour ceux qui l’ignoreraient, un palindrome est un mot qui se lit de la même façon
de gauche à droite et de droite à gauche : LAVAL, 2772 ou SOS sont des palin¬
dromes.

Jusque là,rien debienparticulier.Mais ce qui l’est davantage,c’est qu’enmultipliant
son salaire hebdomadaire par 52,nombre de semaines de son année de travail, Alice

trouve encore pour revenu annuel un nombre palindrome.

Combien donc Alice gagne-t-elle chaque semaine ?
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498. Avoir la moyenne

Problème n°487 du 04/07/06

renez un nombre de trois chiffres différents et non nuis. On dit « qu’il a la

moyenne » quandla moyenne des six nombres obtenus en permutant ses chiffres

de toutes les façons possibles est justement le nombre de départ.
P

Quels sont tous les nombres de trois chiffres « qui ont la moyenne » ?

499. Les «nombres de personne»

Problème n°492 du 08/07/06

Un nombre entier strictement positif est appelé «nombre de Personne» si ni ce

nombre, ni aucune de ses «anagrammes» (nombres obtenus en permutant ses

chiffres) ne sont des multiples de 2, de 3, de 5 ni de 7.

Quel est le nombre maximum de chiffres différents de l’écriture décimale d’un

«nombre de Personne» ?

500. Dyslexie multiplicative
Problème n°497 du 12/09/06

y a petite Alice est dyslexique, mais elle a beaucoup de chance.

Ainsi, quand son professeur lui demande, ce jour-là, de multiplier deux nombres de

deux chiffres, elle multiplie entre eux les nombres obtenùs en inversant l’ordre des

deux chiffres.

Et comme elle a beaucoup de chance, bien que les quatre chiffres soient différents,

cela ne change rien au résultat !

Trouverez-vous toutes les multiplications possibles quipermettent de masquer la

dyslexie d’Alice ?
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Défis numériques

SOLUTIONS

461. Bonheur à trois
Les époux Ducarré habitent Tulle,préfecture de la Corrèze (19).

Ils ont 32 et 53 ans,Daisy a 72 ans.

Si on appelle A et B les chiffres (dans l’ordre dizaines et unités) de l’âge d’un des personnages, et

N le numéro du département, la relation 10 A +B = A2 + B2 +N s’écrit aussi :
A (10- A) -B (B - 1) =N.

A peut aller de 0 (peu probable) à 9.
A (10 - A) prend les valeurs 0,9, 16, 21, 24, 25, 24, 21, 16,9.
De même, selon la valeur de B,B (B - 1) prend les valeurs 0, 2, 6, 12, 20,... (au-delà,plus grand
que 25).

Une seule différence est prise trois fois : 19.
19 = 25 - 6 (A= 5,B = 3) ;

19 = 21-2 (A = 3,B = 2);

19 = 21-2 (A = 7,B = 2).

El D'innombrables lecteurs ont proposé leur version des faits, signalant l'existence d'autres
versions du problème. D'autres, dont Daniel BARTOUX (33000 Bordeaux), J.-Pierre CAT-

TEAU(59160Lomme), JeanDAZORD (69110 Ste-Foy les Lyon), Charles DECOENE (89130

Toucy), Claudette DUCEL (94210 La Varenne St-Hilaire), J.-M. GADAT (60140 Rosoy),
Gérard NIN (Aix - Marseille), Pierre PELLOSO (75009 Paris), E. RENAUD (17000 La
Rochelle), J. VERGE (75012 Paris), signalent quatre, ou même six âgespossibles et ajoutant à

l'énoncéun enfant ou unparent dont les âges ont les mêmepropriétés que dans l'énoncéinitial:

•Pour le département 04:24, 45, 64, 84 ans,

•Pour le 09:10, 11, 34, 74, 90, 91 ans,

•Pour le 16:20, 21, 80, 81ans,

•Pour le 21:30, 31, 70, 71ans,

•Pour le 24:40, 41, 60, 61 ans,

•Pour le 19:32, 53, 72 ans

Mais seul le département 19 ne fournissait que trois âges possibles, selon la précision de
l'énoncé.

462. Les dominos de Dominique

20 dominos sont orientés selon la longueur, 2 selon la largeur,6 selon l’épaisseur.
Si les 28 dominos étaient orientés selon la longueur, on obtiendrait une chaîne de 1148 mm.

Il faut donc enlever un certain nombre x de fois 22 (i.e. 41-19) et un certain nombre y de fois 34 (i.e.

41-7) pour obtenir 248 (i.e. 1148 - 900).
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22x + 34y = 248 s’écrit encore : 1lx + 17y =124
En raisonnant en fonction du reste de la division par 11,on voit que y ne peut valoir que 6, et on en

déduit que x = 2.
Lors de la deuxième manipulation, 19 dominos sont orientés selon la longueur, 6 selon la lar¬

geur,1selon l’épaisseur et il en reste 2.
On remarque d’abord que le nombre de dominos orientés selon la longueur est forcément compris
entre 17 et 21 (sous peine de dépasser 900 mm ou au contraire de ne pas pouvoir atteindre cette lon¬
gueur). Les simulations obtenues avec chacune de ces valeurs ne mènent à des solutions que pour 20
(en plaçant les 28 dominos) et pour 19 (en en utilisant 26).

El Quelques lecteurs proposent leurs solutions, généralement sans originalité, si ce n'est
Jacques GURAUD (91370 Verrières-le Buisson), qui nous offre une résolution graphique
d'équations en nombre entiers.

463.Du travail d’orfèvre
Il y a 5 dimensions possibles du trapèze d’or.
Si on appelle a et b les longueurs des bases du trapèze, on voit que leur demi-somme,matérialisée par
le rayon du disque perpendiculaire à la hauteur du trapèze, est égale à 25 cm.

On en déduit (en appliquant Pythagore par exemple) que cette hauteur, en mm, est égale à 2Vab, et

que l’aire du trapèze d’or, exprimée en mm2, est égale à 50 Vab.
Pour que les dimensions et l’aire soient entières,il faut (et c’est suffisant) trouver deux entiers
a et h de somme 50, tels que le produit ab soit un carré parfait. C’est le cas pour 5 valeurs du couple
(a,b) : (1,49) ; (5, 45) ; (10, 40) ; (18, 32) ; (25, 25).La dernière solution correspond à un rectangle.

E Après quelques hésitations sur la notion «d'aire du bijou» (faut-il compter cercle et tra¬

pèze ou trapèze seul ?), les lecteurs optentpour l'aire du trapèze seul et donnent leurs résul¬
tats soit en s'aidant de la trigonométrie soit en utilisant le théorème de Pythagore.
Bonnes contributions en particulier de Jean CHARLES (31120 Lacroix Falgarde), Philippe
KAHN(92100 boulogne),MarcelDAVID (74200 Thonon les Bains).

464.Le nombre mystère

Je suis 76923.En me multipliant par 3, 4 et 9, on obtient 230769, 307692 et 692307.
D’après les chiffres des unités des trois multiplications, le nombre-mystère contient déjà, outre 3, les
chiffres 2, 7 et 9. Par ailleurs, la somme de ses chiffres est aussi celle du nombre obtenu en le multi¬
pliant par 9 : en vertu de la «preuve par 9»,c’est un multiple de 9. Le cinquième chiffre est donc 6.
Ilne reste plus que quelques esssais pour conclure.

EP.KAHN (92100Boulogne) et C.ROMONfontfort justement remarquer que lesproprié¬
tés du nombre-mystèrepersistent même sion le multipliepar 10 oupar 12. Ce nombre, disent-
ils, a même l'insignepropriété que sonproduitpar 13 vaut 999 999.
C. ROMON donne en plus l'exemple du nombre 052631578947368421 qui, composé de dix-
huit chiffres, a dix-huit permutations circulaires qui s'obtiennent en le multipliant par les
nombres de1à 18.

465. Octifîcation

24 est le seulnombre de deux chiffres égal à son octiflé.Iln’y a pas de telnombre à trois chiffres.

•Un nombre de deux chiffres égal à son octifîé s’écrira : (8 - a) x (8 -b) = 10a + b.
Soit : ab - 18 a - 9b + 64 = 0,qui s’écrit : (9-à) x (18 - b) = 98.
Compte tenu des contraintes sur a et b, qui doivent être compris entre 0 et 8, et des seules factorisa¬
tions de 98, qui sont 1 et 98, 2 et 49, 7 et 14, on n’a que la solution 18 -b = 14 et 9 -a = 7.
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•Un nombre de 3 chiffres égal à son octifié sera au plus égal à 8 x 8 x 7 = 448. Son chiffre des cen¬

taines sera donc compris entre 1 et 4. On fait les 4 essais : aucun ne conduit à une solution.

466.La nappe à carreaux

Enplaçant le centre de l’assiette sur un nœud, on peut faire coïncider 36 nœuds du quadrillage
avec le bord de l’assiette.

En prenant pour unité l’amplitude du quadrillage (2 mm), le problème revient à chercher le nombre
de façon d’obtenir 4225,carré du rayon 65,comme somme de deux carrés d’entiers (en vertu du théo¬
rème de Pythagore).
Or 4225 s’écrit de quatre manières différentes comme somme de deux carrés :
4225 = 162 + 632
4225 = 252 + 602
4225 = 332 + 562
4225 = 392 + 522
Sur un huitième de disques (privé des axes), on trouve donc 4 points du bord qui coïncident avec les
nœuds du quadrillage. Par symétrie,puis rotations, ce nombre est multiplié par 8, soit 32 points aux¬

quels il faut rajouter les quatre points des axes.

ElDidier MAIXANDEAU(92600 Asnières) généralise leproblème selon les valeurs du rayon

de l'assiette.

467. Quoi de «neuf» ?
Il faut ... 9 opérations au minimum pour atteindre 999.
+9, x 9,+9,+9,+9, x 9,+9,+9,+9.
Les nombres successivement atteints sont alors :

9,81,90,99, 108,972,981,990,999.
Le nombre le plus long à atteindre est 720.Il faut au minimum 17 opérations :

+ 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9, + 9,+ 9,+ 9, x 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9,+ 9.

468. L’assemblée des nombres
Le doyen des nombres de droite est 876351240.Le benjamin est 123567480.
Le seul nombre de gauche à ne pas contenir 0 est 381654729.
Iln’y a pas de nombre à la fois de gauche et de droite.
Le début du raisonnement consiste à remarquer que les nombres de droite se terminent par un mul¬

tiple de 120 et que 9 est le chiffre inutilisé.Cela donne sept cas à envisager, et quelques essais à mener

pour certains d’entre eux.

469.Un nombre de dix chiffres
Les dix chiffres ne peuvent être tous différents.
Si les dix chiffres d’un nombre B sont tous différents, la somme des chiffres de B est 45,et B est donc

divisible par 9. Pour tout entier A, on va construire le reste de la division par 9 de A2, A2 - A, puis
de B = A2- A - 1. Comme le montre le tableau ci-dessous, le reste de la division de B par 9 n’est

jamais nul.
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A2 A2- A B = A2- A -1Reste de la division par 9 de A
1 1 0 8
2 4 2 1
3 0 6 5
4 7 3 2

5 7 2 1

6 0 3 2
6 57 4

8 1 2 1
0 0 0 8

470. Qui s’étend sur la tente ?
14183

La fraction était :
41841

Pour calculer cette fraction F, on la multiplie d’abord par 10 000 000.
Cela donne : 10 000 000 x F = DDNABDB ,DDNABDB DDNABDB...

F = 0,DDNABDB DDNABDB...
9 999 999 x F = DDNABDBPar différence :

Cela s’écrit : 9 999 999 x ETEND = DDNABDB x TENTE.
La fractionF étant irréductible, TENTE est un diviseur de 9 999 999.
Or, 9 999 999 se décompose un produit de facteurs «premiers» sous la forme :

9 999 999 = 3 x 3 x 239 x 4649 (ce n’est pas facile à trouver sans une calculatrice munie de calcul
formel). TENTE est donc le produit de certains de ces quatre facteurs.
Compte tenu de son nombre de chiffres et de sa structure, ce ne peut être que :
TENTE = 3 x 3 x 4649 = 41 841.

Il reste à trouver la valeur du «D». On a : 239 x 1418D = DD8AB3B.
Il vient clairement D = 3, et F = 0,3389737 3389737...

El Jean LEMARIE (92400 Courbevoie) et C. ROMON donnent des solutions «à la main»
nécessitant assez peu de calculs. Pierre ALLARD (le Mans) et André MICHEL
(69250Montaney) donnent desprogrammes informatiquespermettant d'arriver au résultat en

quelques secondes.

471. Les séries rivales
Les deux nombres sont égaux.
On part par exemple de B :

„ , 1 1 1
B — 1 — — + — — — +... —

2 3 4

1 1
+

2002 2003

, ,i 1N
1 , ,1 1.1

— 1 + (--1) + — + (— — —) + — +... + (ÿ
2 3 4 2 5

1 1 1
) +

2002 1001 2003

, 1 1 1
= 1+ — + — + — +...+

2 3 4

1 1 1 1 1
— (1 4* — + — + — +... +

2 3 4

1 1
+ + ... +

1002 1003 2003 1001

1 1 1 1
= A+ + + ... +

1002 1003 1004 2003
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ElPhilippeKAHN(92100Boulogne)fait très justement remarquer qu'on obtiendrait un résul¬
tat identique avec toute sérieB de 2n-l termes, les termes de A étantpris entre les rangs n et

2n-1, commepar exemple les séries:A = 11022 + 10032 + ...+ 20032
etB =1-22 + 32- 42 + ...-20022 + 20032.

472.Digitalement vôtre
Le nombre 49930004993 est digitalement pair d’ordre 2002.
L’idée est de remarquer qu’un nombre de la forme AOA où les deux parties A sont séparées par des
zéros (ou simplement accolées) est toujours digitalement pair. On va donc chercher un nombre de la

forme N = AOA tel que tous ses multiples jusqu’à 2002N soient de la même forme, mais que ce ne

soit pas le cas de 2003N où une retenue rendra le nombre digitalement impair.
On veut donc N= (10* + 1) A,k étant choisi de telle sorte que 2002N s’écrive en accolant deux fois
le nombre B = 2002 A et que 2002 A < 10* < 2003 A.
2003 A commence donc par 1.Pour changer de parité,il faut une retenue à l’addition de 2003 A et de
2003 A x 10*. On pourrait donc s’arranger pour que 2003 A finisse par 9 (donc A par 3).En divisant
107 par 2002 et par 2003, on constate que 4993, compris entre les deux quotients, fait l’affaire.

EChristianROMONcomplète ce qu'ilappelle « le bestiaire » des nombres digitalementpairs

par:50 030 005 003;50130 005 013;99 860 009 986;99 960 009 996;100 060 010 006;
2 497 500 224 975;249 850 024 985;4 994 300 049 943 ...

473.Retournement de situation
2178 x 4 = 8712 et 1089 x 9 = 9801

•Si ABCD x 4 =DCBA,on voit que A =0, 1 ou 2 sous peine que le produit par 4 dépasse 4 chiffres.
Mais 4D se terminant par A, A est pair.
- A = 0 conduit àD = 0 ou 5 et à une impossibilité.
- A = 2 impose D = 3 ou 8 : Mais D > 4A,d’oùD= 8. 2BC8 x 4 = 8CB2

Pour que leproduit par 4 ait 8 pour chiffre des milliers,B doit être inférieur ou égal à 2 et impair (pour
cause de retenue 3).Donc B = 1. On en déduit C = 7 .On vérifie que le résultat convient.

•Un raisonnement analogue mène à la seule solution à quatre chiffres telle que le nombre «retourné»
est 9 fois plus grand.

E Calculs détaillés de Philippe KAHN( 92100Boulogne), C.ROMONetR . TOURNADRE.

474. Plus fort que la calculatrice
Les deux opérations donnent pour résultat 1.

Pour la deuxième, on pose Y = 10 657 et X = 1752. Onremarque alors que le résultat cherché R s’ex¬

prime sous la forme :

R = Y4 - 1369 X4-74 X2 = (Y2- 37 X2) (Y2 + 37 X2) - 74 X2.
Or, la calculatrice nous a donné : Y2- 37 X2 = 1,qu’on remplace dans l’expression de R :

R = (Y2 + 37 X2) - 74 X2 = Y2- 37 X2 = 1

E C. ROMONfait, à juste titre, remarquer que
10657

est la quatrième «réduite» de
1752

V37 puisque V37 = 6 + 1 par développement en «fraction
continue», ce qui donne successi¬
vement pour valeurs de plus en

plus approchées de \f~37:

112 +
112 +
112 +

12+ ...
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pI!qI - 6puis p2/q2 = 73/12 puispfq3 = 882/145 puis p4/q4 = 10657/1752. Comme onpeut

démontrerpar récurrence quep?-37qf = (-lf,ceci achève de démontrer que A =1enpre¬
nanti= 4. C'est en élevant au carré l'égalitép2 = 37q2 + 1qu'on obtient B = 1.
Philippe KAHN (92100 Boulogne) doit déjà, lui,faire preuve d'astuce pour faire calculer A

par sa calculatrice, qui n'a que 8 chiffres significatifs.Il commence par transformer A en:

106572 -(36+ l)xl7522 = (10 657-6x1752) x (10657 + 6x1752) -17522.

475.Le carré palindrome

N= 698896, carré de 836, est le seul carré palindrome à six chiffres.
Le nombre cherché s’écrit N= abccba, soit N= 100001a + 10010b + 1100c.
On factorise par 11 :N=11 x P où P = 9091a + 910b + 100c
P doit s’écrire P = 11 x Q, où Q est un carré parfait.
En raisonnant sur les restes de la division par 11 de P, on trouve la condition nécessaire :
5a + 8b + c doit être un multiple de 11. On pose alors c= 11k -5a -8b.
P s’écrit maintenant P = 8591a + 110b + 1100b, qu’on factorise aisément sous la forme :
P = 11 x (781a + 10b + 100/:). Le nombre Q = 781a + 10b + 100b doit être un carré.
Son chiffre des unités a ne peut être égal qu’à 1, 4, 5,6 ou 9.
Son chiffre des dizaines a une parité fixée,une fois connu le chiffre des unités.

Quant à k,il est déterminé par le fait que c = 1lk-5a- 8b est compris entre 0 et 9

•Voici le cas a = 6 entièrement traité. La discussion porte sur les deux derniers chiffres de

Q = 4686 + 10b + 100b :

- 96 donne b=l,etb= 4,Q = 5096 n’est pas un carré.
- 16 donne b = 3,et b = 5,Q = 5216 n’est pas un carré
- 36 donne b = 5, et b = 7, Q = 5436 n’est pas un carré
-56 donne b = 7,et b= 8, Q = 5556 n’est pas un carré
-76 donne b = 9, et b = 10. Q = 5776 est le carré de 76.11 vient c = 8 et N= 698896, seule solution
car les cas a = 1,4, 5 et 9 ne donnent rien.

ElBonne solution décrite defaçon élémentairepar Luc BARRIA (64160 Serres Morlaas).

476.Les nombres aristocrates
Le plus petit nombre aristocrate divisible par 11est 123 475 869.
Le plus grand est 987 652 413.
Il faut savoir qu’un nombre est divisible par 11 si la différence entre la somme P de ses chiffres de

rang pair et la sommeIde ses chiffres de rang impair est un multiple de 11. La somme des neuf
chiffres, 45, étant impaire, la différence (P-1) l’est aussi et vaudra-11 ou +11.
La méthode consiste à partir du plus petit nombre aristocrate N = 123 456 789, et à permuter ses

chiffres les plus à droite possible pour rendre le nombre divisible par 11.
Pour N,I= 25 et P = 20. Il faut donc diminuer la différence (I - P) de 16 ou l’accroitre de 6. La
deuxième solution est la plus économique.Elle mène, après quelques essais, au résultat.
On remarque qu la suite des chiffres doit être croissante à l’intérieur de chaque catégorie (celle des

chiffres de rang pair et celle des chiffres de rang impair), .
Une méthode similaire conduit au plus grand nombre cherché.

477. Vide grenier

Zoé a vendu le réfrigérateur au prix de 93 euros.

Iln’y a que quatre façons d’obtenir le prixp du réfrigérateur :

1 foisp,p fois 1 (les cartes postales coûtent probablement 1 euro), / fois c et c fois /,oùlet c sont
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des nombres premiers égaux respectivement au prix d’un livre et d’une chaîne. Comme le produit le
est égal àp, le nombre d’objets est donc :1+l+ c + le = 128, ce qui se factorise en : (1+ l) (1+ c)

= 128, d’où les possibilités (en supposantlsupérieur à 1 et inférieur à c) :

Seule la première ligne donne pourlet c des nombres premiers.
Les cartes valent 1euro, les livres 3 euros, les chaînes en or

31 euros et le Frigidaire 93 euros.

l+l l 1+ cc
3 31 324

8 7 15 16

478. Magique ?
La somme des produits des lignes est égale à la somme des produits des colonnes dans tout

«carré presque magique».
On part de l’identité suivante que nous vous laissons le soin de vérifier :

— [(a + b + c)3 - 3(a + b +c) (a2 + b2 + c1) + 2(a3 + b3 + c3) ]
6

abc -

abc
d e f
g h i

Dans un carré «presque magique» où toutes les
lignes et les colonnes ont même somme S, cela
donne :

abc + def+ ghi = — [3S3- 3S(a2 + b2 + c2 + d2 + e2+fi + g2+ h2 + i2)
6

+ 2(a3 + b3 +c3+ d3 + e3 +f + g3 + h3 + ï3)]
L’expression étant symétrique,il est clair qu’elle est égale à adg + beh + cfi.

El Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble) imagine une simplification de calculs utilisant au

mieux la symétrie par rapport à la diagonale. J. VIGNOLLES (31200 Toulouse) écrit, lui, le

tableau carré sous laforme:
4 4 + a 4-a

4 4 + b 4-b
4 4 + c 4-c
On évite ainsi le recours à uneformuleplus ou moins compliquée pour le calcul desproduits
par lignes etpar colonnes.

479. Ôtez le chiffre du milieu !
Huit nombres répondent à la question.Il s’agit de 105,108,135,192,195, 225, 315 et 405.
Si un tel nombre s’écrit abc,il vérifie : 100a + 10b + c =M (10a + c),

ce qu’on peut écrire sous la forme : 10 [b - (M- 10) a ] = (M- 1) c.

•En dehors des cas M= 11 (exclu),M= 16etM= 6 traités ci-après, on voit que c ne peut prendre

que la valeur 5 (puisque 0 est exclu par l’énoncé).

La relation devient : 2 [b- (M- 10) a] = (M- 1).

Une discussion sur les valeurs de Mpermet de trouver les six solutions se terminant par 5.

•M= 6 conduit à la solution 108 et M = 16 à la solution 192.
El André GILLET (72000 Le Mans) nous faitparvenir un programme de calcul sur ordina¬
teurpermettant de résoudre ceproblème.
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480.Palindromes et porte-bonheur

La somme de tous les palindromes à six chiffres est unnombre porte-bonheur.
Ce n’est pas le cas si on n’additionne que les palindromes ne commençant pas par 0.

•Un nombre palindrome s’écriraN= abccba.
- si a Z c, on groupe N avec le nombre qui s’écrit cbaabc.
La somme des deux, égale à 1001 x (abc + cba) est un multiple de 1001.
-Si a = c,N est lui-même un multiple de 1001 (N= 1001 x abà).

Ainsi, la somme de tous les palindromes à six chiffres est un multiple de 1001, donc de 13 puisque
1001 = 7 x 11 x 13.

•Si on exclut les nombres commençant par 0,il faut enlever de la somme précédente les nombres de

la forme ObccbO qu’on peut aussi écrire sous la forme lOOlOè + 1100c.
Le premier terme, lOOlOfe, est multiple de 1001. Le second terme, 1100c, intervient autant de fois

qu’il y a de couples (b, c). b prenant 10 valeurs possibles et c toutes les valeurs de 0 à 9, la somme

des seconds termes est égale à 11000 fois la somme des valeurs prises par c, c’est-à-dire la somme

des entiers de 0 à 9, soit 45. 45 x 11000 n’étant pas un multiple de 13, la somme des palindromes ne

commençant pas par 0 n’est pas un nombre porte-bonheur.

481.Le bal de la marquise des Anges

Il y avait 31 démons à la réception.
En appelant X le nombre de démons,a leprix d’une consommation à l’orange,b celui d’une consom¬

mation au citron, on a : 57a + 2bX = 51b + 2aX + 40
Cela s’écrit alors : (2X -57) (b-a) = 40
Il en découle que 2X - 57 est un diviseur impair de 40, soit 1 ou 5.
1 est exclu car la différence de prix des boissons serait 40,bien supérieure au prix de chacune.
Il vient 2X-57 = 5, soit X = 31.

482. Carrément carrés
49 est le seul nombre carrément carré à 2 chiffres,1681(= 412) le seul à 4 chiffres.
2401 9801(= 49012) est le seul nombre carrément carré de 8 chiffres.

•Un nombre K2 carrément carré de 4 chiffres s’écrira : K2= 100 a2 + b2 où a et b sont des nombre-

sinférieurs à 10. K est lui-même supérieur à 10a. Posons K = 10a + c. Le carré de c ayant le même
chiffre des unités que le carré de b, on en déduit que c = 10 -b (il est impossible que c = b car a * 0

par hypothèse).
K2= 100 a2 + b2 s’écrit donc : (10a + 10 -b)2 = 100 a2 + b2. La relation se simplifie en :
b (a + 1) = 5 (2a + 1).Les nombres (a + 1) et (2a + 1) étant premiers entre eux, (a + 1) divise 5.D’où
l’unique solution pour a = 4 (et donc b = 9).

•Une démarche similaire mais plus délicate permet de trouver les carrément carrés de 8 chiffres.On

part de : K2= 10000 a2 + b2 où a et b sont des nombres inférieurs à 100.
OnposeK = 100 a +c.On en déduit que : (b-c) (b+ c) = 200 ac. Onn’oublie pas que a est au moins
égal à 32 pour obtenir un vrai nombre de 8 chiffres. Cela ne laisse que peu de marge à la somme

b + c qui s’avère ne pouvoir prendre que la valeur 100.
(100a+ 100 - b)2= 10000 a2 + b2 se simplifie en : b(a + 1) = 50 (2a + 1). Les nombres (a + 1) et

(2a +1) étant premiers entre eux, (a + 1) divise 50.
a, au moins égal à 32, ne peut valoir que 49, d’où l’on déduit b = 99.
•Pour ce qui est des nombres carrément carrés de six chiffres, la liste de quatre initialement trouvée
a été complétée à cinq nombres par les lecteurs et certains en ont fourni la justification (voir ci-des-
sous) :
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144 400 = 3802, 225625 = 4752, 256 036 = 5062, 324 900 = 5702, 576 081 = 7592.
El Un nombre considérable de lecteurs a relevé le défi, non seulement de la recherche des
nombres carrément carrés à 6 chiffres, comme nous l'avions demandé, mais enplus d'étendre

cette quête à celle des «carrément carrés» àplus de six chiffres.Nous utiliserons dans les cal¬
culs qui vont suivre les mêmes notations que celles de la solution.
Pour ce qui est des nombres carrément carrés à six chiffres, nous retiendrons essentiellement
deux contributions:

•Celle de C. GILORMINI (54600 Villers les Nancy), claire et concise : mettant

1000 xa2 = K2 - b2 sous ta forme (K-b) x (K + b), il remarque que K- b et K + b sont de

mêmeparité,pairs tous les deux car leurproduit l'est, etposeK-b = 2xxetK + b = 2xy.

D'où K = x + y et b = y - x avec xxy - 250 x a2. Ceproduit étant divisiblepar 125, l'un au

moins de x ou de y est divisible par 25. Compte tenu du fait que 10 sa £31, 0 âb <31 et

317 £Ks.999, on obtient que 143 si£499, 159 £y £515 et ISJISIH- 31. En distinguant
les cas où c'est x qui est divisiblepar 25 et les cas où c'est y qui l'est, et en ne retenant que les

valeurs de x donnant des valeurs entières de y, on obtient:

K2b =y-x K= x + yx y a

225 250 15 25 475 225 625

250 256 16 6 506 256 036
375 384 24 9 759 576 081

380180 200 12 20 144 400

324 900270 300 18 30 570

•Celle de JeanMOREAU de SAINTMARTIN(Paris)

Ce lecteur,parti de l'égalité (ax V10002 etprocèdepar encadrements:

1000x a2 < K2 < 1000x (a2 + 1) < 1000x (a2 +1H--—-) qui, en encadrant V1000 entre
4x a2

16
31,62 et 31,625, donne:31,62a <K < 31,62a H--- +-.

200 a

Des opérations arithmétiques élémentairespermettent donc, en ne conservant que les valeurs

pour lesquelles K2-1000x a2 est un carré, de dresser le tableau:

16
31,62a + —31,62xa +- (arrondi) Ka

200 a

12 379,44 380,84 380
47515 474,30 475,45

16 505,92 507 506
18 569,16 570,14 570
24 758,88 759,67 759

•DominiquePASTRE(92130Issy les Moulineaux) etNoëlRENAUDIN(92100Boulogne) ont

eux aussi imaginé un bon algorithme de recherche, nécessitant cependant davantage de cal¬

culs.
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•J. BERRARD (Paris) utilise une technique de recherche originale, s'appuyant sur une rela¬

tion linéaire annexe entre a, b et c, soit 30x a = K- b, qui conduit à -j- = -j- = de

valeur commune 4, 5 ou 6, soit 32 x a = b + K, ce qui conduit à — =
commune 2 ou 3.

J

K
de valeur

253 ’

•Ilrejoint en cela Jacques DEMOULIN(78150Le Chesnay) qui constate que les triplets a, b

et K se répartissent en deuxfamilles de tripletsproportionnels.

•D'autres lecteurs, très intéressés eux aussipar le sujet, nous ont envoyé la bonne liste des
nombres carrément carrés à six chiffres :M. ARRAOU (34500 Béziers), Jacques PITRAT
(Paris), Mme Y. BAYET (Paris), Didier SCHNEIDER (51000 Chalons en Champagne),
J-F.BARBIER (Paris)

•Bonnes contributions également de Jean DURUP (31000 Toulouse) et d'un lecteur anonyme

qui, ne se considérant pas comme hors jeu, a quand même (sipeu...) utilisé l'outil informa¬
tique.Ila osé lefaire avec Excel et voici son schéma:
1) Déterminer tous les carrés comportant 6 chiffres (tranche 317-683):listeL1
2) Déterminer tous les carrés comportant 3 chiffres (tranche 10-31):liste L2
3) Rechercher dans L1sur les 3premiers caractères la coïncidence avec L2
4) Vérifier que les 3 derniers caractères sont bien un carré.

Quant à rechercher les nombres carrément carrés àplus de six chiffres,plusieurs lecteurs s'y

sont risqués:

•Jacques DEMOULIN, dans un travail comme toujours très complet, non seulement recense

tous les nombres K2 à10 chiffres (360502, 398452, 487002, 499642, 50 2812, 54 0752, 559732,
721002, 749462, 7969Ö2, 901252, 999282), mais encore démonte la structure des nombres K2
à 4p chiffres.Ilen existe un seulpourp - 1,2, 3,6,7, 8, 9, deuxpourp = 4 ou 5.Les voici:

K2 = 4999W0012 = 24990001\999800001 ou

99992
K2 = 3829W0012 = 14661241U6580001pour 16 chiffres,

38292
~

87512

K2 = 49999\000012 = 2499900001W9800001 ou

499992 999992

K2 = 33007W00012 = 1089462049\6601400001pour 20 chiffres.
330072 812492

•Didier MAILLARD (Paris) esquisse une généralisation à la recherche des nombres K2 dont
le nombre de chiffres est multiple de 4,

•Alain MENARD (Paris) cherche, lui, du côté des nombres K2 à 12 chiffres
•C. ROMON calcule explicitement la solution à 8 chiffres (49012), celle à 12 chiffres
(4990012) et nous entraîne également du côté des deux solutions pour les nombres à 16 et à

20 chiffres.

483.Un nombre prodigieux

Le nombre cherché est 3 564 120.
Appelons P le nombre prodigieux, (2) la condition sur les deux derniers chiffres, (3) celle sur les trois
derniers chiffres etc.
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Vu les conditions (2) et (5),P se termine par zéro.
D’après la condition (4),P doit se terminer par 20, 40 ou 60.
La condition (3) impose alors à P de se terminer par 120, 240, 360, 420 ou 540.
En appliquant les conditions (6) et (7),il ne reste que six possibilités :
3 564 120, 3 516 240, 6 351 240, 6 153 420, 6231540 et 6 531 420.
La condition (2) portant sur les deux premiers chiffres n’apporte rien.
En revanche, la condition (3) portant sur les trois premiers chiffres ne laisse plus que les trois possi¬
bilités : 3 564 120, 6 351 240 et 6 531 420.
Elles se réduisent à une avec la condition (4).

Kl Amis lecteurs, pour ce problème que François ADRIEN (78000 Versailles) qualifie de
«problème de tricot», aucune des six possibilités en jeu ne vous a échappé, mais beaucoup
d'entre vous sont allés au-delà de la simple énumération en notifiant d'intéressantes
remarques.

Pierre JEAN (13100 Aix en Provence)fait remarquer que 73564120 est divisiblepar 8, que

873564120 l'estpar 9 et que 9 873 564 120 l'estpar 10,mais cette remarque amusante se jus¬

tifie aisément.

JoëlLIRAND (86360 Chasseneuil duPoitou) remarque, lui, que les six nombres respectant les
conditions (2), (3), (4), (5), (6) et (7) sont tous divisiblespar 2, 3, 4, 5 et 6, ce qui est moins

évident.

484. Ananombres
765 ou 705 sont des ananombres:765 = 423 + 342 et 705 = 609 + 096.
775 en revanche n’en est pas un.

Plus généralement,parmi les nombres de 3 chiffres, sont d'office des ananombres :

- les nombres pairs (puisqu'on peut les écrire A + A) ;

- ceux qui s'écrivent Pbb,Ib(b-\), où P désigne un chiffre pair etIun chiffre impair :
par exemple, 655 = 314 + 341,765 = 387 + 378 ;

- ceux qui s'écrivent aPa, aP(a-1),où P désigne un chiffre pair :

par exemple, 747 = 126 + 621, 685 = 293 + 392.
En dehors de ces nombres,ilne reste plus qu'une catégorie d'ananombres : ceux qui s'écrivent comme
la somme d'un nombre et d'une de ses permutations circulaires. C = A +B, avec A=abc et B = bca.
On en déduit que C = 101a + 110b + 1le = 2a + 11(9a + 10b + c).

Réciproquement, à partir d'un nombre N qui ne fait pas partie des trois premières catégories d'ana-
nombres, on en déduit la procédure qui permet de vérifier si c'est un ananombre. On calcule d'abord
le reste r de la division de Npar 11.
- Si r est pair, on pose r - 2a, et on conclut que N est un ananombre s'il est plus grand que 101a.

- Si r est impair, on pose r + 11= 2a, et on conclut encore que N est un ananombre s'il est plus grand
que 101a.

En effet, dans les deux cas, on pourra sans problème identifier le multiple de 11 qu'est (N-101a) au

nombre 11(10Ù + c) pour trouver la valeur de b et c.

K Ce problème, dont la solution d'origine était incomplète, nous a valu de nombreux cour¬

riers, dont une étude intéressante deM.Pierre Gaillard, de Meylan (38).Mais nous adressons
toutes nosfélicitations et nos remerciements àMadameMarie-Nicole Gras, duBourg d'Oisans
(38), qui nous a donné la solutionparfaite ci-dessus permettant de reconnaître la somme de
deuxpermutations circulaires.
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485.Le match du 2 et du 3
Outre 22 = 31+1, seul 2 = 3° +1répond à la question.
Aucune autre puissance de 2 ne dépasse d’une unité une puissance de 3.
Pour s’en persuader,il suffit de considérer le reste d’une puissance de 3 dans la division par 8.

C’est 1 si l’exposant est pair (1,9, 81, 729... ont pour reste 1 quand on les divise par 8).

C’est 3 si l’exposant est impair (3, 27, 243... ont pour reste 3 quand on les divise par 8).

En ajoutant 1 à une puissance de 3, on ne trouve donc jamais un multiple de 8.

Or,hormis 1, 2 et 4, toutes les puissances de 2 sont des multiples de 8.
IS] Vous avez été nombreux, amis lecteurs, à répondre à notre appel:«Existe-t-il une puis¬
sance de 3 autre que 3 ou 9 qui dépasse d'une unité unepuissance de 2 ?»

Quelles que soient leur technique, toutes vos démonstrations sont correctement construites.

•Certaines, reposant sur la parité de l'exposant, utilisent la sommation d'une suite géomé¬
trique [Marcel CHOQUET (Paris), Alain-Noël HENRI (26000 Valence), J. DEMOULIN
(78150 Le Chesnay) Jean LEMARIE (92400 Courbevoie), C. MARION(89200 Avallon, ...),

A. VALLON (78000 Versailles) ], d'autres pas [Jean-Marc TEMURSON (38700 Corenc),

P. LASCAUX (91800 boussy Syt Antoine), Michel FRANÇOISE (86300 VADDIVIENNE),

Didier HOLLEAUX (Paris)]

•L'une d'elle utilise même laformule du binôme [LouisREMILLIEUX (74410 St Jorioz)].

•Certaines sont effectuéespar récurrence [Yves ARCHAMBAULT (Paris), Michel Wavresky
(19100Brive)].

•D'autres se font par l'absurde ou à l'aide d'arguments d'analyse [Jean-Pierre DENOST

(33320UTaillan-Midre)].

Nous retiendrons lesplus concises d'entre elles(CM. CRUICKSHANH(Kingston, Angleterre),
M. DESCOMBES (78600 Maisons- Laffitte, Jean DURUP (31000 Toulouse), Marie-Nicole
GRAS ( 38520Bourg d'Oisans), JeanMOREAUde SAINTMARTIN(Paris)]. Toutesfont sim¬

plement référence au résultat précédemment énoncé, à savoir : «Seul32p est égal à un mul¬
tiple de 8 augmenté de1». Oup est impair et égal à 2k +1et alors (32k + !)2 - 34k + 2 = 9x34k
= (multiple de 16) + 9, et 34k + 2 -1nepeutpas être unepuissance de 2. Oup estpair et égal
à 2k, et dans ce cas, 32x2k = (32k)2 = [(multiple de 8) + l]2 = (multiple de 16) + 1. Cependant,
34k-1estpar ailleurs multiple de 34-1, c'est-à-dire de 80, qui contient lefacteur 5 et nepeut

doncpas être unepuissance de 2.
Quelques lecteursférus de théorie des nombres n'ontpas manqué de rappeler que ceproblè¬
me est une versionpartielle de l'équation de Catalan:x11- ym = 1, où x, y, n et m sont des
entiers et qu'ilexiste de la question uneformeplus générale:« Si deux entiers consécutifs sont

despuissancesparfaites, ce sont 8 et 9.». Conjecturéepar Eugène Catalan en1844, cet énon¬

cé n'a été démontré complètement qu'en 2002.

486.Le baron
Le «baron» a tiré 11, 21, 29,38, seule combinaison de total 99.
Ily a une chance sur 1001 de tirer un tel total : le bonimenteur devrait donc payer 1000 euros en plus
de la restitution de la mise pour que le jeu soit équitable.
•La façon la plus systématique de trouver la solution est d’utiliser la «preuve par 9».

Les restes des nombres dans la division par 9 sont 0 (pour 9, 27 et 63), 1 (pour 1, 10, 28, 37, 46 et

55), 2 (pour 11,20, 29 et 38), enfin 3 pour 21.
La seule façon d’obtenir pour total des restes 0 ou 9 en quatre cartes est 2+ 2 + 2 + 3.
Parmi les quatre combinaisons correspondantes, la seule qui totalise 99 est 11 + 29 + 38 + 21.
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14 x 13 x 12 x 11
•Or, le nombre de façons de tirer quatre cartes parmi 14 est

Il y a donc une chance sur 1001 de gagner à ce jeu.
, soit 1001.

4 x 3 x 2 x 1

487. Mémoire (pas) vive
Alice est née un 27 mars. Son code est 27273
Désignons par X le code cherché.

•Première constatation : comme X2 n’est formé que des chiffres de 1 à 9, X est compris entre

11 112 et 31 426.En particulier, le premier chiffre de X est 1, 2 ou 3.

•Deuxième constatation : la somme des chiffres de X2 est 45, X2 est multiple de 9, donc X est mul¬

tiple de 3.

Si X - 1 s’écrit xyxyx, la somme des chiffres de X, 3x + 2y + 1, doit être multiple de 3, donc 2y + 1
aussi. Les seules possibilités pour y sont : 1, 4 ou 7.
Ainsi, les seuls codes possibles sont 11112, 14142, 17172, 21213, 24243, 27273, 31314.

Seul parmi eux 27273 a un carré composé des 9 chiffres (743 816 529).

488.Briseur de code

33 398 630 137 =1237 x 26 999 701
En multipliant N,le nombre à factoriser, par 73, on trouve 73 N= 2 438 100 000 001 ;
c’est-à-dire 73 N= 243 x 1010 + 81 x 108 + 1.
On reconnaît 35 = 243 et 34 = 81,ce qui amène à écrire : 73 N= 3005 + 3004 + 1.
On utilise alors la factorisation X5 + X4 + 1= (X2 + X + 1) (X3 -X + 1) pour parvenir à :
73 N= (3002 + 300 + 1) (3003 - 300 + 1) = 90 301 x 26 999 701

Il reste à remarquer que parmi ces deux facteurs, c’est 90 301 qui est multiple de 73 :

90 301 = 73 x 1 237.D’où la factorisation de N.
HC.ROMONfait remarquer avec humour que le code en question n'estpas très adaptépuis¬
qu'il est en réalité leproduit de trois nombrespremiers:32 569 x 829 x 1237.

489.Famille nombreuse

Les âges des enfants sont 1,1,1,2 et 5 ans.

La somme a + b + c + d + e des âges est inférieure à 5 fois l’âge e de l’aîné. L’égalité ne peut
d’ailleurs avoir lieu que si tous les âges sont des entiers égaux, ce qui est impossible.
Mais la somme est aussi le produit abcde. En simplifiant par e, on constate que le produit des âges
des quatre plus jeunes est strictement inférieurl à 5.
-Le produit 4 mène à : 1,1,1, 4, soit 7 + e = 4 e, e n’est pas entier (1,1,2, 2 est exclu, car il n’y a

qu’une naissance multiple).
-Le produit 3 mène à : 1,1,1, 3, soit 6 + e = 3 e,e - 3 exclu pour la même raison.
-Le produit 2 mène à : 1,1,1,2, soit 5 + e = 2e,e = 5,unique solution.
(le produit 1mène au cas impossible 4 + e = e).

490.Des entiers intéressants
Les seuls nombres intéressants dont le nombre de chiffres est compris entre 2 et 8 sont :

321, 32541et 34521.
-On montre rapidement qu’il n’y a pas de nombre intéressant de 2 chiffres ni de 4 chiffres.
-On élimine ensuite les nombres de 6 et 8 chiffres à cause de la place du 5.

-Le dernier chiffre divisant le premier, 321 est le seul nombre intéressant à 3 chiffres.

-Les nombres de 5 chiffres qui ne se terminent pas par 1ne peuvent se terminer que par 2 et ont alors
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pour premier chiffre 4 et pour troisième chiffre 5.Mais alors 41 ou 4351 devraient être divisibles par
3, ce qui n’est pas le cas.Il reste à étudier la situation ••5 •1. 1 étant impair, le premier chiffre doit
être 3, ce qui mène à deux solutions.
-Un nombre intéressant de 7 chiffres aurait pour quatrième chiffre 5.

•S’il ne se termine pas par 1,il se termine par 2 (premier chiffre 4 ou 6) ou par 3 (premier chiffre 6).

Or, 6 ne peut diviser le nombre total (la somme des chiffres n’est pas un multiple de 3).

Dans la configuration 4 x»5 •y 2,y est impair (le nombre est divisible par 4). Or,y = 7 impliquerait
x = 2, déjà pris, et y - 3, impliquerait x = 2 ou 5, déjà pris aussi.
3 ni 6 ne pouvant être en deuxième position (la somme des 6 premiers chiffres n’est pas un multiple
de 3),il reste à étudier les configurations 4735612 et 4765312 qui ne fonctionnent pas.

•S’il se termine par 1, le premier chiffre est impair et ne peut être 3 (le nombre n’est pas un multiple
de 3).Il reste à étudier 7 ••5 ••l.Le deuxième chiffre ne peut être 3 (73 est premier) ni 4 ni 6 (74

ni 76 n’ont pas de diviseur à 1 chiffre). Ce ne peut être que 2, ce qui mène à72*5»41- impos¬
sible : le nombre formé par les 5 premiers chiffres n’est pas divisible par 3ni6-ouà72*5*61-
impossible : 723 n’est pas divisible par 4 ni 724 par 3.

-Il existe au moins un nombre intéressant de 9 chiffres, 329456781.Il en existe peut-être d’autres.
Les découvrirez-vous ?

ElNombre de lecteursperspicaces ont magistralementprouvé qu'iln'existe aucun nombre «inté¬
ressant» de 7chiffres:François ADRIEN(78000 Versailles),J.DEMOULIN(78150Le Chesnay),

Dominique Pastre (92130 Issy-les-Moulineaux), Jean PIGETVIEUX (38100 Grenoble), C.

ROMON. Tous utilisent un argument de parité. Dans les nombres intéressants à 7 chiffres, s'ils

existent, le 5 doit occuper laposition centralepuisqu'il doit diviser un nombre terminépar 5.De

plus, les couples de chiffres symétriques par rapport au chiffre central sont de même parité. En

effet, comme chaque chiffre du couple divise un nombre qui se terminepar l'autre chiffre,
•Si l'un estpair, ildoit diviser le nombre se terminantpar l'autre, qui est alorspair.

•Si l'un est impair, l'autre doit diviser le nombre qui se termine par cet impair ;il est donc
nécessairement impair.
Ilfaudrait donc au nombre intéressant de 7 chiffres un nombre pair de chiffres pairs, ce qui
n'estpas le caspuisque les seulspossibles sont 2, 4 et 6.

•Plus généralement, nous ditBernard TRUFFAULT(44980 Ste-Luce-sur-Loire), si le nombre
n de chiffres du nombre est impair (n = 2p + 1), le nombre «intéressant» va comporter p

chiffrespairs etp +1impairs. Sip>1, c'est un impair qui occupe laposition centrale:ilest

précédé et suivi d'un même nombre de chiffrespairs, ce qui suppose quep soitpair (p = 2 xq).
Les seuls nombres intéressants de 5 chiffres ou plus auront donc obligatoirement 4xq + 1

chiffres. Ce lecteur détiendrait par ailleurs un preuve (trop longue pour être citée ici) qu'il
n'existe que deux nombres «intéressants» à 9 chiffres:329 456 781, que nous avions cité, et

968 751 243, que d'autres nous ont également signalé.

491.Nombres fréquentables

•Un carré a toujours pour reste 0 ou 1dans la division par 4.
Un nombre fréquentable a donc pour reste 0,1 ou 2 dans cette division,mais jamais 3.

•Si (a2 + b2) et (c2 + d2) sont deux nombres fréquentables, alors leur produit P s’écrit :
P = a2c2 + a2cP + b2c2 + b2cP
P = (a2c2 + b2cP + labcd) + (a2<P + b2c2- 2 abcd)

P ~(ac + bd)2 + (ad-bc)2
P est bien somme de deux carrés.

•2005 est un nombre fréquentable. 2005 = 5 x 401.
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Or, 5 = 22 + l2 et 401 = 202 + l2 sont des nombres fréquentables.
En appliquant la méthode ci-dessus, on trouve la décomposition : 2005 = 412 + 182 ou 2005 = 392 + 222
NB : On sait depuis Fermat qu’un nombre premier est fréquentable si et seulement si en lui ajoutant
1, cela ne donne pas un multiple de 4. On peut alors juger de la fréquentabilité d’un nombre entier N
en le développant en produit de facteurs premiers. On «oublie» ceux qui ont un exposant pair, et on

ne considère que les facteurs premiers d’exposant impair.N sera fréquentable si et seulement si tous

ces facteurs sont fréquentables.

492.Deux chiffres inconnus
4624 = 682 et 9604 = 982 sont les seuls carrés parfaits de la forme x 6 y 4.

On constate alors que 44...4622...24 = 66...682 (100 chiffres 6)

et 99...9600...04 = 99...982 (100 chiffres 9).

El Si nous n'avions donné aucun détail dans la solution, nos lecteurs, eux, en donnent.
Philippe KAHN(92100 Boulogne) et C. ROMON commencent tous deux par remarquer que

682 et 982 sont les seuls carrésparfaits de laforme x 6 y 4.

•Le premier lecteur tente de généraliser aux nombres 98, 998, ..., c'est-à-dire de la forme
HP-2;Les élever au carré donne (HP -2)2 = 102n - 4xlOn + 4 qu'il met sous la forme
1(P +1x(10n~1-1) + 6xHP + 4, qui s'écrit:99...999600...004.Ilfaitpour la série 68, 668,

n-1fois n-1fois

2
6668, ...dont les nombres sont tous de laforme — (HP + 2) un calculunpeu différent. Leur

carré vaut:

x(10P + 2)2 = -j x(102p-HP

= j[10P+1x(10P-‘ -1)]+6xl(P+j

= y [10P+1xflOP-'-l)]+6xlQP + -J x(10P-l) + 4=10P+I x44ÿ44+6xl(P+22ÿ22+ 4.

p-lfois

+ 1 + 4 x 10P + 4) = ...

16
xl0P+ —

9

P-lfois
Le résultat s'écrit donc 44...44622..224.

p-lfois p-lfois

•Le secondlecteur utilise, lui, unefactorisation astucieuse du nombrex6y4dans le cas où c'est

le carré d'un nombre terminépar 8:x 6 y 4 = (10a + 8)2.Partant de (10a + 8)2- 4, ilécrit:
(10a + 8)2-4= (10a + 8 + 2) x(10a + 8 + 2) x(10a + 8-2),d'où (10a + 8) = 10x(a + 1) x

(10a + 6) + 4.Le chiffre des dizaines de x6y, qui est égalà 6, estpar ailleurs celui des unités

de a x (a + 1), auquel on ajoute la retenue de 6 x (a + 1).En dressant un tableau des valeurs

possibles de ce chiffrepour a allant de1à 9, iln'obtient que deuxfois la réponse 6,pour a =
6 et a = 9, qui donne bien le résultat annoncé.Il va mêmeplus loin et étend ce résultat à un

nombre a àplusieurs chiffres identiques.
Par exemplepour a = 66... 66;

kfois
Dans ce cas, (a +1)(10a + 6) = 6Ô...67 x Ô6...66 = ... = 44...44622...22.

kfois kfoiskchiffies k+lfois
Bonne réponse également de Antoine WEHENKEL (Luxembourg).
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493.Déferlement de uns

11...1(3" chiffres «1») est divisible par 3".
Posons Rn = 1111...11 (n chiffres).

•R3 = 111 est visiblement divisible par 3 (la somme de ses chiffres l’est).

•De même,R9=lll 111 111 est divisible par 9.

•R27, qui s’écrit en juxtaposant trois fois R9, est égal au produit du multiple de 9 qu’est R9 par
1 000 000 001 000 000 001,lui-même multiple de 3.Ilest donc divisible par 27.
De proche en proche, on montre que le nombre qui s’écrit avec 3" chiffres «1»,produit de celui qui
s’écrit avec 3n_/ chiffres «1» par un multiple de 3, est divisible par 3".

El Ces nombres qu'on n'écrit qu'avec des 1, nommés « rep-units »parce qu'on répète l'unité,
n'ont décidémentpasfinidéfaireparler d'eux!Chacun de vos courriers en montre unefacet¬
te insolite et nous en donne une nouvellepropriété.En voici quelques exemples (nous noterons

Rn le nombre écrit avec n chiffres «1») concernant enparticulier la divisibilité des Rn:
•Si l'entier m divise l'entier n :n = q xm, alors Rm divise Rn. En effet, Rnpeut être considéré
comme une juxtaposition de q nombres Rm, donc divisiblepar R)n.
•Tout entierppremier avec 10 admet des multiples sousforme de rep-units.
•SiRn est multiple de n, alors n est multiple de 3.

•Si m = Rn est multiple de n, Rm est multiple de m. Cela découle directement de la première
propriété. Ainsi, comme 111 = R3, R]u est divisiblepar 111.
Ont contribué à énoncer et démontrer ces propriétés :A. BLANCHARD (13008 Marseille),
Romain BROSSARD (Lyon), Denis HEMARD (59300 Valenciennes), Micheline LEMASU-
RIER ( 94600 Choisy le Roi), Joseph UZAN(Paris).

Vous ne vous êtespas arrêtés là;d'autres encore, comme DominiquePASTRE(92130Issy les
Moulineaux), Jean-Louis POSS (13100 Aix en Provence) ou Albert DENIS (Paris) ont enrichi
la collection de rep-units Rn divisiblespar n. Onpeut tirer de leurs courriers d'abord que 3n
x 111divise R3nxlI1, ensuite que R3n x37p avec netp tous deux supérieurs à 1, est multiple de
3n x 37p ou, dit sous une autreforme, si n est égal à 3P x11N, alors Rn est divisiblepar n.La
démonstration sefait en deux temps, en démontrantpar récurrence sur q que sin = lllq,Rn
est divisiblepar n et ensuitepar récurrence surp lapropriété complète.

494.Renversement de situation
Le nombre initial était 2006.

De l’égalité : 3 x abcd- 16 = dcba, on déduit que a est compris entre 1 et 3, et que d est nettement

plus grand que a. On en déduit aussi la relation : 2999a + 290 b = 70c + 997d+ 16.
En combinant ces deux contraintes et en regardant le chiffre des unités,on constate que seule convient
la solution : a = 2 et d= 6.
Il reste alors 29b = 7 c, ce qui, avec la condition pour h et c de rester compris entre 0 et 9, n’a plus
qu’une solution : b = c = 0.

495. Les nombres tricarrés
49 = 72 est le seul nombre tricarré de 2 chiffres. 16 81= 412 est le seul de 4 chiffres
En dehors de 144 400, les seuls tricarrés à 6 chiffres sont 225 625 = 4752, 256 036 = 5062,
576 081= 7592 et 324 900 = 5702. 24999000019999800001 est un tricarré à 20 chiffres.
Si un carré C - c2 s’écrit AB, où A = a2 est un carré de 10 chiffres et B = b1un carré de 10 chiffres
au plus, on a l’équation (*) : c2-b2 = 1010 a2, avec les conditions :

a > 31622 (pour que le nombre ne commence pas par 0) et 0 < b < 100 000.
Une approche du problème consiste à utiliser la théorie des «triplets pythagoriciens».
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Une autre considère l’équation (*) qui se factorise : (c + b) (c - b) = 10 000 000 000 a2.
On peut penser qu’on peut apriori distribuer de toutes les façons possibles les systèmes :
c + b - x

c-b = y

où le produit xy vaut 10 000 000 000 fois un carré,mais x - y = 2b impose à cette différence de res¬

ter plus petite que 200 000 sans être négative ou nulle, ce qui ne laisse plus beaucoup de latitudes,
d’autant que x et y doivent avoir même parité. Ainsi, x = 10 000 000 000 est exclu.
x = 5 000 000 000 conduit à :

c + b = 5 000 000 000
c-b = 2 a2,
a doit être cherché inférieur à 50 000,mais pas trop, car 2 b = 5 000 000 000-2 a2 doit être inférieur

à 200 000. Seul, a = 49 999 convient (pour b = 99 999, c = 4 999 900 001 et le bicarré
2499900001 9999800001.

El Cette énigme, une variante du problème n°407 («Nombres carrément carrés»), n'a pas

démotivé nos lecteurs, qui ont apporté, comme pour le précédent, de nombreuses contribu¬
tions. Certaines fournissent une solution au problème (celles de Pierre GAILLARD (38240

Meylan) et de C.ROMON), d'autres en donnent une deuxième, comme celle de Pierre CARRE

(Paris) mais certaines vont encoreplus loinenprouvant qu'iln'en existe que deux. Jean-Pierre

ANDRE (92130 Issy les Moulineaux) et Guy PAILLOTIN (91600 Savigny sur Orge) ont la
même approchepar encadrementpour limiter les recherches.

•Commençons, nous disent-ils, avec les notations de la solution donnée, par poser

r = c- 105xa.

•La «condition tricarrée» donne 10wa2 + b2 = (105a + r)2, d'où on déduit l'inégalité:

b2
<1,6.r

2x10?x a

•La seule valeurpossible de r est donc 1, d'où b2 = 2 x 105 x a + 1, ce qui donne un nouveau

minorantpour b:b2 > 2x 105 x 31622 >79 526.

•Or (b-1) x (b + 1) - 26 x 55 x a et commeb-1et b +1nepeuvent être tous deux divisibles
par 5, l'un des deux est obligatoirement divisiblepar 55 = 3125 et comme ils sontpairs, l'un
d'eux est divisiblepar 6250.Les seules valeurspossiblespour b sont, à une unitéprès, les mul¬
tiples de 6250 compris entre 79 526 et 105. Seuls deux d'entre eux donnent une valeur entière
de a. On trouve en définitive:

c = 10? x a + 1ba

33 007 81249 3 300 700 001

49 999 99 999 4 999 990 0001

Les seuls nombres tricarrés à vingt chiffres sont donc 10 894 620 496 601 400 001 et 24 999

000 019 999 800 001.

496. Les nombres diagonaux

La prochaine année «diagonale» est 2015.
Un nombre ne peut jamais être à la fois diagonal et triangulaire.

•Pour calculer le nombre Dn de diagonales d’un polygone convexe de n côtés,il suffit de remarquer

que d’un sommet S partent (n- 3) diagonales, puisque les seuls sommets qui ne sont pas joints à S

par une diagonale sont S et ses deux voisins immédiats.
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On obtient ainsin(n- 3) diagonales, mais chacune d’entre elles a été compabilisée deux fois.

n (»- 3)
,c’est une fonction croissante de n.Ainsi,Dn =

2

Pour approcher 2006, on essaie D64 = 1952 et D65 = 2015 qui nous donnent la dernière année diago¬
nale et la prochaine.

•Il y a une relation étroite entre nombres diagonaux et nombres triangulaires Tn =
En effet,n (n- 3) = (n- 2) (n- 1) - 2.En divisant par 2, cela donne :

D„ = V2- 1-
Tout nombre diagonal est inférieur d’une unité à un certain nombre triangulaire.
Or, aucun nombre triangulaire n’est inférieur d’une unité à un autre nombre triangulaire.
Un nombre ne peut être à la fois diagonal et triangulaire.

n (n+ l)

2

497. Salaire hebdomadaire
Le revenu hebdomadaire d’Alice est 777 €.

SoitH ce revenu hebdomadaire (il s’écrit aba), et A son revenu annuel.
A est compris entre 5200 a et 5200 (a + 1).

Par ailleurs, le premier chiffre c de A est égal au dernier chiffre, c’est le chiffre des unités de 2 a.

Cela nous permet d’éliminer la plupart des valeurs de a. Ainsi :

-Pour a = l,c = 2et5 200 < A < 10 400, donc A ne peut avoir 2 comme premier chiffre.
-Pour a = 2, c = 4 et 10 400 < A < 15 600, donc A ne peut avoir 4 comme premier chiffre.

-Pour a = 3, c = 6 et 15 600 < A < 20 800, donc A ne peut avoir 6 comme premier chiffre.
-Pour a = 4, c = 8 et 20 800 < A < 26 000, donc A ne peut avoir 8 comme premier chiffre.
-Pour a = 5, c = 0, A ne peut être palindrome.
-Pour a = 6, c = 2et31200 < A < 36 400, donc A ne peut avoir 2 comme premier chiffre.
-Pour a = 8, c = 6 et 41 600 < A < 46 800, donc A ne peut avoir 6 comme premier chiffre.
-Pour a = 9, c = 8 et 46 800 < A < 52 000, donc A ne peut avoir 8 comme premier chiffre.
Reste a = 7. c = 4 est compatible avec la double inégalité 36 400 < A < 41 600.

A > 40 000 impose àH d’être supérieur à 769.Les valeurs à essayer sont donc 777,787 et 797.Seule
la première conduit à un salaire annuel palindrome, 40 404 €.
(adapté du championnat international des jeux mathématiques, © POLE - FFJM).

498. Avoir la moyenne

Seuls les nombres 481, 518, 592 et 629 « ont la moyenne ».

Si le nombre s’écrit abc, on parvient à l’équation : 6 (100 a + 10 b + c) = 222 (a + b + c).

En simplifiant par 6, on obtient : 63 a = 27 b + 36 c,

qui se simplifie encore par 9 : 7 a = 3 b + 4 c,ou encore : 7 (a- c) = 3 (b-c).

On en déduit que la différence (b-c) est un multiple de 7, ce qui, compte tenu du fait qu’il s’agit de
chiffres compris entre 1 et 9, ne consuit qu’aux quatre solutions indiquées plus haut.

El Si l'on oublie la consigne de ne considérer que les nombres de trois chiffres non nuis, on

peut ajouter à la liste deux autres nombres:307 et 407 nous dit Jacques POLGE (Paris).

499. Les «nombres de personne»

L’écriture décimale d’un «nombre de personne» a au plus 3 chiffres différents.

•Les chiffres d’unnombre de personne ne peuvent être pairs (l’une de ses «anagrammes» serait mul¬
tiple de 2) et ne peuvent être égaux à 5 (l’une des «anagrammes» serait multiple de 5).
En conséquence, l’écriture décimale d’un «nombre de personne» ne peut contenir plus de 4 chiffres
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différents, 1,3,7 et 9.

•Ni 137,ni 139,ni 179,ni 379 ne sont des « nombres de personne » puisque leurs anagrammes res¬
pectifs 731, 931, 917,,973 sont divisibles par 7.

•Le nombre 1379 n’est pas non plus un «nombre de personne»,il est divisible par 7.
De plus,parmi les restes des la division par 7 de ses anagrammes, on trouve tous les restes possibles :
0 (1379), 1 (1793), 2 (3719), 3 (1739), 4 (1397), 5 (1937) et 6 (1973).

•Si un nombre N comporte les 4 chiffres 1, 3,7, 9 dans son écriture décimale, choisissons l’une de

ses anagrammes A de la façon suivante :
- le bloc le plus a droite,D, comportera les quatre chiffres distincts.
- le bloc de gauche,G,éventuellement nul, comportera les chiffres intervenant plus d’une fois.

Ainsi, A = 10 000 G +D.
La division par 7 de 10 000 G a pour reste r.

On choisit D parmi les anagrammes de 1379 de sorte que sa division par 7 ait pour reste 7 -r.

A sera alors un multiple de 7.Nn’est pas un «nombre de personne».

L’écriture décimale d’un «nombre de personne» a bien au plus 3 chiffres différents.
Mais comme nous l’ont fait remarquer plusieurs lecteurs, 139 n’est pas un nombre de personne,
puisque 931 est unmultiple de 7. 1139,en revanche, est un nombre de personne comportant 3 chiffres

différents : aucune de ses 12 anagrammes (1139, 1193, 1319, 1391, 1913, 1931, 3119, 3191, 3911,

9113, 9131, 9311) n’est un multiple de 2, de 5 ni de 7.
Enrésumé, s'il n'y a pas de « nombre de personne » de trois ni de quatre chiffres dont les chiffres sont

tous différents, l'écriture d'un « nombre de personne » a au plus trois chiffres différents. 1139 en est

un exemple.
ISI Si les lecteurs attentifs nous ont signalé qu'il n'existait aucun «nombre de Personne» à

trois chiffres tous différents, même pas 139 [Maurice BESNIER (Paris), D. BLONDEAU

(44210 Pornic), André LANDESMAN (74300 Araches), R. MONNOT (35540 Balaruc les
Bains), Roger PROTEAU (94210 la Varenne St Hilaire)] quelques-uns seulement nous ont

signalé l'existence de tels nombres à trois chiffres différents... mais à quatre chiffres comme

1139 (Dominique PASTRE, 92130 Issy les Moulineaux, C.ROMON).

500. Dyslexie multiplicative

Il existe 20 «multiplications pour dyslexique» (le professeur a pu poser la multiplication de

gauche ou celle de droite) :

12 x 63 = 21 x 36
13x62 = 31 x 26

12 x 84 = 21 x 48

14 x 82 = 41 x 28

34 x 86 = 43 x 68
36 x 84 = 63 x 48

23 x 64 = 32 x 46
24 x 63 = 42 x 36
26 x 93 = 62 x 39
23 x 96 = 32 x 69
On part de la relation : (10 a + b) (10 c + d) = (10 b + a) (10 d+ c)

Elle se simplifie en : ac = bd
Il y a 5 groupes de chiffres distincts qui répondent à la question :

Ix6= 2x3,lx8 = 2x4,3 x 8 = 4 x 6,2x6 = 3x4,2x9 = 6x3
Ce qui donne les 20 multiplications possibles.
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